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Absztrakt

A dolgozatom elkészitésének f6 motivacidja az volt, hogy két, szdmomra kedves
tudomanyteriiletet egyesitsek, mégpedig a zenét a fizikaval. A taldlkozasuk apropdjan egy
vonos hangszer, a cselld fizikai modellezésével foglalkoztam. Tobb korabbi publikacié ramutat
arra, hogy bar a fizika, ami leirja a vonos hangszerek hangkeltését, mar régen, nagyjabol szaz
éve teljes mértékben rendelkezésiinkre 4all, mégsem értiink még minden jelenséget és
folyamatot, ami hozza kapcsolodik. A munkam soran a szakirodalom segitségével kerestem a
valaszt arra, hogy miként lehet fizikai modellt szamitogépes kornyezetben tigy felallitani, hogy
annak eredményeként egy cselld valosaghti hangjat kapjuk.

A megvalositott szimulacios hurmodellben hullamok tudnak terjedni, akarcsak egy
valodi hurban. A waveguide modellben igyekeztem szamos olyan tényezdt szamitasba venni,
amik a kialakulo rezgésekre, ezdltal a hangra is befolyassal birnak. Ilyenek a kialakuld
transzverzalis €s torzios hulldmok, ezek visszaverddése a hurldbon és a nyakrésznél, a vond
altal kifejtett hatds és az inharmonicitds is. A hangszertestben kialakuld rezgéseket is
részletesen megvizsgaltam, azzal a céllal, hogy meg lehessen hatdrozni a mechanikai
modusokat és ezeknek a hatdsait a huirra. A hurral vald kolcsonhatasban a fedlap és a hurlab
jatszik a legnagyobb szerepet, a legnagyobb hangsulyt ezekre fektettem. A hangszertest
modellezése kihivasokkal jart, példaul a fa természetébdl fakadoan bonyolult anyag, amit
ortotrép anyagtulajdonsagokkal lehet legjobb kozelitésként modellezni. Masfeldl a hurldbat a
fedlappal Ossze kellett kapcsolni, hogy aztdn a hurra gyakorolt hatdst a megfelel6 mddon
lehessen megvaldsitani.

A modellt Iépcsézetesen épitettem fel, az egyszerii fel6l haladtam az egyre 6sszetettebb
felé, a dolgozat felépitése is ezt a logikai vezérfonalat koveti. Az idedlis htrral kezdtem a
szimuldciot, amiben csak transzverzdlis iranyt hulldmok terjedtek. Ehhez fokozatosan
hozzdadodott a frekvenciafiiggd csillapitds, a vond hurral torténd kolcsonhatasa, a torzids
hullamok, az inharmonicitas és végiil a fedlap rezgései. A digitalis modellben mindegyik
hatast valamilyen sz{ir$ vagy sztirObank reprezentalja.

A szimuldci6 soran a htiron kialakul6 hullamformak a szakirodalomban dokumentalt
mérési eredményekkel teljes mértékben Osszeegyeztethetdek voltak, azonban a hangszertest
modusainak sajatfrekvenciai sok paraméter finomhangoldsa utan is magasabbnak adddtak,
mint a mért értékek. Végsé lépésben a hanglesugarzas témadjaval foglalkoztam, mely
lehetdséget biztosit a modell eredményeinek szubjektiv értékelésére is.



Abstract

The main motivation of writing my thesis was to combine two, very captivating topics,
namely music with physics. Merging these two fields of science, I have chosen to deal with the
physical modeling of a bowed instrument, the cello. Numerous publications point out that
despite the physics describing the sound making process of bowing instruments has been at
our disposal for a hundred years or so, we do not yet understand all the phenomena and
processes associated with it. In the course of my work I revisited the topic of computer-based
physical modeling whose outcome is a realistic cello sound.

In the implemented computer string model waves can propagate the same way as they
would in a real string. In the digital waveguide I aimed to take numerous factors into
consideration, which have an effect on the evolving waves, and hence, on the sound as well.
Among the various effects there are the transversal and torsional waves, their reflections from
the nut and the bridge, the effect of the bow and the inharmonicity of the string. I analyzed the
vibrations in the body of the instrument in detail, with the aim of determining the mechanical
modes and their impact on the string. The interaction between the string and the body mainly
takes place at the bridge and the top plate, therefore I focused on these elements. Modeling the
instrument body involved many challenges, such as handling the intrinsic nature of wood,
which can be modeled with orthotropic material properties as the best approximation. In
addition, the top plate and the bridge need to be coupled so their effect on the string could be
realized properly.

I set up the model step by step, beginning with the simplest setup and moving towards
the more advanced arrangements. The structure of my thesis follows the same guideline
throughout. I started the simulation with the ideal string, in which only transversal waves
propagated. Frequency-dependent damping, string-bow interaction, torsional waves,
inharmonicity and finally the modes of the top plate were added to the model gradually. Every
physical effect is represented with a filter or filter bank in the digital implementation.

The simulated waveforms are in agreement with the ones found in literature. Only the
natural frequencies of the body modes were higher compared to the measured values even
after fine tuning the parameters. In the final chapter the topic of sound radiation is addressed,
which provides allows for the subjective evaluation of the results of the model.



1. Bevezetés

A zene nagyon fontos az emberek életében, sokaknak megnyugodni segit, masok
szivesen latogatnak koncerteket és vannak, aki zenélnek. Zeneiskolasként kezdve a
tanulmanyaimat mindig lenyligoztek a kiilonb6z6 hangszerek, a legjobban a vonds és a
rézfuvos hangszerek hangja tetszett. Ekkor ugyan még eszembe sem jutott, hogy ezek a
hangszerek miként képesek hangot kelteni, egyaltalan nem voltam tisztaban a mogottes fizikai
folyamatokkal. Jonéhany évvel késobb eljutottam oda, hogy mar nemcsak a hallgathatd zene
érdekelt, hanem az is, aminek a segitségével ezt 1étre lehet hozni. A dolgozatom soran a célom
az volt, hogy hangszer nélkiil minél inkdbb valdésaghti hangot tudjak eldallitani szamitogépes
szimuldcio segitségével.

A fizikai modellezés még a mai modern korban, sokkal tobb tudas birtokdban sem konnyt.
A mérnoki gyakorlatban a modellezés soran mindig elhanyagoldsokkal éliink, mert
egyszerien nem tudunk mindent szdmitdsba venni. A folyamatot szépen folyamatosan, az
alapoktdl kezdve épitjiik fel, kezdve attol, hogy mindent idedlisnak tételeziink fel, amirdl
tudjuk, hogy a valdsagot nem tiikrozi hiven. Ezek utan, 1épésrdl 1épésre , adjuk hozza a valosag
egy szeletét”, vagyis vesziink figyelembe nem idedlis jellemzdket.

A témaval sokan foglalkoztak mar, egészen a korai 19. szazadtol kezdve. Helmholtz az elsék
kozott volt, akiket foglalkoztatott a téma, késébb sok kutatd osztozott kivancsisagdban. A
20. szdzad végére annyira sok kiilonboz6 tudomanyos cikk keletkezett a témadban, hogy
Carleen M. Hutchins tgy dontott, rendszerezi ezeket. Kiadta a 20 év alatt 0sszegytjtott,
kiilonboz6 folyodiratokban megjelent cikkeket Research Papers in Violin Acoustics néven 1997-
ben. A témak kozott szerepelnek a test rezgései, a vond viselkedése, a hanglesugarzas, és még
szamos fizikai jelenség, amit a dolgozatom keretein beliil vizsgalok.

Lothar Cremer egy egész kotetet szentelt Physik der Geige [2] cimmel a hegediinek. Bar
majdnem 40 évvel ezel6tt irddott, a témadban nagyon tjszerti megkozelités azota sem alakult
ki. Egyes szerzOk a zenélés kozben kialakuld jatékstilusokra fektetnek nagyobb hangsulyt,
ilyen Charlotte Desvages, akinek doktori disszertdcidja [1] irddott erre épitkezve. Azt
gondolnank, hogy ennyi év alatt mdr mindenre fény deriilt, amit a vonds hangszerek
hangkeltésével kapcsolatban tudni érdemes, de a mai napig kutatnak bizonyos fizikai
jelenségeket, tobbek kozt a farkashangot, amirdl egy cikk nemrég [3] francia szerzdk tollabdl
jelent meg.

A vonasi folyamat a masik, mdig sem teljesen tisztazodott jelenség. A legels6 hangszerek
készitéi még ezekkel a fizikai folyamatokkal egyaltalan nem (legaldbbis nem a mai értelemben)
voltak tisztdban, mégis olyan darabok keriiltek ki a kezeik koziil, amik a mai napig
legendasnak szdmitanak, mint Stradivari hegedtii. A kutatdk fantdzidjat természetesen ez is
izgatja, hogy mik azok a jellegzetességek, amik ezeket a hangzasbeli kiilonbségeket
létrehozzak.



A dolgozatom soran én a legnagyobb figyelmet a hturnak és a hangszertestnek szenteltem. A
folyamat soran igyekeztem logikusan épitkezni, egy folyamatos gondolatmenetet kovetni. A
témara hangolodas érdekében a vonds hangszerek bemutatdsaval, miikodésiik leirdsaval
kezdtem. Ezutan attértem a hurra, amire majd az egész modell épiilni fog, hiszen minden
egyes fizikai jelenséget a hurra hatva vettem figyelembe. Ezutan kovetkezett az elmélet
atiiltetése gyakorlatba, amikor a waveguide modellt a szimuldcioval egytitt felallitottam.
Zarasként a lesugarzott hanggal foglalkoztam, ami lehetéséget biztosit a szubjektiv
értékelésre.



2. A csello részei

A csell6, mas néven gordonka vagy violoncsell6 huros hangszer, a hegedufélék
csaladjaba tartozik, azon beliil egy kozepes méret(i hangszer. A hangterjedelme nagy, also két
hurjanak hangolasa rendre nagy C és G, a fels6 ketté d és a hangmagassagu. Ez pontosan egy
oktadvval alacsonyabb a bracsaéndl, és egy duodecimdval alacsonyabb a hegedGénél.
A csellot a késoi reneszansz-korai barokk korban kezdték el haszndlni, Olaszorszagbol indult
el, nemsokara egész Eurdpaban népszerti hangszerré valt. Kezdetben a formaja, a méretei és a
részei kicsit eltéréek voltak, mint ma, jobban hasonlitott egy , felnagyitott heged(th6z”.

fogodlap

csiga

hangolokulcsok
k

f-lyukak

kava

fedlap
basszusgerenda
téke
oldallap
ragasztoléc
lélekfa
hdtlap

1. 4bra. A csellg részei.

Az 1. abran lathat6 csell6 teste harom f6bb részbdl all: a fedlapbol, ami puhafabd], illetve az
oldalbordabdl és a hatlapbol, amik keményfabol késziilnek. A fed- és hatlap altaldban nem egy
teljes darabbdl, hanem egy-egy, a csell6 hossztengelyében 0sszeragasztott falapbdl all. A csell6



hurjai a hartartordl elindulva a harldbon és a gliffen atvezetve érkeznek el a hangszer fejéig,
ahol a feszitéeré nagysagat a hangolokulcsokkal lehet allitani, igy pontosan behangolva a
hangszert.

A hurlab nagyon fontos szerepet tolt be, hiszen ez kapcsolja Ossze a testet a harokkal, a vono
altal gerjesztett rezgések ezen keresztiil tovabbitddnak a fedlapra, ahonnan majd hangot
tudnak kelteni a hangnyomds megvaltoztatdsaval. A jatékos a fogdlapon kiilonbozd
poziciokban lefogva a hurokat tud kiilonb6z6 hangmagassagot elérni jatéka kozben.
A tdmasztdlab szerepe is nagyon fontos ahhoz, hogy a jatékos magassagahoz lehessen allitani
a cselldt, igy konnyedén tudjon rajta jatszani, a combjain tAmasztva meg a hangszert.

A fed- és hatlapot Osszeragasztjak, az also és felsd részen taldlhato egy-egy megerdsitett hely:
az egyikbe a nyakat, masikba a tdmasztolabat rogzitik. A két fél kozotti , tavtartd” szerepét a
lélekfa jatssza, ami nem szimmetrikus elhelyezkedésii, helyzete azonban valtoztathatd. Az
elhelyezésének oka az, hogy a vono a hurt a fedlap sikjaval majdnem teljesen parhuzamosan
gerjeszti, igy a hurladb labai altal a két félre kifejtett nyomoerd majdnem teljesen egyforma és
ellentétes iranyu [5].

A fedlap hosszanti sikjdba ragasztanak még egy hosszu, vékony fadarabot, ez a
basszusgerenda, funkcioja szerint tovabbitja a rezgéseket a htrlabrol a fedlap teljes hosszaban.
A fedlap két oldalan a szimmetrikus nyildsok az f-lyukak, ezeknek elsédleges célja az, hogy a
huar altal keltett hang lesugdrzasat javitsak, a testben 1év§ tireget Helmholtz-rezonatorként
hasznalva. Masodlagosan azt a szerepet toltik be, hogy a hurldb kénnyebben tud mozogni a
két lyuk altal hatarolt két részen, egy ,szigetként” foghato fel ez a rész [4][5].

2.1 A csell6 hangkeltése

A csell6 a huros hangszerek, és azon beliil is a vonos hangszerek kategdridjaba tartozik.
A jellegzetes hangjat a kifeszitett huron végightizott vono kelti, és a hur rezgése altal a levegd
nyomasaban keltett perturbdcié. A hangszint, illetve a hangerdt is befolydsolja a test
kialakitdsa. A testbe zart levegd kis frekvencidkon Helmholtz-rezonatorként miikodik,
nagyobbakon pedig a fedlap rezgése altal keltett hangnyomas lesz domindns [7].

A csell6 azért vonds hangszer, mert a htirbdl jon a hangja? Igen is meg nem is az egyszer(
valasz, de nézziik meg, hogy miért van igy. Egy (vagy tobb) har onmagdban nem tud
hatékonyan lesugdrozni hangot a kornyezetébe, mert az atmérdje sokkal kisebb, mint a
hangszer hangterjedelmébe es6 frekvencidkhoz tartozé hullamhossz a levegdben, igy
egyszertien nem tud a térben megfeleld6 hangnyomast gerjeszteni, a kialakuld jelenséget
akusztikai rovidzarnak nevezik [6].

Ahhoz, hogy az akusztikai rovidzarat kikiiszoboljék, készitettek a htirhoz egy testet, ami képes
arra, hogy nagy feliileten rezegjen. A vonodval a jatékos normaleré6t (tehat sikban merdleges)
fejt ki a huirra, ez a harldbra is hat, és igy a csell6 hossztengelyében 1év6 basszusgerendat meg
tudja rezegtetni a hur. Ezen keresztiil az egész testet is (els6sorban a fedlapot, mert az késziil
puhafabdl) rezgésbe hozza.



A test vonas sordn kialakuld rezgésalakjait nevezziik modusoknak. Ezek elemzésénél azonban
nem lehet olyan eredményre jutni, ami minden egyes csellora egyforman igaz lenne. A fa egész
érdekes mechanikai tulajdonsagokkal bir, ezen feliil nincsen két teljesen egyforma fa sem a
Foldon, igy két egyforma cselld sem. A régi korok nagy hangszerkészitd mesterei, Stradivari
és Amati empirikus tton kellett rajojjenek, hogy miként lehet a lehet6 legjobb hangszereket
késziteni. Nem allt rendelkezésiikre semmilyen modern mérémiiszer, mégis bravarosan
teljesitették a feladatot.

A hangszerek mérnoki vizsgalatanal azonban felmeriilhetnek egyes problémak, mert mig a
mérnokok a fizikat vizsgaljak, mérnek, hajlamosak elfelejteni az érzést, amit csak egy ember
tud kelteni a hangszeren, igy befolydsolva a mérések végkimenetelét. A kettd
Osszeolvasztasabol alakul ki a pszichoakusztika, ami mind a fizikai tulajdonsagokat, mind a
hallgatosagban keltett érzeteket egyesiti [7].

2.2 A farkashang

A cselldra jellemz6 érdekes jelenség a farkashang. El6fordul az, hogy a jatékosnak nem sikertil
eltaldlnia azt a minimalis er6hatast, amit a vonoval kell kifejteni a hurra, ilyenkor kénnyen
kialakul az ugynevezett farkashang. Azért nevezik igy, mert a jatszani kivant hangmagassag
alapharmonikusa ilyenkor néha-néha ,eltinik” és az eredmény egy oktavval magasabb
hangmagassaggal valtakozo, erdteljesen pulzald hang lesz [8].

A jelenség f6 mozgatorugdja azonban az, hogy a jatszani kivant hang alapharmonikusa és a
fedlap mértékadd modusanak sajatfrekvencidja igen kozel esik egymashoz, és a modus csak
nagyon gyengen csillapitott. Ilyenkor a hurlab impedancidja mar nem lesz nagyobb a hturénal,
hanem egy nagysagrendbe fog esni, vagy pedig kisebb lesz, ami azt eredményezi, hogy az
alapharmonikus kialakuldsanak feltétele nem teljesiil. A transzverzalis hulldm a hurlabbal
taldlkozva vagy pont elnyelédik vagy pedig azonos fazisban lesz a test rezgésével, tehat az
energia kicserélddik koztiik, a frekvencidk kozti kis eltérés miatt kialakul a lebegésnek nevezett
jelenség [8]. Schelleng valaszt adott arra a kérdésre is, hogy miért alakul ki a farkashang a
cselloknal a leggyakrabban: egyszeriien a hurldb nagyobb mérete az, ami befolyasolja a
bemend impedanciat [2].

A farkashang kialakulasat tobbféleképpen el lehet keriilni. A jatékosoknak azt tanitjdk, hogy
erdsebben kell nyomni a vonét a htrra, igy kialakulnak nemlinearitasok, és lehet6ség van
kilépni a kolcsonos energiadtadas folyamatdbol. Egy masik lehetséges moddszer az, hogy
csillapitast visznek a rendszerbe, tehat er6sen a két labuk kozé szoritjak a hangszertestet, ezzel
tompitva a kialakulé modusok rezgését. Az utols6 megoldds nem a jatékos ratermettségétdl
tiigg, hanem egy kis sulytdl, amit a hurldb és a hurtart6 kozotti kis hurrészre, ami ugyanolyan
erével van megfeszitve, mint a hosszabb rész, de a rovidsége miatt sokkal magasabb az
alapharmonikus frekvencidja. Ez a suly olyan anyagbdl késziil, aminek nagy a bels6
csillapitasa, és a megfelel$ pozicidban felhelyezve teljesen megsziintethetd vele a farkashang
kialakulasanak lehetdsége [8], [9].



3. A hur fizikaja

3.1 Az idealis hur

A hangszerek hurjainak hossza 4altaldban joval (nagysagrendekkel) nagyobb, mint
keresztirdnyti méretiik (atmérdjiik), ezért a hurt egydimenzids rendszerként kozelithetjiik.
A htirok minden egyes hangszeren mindkét végiikon valamilyen modon rogzitve vannak, igy
ezt az allapotot vessziik alapul. Ha ezt a mindkét végén rogzitett, megfeszitett hurt az
egyensulyi allapotabdl egy megfelel§ gerjesztéssel, pengetéssel vagy megiitéssel kitéritjiik,
akkor transzverzalis és longitudinalis hulldmok alakulnak ki a hirban [11].

A késObbiekben csak a transzverzalis hullamokkal foglalkozom, a longitudinalis hulldmokkal
nem. Utdbbiak a har tengelyének iranyaban kialakuld — tehat megnyulas- vagy 6sszenyomas-
— hulldmok, melyek inkabb a zongora hurjainal [10] jatszanak szerepet. A transzverzalis
hullamok pedig ugyanugy erre a tengelyre merdleges iranyban alakulnak ki, mint a klasszikus
fényhulldmoknal.

A hur attdl lesz idedlis, hogy nincsen merevsége, anyagaban homogén, és veszteség nélkiili
(nincsen sem kiils6, sem belsd forrasa a csillapitdsnak). Ezen kikotések mellett a htirban terjedd
transzverzalis hulldmokra a mozgasegyenlet Newton 2. torvénye alapjan felirhato:

glx, t) + Su"(x,t) = pii(x, t), 3.1

ahol
- u(x,t) az elmozdulasfiiggvény
- g(x,t) a gerjesztés, vagyis a hurra hato kiils6 erdeloszlas
- S afeszitGerd [N]
- W az egységnyi hosszra jutd tomeg [kg/m].

A htr transzverzalis irdnyd elmozdulasat leir6 differencidlegyenlet mind térben, mind id6ben
masodrenddi. Idedlis, gerjesztésmentes esetben g(x,t) = 0 mellett felirhato ra a homogén
egydimenzios hulldmegyenlet

" 1. 3.2
u"(x,t) = C—Zu(x, t),
ahol c = \/% a hullamterjedési sebesség.
Ennek az egyenletnek a jol ismert, dltalanos d”Alembert- féle megoldasa:
u(x,t) =ut(x—ct) + u (x +ct), 3.3

u* a pozitiv iranyaba, u~ a negativ irdnyba ¢ sebességgel halad6 hullamalakot jeloli.

Ezt a megoldast fel lehet irni nemcsak az elmozdulas, hanem sebesség és er6 dimenzioban is,
attdl fliggbden, hogy éppen melyikre van sziikség. A késébbiekben a sebesség alapti megoldast
hasznalom.



A vono vagy pengetésnél az ujjunk transzverzalis irdnyu erdt fejt ki a htirra. Ez az er6 hullamot
gerjeszt a huron, melyet sebességhullamként irunk fel. A gerjesztési pontban a htirra hato eré
és az ebben a pontban vett sebesség hanyadosaként definidljuk a har bemend impedancidjat,
ami az anyagparaméterekbdl szamithato, értéke félvégtelen hiir esetén Z, = \/uS = g [11]. A Z,

értéket a hur transzverzalis hullimimpedancidjanak nevezziik.

Ahhoz, hogy a transzverzdlis hullimok allohullAmma tudjanak atalakulni a hdron, ahhoz
sziikség van visszaverddésre, legalabb a két befogott vég egyikén. Az dllohulldmok sajatossaga
az, hogy mind térben mind id6ben olyan alakot vesznek fel, ami harmonikus fliggvények
sorba fejtésével felirhatd (pengetett hurndl haromszog profil). A folyamat soran a két
kiilonb6z6 irdnyban halad6 sebességhullamok egyes helyeken erdsitik, mashol gyengitik
egymast. Csomopont az a hely, ahol a huar kitérése zérus, maximalis kitérés esetén pedig
duzzadohelyrdl beszéliink [11].

0 L
0 L
0 L
0 L
0 L

2. abra. Mindkét végén befogott hur elsé 6t modusalakja [11].

Ahhoz, hogy a hullamegyenletet egy véges hossztsagu hurra meg tudjuk oldani, sziikség van
két kezdeti, és két peremfeltételre: az u(t = 0) kezdeti kitérésre, v(t = 0)sebességre, illetve a
mindkét oldali befogasra u(x = 0) és u(x = L)-re [11].

A szabadrezgés soran kialakul6 fiiggetlen deformalt alakokat nevezziik mddusoknak.
A 2. dbran egyszer(i, az idealis hurra jellemz6 harmonikus moédusalakokat lathatunk, ahol a
modus sorszamanak novekedésével egyre tobb fél szinuszhullam alakul ki.

Az n. mddusalakot a
nmx 3.4

¥, (x) = sin(k,x) = sinT

Osszefliggés irja le, ahol k,, a sajathullamszam. Az n. modushoz tartozo sajatfrekvencia
k,c nc 3.5

e TA



3.2 A csillapitas forrasai

Egy lépéssel tovabb haladva az idealis hurtdl, szamitasba vessziik a veszteségeket. Ezek
lehetnek kiils6 és belsd hatasokbol szarmazoak. Kiilsd hatas alatt a kozeggel (levegdvel)
torténd kolcsonhatast, vagyis surlodast értjik. Az idedlis huarnal ezt elhanyagolva
elképzelhetjiik, hogy a har a mozgast légiires térben végzi. Ekkor természetesen hang sem
keletkezne a valdsdgban, mert nincsen olyan részecske, ami a keletkez6 hangnyomadst
tovabbitani tudna. Vizudlisan elképzelni ezt ugy lehet, hogy egy vékony levegd filmréteg
korbeveszi a hurt, és a hurral egyiitt mozogva ez egy viszkozus, folyadékokra jellemzd
csillapitast okoz [1].

A csillapitas masik forrdsa az anyagok belsé surlédasabol adodo veszteség. Ha idSben valtozo
huzo igénybevételnek tessziik ki, akkor valamelyest megnyulik az anyag, majd visszaall az
eredeti hossztisdgara, anélkiil, hogy maradando alakvaltozast szenvedne. Az anyagot alkoto
részecskék a mozgas soran elcstisznak egymason, és ez a veszteség/csillapitas disszipalodik hé
formajaban [1].

Magat a csillapitast veszteségként lehet elképzelni, mert ha ez nem lenne, akkor a
nyugalomban 1évd hur ebbdl a helyzetébdl kitéritve az idk végezetéig rezegne. A csillapitas
nemcsak a levegdbdl és a huar belsd surlodasbdl szarmazik, amit befolyasolni nem igazan
tudunk, hanem az ujjunkkal szdndékosan bevihetiink csillapitast a rendszerbe, ha nem célunk
egy hangot hosszan kitartani. Ugyanilyen csillapitas 1ép fel akkor is, ha egy huron valtoztatunk
az ujjunkkal a megszdlalé hang magassagan [4].

A csillapitassal kiegészitve a 3.1-es mozgasegyenletet

glx, t) — Cu(x, t) + Su"(x,t) = pii(x, t), 3.6

ahol C a viszkozus, a hur és levegd kolcsonhatdsabol, és anyag belsejében kialakuld viszkdzus
csillapitasbol szdrmazik. Az ujjal a rendszerbe bevitt csillapitds figyelembevételére nem a
hullamegyenletben, hanem a lezarasokndl van lehetdség [11].

A htr csillapitdsanak jellemzésére lehet haszndlni a Q = 25\/%52 [9] josagi tényezot is. Ezt a

mérdszamot a kiilonb6zé moédusokhoz definidljuk. A bevezetésének oka az, hogy mérés ttjan
ez az érték konnyebben meghatdrozhato, mint maga a csillapitas. Kétféle megkozelités szerint
lehet csoportositani:

- konstans josagi tényezo: kellen alacsony frekvencidkra végtelenhez kozelit az értéke,
mas frekvencidkon pedig ~1/n, ahol n a hdarban kialakulé moédusok szama. Torzios
hullamok (lasd késObb, a 3.4 fejezetben) esetében ezt a megkozelitést alkalmazzuk.

- frekvenciafliggd josagi tényezdvel: ilyenkor az amplitiddcsokkenést a levegdvel
torténd  kolcsonhatds  (légellendllds), az wujjal valdo lefogds (a testlink
,lengéscsillapitoként” miikodik), és a hir meghajldsa okozza. Alacsony frekvencidkon
a csillapitas nagy részét nem a hur, hanem a hangszertest rezgése okozza, ha ezt a
rezgést kivennénk a rendszerbdl, ugy joval nagyobb josdgi tényezét kapnank.
Transzverzalis hullamok terjedésekor alkalmazzuk.
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3.3 A merev hur inharmonicitasa

Még egyet lépve a komplexebb hiirmodell felé, szdmitasba jon a hur hajlitomerevsége is. Ez
azt jelenti, hogy amennyiben meghajlitjuk a hurt, akkor az valamekkora ellendllast fog
tantsitani ezzel szemben, egy valddi hurt nem lehet tigy kezelni, mint egy szal cérnat.
A hajlitast szemléletesen tgy lehet elképzelni, hogy mikozben a huar hajlik, a hajlitas ive
mentén kiils6 oldala megnyulik, mig a bels6é 6sszenyomddik. Az Euler—Bernoulli-tétel szerint
azonban a tengelyvonal valtozatlan hossztisagi marad, ez az igynevezett semleges szal [4].

A valodsagos, véges keresztmetszet(i hur esetén a hajlitd mozgasa a transzverzalis kitéréssel
(hullamterjedéssel) egyidejtleg lép fel. Ennek okan a hur hajlitomerevsége a transzverzalis
hullamok terjedését is befolyasolja. A hajlitomerevség kovetkezménye a diszperzionak
nevezett jelenség, ami azt jelenti, hogy a hulldmterjedés sebessége frekvenciafiiggd [4].

A merev hir mozgasegyenlete a kovetkezdképpen alakul:

g(x, t) — EIuV (x, t) + Su"(x, t) = pii(x, t), 3.7

ahol
- EI ahajlitomerevség,
- E aYoung-modulus [Pa],
- I amasodrendi nyomaték [m?*].

A diszperzid kovetkezménye az, hogy a felhangok frekvencidja nem esik egybe a

ugy, hogy

fo =nfoy1+ Bn?, 3.8

ahol n a felharmonikus sorszdma, f, a 3.5-0s egyenletben feltiintetett sajatfrekvencia. Az
inharmonicitasi allando6 kor keresztmetszet(i hirra
_ mn’Ed* 3.9
64512
A huros hangszerek csalddjaban legkevésbé markdns szerepe a vonos hangszereknél van az
inharmonicitdsnak, zenélés kozben a hur a vonds miatt gerjesztett allapotban van, ekkor
alakulhat ki a vonos jatékra jellemz6 Helmholtz-mozgas. A periodikus mozgas kovetkeztében
az alaphang harmonikusaival egybeesé felhangok fognak keletkezni. Szabadrezgésnél
(pengetés, iités) mindegyik modus a sajatfrekvencidjan oszcillal, igy a felhangok frekvencidja
eltolodhat, nem lesz tokéletesen periodikus a mozgas [11].

3.4 Torzios hullamok

A torzids hulldamok kialakuldsanak oka az, hogy a vono csavardnyomatékot fejt ki a htrra, igy
a hur nemcsak kitér, hanem csavarodik is a tengelye mentén. Ezek a torzids hulldmok nem
tudnak hatékonyan csatolddni a hangszertesthez, igy csak kis részben felel6sek a hangszer
altal 1étrehozott hangért, sokkal gyorsabban csillapodnak a transzverzalis hullamoknal.
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A vonod-huar kolesonhatéds szamitasandl pengetett hur karakterisztikus longitudinadlis irdnyu
impedancidja kiegésziil a torzids irdnyu impedancidval, a teljes impedancia a kettd
parhuzamos ereddjeként adodik. Az ehhez tartozé részletes magyarazatot lasd a
4.4 fejezetben [9].

A torzids hullamok terjedésére is fel lehet irni egy mozgasegyenletet [11], teljesen hasonldan a
transzverzalis kitéréshez:

Ko"(x,t) — L,p(x,t) = rf(x,t), 3.10

- K atorzidos merevség,

- ¢ aszogelcsavarodas,

- I, a polaris masodrend nyomaték,
- rahursugara,

- f agerjesztés.

A torzids hulldmok terjedési sebessége nagysagrendileg 3—4-szer akkora, mint a transzverzalis
hullamoké, a tipikus acél cselldhur paramétereivel szamolva. A torzids hulldmterjedési
sebesség [12]

Grr4 3.11

0

A szamladloban G a nyirdsi rugalmassagi modulus, a nevezében 6 a hosszegységre esd

Cp =

tehetetlenségi nyomaték.
3.5 Vono-hur kolcsonhatas és a Helmholtz-mozgas

A vonas soran kialakuld rezgés periodikus. A hurban egyszerre terjed egy pozitiv és
egy negativ irdnyua sebességhulldm, amiknek a tobbszords visszaverddések utdn adodo
eredGje lesz a kialakuld hulldimforma. A vonds hangszereknél a jellemzden kialakulo
mozgasforma a Helmholtz-mozgds. A peridduson beliill a vond cstiszdsa és tapadasa
valtakozik. Amikor a vono csuiszik a huron, akkor eltérd sebességgel mozog a hur és a vono.
Amikor tapad, akkor k6zos sebességgel, egyiitt mozognak.

A htir mozgasat szabad szemmel kdvetve csak annyit latunk, hogy a hur egy ivben leng
ide-oda, a kitérés maximuma pedig a htur kozepénél van. Ez azonban csak egy optikai illuzio,
egy stroboszkdp segitségével mar lathatova valik, hogy a két befogas kozott, egy (vagy tobb)
V-alak halad a hdron az ujj (nyak) és a hurlab kozott (3. abra). A legegyszer(ibb esetben egy
cstuiszas-tapadas periddusban egy ilyen alak van [2][13].
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= hurlab

-~ — vyond

3. abra. Helmholtz-mozgas. Szaggatottal a szemmel lathato kitérés, folytonos vonallal a Helmholtz-sarkok.

A Helmholtz-mozgas létrejottének sikeressége harom fontos iddben valtozé bemend
paramétertdl fiigg: vonosebesség, vono-hurlab tavolsag (B), vonderd. Ezeket nehéz a
jatékosnak precizen, egyidejlileg kontrolldlni. Egy kicsi eltérés barmelyik paraméterben
jelentds eltérést mutathat a jatszott hang mindségét illetéen. Mas befolyasold paraméterek még
a vono billentettsége, hirokra merdleges egyeneshez képesti szoge (a fedlap sikjaban) [14].

A vono és hur kozotti kolcsonhatast legjobban a vonderd nagysagaval lehet jellemezni.
A vonoer6 gy alakul ki, hogy amikor a vonoét a hurra illesztjiik, és mozgatni kezdjiik, akkor
a vonoszorok az érintkezési pontban deformalddnak, igy normalerdt fejtenek ki a huirra. Ez az
erd természetesen nemcsak a htirra fejt ki hatast, hanem a vondszdrokre is, Newton 3. torvénye
értelmében. A Helmholtz-mozgas kialakulasdhoz sziikséges vonderd nagysaga a vonasi pont
és hurlab tavolsagatdl is fiigg (a kapatdl tavolodva né a vonoderd) [14].

A surlédast kilonféle moddokon lehet modellezni. A Coulomb surloddsi modellt
modositasokkal lehet haszndlni, de azt figyelembe kell venni, hogy a koélcsonhatds nem
kifejezetten linedris jellegli a normalirdnyu és surlodasi erd kozott, mert a surlddasi tényezd
értéke a vond és a hur relativ sebességkiilonbségétdl fligg. A Helmholtz-mozgds sordn egy
perioduson beliil egy tapadasi és egy csuiszasi szakasz is van- amikor a V-alak a ,vono ala ér”
akkor megcstiszik a vono a htiron, egyébként tapad [9]. A nemlinearitds miatt a kialakulo er6-
sebesség gorbe a 4. dbran lathatd alaku lesz.
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a hur sebessége [m/s]
4. abra. Surlodasi gorbe.

Jol elkiilonithetden latszik a cstiszasi- illetve a tapadasi szakasz: a tapadasi a hiperbola-szeri
gorberész, az erd egészen addig nd, amig oda V-alak a ,vono ald nem ér” majd a csuszasi
szakaszban drasztikusan lecsokken, és igy tovabb [15].

Igy, ezt a nemlinedris gerjesztéerSt figyelembe véve azt lehet, mondani, hogy a surlédasi
tényez0 a relativ sebességtdl fog fiiggeni, a surlddasi gorbét adja a kovetkezd egyenlet [9]

#(Urel) = O’4e(vhﬁr_vvoné)/0v01 + 0,456(vh1’1r_v170n6)/0v1 + 0,35' 3.12

ahol v,¢; = Vpgr — Vyong relativ sebesség [m/s].
Azonban a sturlodasi er6t grafikusan is meg lehet hatdrozni, a 4. dbra alapjan, az értéke igy

Fg = ZZtot(vhﬁr - vh): 3.13

ahol v, a vonasi pontba érkezd és onnan kiinduld hulldamok 6sszege, Z;,,; pedig a transzverzalis
ZoZR

Zo+Zp
sziikséges kétszer venni, mert a vond két oldaldn az egyes hurszakaszok félvégtelennek

tekinthetoek.

és torzidos hulldamokbol szamitott impedancia Z;, = . A har impedancidjat azért
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vonasi/pengetési
nyak pozicié hurlab

07 01

tavolsag

5. abra. A vonasi pontba érkez6 és indulé hullamok.

o ier e Fs F
Innen szamithatd v, = Vj; + Vi3, Vo1 = Viz + =85S Vyy = Vg + ——.
2Z¢0t 2Z¢0t

Ezen két gorbe metszéspontjaként hatdrozhaté meg a surlodasi erd, azonban el6fordulhat
olyan eset, hogy az egyenes 3 pontot is kimetsz a gorbébdl. Ekkor gy kell eljarni, hogy a
kozépsd pontot semmiképpen nem vessziik szadmitdsba, ugyanis az instabil megoldas.
A maradék két pontbdl pedig gy lehet eldonteni, hogy melyik lesz a helyes megoldas, hogy
az el6z6 iddpillanattal 6sszhangban 1évé megoldast adjon: ha cstiszott el6zdleg, akkor most is
csuszni fog, ha tapadt, akkor tapadni. Osszefoglalva azt lehet mondani a tapadds-cstiszas

folyamatarol, hogy hiszterézises jelenség (5. abra) [9].

Egy masik szemléletes diagram a Schelleng-diagram (6. dbra), ami a vonderd és a vono
huarlabtol valé tavolsag kapcsolatat mutatja. Azért fontos jelentdségli, mert a minimalis és
maximalis vonoderd kozott csupan egy kis tartomanyban lehet olyan erét produkalni, hogy a
hegedi vagy mas vonds hangszer zenei hangot adjon ki, és 1étrejGjjon a Helmholtz-mozgas.
Fontos lesz majd a szimuldcio soran is ennek megfelel6en bedllitani a vonasi paramétereket [9].

Schelleng-cstics

IgFN

Helmholtz-mozgas

1gp

6. abra. Schelleng-diagram, a maximalis és minimalis vonderdvel.
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3.6 Nemidealis lezaras és egyeb hatasok

Az eddig targyalt, két végén befogott hir mindkét befogasa idealis volt, ami annyit jelent, hogy
teljesen merev, a kitérés ezekben a pontokban zérus. A csell6 hurjanak két vége azonban a
hurtartd és a hangolokulcsok kozé van kifeszitve. A hangszertest rezgése soran ezek a ,, végek”
is rezegnek, igy itt nem teljestiil az a feltétel, hogy a kitérés zérus a régzitési pontban.

A nemidedlis lezardsnak két modjat vessziik szamitasba, a rugoval és a koncentralt tomeggel
vald lezarast. A lezaras helyettesitése koncentralt rugdval ugy torténik, hogy egy K merevségi
rugot tesziink a befogas helyére. Ez ugy viselkedik, hogy ha ez a merevség végtelen, akkor
visszakapjuk az idedlis lezarast, ha értéke véges, de nem elhanyagolhat6 nagysagu, akkor a
har sajatfrekvencidi alacsonyabbak lesznek, mint idedlis esetben. Ha nagyon Kkicsi,
elhanyagolhat6 mértéki, akkor egy szabadon hagyott hurvéggel ekvivalens a lezaras [11].

Masodik esetben egy koncentralt tomeget képzeliink a hur egyik végére, akkor hasonld lesz a
kialakul6 helyzet, mint a rugd esetében, a hur tomegéhez képest elhanyagolhaté koncentralt
tomeg a szabad lezards, végtelen nagy tomeg pedig az idedlis, merev lezdrast kozeliti, a
sajatfrekvencidk kissé megndvekednek. Osszefoglalva azt lehet megallapitani, hogy a
nemidedlis lezaras novelni fogja a hur effektiv hosszat [11].

A valds lezaras mindkét megoldast magaban foglalja. Bizonyos frekvenciatartomanyon
rugdval, mig masokon tomeggel helyettesithetd.

A dolgozat keretein beliil a htrra gyakorolt hatdsuk szempontjabol tobb jelenséget nem
tudtam figyelembe venni, ilyen az egylittrezgd hurok hatdsa, amik a hurldbon keresztiil
vannak Osszekapcsolva. A vond mechanikai hatdsa, tehat az, hogy véges szélességli, nem egy
ponton hat, illetve a tény, hogy a vonds soran rugalmasan deformalédnak a vondszorok,
szintén kiviil esett a dolgozat altal érintett hatdsok vizsgalatdbol. A vondhoz kapcsolddnak
még egyéb surlddasi modellek, minthogy a hozza hasznalt gyanta a hdmérsékletétdl fliggden
egészen mashogy tud viselkedni, és a keletkezd hangot is befolyasolja [9]. Egyes kutatasok
kiilon figyelmet szentelnek a csillapitds egyéb forrasainak, és elosztott formaban, a valdsagot
jobban modellezve veszik figyelembe [1], amit én id6 hidnyaban elhanyagoltam.
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4. Waveguide modell

A waveguide vagyis hulldimvezetd modell alapoétlete az, hogy a hullamegyenlet
d’Alembert-féle megolddsabol kiindulva vesziink egy pozitiv és egy negativ iranyban terjedd
sebességhullamot és szimulaljuk ezeknek a terjedését. A hullamvezet6 maga a hur lesz, amit a
tizikai paramétereibdl (hossz, feszitGerd, fajlagos tomeg) hozhatunk létre, és benne a
sebességhullamok az anyaganak megfelel6 nagysagu hangsebességgel fognak terjedni.

A 7. dbran lathatdak a modell 6sszetevdi:

~ hr belsé csillapitasal— diszperzio | gerjesztési o hir belsd csillapitasal—| diszperzié
modusok -1
} ont
4{ tortrész-késleltetés ‘-—{ egészrész-késleltetés P -—| tortrész-késleltetés |-—| egészrész-késleltetés|

7. abra. Digital Waveguide modell.

- egészrész-késleltetés: a hullamalak egyik pontbdl a kovetkezdre vald terjedését
szolgalja

- tortrész-késleltetés: a htirhosszt lehet vele precizen valtoztatni

- moddusok: a test rezgéseibdl szarmazo frekvenciafiiggo csillapitas/erdsités

- har bels6 csillapitasa: a kiilonb6zd surlddasbdl szarmazo (belsd- illetve viszkozus)
veszteségek

- diszperzid: a nagyobb frekvencidja hullamok gyorsabban terjednek, igy diszperzio
alakul ki, ez az elem pedig ezen fazissebességek kozotti eltérést valdsitja meg [9].

Ebben a fejezetben a célom az, hogy ezeket az OsszetevOket részletesen kifejtsem,
megmagyardzzam az okat annak, hogy miért van sziikség rajuk, és hogyan lehet a modellbe
beépiteni ezeket. A targyalds itt is az egyszer(i, idedlis hurtdl kezdddik és tart az egyre tobb
Osszetevds, valosaghti modell felé. Az idealis htr a legalkalmasabb arra, hogy a htirban zajlédé
alapvetd jelenségeket megértsiik, ezen keresztiil szeretném felvezetni azt, hogy a kés6bbiekben
mi torténik, ha mar veszteségek keletkeznek, és a hurhoz mar hajlitdémerevség is tarsul. Szo6
lesz a frekvenciafiiggésrdl is, mind a veszteségek, mind a testben kialakulo rezgések kapcsan.

4.1 Idealis har, pengetéssel

A waveguide modellt el8szor a pengetésre allitottam fel, tobb 1épésben, az idedlis hurral
kezdve. A modellt tigy kell elképzelni, hogy minden egyes hurdarabka egy késleltetének felel
meg, hiszen igy lehet a d’Alembert-féle hulldmterjedést megvalositani. Természetesen a
nyakat és a hurlabat is figyelembe kell venni, ahonnan az els6 modellben tokéletesen verédtek
vissza a hulldmok, majd késébb frekvenciafiiggetlen csillapitast vettem figyelembe. A modell
igy a kovetkezOképpen allt 6ssze (8. abra):
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y(n) ¥ (n-1) ¥ (n-2) v (n-3)
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v (nT,0) vy (nT.3X)
yin) yin+l) y{n+2) yin+3)
(x=0) (x=¢cD (x=2cT) (x=23cT

8. abra. Elmozdulas-alapt waveguide modell pengetésre [13].

A szimuldcid elkezdéséhez eldszor a hur fizikai paramétereit kell definialni:

- S afeszitbero,
- L ahtr hossza,
- W az egységnyi hosszra jutd tomeg,

- = \/g hullamsebesség,
- Z = pc a htr hullamimpedancidja,

majd a szimulacios paraméterek kovetkeztek:
- térlépés,
- id6lépés, ami a térlépés és a hulldmterjedési sebesség hanyadosaként szamithatd
- apengetés helye.

Elsé megkozelitésben kitérés alapu waveguide modellt hasznaltam a pengetés helyén a kitérés
volt adott, és a kezdeti V-alakot 2 egyenes pontbeli értékeivel lehetett megadni, a sebesség
kezdetben zérus. A 9. dbra lathaté egy kitérés alapi waveguide szimuldcio néhany
id6lépésbeli értéke. Zolddel és kékkel rendre a pozitiv és negativ irdnyba terjedd hulldamok,
pirossal az ereddjiik lathatd. A visszaverddés miatt csak eredOben lesz zérus a kitérés a
végpontokban, illetve jol megfigyelhetd a pengetéskor keletkezd haromszog profil, amirdl
kordbban, a 3.1-es fejezetben volt szo.
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t=Ims
T

9. abra. A hur kitérése az egyes idépillanatokban. Kékkel jel6lve a pozitiv, zélddel a negativ iranyba halado

hullamok, pirossal az ereddjiik.

Maésodik megkozelitésben mar nem az elmozduldst, hanem a sebességet vettem alapul.
A sebességet ugy kell értelmezni, hogy kezdetben a kitérés és a gyorsulds is zérus, a sebesség

pedig térben egy impulzusként, idében pedig egységugrasként értelmezhetd. A pengetési

/4 /4 —_ i _ /4 /4 /4 . 7 . r”r . V4
pontban a sebességet igy v = — -ként lehetett szamitani, ahol F a pengetési erd, ami a pengetot

vagy az ujj hatasat t=0-ban helyettesitette [16]. Ebben az esetben a waveguide blokkdiagramja
a 10. bra lathat6 alakot 6lti, mutatva a pengetési helyen bevitt eré mértékét.

Z—l ————— > Z—1 Z-]. ---------- > Z-l - z-].

v R

Z-l -~ - - Z'l Z-l PR Z—I-

10. abra. Sebesség alaptt waveguide. A szaggatottan jelolt késleltet6k kozé tetszleges szamu ugyanilyen

elem helyezhetd.

A gond ezzel a megkozelitéssel az, hogy az elmozduldst a sebesség integraljaként lehet
megkapni. Ha a hurt sajat impedancidjaval lezdrtnak feltételezziik, tehat nincsen
visszaverédés, igy végtelen hurnak tekinthet6, akkor miel6tt vagy miutdn az egyes
hurdarabok sebességét kiolvasndnk, és egy id6lépést elrelépnénk, el6bbi esetben kétszerese,
mig utdbbiban zérus lesz a kitérése a gerjesztési pontban a htrnak. A problémat kikiiszobolni
ugy lehet, hogy a gerjesztderdt két, egymas utana idélépésben, fele akkora amplitaddval adjuk
a waveguide modellhez (11. dbra) [17].
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11. 4bra. Modositott erébevitel.

4.2 Tortrész-keéslelteto sziiro

A tortrész-késleltetd alkalmazasat nem valds fizikai folyamatok, hanem a
szimuldcioban alkalmazott tér- és iddbeli diszkretizalas indokolja. Olyan célt szolgal, hogy ne
csak diszkrét hosszuisagu hurt lehessen vele modellezni, mert a kivant id6lépés mellett a
térlépés csak diszkrét értéki hurhosszt tesz lehetévé a szimulacio soran. Ennek a problémanak
a kikiiszobolését hivatott elvégezni a tortrész-késleltetés [9].

A tortrész késleltetés megvaldsitdsahoz a hatodfokta Farrow-sziir6t valasztottam. Ez
egy IIR sz(ir6, aminek hatranya az, hogy a frekvenciatartomanybol nem tudjuk inverz-Fourier
transzformdlni, és igy megkapni az impulzusvalasz alapjan az egyiitthatokat, valamint az,
hogy konnyen instabilld valhat. Emiatt a lehetséges szlir6t ellendrizni kell, hogy Z-
tartomanyban az 0sszes polusa az egységkorbe essen. Az amplituddvalasza egységnyi a kivant
frekvenciatartomanyon, a sz(ir6 mindentateresztd jellegli egy adott torésponti frekvencidig,
melyet a szlirGtervezés soran adhatunk meg.

Egy N-ed foku (jelen esetben N = 6), ilyen mddon tervezett Farrow-szlird atviteli
fiiggvényében a szamlalo a nevezd tiikorképe:

an+an 1 Z7 a2 WND 4 gz 41

H(Z) = Gt ol t o ta D ez ahola, = 1.

Laakso és tarsai modszerével és az altaluk publikalt kodok segitségével tortént a sz(ir6
tervezése [18].

4.3 Csillapitasert felelds sziir6 hozzaadasa

Ahhoz, hogy a modell a valésagnak megfeleld legyen, nem konstans csillapitast kell a
transzverzdlis hullamok esetében a hurlabndl/nyaknal figyelembe venni, hanem a
frekvenciafiiggést is, mivel a frekvencidk nem egyenl6en, a magasabbak nagyobb, az
alacsonyabbak kisebb mértékben csillapodnak. A veszteség ugyan nem koncentralddik ezeken
a pontokon, hanem a hdrban a hulldm haladdsa kozben keletkezik, azonban egy periodus alatt
(mig a hullam visszaér a vono ald) a keletkezd veszteség nagyon kis mértékd. Ezért meg lehet
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tenni azt, hogy egy pozitiv és negativ hullam esetében ezt koncentraltan vessziik figyelembe.
A valésaghti modellben a csillapitds modellezése azért is sziikséges, mert a tul éles Helmholtz-
sarkok ,elrontjdk a mozgds alakjat”, tehat a megfeleld hulldmalakokat nehezebben lehet
azonositani, amikrdl majd késobb esik sz6 [9].

Ezt tigy lehet megvaldsitani, ha egy sz(ir6t iktatunk be a huir egyik darabja helyett (nem x darab
késleltetdelemiink lesz az adott szakaszon). Ahhoz, hogy ezt megtegyiik, a kovetkezd
lépéseken kell végighaladni:

1. meg kell hatdrozni egy, modusonként kiilonbozd josagi tényezdt [9]. Itt fogjuk
figyelembe venni azt, hogy a hur nem tokéletesen hajlékony, tehat van merevsége

S+ EI (”L—”)2 4.2

S+ (np + Z)—i) + Elng (”L—”)Z '

Qn =

- Qn az n. modus frekvencigjahoz tartozo josagi tényezo,
- n amoddus sorszama,

- L a csillapitand6 htirszakasz hossza,

- 7p asurlédasbol adddo csillapitas,

- 14 alégellenallasbol adddo csillapitas,

- 7p a htr merevségébdl adodo csillapitas.

Ha ezt dbrazolni szeretnénk, akkor a 12. dbrdhoz hasonlot fogunk kapni, amirdl jol latszik,
hogy a kisebb frekvencidk kevésbé, a magasabbak pedig a har veszteségébdl addddan nagy
mértékben csillapodni fognak.

351 ™

257

.1 5 1 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120

modus sorszama

12. abra. Josagi tényezé.
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Egyetlen modus szabadrezgésérdl tudjuk, hogy a rezgés iddbeli amplitido lecsengését egy

exponencialis gorbe burkolja, aminek ismerjiik az egyenletét:

ahol
- T az adott htrszakaszhoz tartozo befutasi ido,

2
T_Q

= o id6allando, f, az alapfrekvencia.

4.3

Ezzel az amplitiddmenetet meg is hataroztuk a frekvencia fiiggvényében, de ezt még tiikrozni
kell a mintavételezési frekvencia felére, igy kapjuk meg al3. abran lathato teljes tartomanyt

jellemz6 gorbét.

0

)
o

amplitado [dB]
o IS
o o

o)
S

0 1 2 3

frekvencia [Hz]

13. abra. Megkivant amplitadomenet.

x10*

2. Az amplitiddémenetet a teljes frekvenciatartomanyon értelmezve el lehet végezni egy
inverz Fourier-transzformaciot, igy frekvenciatartomanybdl attériink idétartomanyra,
igy a kivant amplitidomenet alapjan megkapjuk az impulzusvalaszt, amit aztan
célszerlien kozépre rendeziink, az érdemi tartomdnyt kozéprdl kivagjuk, majd az
intervallum széleit egy ablakfliggvénnyel 0-ba simitjuk. Az elkésziilt FIR szird atviteli

fiiggvénye a kovetkezd alakban lesz felirhato:

H(Z)=by+ b Z7  +b,Z 2+ -+ b, Z7"

4.4

A fokszammal tudjuk beallitani azt, hogy a sz(ir6 hany elemet késleltessen (az adott
hurszakaszon N fokszamu sztir6 N /2 késleltetGelemnek felel meg), igy lehet majd tudni, hogy

milyen hosszu hirszakaszt kell helyettesiteni.
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4.4 Vono hozzaadasa a modellhez

Ebben a lépésben mar nem a pengetési erd volt a gerjesztés, hanem a vonasi pontban a vond
idében allandd sebessége. Ezen megkozelitésben mar nem volt sziikség arra, hogy a
gerjesztési, és az azt kovetd (pozitiv irany), illetve megel6z6 (negativ irany) pontban is
hozzaadjuk a vono 4ltal kifejtett normaliranyt nyomoderdt. A modell ezesetben is sebesség
alapu.

A nehézséget az jelentette, hogy amikor a sarlddasi gorbét (lasd 3.5 fejezet, 4. dbra) nem egy
pontban metszette a 2Z,,, meredekségii egyenes, akkor melyik megoldast valasszuk. Mint azt
emlitettem, van egy erdminimum, ami alatt mindenképpen tapadni fog a htir a vonohoz, ekkor
a metszéspont a surlddasi gorbe fliggdleges szakaszan keletkezik, a surlédé erd kisebb lesz,
mint F,,;;,,. Ennek a masik oldala egy maximalisan kialakuld erd, amikor csak egy metszéspont
van a surlodasi gorbe felszalld 4géan, az erd nagyobb lesz, mint a jeldlt Fy,,,, biztosan cstiszni
fog a vono. A kett6 kozotti tartomanyban alakulhat ki tobb metszéspont, ekkor a surlddasi erd
értéke F;n, + F(v) lesz. Ebben a koztes tartomanyban a Matlab fsolve megolddjat hasznalom a
két gorbe metszéspontjdnak keresésére, mert ilyenkor az el6z4 allapot alapjan lehet
meghatdrozni az aktualis allapotot.

A szamitas gyorsitasara ki lehet haszndlni a Matlab altal nyujtott lehetdségeket tigy, hogy egy
széles tartomanyon, megfelel6 felbontdssal szamos metszéspontot elére kiszamitunk, ezeket
eltaroljuk, és a hullamterjedéskor az eltarolt értékekbdl interpolalunk.

A 14. dbran jol el lehet egymastdl kiiloniteni a kiillonb6zd tartomanyokat:

0.3r1
|
,/’/‘.‘I( Frnax
0.2F ]
-~ ’/l/ Fy(vi
0.1F E—— e L ; Fmin V)
ZZm, ; Ft(vrul)
Z () Vh v‘hﬁl’ Vions
—_—
=
-0.1F R
/
-0.21 d /
|
‘O . _?3 ! L 1 . ! L 1 1 1 I
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

v [m/s]
14. abra. Kékkel a biztos cstszasi, zolddel a biztos tapadasi tartomanyok. A szaggatott vonal egy koztes
allapotot jelol.
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Az erbket, amik alapjan az 0sszehasonlitas torténik, igy lehet szamitani:

Fin = 220t - min{vvoné - vh} 4.5
Fnax = UmaxFn 4.6
Fp = 2Zoe (v —vp), 4.7

ahol piya, = 1,2 a strlddasi gorbe legnagyobb felvett értéke. Ha a torzids hullamokra nem
vagyunk kivancsiak, akkor egyszertien ki kell cserélni a Z;,, értékét Zy-ra [9].

4.4.1 Eredmények

A vond hozzdadasaval eljutott oda a modellezés, hogy mar a szakirodalomban taldlhato
hullamformadkkal 6ssze lehetett hasonlitani a szimulacio végén, a harldbra hatd er§ F = S %

idédiagramjait. Meg kell emliteni azonban, hogy ezek mindegyike egy olyan
részszimulaciobol szadrmazik, amikor még csak transzverzalis hullamok terjedtek. Ezekbdl
néhany, jol azonosithato, gyakorlatban fontosabb esetek egyike a

- Helmholtz-mozgas: egy korabbi (3.5) fejezetben targyalt, optimalis esetben kialakuld
hullamforma, ekkor képezhetd szép, zenei hang. Onnan felismerhetd, hogy egy peridduson
beliil egyszer cstuszik a vono, egyszer tapad, amit a V-alak valt ki, amikor odaér a vond ala
[9]. Lathat6 a hullamalak id6fiiggvényérdl a vond pozicidja f = 0,1-nél a 15. dbran.

_ T R
(a) Helmholtz motion

Bridge force (N)

0.3 J‘F
02k

0.1

01

02 U-

'03 C 1 1 1 1 Il
194 1.945 195 1.955 1.96
1d8 [s]

Hurlabra hatd erd [N]

15. abra. Helmholtz mozgas. Feliil a mért eredmény [9], alul a szimulacié, F,, = 0,1 N esetén.
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- Double flyback (16. dbra): paratlan szamu V-alak, gyors egymasutanban koveti egymast
a haron. A szomszédos V-alakok mindig kiilonb6zd elgjeltiek, igy ez a sorozat tobb
csuszas-tapadas kozotti alternalast eredményez. Nem feltétlen kellemes, éles hang alakul
ki, legtobbszor a jatékos hibajabol, aki rosszul inditja a vondt a hang elején, ez eredményezi
ezt a nemkivanatos hullamformét. Erdekes azonban, hogy ezt a mozgést nem igazan lehet
kikorrigdlni. Ahhoz, hogy megint Helmholtz mozgas johessen 1étre, meg kell allitani a
vonot, majd Gjrainditani a jatszott hangot [9].

(f) Multiple tlyback motion

Bridge force (N)

Time (ms)

0.5

Hurlabra hatd eré [N]
o

" 1 ! I I ! |
1.65 1.655 1.66 1.665 1.67 1.675 1.68

1d8 [s]

16. abra. Double flyback, fent a mérés [9], alul a szimulacié eredménye, Fn=0.45 N esetén.

A jellegzetesen azonosithaté formdk kozott szerepel még a konstans cstiszas (tal kicsi
vonoerd), raucous motion (tal nagy vonderd), és double slip (valamivel kisebb vonoerd, mint
a Helmholtz-mozgasnal) néven feltiintetett alakok.

4.5 Inharmonicitas hozzaadasa a modellhez

A 3. fejezetben mar megismertiik az elméleti alapjait annak, hogy milyen az a htir, aminek mar
merevsége is van €s az hogyan befolyasolja a transzverzalis hullamok terjedését. A waveguide
modellben a csillapitashoz hasonldan, ezt is egy megfeleld sz(ir6 formajaban lehet a modellbe
beépiteni. A sz(ird megtervezéséhez Vilimaki és tarsai egy ujfajta megkozelitést alkalmaztak.
A munkdjuk alapjan szeretném ismertetni a sz(irGtervezéshez vezetd fontos lépéseket [19].

Merev hurban a magasabb frekvencidju rezgések gyorsabban terjednek az alacsonyabb
frekvencidjuaaknal, igy pulzusszer(i gerjesztés esetén kialakulnak ,el6zetes” hulldmok, amik
megelSzik a visszaverddési csucsértéket, tehat hamarabb odaérnek a hurldbhoz, mint a
csucsérték.
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A diszperzid okozza a merev hturban az inharmonicitdst, ami annyit jelent, hogy az idealis
hurban terjedd hulldmcsticsot a hajlitomerevség ,elkeni”, ezaltal a felhangok harmonikus
frekvencidja eltolodik, inharmonikussd valik. A negyedfoku egyenlet 4 megoldast
eredményez, a masik két megoldas a hulldmegyenlet megoldasain kiviili, — kvazi evaneszcens
— gyorsan csillapod6 hullamokat eredményez, igy ezeket csak a gerjesztés kozvetlen
kornyezetében kell figyelembe venni [9][11], [19][20].

A diszperzidrelaciohoz tudni kell az egy periddus alatt keletkezd fazistolast, ezt merev hurra
a [19]

f 1 48
O(f) = —2m % e
f 0 f 2
1+8(£)
fo
Osszefiiggés adja meg. A csoportsebesség, ami a fazistolas frekvencia szerinti derivaltja, a
fs 1 49

y(f) =+

" @]

A faziseltolds megvalositasara alkalmas szlird egy kaszkad, elsérendli és mindentateresztd
tipusu lesz, aminek megtervezésére az alabbi egyenletet kell megoldani:

o o3l - () -

Osszefiiggéssel szamithato.

ahol

- f; amintavételi frekvencia [Hz]

- fo ahtr alapfrekvencidja [Hz]

- A =2ny(f)/fa

- fq atervezési frekvencia, a sz(ir6 alkalmazasanak fels hatdrfrekvencidja [Hz]
- napolusok szdma

- gn a pOlusok frekvencidja, a keresett mennyiségek, melyek az egyenletet megoldva
adodnak.

A 4.10-es egyenletben 1év6 negyedfoku egyenletet kell megoldani, ugyanis ennek az
egyenletnek a gyokei fogjak adni a szlirénk pdlusait. Az, hogy mennyi egyenletet kell
megoldanunk, az természetesen attdl fligg, hogy mekkoranak valasztjuk az f; tervezési
frekvenciat, hiszen a pélusszam

N = V(P(fdﬂ + fdA||.
21

411
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A megfelel6 szamu polus eldallitdsdhoz, ami ahhoz sziikséges, hogy a sz(ird minél jobban tudja
kozeliteni az analitikusan kiszdmolt csoportkésleltetés gorbéjét, ki kell szamolni a &, n.
polushoz tartozo fél savszélességet. Az

_1—Acosé,
M =—"7_7

Osszefliggéssel az n. pdlushoz tartozo sugar

pn(A) =1, — V nz — L. 4.13

A A egy simito egyiitthato, aminek az értéke 0,5 és 1 kozott valtozhat. Mindent egybevéve tehat
a csoportkésleltetés analitikusan egy polushoz

4.12

1—pn 2
1+ pZ2 — 2p,cos [271 (f + g—")] 4.14
N

Yn =

Ezzel az egyenlettel lehet 6sszehasonlitani a szird egyiitthatoi dltal kiadott csoportkésleltetést,
hogy megfelel-e a valésagnak [19].

Ha a pdlusaink megvannak, ami a szerzok tapasztalata szerint a legkisebb abszolutértéki
megoldasa szokott lenni a 4.10 egyenletnek, akkor Ossze kell parositani dket a komplex
konjugaltjukkal, hogy valés masodrend@ mindentatereszt6 szir6t kapjunk eredményiil.

800

—— — sz(rd
megkivant
*®  polusok

600
____fd

400

200 F

csoportkésleltetes [minta]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
frekvencia [Hz]

17. abra. Csoportkésleltetés. Szinessel az egyes polusokhoz tartozé els6foku tagok atvitelei vannak jel6lve.

A 17. dbra azt latjuk, hogy a csell6 D hurjanak megfelel6 tervezési adatokkal van egy konstans
eltérés a tervezett szlird és az analitikusan kiszamitott csoportkésleltetés kozott, amit majd a
waveguide elemszdmaval (az egész késlelteték szdmadval) tudunk kompenzalni. Ezt
leszamitva a két gorbe majdnem a tervezési frekvencidig szépen egyiitt halad. A fazisszogben
szintén ezt a konstans eltérést latjuk, abban a formaban, hogy az érint6i a gorbéknek eltérd
meredekségliek, mivel a csoportkésleltetés a faziskésésnek a derivaltja.
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A kovetkezd lépés a szlir6k megtervezése utan az volt, hogy a waveguide modell részévé
valjon a diszperzi¢ jelensége is, csak a transzverzalis hullamokra alkalmazva azt. A sz(irést a
korabbi szlir6khoz hasonldan a Matlab filter tiiggvényével lehetett megtenni.

Kiilon figyelmet érdemelt az is, hogy a csoportkésleltetés nem feltétlentil egész szam, tehat a
tort részét ki kell kompenzalni a Farrow-szlirdvel, aminek igy a tortrész késleltetése a

AF = N,, — Gy — |N,, — Go| 4.15

Osszefliggéssel adodik, ahol N,, a waveguide elemszdma, amit L/dx-bdl szamolunk, mar
onmagaban nem egész szam. G, az f, frekvencidhoz tartoz6 csoportkésleltetés, aminek a
tortrészével természetesen korrigdlni kell a Farrow-sz(irdt. A szlirés befejeztével még
ellendrizni kell a kapott jelalakot (18. dbra), hogy nem tortént-e valtozas az alapfrekvencidban,
biztosan megfelel6en lett-e alkalmazva a sz{ird.

amplitdo [tetszileges egység]
T

L L\.\‘ L

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

frekvencia [Hz]

18. abra. A szfirés utani spektrum, pirossal a vonés, kékkel a pengetett esetben. Ahogy felfelé haladunk a
frekvenciaval, jol latszodik, hogy egyre szamottevébb az inharmonicitas a pengetett esetben, eltolodik a

felhang frekvenciaja.

4.6 Torzios hullamok hozzaadasa a modellhez

A torzids hulldmoknak kiilon 1étre kellett hozni egy ,,virtudlis hur”-t, amiben terjedni tudtak.
Az alapelv lényegében ugyanaz, mint a transzverzalis hulldmokndl, ugyantugy a vond aldl
indulnak és terjednek pozitiv illetve negativ irdnyban. A két kiilonb6z6 hulldmforma
egymastol teljesen fiiggetleniil terjed a hurban, csak a vondsi pontban keriilnek egymassal
kolcsonhatasba. A szimuldcidhoz sziikséges paramétereket a hur fizikai jellemzdibdl lehet
szamitani, sziikség van a [12]

- ¢ torzids hulldmterjedési sebességre (lasd 3.11-es egyenlet)

’ .7 . .7 C 6 k.
- ésatorzids impedanciara, Zp = f—z [Tg] )

Ahhoz, hogy a csillapitast hozza lehessen adni a modellhez, sziikség van egy sziirOre, ami egy
ugyanolyan FIR szlir6vel megvaldsithatd, mint a frekvenciafiiggd csillapitds, annyi
kiilonbséggel, hogy a torzios hulldmok csillapodasa frekvenciafiiggetlen, igy konstans, és joval
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kisebb josagi tényezdvel kell szamolni. Az eltérd hullamterjedési sebesség miatt egy adott
hossztisdgi huirndl is van jelent6sége a tortrészkésleltetésnek, ugyanakkora id6lépés mellett
eltérd térlépése lesz a két, vonondl dsszekapcsolt waveguide modellnek. A 19. dbran mar
lathato egy, a vondnal osszekapcsolt, két parhuzamos waveguide szimuldcié eredménye, és a
torzids hullamok hatasa a 15. abran latottakhoz képest.

T T T T T T T T

0.3 ;I\‘JL\ b
0.2 b
01 b
-01 )W
02+ | | | | ‘ | | ‘ ‘ | B

0.836 0.838 0.84 0.842 0.844 0.846 0.848 0.85 0.852 0.854 0.856
1d8 [s]

Hurlabra hato ert [N]

19. abra. Helmholtz-mozgas, torziés hullamokkal kiegészitett modellben.

4.7 A fedlap mint modalis lezaras

A csell6 hangkeltésének szempontjabdl igen jelentds szerepet tolt be a hangszertest.
A kapcsolatot kozotte és a huarok kozott az admittancidval tudjuk megteremteni. A test
admittancidja kortilbeliil egy nagysagrenddel kisebb a huirokéndl, igy csak kisebb mértékii
csatolds van a hurok és a test kozott. ElsOrendli kozelitésben a hurlab egy csomdpontnak
vehet6 a hur mdédusalakjaiban. Ha nem igy lenne, és erds csatolds lenne a test és a hurok kozott,
akkor annyira megzavarnd a test a hurok modusait, hogy mar nem zenei hangot hallanank.
Az els6rendli kozelités azért hasznos, mert a testbe atvitt energiat (igy a kisugarzott hang
intenzitasat) és a test altal a htirok rezgésére gyakorolt hatast tudja jellemezni. Csatoldst meg
lehet valositani nemcsak egy, hanem tobb hur esetén is [9].

A fedlapot az admittancidjanak meghatarozasaval lehet a huirhoz kapcsolni, ennek a pontos
levezetését késObb fogom tdrgyalni, most kifejezetten csak a sz{ir6 szempontjabol lényeges
paramétereket foglalom Ossze.

A fedlapot mint lemezt lehet a legkdnnyebben modellezni, tigy, hogy egy egyszerti mechanikai
rendszerként fogjuk fel, és modusonként egy tomeg-rugd-csillapitasbdl felépitett modellel
helyettesitjiik. Ezek alapjan az admittanciat meg tudjuk hatdrozni, amit a kovetkezd [16]

v=Y,,F 4.16

elgondolas alapjan kapcsolok egy IIR sziir6 formdjaban a hurhoz. A 4.16 egyenletben szerepld
v a hurldbhoz érkezd és onnan kiinduld (v = v* + v™) sebesség minden idSlépésben, F a
hurlabra hato erd, Y,,,,, a megfelel6 mdédushoz tartozé admittancia értéke.

Mindezek figyelembevételével a lemez admittanciaja
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. © o ]a)(l)gl("; ) o
Ylk w) = Z Z 4 — Z Y ’
) M (i + 2 0 — w?) Lt L 417

m=1n=1 =1n=1

ahol

- ®p(xy) alemez egy pontjanak elmozdulasa, vagyis a médusalak a P(x,y) pontban

- w a gerjesztés (hur) korfrekvencidja

- Wpy az adott modushoz tartozd sajatkorfrekvencia

- My, a modalis tomeg

- &nna csillapitasi tényezd, értéke frekvenciafiiggd, ezért lesz mas értéki minden
modusban.

A késébbiekben majd nem folytonos, hanem diszkrét idélépést haszndlunk, ezért célszer(i

-1

e1e o ;e . 2
bilinedris transzformaciéval jw = —

— T, attérni a diszkrét frekvenciatartomanyba:

© o 21—Z‘1¢mn
i ZZ dt —T¥Pxy)
21-2771 21—-2771

2
m=1 n=1mmn <w12nn + menwmnal ¥ Z_l - <%1 ¥ Z_l) )

i i 2dt(1—Z" )M
B MM w2, dt2(1 + 2271 4+ Z72) + 4&pn@pn(1 — Z72) + (4 + 4272 —8Z-1)]

m=1n=1

_ Z Z 2dt(1 — Z_Z)(j);n(z’y)
m™ (w2, dt? + 48 Wmn + 4) + Z7IM™ Qw2,dt? — 8) + Z72m™ (dt2w2, — 4EmnWmn +4)

m=1n=1
4.18

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban a kovetkez6 jeloléseket hasznalom [16]:
2dtpp(yy) = by 4.19
Myn (A2 02y + 4E€mpdtom, +4) = a} 4.20
My (2dt? w2, — 8) = a, 4.21
Myn (A2 why — 4Emndtom, +4) = aj, 4.22

a dt valtoz6 a modellben beallitott szimulacios id6lépést jeldli.

Ahhoz, hogy a szlirést egyszerlibben és észszer(ibben meg lehessen valdsitani, az el6zdleg
meghatarozott admittancia szétbonthatd egy konstans és egy frekvenciafliggéd komponensre,
ezt a mddositast elvégezve a lemez rezgése az adott idSlépésben jut érvényre, nem pedig a
kovetkezoben [21] [22].

cp+cZ71t

Y. (7) =Y. konst.+Y fZ =p 4+71 ,ahol
mn(Z) mn mn” (£) 1 1+a,Z 1 +a;Z2 4.23
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a; as by
a, =2 424 ay =23 425 b, =2 4.26
a; a; a;
Cl = _bl a2 4:.27 CZ = _bl - b1 a3 . 4:.28

Igy a htirldbrél visszaverédé, v~ hullam:

v = (YmnkonSt. + Yhﬁr)_l[z_l (Ymnf(Z)(v+ - U_)) + (YmnkonSt. + th’xr)v+]' 4.29

A 4.29-es egyenletbdl azt lathatjuk, hogy a visszavert hullam adott id6lépésbeli értéke a
bemend és visszaverddd hulldm el6z6 idSlépésbeli értékétdl, és a bemend hullam adott
iddlépésbeli értékétdl fog fiiggeni, Yy, a hur hullimadmittancidja (hulldimimpedancidjanak
reciproka).

A 20. dbran a sz{irés blokk-diagramja lathato a szemléletesebb megkozelitéshez.

YkonstZO-l

Ve

zZ! Y

(YkonstZU+1 )-1

20. abra. Admittancia szabalyzasi kor.

C)sszefoglalésként, miutdn szdmos fizikai paramétert szamitasba vettitk, ami a kialakuld
hangra hatassal van, a Matlabban felépiilt a teljes waveguide modell. Ez a 21. dbrdn lathato,
pontosan abban a formaban, és felépitett szlir6sorrendben, ahogy megvaldsult. Az egészrész
késleltetéseket nem jeloltem kiilon sem a transzverzalis sem a torzids hulldmok esetében sem,
hiszen minden egyes kis virtudlis huirdarab egy késleltetonek feleltethet6 meg. Szeretném
kiemelni, hogy a tortrész késleltetés az 0sszes hurdarabon, mindkét terjedé hullam esetében
szerepel. Az inharmonicitds azonban csak egy helyen, a transzverzalis htur negativ irdnyba
terjed6 hulldmdban szerepel. Nem lett volna feltétleniil sziikséges idetenni, barmelyik
transzverzdlis hurrészben helyet kaphatott volna, azonban az egész hurra kifejti hatasat,
nemcsak az adott szakaszra. A csillapitasok is egy-egy pozitiv és negativ hulldmban is
szerepelnek, egy adott hurszakaszra (vono-hur vagy vond-nyak) fejtenek ki hatast.
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-{ csillapitds —»=tortrész-késleltetés ——{test médusail—- o)
RV — T T ~Q e
< ‘mharmomatas }-—{tortresz-kcslcltﬁtcs} csillapitas = c .—4;_4
> o — TP . So|
— > —{ csillapitas tortrész-késleltetés
vyt tortrész-késleltetds ~———— csillapitds - 1 » v=v']
Fayoms du  du
22, s

21. abra. Waveguide modell. Kékkel a transzverzalis, z6lddel a torziés hullamok vannak jeldlve.

A hatasok figyelembevételével ismét szeretném megmutatni a Helmholtz-mozgas
idédiagramjat (22. &bra), ahol lathato, hogy az idedlistdl eltérve mennyivel kevésbé lesz
szabadlyos a kialakulé mintdzat, azonban a hullimforma ezek utan is felismerhetd, a 15. dbran
latottakhoz hasonlo.

Harlabra hato eré
0.25

=]
I
m M

=]
o

Hurlabra hatd erd [N]

L
=
-

0.15

0.2

1 | | | | | 1 |
1.345 1.35 1.355 1.36 1.365 1.37 1.375 1.38
Idé [s)

22. abra. A Helmholtz-mozgas a fejezetben targyalt hatasok figyelembevételével.

5. A test modusai és a hanglesugarzas

A csell6 hangkeltésének szempontjabdl igen jelentds szerepet tolt be a hangszertest.
A 4.7-es fejezetben mar emlitettem, hogy a hangszertestre modalis lezarasként tekintiink, a hur
rogzitési pontjdban felirt admittancidval teremtjiik meg a hur és a hangszertest kozotti
kapcsolatot. Egy mechanikai rendszerben az admittancia azt adja meg, hogy a test adott
erdgerjesztésre milyen sebességvalaszt fog adni [9].

A hangszertestet rendkiviil 6sszetett geometridja miatt analitikusan modellezni nagyon nehéz.
A fedlap és a hatlap ives, nem minden helyen egyforma vastagsagu, a fedlapon ott vannak
kétoldalt a hanglyukak, a testen beliil kiilonféle merevitdelemek — mar itt nagyon sokféle
rezgés alakulhat ki. Ha ehhez hozzavessziik a fogdlap, hatlap és az 9sszes tobbi alkotdrész
lehetséges rezgéseit, akkor latszik, hogy mennyire Osszetett feladat ez, a rendkiviil bonyolult
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geometria és mechanikai kapcsolatok miatt. A faanyag mechanikai jellemzdi szintén
Osszetettetek: ortotrop az anyag, ami azt jelenti, hogy a rugalmassagi modulusai és a Poisson-
tényez0i iranyonként eltérnek. A végeselem-modszer mar lehetdséget ad a valos geometria
leképezésére, igy a modusok elemzését ezzel a 1épéssel folytattam.

A cselld hangkeltésében leginkabb a fedlap jatszik szerepet, mert ez késziil puhafabodl
(lucfeny6bdl), mig a tobbi része jellemzéen keményfa, amit sokkal kisebb mértékben tud
rezgésbe hozni a har, igy a tovabbiakban csak a fedlapot fogjuk vizsgalni: a rezgéseit és rola
lesugarzott hangot.

A fa organikus anyag, ami megnehezit barmiféle mérést anyagtulajdonsagokra vonatkozoan,
ugyanis minden egyes fa egyedi, nincsen két teljesen egyforma. A csello fedlapjanak
készitésekor probalnak arra figyelni, hogy szimmetrikus legyen, tehat a fat pontosan a
kozepénél, a tengelyével parhuzamosan fiirészelik el, igy kialakul egy tengelyes szimmetria,
ebben az esetben az évgyflir(ik merdlegesek lesznek a fedlap sikjara. Ha viszont nem sikeriil
ilyen paraméterrel rendelkezd vagast ejteni a fan, akkor az ugy keletkezd szeletnek jelentdsen
eltérdek lesznek a mechanikai tulajdonsagai, példaul a csillapitasa, ami az évgytirtk szogétol
figg [23].

5.1 Analitikus megkozelités

A modellezésben célszeri az egyszer(itdl a bonyolultabb felé haladni az admittancia
szamitasaban is. Az el6z6 fejezetben irtam arrdl, hogy a testet, mint modalis lezarast miként
célszerti egy digitalis sz(ir6 formajaban a modellbe bevezetni. Ott nem tértem ki részletesen a
magyarazatra, csak roviden leirtam, hogy a szlir6t hogyan paraméterezziik. Itt szeretnék
ramutatni, hogy a cselld fedlapjat miként lehet nagyon durva kozelitésben téglalap alaku
homogén lemeznek tekinteni, hogy az admittancidjabol a megfeleld paraméterek szdmithatdak
legyenek. A lemez rezgésalakjai két rad (x és y irdnyu) rezgésalakjainak szorzataként allnak
eld, ez a fedlap tényleges formajat nem koveti se alakban sem gorbiiletben, a valosaghtibb
megkozelitésrdl késébb fog sz4 esni.

A rad szabadrezgése sordn kialakulo kitéréseket az aldbbi Osszefiiggés jellemzi [11]:

u(x) = Asin(kx) + Bcos(kx) + Csh(kx) + Dch(kx). 5.1

Ez a rad mindkét végén be van fogva, hiszen hozza van rogzitve az oldaldhoz, igy a
peremein nem tud szabadon rezegni, ott minden szabadsagfoka kotott, se elmozdulni, se
elfordulni nem tud. Ezt a kovetkez6 peremfeltételekkel lehet leirni:

d
u(0)=0 5.2 p(0)=0= il 5.3
dx x=0
_ du
u(Ll) =0 5.4 p(L)=0=—| =0. 5.5
dxlye=L

Ezekbdl az egyenletekbdl és  peremfeltételekbdl elindulva a  modusalakokat,
sajathullamszamokat és sajatfrekvenciakat meg lehet hatarozni
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u(0) = 0 - Asin(0) + Bcos(0) + Csh(0) + Dch(0) =0—>B =—-D 5.6

@(0) =0 - k(Acos(0) — Bsin(0) + Cch(0) + Dsh(0) =0 - A = —C. 57

Ezeket visszahelyettesitve az 5.3 és 5.5-0s egyenletbe, majd mindkettd egyenletet B/A-ra
rendezve a kovetkezdre jutunk:
sin(kL) — sh(kL) B cos(kL) — ch(kL) 5.8
ch(kL) — cos (kL) ~ sin(kL) + sh(kL)’

A nevezdkkel beszorozva, a trigonometrikus azonossagokat kihasznalva

1 5.9

cos(kL) = ch(kD)

egyenldségre jutunk, amit megoldva, L helyére a megfelel radhosszakat helyettesitve, k-ra
adodik, hogy [11]:

T
T2l
A lemezen egy meghatarozott P(x, y) pontban a kialakulé modusalakokat a kovetkezOképpen

k, [3.0112,5,7,9, ...]. 5.10
tudjuk analitikusan meghatarozni

¢119n(§,y) =u,"(x,y) - uyn(x: y), 5.11
ahol m, n a modusokat jeldlik, u, és u, pedig a megfelel§ konstansokkal és hullamszamokkal
kiszamolt elmozdulédsokat.
Sziikség van azonban a sajatkorfrekvencidk és a modalis tomeg kiszdmitdsara is, ami a

hullamszamok és a lemezben terjed6 hangsebesség alapjan

h
™ = New: [cx - (k™) + ¢y - (k)2 5.12

_ Ey _ [ E e s . il
ahol ¢, = /—p vy 9T pa-umyy 2 lemezben a longitudinalis rezgések terjedési

sebességei, h a lemez vastagsdga, E a Young-modulus, v a Poisson-tényezd, utdbbiak
iranyonként kiilonboznek [16].

A modalis tomeg
Ly Ly ,
mmn = phf g[);,n&,y) dxdy. 5.13
o Jo

Végiil minden a rendelkezésre 4ll ahhoz, hogy az admittanciat meg tudjuk hatarozni, és az
el6z6 fejezetben lathaté modon a htrhoz kapcsolni a

v =Y, F 5.14

Osszefiiggés alapjan fogjuk. Szerepel benne a hurldbhoz érkezé és onnan kiindul6 (v = v* +
v~) sebességek vektora, az F hurldbra hato erd, oszlopvektor, és Y;,, a megfelel6 moédushoz
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tartozo admittancia értéke, matrixos formaban. Ha csak egy hurt vesziink, akkor a matrix és
vektor egy skalarra egyszertisodik.

5.2 Végeselem-modszer

5.2.1 Admittancia

Az admittancia meghatdrozasahoz Newton 2. torvénye alapjan felirhat6 az eréegyensuly egy
pici, homogen térfogatdarabra:
0%u
V- F=p—. 5.15
o+ P
Az egyenlet bal oldaldn a o fesziiltségtenzor, és az erd, jobb oldalan az u elmozduldsmezd

kétszeres idOderivaltja, a gyorsulds €s a strliség szorzata szerepel. Az alkalmazott aranyos
csillapitds mellett a Hooke-torvényt felirva [24]

o=C:(g+n¢&), 5.16
ahol € az alakvaltozasi tenzor, C a Cauchy-féle fesziiltségtenzor
1
£=5 [Vu + (Tw)T]. 5.17

Az el6z6 5.15-5.17 egyenletek felhaszndldsdval az u elmozduldsvektort hagyjuk meg
ismeretlennek. Ezek utan frekvenciatartomanyba attérve, és a megfelel6 mennyiségeket a
végeselem-modellbeli matrixaikkal helyettesitve F erOgerjesztéssel a mozgasegyenlet

—w’Mu + joCu+ Ku = F. 5.18

Az alkalmazott csillapitasi modellben a C csillapitdsmatrix a K merevségmatrixszal aranyos
lesz (lasd 5.30-5.32 egyenlet). Az elmozdulast fel lehet irni a ¢ mddusalakok és g modalis
koordinatak segitségével:

K¢q + jwCh — w*M¢q = F. 5.19
A 5.19-es egyenletet balr6l megszorozva ¢ -tal
d"Kpq + jwdp"CPpq — w*p"Mpq = ¢'F 5.20
Erre a miiveletre azért van sziikség, hogy fiiggetlenné tegyiik ezt a matrixegyenletet, amivel a

csillapitdsi, merevségi matrix diagondlissa valik, a tomegmatrixbol szorzas utan pedig az
egységmatrixot kapjuk.

Ha ebbdl a matrixegyenletbdl kivesziink egy sort, akkor annak az alakja
w?q; + jowi§q; — 0;°q = ¢;F 5.21

szerint alakul. Ebbdl mar meghatdrozhat6 az admittancia az i. médusra, tigy, mint a 4.17-es
egyenletben:
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v uf (x,3,2) u{’(x.y,Z) 5.22

Y‘ S — l l
" F (04 2owié — w?)

f(x'y ) Jesz a kitérés az adott P(x,y, z) pontban. A szimulacioban a bemend admittanciat

a 20 els6 modus admittancidjanak szuperpozicidja adja, amit a 24. abran lathatunk. Meg lehet
hatarozni ezen admittancia irdnyat is (ez a sebesség- és erGvektorok kozos irdnya), ami egy
vektor lesz a vonasi sikban (23. abra).

ahol u

0.18
0.16
0.14

0.12

0.2 015 0.1 005 0 005 0.1 0156 0.2
x

23. abra. A kiszamitott admittancia iranya.
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0 500 1000 1500 2000 2500
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24. abra. Az els6 20 médus bemend admittancidja. Pirossal az eredd, szinessel a kiilonb6z6 moédusok

admittanciai.

5.2.2 Modusok szamitasa Matlabban

A végeselem-szimuldcidra azért volt sziikség, mert itt mar lehetdség van bonyolult geometridk
és anyagjellemz0k alkalmazasara is.
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Ugyanugy, egy lemezmodellel kezd6dott ez a folyamat is, hogy 0ssze lehessen hasonlitani az
eredményeket az analitikusan kiszamolt értékekkel. Csak ezutan keriilt sor a tényleges
geometria beolvasasara.

3D CAD szoftverrel el6zolegesen elkészitett, szabadon felhasznalhato csellogeometriat
hasznaltam fel [25], amit beolvastam az Ansys Workbench-be. A hal6zés sordn torekedtem
arra, hogy ne vegyek se til nagy, sem tul kicsi elemmeéretet, a geometriat megfeleléen lekovetni
képes elemtipusokat hasznaljak.

A fedlap 5 mm-es elemmeérettel késziilt, az f-lyukak kornyékén 2 mm-esre stiritett felosztassal,
a harldbhoz pedig 1 mme-es tetraédereket hasznaltam. A finom felosztasra azért volt sziikség,
hogy kell6en pontos eredményt kapjunk akkor is, amikor a hturlab és a fedlap k6zos modusait
vizsgaljuk. Ezek utdn a modusok szamitasdhoz a kovetkezo lépésekre van sziikség:

1. megfelel6 anyagtulajdonsagok beallitasa: ortotrop faanyag, a kiilonb6z6 iranyokban
mas és mas Poisson-tényezdvel, stirtiséggel és Young-modulussal

2. atomeg-és merevségi matrixok Osszeallitasa

3. peremfeltételek definidlasa

4. a K¢ — w*M¢ = 0 mozgasegyenlet megoldasa.

A szimuldcid sordn hasznalt lucfenyd anyagparaméterei a kovetkezdek voltak:

Young modulus E; =11,8 GPa, Er = 0,51 GPa, E = 0,927 GPa

Poisson tényezd v, = 0,372, vy = 0,467, vgr = 0,435, vrg = 0,245, vy, = 0,04, vy, = 0,025
Strliség p = 400 kg/m?

Nyirasi rugalmassagi modulus G, = 35,64 MPa, G, = 760,32 MPa, Ggr = 724,68 MPa

Az indexek az iranyokat jelolik, L-longitudindlis, T-tangencidlis, R-sugdrirdny. Az altalam
hasznalt koordinatarendszerben z a lateralis, x a sugdr, és y pedig a tangencidlis iranynak felel
meg. A pontos mechanikai adatok a Wood Handbook-ban [26] vannak feltiintetve.

A 1épéseket két kiilonbozd esetben kellett elvégezni, hogy a kapott modusokat és
sajatfrekvencidkat a késébbiekben fel lehessen hasznalni a waveguide szimuldcidban.

Elészor csak a fedlapot toltottem be, ahol a peremfeltételeket a valdsaghoz képest az
egyszerlség kedvéért egy kicsit leegyszertisitettem, nem a ragasztas vonalat fogtam be, hanem
a legszé€lso, de még a fedlap also sikjaban 1év6 vonalat. Ez azonban nem okoz annyira jelentds
eltérést, amint a késObbiekben ki fog deriilni, az Ansys-szal szamolt eredmények
Osszehasonlitasabol.
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25. abra. A ragasztas vonala zélddel, a VE modellben befogott csomdpontok piros korokkel jeldlve.

Osszecsatolt fedlap és hurldb esetében tobb odafigyelést igényel a médusok szamitasa,
ugyanis meg kell keresni a fedlapon azokat az elemeket, ahova a hurlab alja illeszkedik, illetve
az utdbbinak az ives talpat is megfeleléen le kell kdvetni, ami nem megy olyan egyszerten,
hogy csak egy adott sikra illeszked6 csomopontokat vesziink.

A hurladb esetén normalvektorok segitségével lehet kivalasztani a megfeleld feliiletet, azzal a
feltétellel, hogy megadunk egy koordindta-intervallumot, amiben ezeket a csomdpontokat
fogjuk keresni amiknek a fedlap felé mutat a normalisuk.
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26. abra. A fedlapon és hurlabon interpolaland6 elemek.

A két elem mds-mas hdaloméretli, emiatt az illeszkedd elemeken interpoldlni kell az
elmozdulasmezot (26. dbra), amire azért van sziikség, mert nagy valdszintséggel nem fognak
a tetraéderek sarokpontjai egymassal talalkozni, hanem egy csomopont egy masik haromszog
belsejébe fog esni, ami végett a sikidom belsejében is ismerniink kell az elmozduldsmezét.

A harldbra alkalmazott kényszer az, hogy a talpanak egyiitt kell mozognia a fedlappal, agy,
mintha oda lenne ragasztva hozza (persze a valésagban nincsen, csak a htirok leszoritdereje
tartja a helyén). Emiatt az illesztési pontban az elmozduldsmezdének meg kell egyeznie
mindkét elemen.

Szemléletesen ugy lehet elképzelni, hogy az elmozduldsmezé6t kettd, egy a hurldbhoz, egy
pedig a fedlaphoz tartozo részre bontjuk és a kényszerezett részek elmozdulasat a szabad
csomopontokéval irjuk fel:

u= (Zi) 5.23

f alsoindex a fedlapot, h a harlabat jel6li.
Az egyesitett merevségmatrix

K, ©
K:[f ] 5.24

0 K,
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A huarlab merevségmatrixat még szét lehet bontani kényszerezett és szabadon mozgo részekre,

K, 0 0 5.25
K=[0 Kpr:1 Kpss1
0 Kh,k,z Kh,sz,z

sz alsoindex a szabad, k pedig a kényszerezett csomdpontokra utal.

A tdomegmatrixot ugyanigy fel lehet bontani, mint a merevségmatrixot. Ugyanezen elv mentén
haladva az elmozdulasmezdt tovabb bontva

us 5.26
uh,sz

lesz, az A matrixszal pedig az interpolalast valdsitjuk meg.

Mindezen 1épésekre azért volt sziikség, hogy egy megfelel$ transzformdcios matrixszal, és az
eredeti elmozduldsmezé segitségével meg lehessen oldani tigy a mozgasegyenletet, hogy a
huarlab alja egyiitt mozogjon a fedlappal.

A transzformacids matrix

E 0 5.27
T=|4 o]
0 E

ahol E az egységmatrix, és a transzformdcios matrix oszlopai a fedlap 6sszes csomopontjanal
elmozdulasaval (csomopontonként 3, x, y és z iranyban) lesz egyenld, soraindl az el6bbibdl ki
kell venni a huarldb megfogott csomdpontjainak elmozdulasat.

Osszefoglalva a mozgasegyenlet, ami igy mar megoldhat6
TTKTUorodesi — @2 TTMTUyyoges; = O. 5.28

A szamitasokat a Matlabban, a tanszéken fejlesztett végeselem toolbox-szal végeztem el [27].
5.2.3 Csillapitas

A csillapitas leirdsara a Kelvin-Voigt viszkoelasztikus modellt lehet haszndlni, az anyagban
fellépd fesziiltség a Hooke-torvényen kiviil egy veszteséges taggal is leirhato. Ezt
szemléletesen egy rugod-csillapitds parhuzamos rendszereként elképzelhetd, ahol a keletkezd
fesziiltségek 0sszeadddnak. Egydimenzidban az 5.16-os egyenletben leirt Hooke-torvény

o =E(s+né), 5.29
alaku. Az alakvaltozas & = Z—:, ahol r a helyvektor.

Aranyos csillapitasrél akkor beszélhetiink, ha a C csillapitasmatrixra igaz, hogy
vagyis el6allithatd a merevség- és tomegmatrix linedris kombindcidjaként, és fenndll, hogy

M IKY(M~1¢) = (M~ 1C)(M1K). 5.31
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Most a belsd csillapitas leirdsara haszndlom, ezért csak a merevségmatrixszal aranyos tagot
veszem figyelembe. A fedlappal egyiitt mozgo levegd tomegét a tomegmatrixszal aranyos
taggal lehetne figyelembe venni [28].

Ezen gondolatmenetet folytatva, a csillapitdsmatrixot a merevségmatrixszal ardnyos taggal
helyettesitve a mozgasegyenlet frekvenciatartomanyban

—w?’Mu + jonKu+ Ku =0 5.32
a masodik tag lesz a csillapitast leird rész, és
nw? = 2¢éw 5.33
igy a ¢ csillapitasi tényez6 & = nTw [29].

Osszefoglalva, az analitikus mddszert a Matlabban és az Ansysban szamitott végeselemes
megkozelités eredményeit a 27. és 28. abran, illetve az 1. tdblazatban lehet latni. Erdemes
kiemelni azt, hogy mennyire kozel vannak egymashoz a kezdeti fedlap modusoknal a
szamitott eredmények, és hogy az analitikus mddszer végeredményben mennyire hasonlit a
valosaghti geometridn elvégzett szamolaskor kapott értékekhez. A magasabb mddusoknadl ez
mar nem igaz, ott mar megmutatkozik az, hogy a lemez csak egy durva kozelités. A valds
geometrian elvégzett szamitasok kozott a Matlab és az Ansys eredményei kozott is a magasabb
frekvencidn egyre nagyobb a kiilonbség, ami a jelolt peremfeltételek nem pontos egyezdsége
miatt lehet. A kapott sajatfrekvenciak nagyobbnak adddtak, mint a mért értékek, ennek az oka
ismételten a peremfeltételekben rejlik: ha a ragasztasndl nem befogds, hanem egy rugds
megtdmasztds lett volna, akkor az engedékenyebb peremfeltétel miatt kisebb
sajatfrekvencidkat kaptunk volna.

03]

02

02

03
0.2

0.2

s

'35‘\2 ’ x
y 0,000 0300 0,600 (m)
I 4929090900 9

0,150 0,450

27. abra. Az els6 modusalak, rendre a Matlabban és az Ansysban.
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28. abra. A negyedik mddusalak, rendre a Matlabban és az Ansysban.

sajatfrekvencia [Hz]
analitikus megoldas végeselemes megoldas
(lemez) (valos geometria)
modus Matlab Matlab Ansys
sorszama
1 239,91 284,74 280,93 (0,0
2 359,90 374,92 396,34 0,1)
3 540,65 395,90 400,79 (1,0)
4 541,49 491,92 522,38 (0,2)
5 661,48 522,20 559,61 (1,1)
6 781,64 615,39 650,52 (1,2)
7 842,23 626,56 658,31 (2,1)
8 995,77 642,36 692,94 (0,3)
9 1083,22 763,36 840,17 (2,2)
10 1115,76 777,06 845,86 (3,2)

1. tablazat. Az els6 10 modus sajatfrekvenciaja.

A fedlaphoz csatolt hurlab egyiittes modusaiban felfedezhet6ek mind a fedlapra, mind pedig
csak a hurlabra jellemzé mdédusalakok is a csatolas kovetkeztében. A 29. dbran egy olyan esetet
lehet 1atni, amikor az els6 fedlap mddus és a harlab egy hajlité iranyt mozgdasaval tarsul (bal
oldalt), illetve egy olyat, ahol a fedlap szinte el sem mozdul, csak a harldb végez torzids
rezgéseket (jobb oldalt).
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29. abra. A fedlap és harlab két kozos modusalakja.

5.3 Hanglesugarzas

Ha vesziink egy rezgd lemezt, az a koriilotte 1év6 kozeget — legyen az akar folyadék, akar gaz
- meg fogja rezegtetni. A lesugdrzast modellezni tigy lehet, ha vessziik ennek a rezg6 lemeznek
a modusait és ezeknek a tér kiilonb6zd pontjaira felirt atviteli fliggvényét. Ennek a jelenségnek
a leirasara a legismertebb és relative egyszeri modell a Rayleigh-integral.

A Rayleigh-integral 1ényege az, hogy vesziink egy sik vagy majdnem teljesen sik lemezt, amit
ezutan egy végtelen sikba dgyazunk. Ez egy olyan egyszer(sités, ami sok tényezdt elhanyagol.
A fedlap modusalakjait ismerjiik, a sebességet, amivel majd a har gerjeszti, a Matlabban
elvégzett szimuldcidban a szlirének az éallapota fogja megadni. Ezutdn a fedlap feliiletén
minden egyes hdromszogelemet kiilon-kiilon egy-egy monopdlusnak tekintiink, amik a
modusalaknak megfelel6 sebességgel fognak pulzalni. A mdédusok allohullamok, ami azt
jelenti, hogy a kiilonb6z6 pontokban csak amplituddjuk térhet el, a fazisuknak legfeljebb az
elGjele kiilonbozik. A végtelen siklap, amibe dgyazva van, tokéletesen merevnek feltételezett,
igy a sebessége zérus.
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A rezg0 lap 4ltal keltett hangnyomast a tér egy tetszdleges pontjaban ki lehet szamitani ugy,
hogy szuperponaljuk a monopodlusokat a rezgd lemez feliiletén [11]:

e—jkr
p(x") =f Y- jkZyv(x)dx 5.34
A

ahol r = |x’— x| a tér tetszOleges pontjanak és az adott feliiletelemnek tdvolsdga [m]
Z, a sikhulldmu hangtér specifikus impedanciaja Z, = p,c [Pa s/m].

A gyakorlatban ez az integral ugy valdsithatd meg, hogy minden egyes feliiletelem kozepétdl
szamitjuk a tér egy adott pontjanak a tavolsagat, majd a tavolsagbol kiszamitott monopolus-
tereket Osszegezziik (30. 4bra).

Az n. médusra az atviteli fliggvény megkaphatd [30][31] a megfelel6 atalakitdsokkal a

modusalakokkal és modalis koordinatakkal felirva:

e_jkr w pO —Jjkr

N = j — A=—
pe) = [ ST d

jod(x)jwq dA. 5.35

2n ), T

30. abra. Rayleigh-integral szemléletesen. A kékkel jelolt feliiletelem dA nagysagu.

A behalézott fedlap mar adott volt, csak a térhalobdl feliiletit kellett csindlni. Ehhez
kivalasztottam a megfeleld iranyitottsagi normalvektort elemeket, a tobbit elhagytam.
A végeselem-szamitasbol mar csak ezeknek az elemeknek kellett kivenni az elmozduldsat, a
csomopontok (tehat haromszog csucspontok) helyett a kozéppontokban. Ezt egy egyszer(i
interpolalassal el lehetett végezni. Itt a térbeli elmozdulast kapjuk meg, de a szamitas
szempontjabol csak a fedlap sikjara normalis iranyd elmozdulds a lényeges. Emiatt a kapott
elmozdulasokat skaldrisan Ossze kell szorozni a kapott elmozduldsokkal, minden egyes
elemkozéppontban.

A feliileti integral miatt sziikség van még az Osszes kis haromszog egytittes Yw felszinére is,
ezt a tanszéki végelemes Matlab toolbox [27] volt a segitségemre, ami ezt a feliiletet az
elemkozéppontokhoz tartozd n normalvektorokkal egyiitt kiszamolja.
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Ezek utdn az egyszerliség kedvéért elGszor kijeloltem egy hallgatasi poziciot a fedlap
kornyezetében, kiszamoltam az ide mutat6 r vektorok hosszat minden egyes kis hdromszog
kozéppontjabdl. Miutan ez megtortént, meg lehet hatarozni az egyes elemekhez tartozo
idOkésleltetéseket tigy, hogy

r
At = - 5.36

Belathato, hogy sok elemre nagyon hasonld id6késleltetés fog adddni, a koztiik 1évé minimalis
eltérés a legtobb esetben kisebb, mint a waveguide modell mintavételi ideje. Igy ezeket a
kiilonbségeket elhanyagolva sok elemet azonos iddkésleltetéssel lehet majd venni tgy, hogy
az iddkésleltetéseknek az egészrészét vessziik. A masik megoldas az lenne, hogy interpolalni
kell ezeket az eltéréseket, diszkrét idOben, de nekem a valasztasom az el6bbire esett.

A végs0 1épésben ki kell szamolni az impulzusvalaszokat minden egyes mddushoz, hogy majd
ezt a kimenetet szlir6ként lehessen hasznalni. Az n. mdédus diszkrét impulzusvalasza igy

hnm] = Z %;qu-g [m - l%fs” 5.37

ahol az Gsszegzés a hald elemein halad végig, w;, n; és 1; az i. elem feliilete, normalis irdnya,
illetve tavolsaga a lehallgatdasi poziciotol, ¢,,; az n. médusalakhoz tartozo elmozdulés az i. elem
kozéppontjaban, f; pedig a waveguide modell mintavételi frekvencidja.

A waveguide modellben alapértelmezésként a modalis lezarasként szerepld test sz{irjének
sebesség a kimenete, ami a Rayleigh-integralban szerepld jwg-nak felel meg. A hangnyomas
szamitadsdhoz viszont idStartomanyban a sebesség derivaltja, vagyis a gyorsulas kell, amit a
képletben egy jw szorz6 mutat. A lesugdrzott hangnyomast ugy kapjuk, hogy az
impulzusvalaszokat konvolvaljuk a test modalis lezaras szir&jébdl kapott kimend értékekkel,
aminek a kimenete mind a sebesség, mind a gyorsulds lehet, attdl fiigg, hogyan definialjuk azt.

A kovetkez6 1épésben az irdnyfiiggd hanglesugdrzast vizsgaltam. Az iranykarakterisztika
felvételekor arra szamitunk, hogy a mélyebb frekvencian egészen csekély iranyitottsaga lesz a
lesugéarzott hangnak, és ahogy haladunk a nagyobb frekvencidk felé, egyre nagyobb lesz az
irdnyitottsdg mértéke, megjelennek oldalnyaldbok. Az 0Osszességében lesugarzott hang
iranyitottsdga az Osszes modus irdnyitottsdganak szuperpozicidjaként fog adddni, mert
egyszerre vesznek részt a hangkeltésben. A frekvenciafiiggd irdnykarakterisztikdk vizsgalata
egy félgdmbon tortént, amit a fedlap el6tt helyeztem el, olyan célbdl, hogy a hallgatdsag
altalaban ezen félgdmb pontjaiban foglal helyet valahol (mogotte pedig egy merev fal van a
Rayleigh-integral feltételezése miatt). A szamitds moddja az, hogy az 5.34-es egyenletet
kiértékeljiik a tér (félgomb) tobb pontjdban minden kis feliiletdarabra, amelyek Osszessége
majd a lesugarzott hangot adja. Fontos megemliteni, hogy ez a mddussebességek alapjan, nem
a waveguide modell szirgjébdl kapott kimend adatokbdl szamitott eredmény, azon
feltételezés mellett, hogy minden modus a sajatfrekvencidjan oszcillal.

A kapott eredmények egy része a 3l.abran Osszefoglalva lathatdo. Minden
irdnykarakterisztikdhoz tartozik egy mdédusalak, aminek jellegzetessége az, hogy a hosszanti
tengelyre szimmetrikus modusok a félgdmb y-z sikjdban nem sugaroznak le hangot, mert az
ellenfazisban mozgo részek altal generalt hangnyomas kioltja egymast ezekben a pontokban.
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31. abra. Az els6 harom mddus iranyfiiggé karakterisztikaja.
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A lesugarzott hang egyiittes és néhany modusnak a kiilon abrazolt spektrumarol jol latszik,
hogy minden egyes modus a sajatfrekvencidjahoz kozeli harmonikuson fog a leger6sebben
lesugarozni (33-35. abra). A hangnyomadsszint a félgomb egyik tetszOleges pontjaban (a
konkrét pont nagyjabol az z=x egyenes és a 2m sugarua gomb felsd metszéspontjdban van) van
abrazolva, az iranyfiiggd lesugarzas miatt keletkezik a modusok altal lesugarzott hang
amplitiddjaban lényeges kiilonbség. A teljes hang (32. dbra) a mddusok altal lesugarzott hang
szuperpozicidjabol adodik Ossze. Azok a modusok fogjak domindnsan meghatdrozni a
spektrumot, amelyeknek nagy a bemend admittancidja (24. dbra).
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32. abra. A teljes lesugarzott hang spektruma.
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33. abra. Az els6 modus altal lesugarzott hang. A legnagyobb érték 300 Hz kornyékén talalhato
(sajatfrekvencia = 284 Hz).
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34. abra. A negyedik modus altal lesugarzott hang, 420 Hz koriili csticsértékkel (sajatfrekvencia = 491 Hz).

Hangnyomasszint [dBSPL]
AR NOBE @
=] =] =] [==] =] o

o2
o
T

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Frekvencia [Hz]

o
S

=)

35. abra. A tizedik modus altal lesugarzott hang spektruma. A legnagyobb amplitad¢ a sajatfrekvencia (777
Hz) kozelében lathato, ~720 Hz-en.
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6. Osszefoglalas

A munkdm soran igyekeztem kitérni a cselld fizikai modellezésének minden fontos
aspektusdra. Felépitettem egy olyan waveguide modellt, ami képes a hurban terjedd
transzverzalis és torzios hulldmok terjedését és azoknak a frekvenciafiiggd természetét
tigyelembe venni. A részletes moduselemzést is elvégeztem, a kapott eredményekbdl az
iranyfliggd hanglesugarzast is vizsgaltam. A vonatkozo szakirodalomban ilyen 6sszefoglalod
jellegi munkdara nem talaltam példat.

Az idealis hur esetétdl elindulva levezettem azt, hogy milyen egyéb fizikai hatasok jarulnak
hozz4 a hulldmterjedés folyamatdhoz. A hur-vono kolcsonhatds leirdsara nagy hangsulyt
fektettem, hiszen ez teremti meg a kapcsolatot a transzverzalis és torzios hulldmok kozott,
illetve a csuiszdasi-tapadasi periodus valtakozasan all vagy bukik a szép zenei hang létrejotte. A
hiarmerevséget szamitasba véve az inharmonicitas jelensége kertilt el6térbe, amely bar a vonos
hangszereknél nem fajstlyos, de nem folyamatos gerjesztés esetében érdekes hatast tud
eléidézni azzal, hogy a felhangok frekvencidjat eltolja a felharmonikusokétol.

A fizikai 0sszefoglal6 utan lehet&ség nyilt a konkrét waveguide modell felallitdsara Az Osszes,
el6zdleg kifejtett hatast FIR/IIR sziird formdjadban lehetett a hiirhoz kapcsolni. Ez a megoldas
azért nagyon praktikus, mert a tovabbfejlesztésre is lehetdséget ad tigy, hogy csak a figyelembe
veendd hatast kell tgy atalakitani, hogy egy djabb sz(ir6 formdjaban a hurhoz lehessen
csatolni.

Végezetiil a csell6 testének rezgésével és az ehhez kapcsolodd hanglesugarzassal
foglalkoztam. A hangszertest fedlapjanak mddusalakjait végeselem-modszeren alapulo
numerikus analizissel vizsgaltam meg. A modell képes volt arra, hogy a fa ortotrop
mechanikai tulajdonsagait megfeleléen kezelje. A mddszer segitségével a hurlab-fedlap
osszekapcsolt mechanikai rendszerének a sajatfrekvencidinak, mdédusalakjainak és csillapitasi
tényezlinek kiszamitdsara nyilt lehetéség. A moddusalakokhoz szorosan kothetd
hanglesugarzast Rayleigh-integrallal szdmitottam, a waveguide modellben a fedlapot
reprezentald szlrd kimenetének értékeit a moddusokhoz szamitott impulzusvalasszal
sulyozva. A megoldas tetszdleges pontban szamithato, itt a hangnyomas modusonként, és
szuperpozicionalva megadhato.

A modell fejlesztésére szamos lehetség nyilik, a vonod mechanikai tulajdonsagainak
figyelembevételével (rugalmassag, alkalmazott surlédasi modell). A modduselemzésre
vonatkozdan a peremfeltételek finomitdsara helyezném a hangsulyt. A fedlap gorbiiletébdl
szarmazoan belsé fesziiltség keletkezik az anyagban, ami a sajatfrekvencidkat szintén
befolyasolhatja. Az egész testre ki lehetne terjeszteni a szimuldcidt, hiszen attél, hogy nem
puhafabdl késziil, a test tobbi része is végez rezgéseket. A hanglesugdrzas szamitasara is
rendelkezésre all egy tovabbi, valdsagot jobban kozelitd, peremelem moddszer. A modell
Osszetettsége miatt nehezen Osszeegyeztethetd mérésekkel, szimulacidra épiilt, de a test
rezgéseinek vizsgalatat kisérleti modalanalizissel, a hur csillapitdsat a josagi tényezdk
meérésével lehetne ellendrizni.
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