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1 Bevezetés

Csomagkapcsolt halézatoknal (mint példaul az internet vagy a modern telefonrendszerek) a
logikai cimekkel ellatott csomagok utjat a forrastdl a célig az Utvdlasztas alapjan hatarozzak meg. Az
Utvalasztds altaldban a csomdpontokban eltarolt, lokalis Utvalasztd tablak segitségével torténik ugy,
hogy e tabldk segitségével kerlil meghatarozdsra az, hogy az egyes csomépontokban melyik
célpontokba tarté csomagokat melyik élen (porton) kell tovabbitani.

Az Utvdlasztds megoldasara a trivialis (naiv) algoritmuson kiviil — amelyik minden pontban
eltdrolja minden cimhez a legrovidebb Uthoz tartozd portot — tobb kiilonbozé egyéb utvalasztd séma
is létezik. Ezek abban hasonlitanak egymasra, hogy a lokadlis tarigény csokkentése érdekében nem
feltétlenlil a legrovidebb uton juttatjdk el a csomagot a forrastél a célig, hanem valamilyen
multiplikativ hibaval (a haszndlt Gt legfeljebb k-szor hosszabb, mint a legrévidebb ut). Valamennyi
fenti utvdlasztd séma kozos tulajdonsdga, hogy a graf szerkezeti felépitésére érzékenyek. Azaz, ha a
grafban bekovetkezik valamilyen valtozas, mint példaul meghibasodik egy él — ami a valdésagban egy
elég gyakori esemény — akkor nem képesek csomag tovabbitasara tetszGlegesen kivdlasztott két pont
kozott még abban az esetben sem, ha a graf tovabbra is 6sszefliggé maradt.

A naiv sémadra és egy viszonylag egyszer(, de sok bonyolultabb séma alapjaként szolgdld sémara
kidolgoztam, hogy milyen mddositdsok sziikségesek ahhoz, hogy az utvdlaszté séma képes legyen
m(ikédni akkor is, ha a grafban legfeljebb egy él meghibdsodott. A mddositott sémaval szembeni
legf6bb kovetelmény, hogy amennyiben egyetlen él sem hibasodott meg a rendszerben, akkor a
hatékonysag ne valtozzon meg a kiinduldsi sémdahoz képest. Tovdbba sem a szikséges lokalis
tarigénynek, sem a csomagok cimének hossza nagysagrendjében ne valtozzon meg. Ezen feliil elvaras
még, hogy a séma m(ikddése legyen determinisztikus, azaz mindig ugyanazon az uUton tovdbbitsa a
csomagot egy adott él esetén, és a csomag azon az Uton haladva véges sok |épésben (lehetSleg minél
révidebb uton) jusson el a célpontjaig.

A dolgozat 2. fejezetében definidlom a hasznalt jeloléseket és az alap feltevéseket. A 3.
fejezetben bemutatom a helyettesité utak megkeresésére Iétez6 algoritmusokat. Ezek utdn a 4. és az
5. fejezetben bemutatok két Utvalaszté sémat, amelyekre a 6. és a 7. fejezetben bemutatom a
dolgozat f6 eredményét, a helyettesit6 utak kezelésére altalam kidolgozott Utvdlaszté sémat. Ezek
utan a 8. fejezetben Osszegzem az elért eredményeket, majd a 9. fejezetben bemutatok néhany
szimulacids eredményt a kidolgozott sémak miikodésének szemléltetése céljabdl.
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2 Hasznalt jelolések és alapfeltevések

A dolgozatban sulyozott, pozitiv élsulyu, iranyitatlan grafokat fogok vizsgalni, amennyiben az
adott részben azt mashogy nem specifikdlom. Ezen kiviil minden algoritmusnal fel fogom tenni, hogy
a grafban szerepl6 barmely két Ut hossza kiilonbdz6. Ez az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd,
mivel az élstlyok nagyon kismértékli megvaltoztatasaval elérhetl ez a jelenség. (Példaul ugy, ha a

legkisebb élsulyt egységnek tekintve az i. élnek a sulydhoz hozzdadunk ;—t)

A dolgozatban az aldbbi jeloléseket fogom hasznalni tovdbbi magyarazat nélkil:

G: Aktuadlisan vizsgalt graf (sulyozott, iranyitatlan)
E: Az aktualisan vizsgdlt graf élhalmaza

V: Az aktudlisan vizsgalt graf csicshalmaza

n: A grafban lévé pontok szama (|V])

m: A grafban 1évé élek szama (| E|)

(u, v): Az u és v pont kdzotti él

c(u, v): Az u és v pont kozotti él sulya (pozitiv)

P(u, v): Az u és v pontok kozotti legrévidebb Gt az aktudlisan vizsgalt grafban

P(u, v, G): Az u ésv pontok kézotti legrovidebb ut az aktualisan vizsgalt graf G részgrafjaban
d(u,v): Az uésv pontok kozotti legrovidebb Ut hossza az aktudlisan vizsgalt grafban

d(u,v,G): Az u és v pontok kozotti legrovidebb ut hossza az aktudlisan vizsgalt graf G

részgrafjaban
eu(v): Az elsé él az u-bdl v-be mend legrovidebb Ut mentén

3 Helyettesito ut keresése

Egy grafban két tetsz6leges pont kozotti legrovidebb Ut mindig meghatdrozhaté O(m +
nlogn) futdsidében a Dijkstra-algoritmus segitségével. Amennyiben viszont ennek a legrévidebb
utnak valamelyik éle meghibasodik, akkor attdl fliggéen, hogy melyik él hibasodott meg, mas-mas ut
lesz a legrévidebb Gt a vizsgdlt két pont kozott.

DEFINICIO:

Két pont kozotti legrévidebb Gt adott éléhez tartozé helyettesitdé Ut az a legrovidebb ut,
amelyik az eredeti Gt két végpontja kozott halad, és elkeriili a megadott élt. ||

Egy adott Ut Osszes éléhez tartozd helyettesité ut legegyszerlibben a naiv algoritmus
segitségével taldlhatd meg. A naiv algoritmus Ugy mikodik, hogy egyenként eltavolitja a legrovidebb
ut éleit a grafbdl, majd a médositott grafban mindig lefuttat egy Dijkstra-algoritmust, és az ezek altal
az algoritmusok altal megtalalt legrévidebb utakat tekinti a helyettesit6 utaknak. Mivel a legrovidebb
uton legfeljebb O(n) darab él lehet és egy Dijkstra-algoritmus futdsideje O(m + nlogn) ezért ennek
az algoritmusnak a futasideje O(nm + n%logn), ami meglehetésen lassu.

Az Utvalaszto sémaknal a helyettesitd utat egy kicsit masképpen kell definialni. Ott a hibas élt
elkerilé utak kozil akarjuk a legrovidebbet megtalalni Ggy, hogy a helyettesité ut kiinduldpontja a
hibas élnek a legrévidebb uton hamarabb elhelyezkedd végpontja legyen.
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3.1 Helyettesito ut keresése iranyitatlan grafokban

Iranyitatlan grafokban két pont kozotti legrovidebb Ut dsszes éléhez tartozd helyettesitd ut
megtaldlhaté O(m + nlogn) futdsidében. Ehhez a feladathoz a J. Hershberg és S. Suri [1][2] altal
kidolgozott algoritmust fogom hasznalni. Az algoritmus kidolgozasat a Vickrey pricing (a kialakuld
tisztességes ar olyan aukcid esetén, ahol a résztvevs felek egymas ajanlatainak az ismerete nélkil
hatdrozzak meg a sajat ajanlatukat [3]), halézatokra torténé meghatarozasa motivalta, amihez a
legrovidebb helyettesit6 utak meghatdrozdsa csak a grafelméleti eszkdz volt. A Vickrey pricing
meghatdrozadsa azért egy érdekes kérdés, mivel a hdldzatokat altaldban egymastél fliggetlen
lgynokok birtokoljak, ahol az egyes élek értéke jol kozelithet6 azzal, hogy mennyivel tudja az az él
leréviditeni a két adott pont kézotti legrévidebb utat.

J. Hershberger és S. Suri algoritmusa ugy mikodik, hogy meghatdrozza a kiinduldsi pontbdl
inditott, a legrovidebb utakat tartalmazé fat egy Dijkstra-algoritmus segitségével. Ekkor, ha a
legrévidebb Ut valamelyik élét elhagyjuk, akkor ez a fa két részfara esik szét. A két részfa kozott lesz
egy vagas. Az elhagyott élhez tartozd helyettesit6 Utrdl bebizonyitottdk, hogy pontosan egyszer fog
athaladni az igy keletkezett vagdson, és a vagason vald athaladas utan azon az Uton fog haladni, amit
a célpontbdl inditott Dijkstra-algoritmus altal meghatarozott fa tartalmaz.

Az algoritmus futasidejének csokkentéséhez a bejarasi faknak tobb tulajdonsagat is
kihaszndltdk. Egyik az, hogy egy adott élhez tartozd vagason atmend élek meghatdrozhatdak ugy,
hogyha az el6z6 élhez tartozd vagas éleibdl eltavolitjuk azokat, amelyikeknek az y-hoz kozelebbi
végpontja most kerilt at az x-hez kozelebbi

részfaba, és hozzaadjuk azokat, amelyikeknek

az x-hez kozelebbi végpontja most kerdlt at az /4 YI .

x-hez kozelebbi részfadba. A masik fontos ; /K

tulajdonsag pedig az, hogy egy adott élen '-‘ & ka\‘
. ‘B_‘

atmend 0Osszes olyan helyettesité Ut hossza

azonos ahol az adott él keresztezi az éppen A legrovidebb utakat tartalmazé fa altal
aktuadlis vagast x és y kozott. Ezt a két meghatarozott bolck-ok (Forras: [2])
tulajdonsagot felhasznalva az algoritmus megvaldsithatd ugy, hogy az x és y pontokbdl futtatott
Dijkstra-algoritmusok utdn, egy prioritdsos sorba beletessziik azokat az éleket, amelyek az éppen
aktudlis vagast keresztezik, ugy hogy hozzajuk azt a sulyt rendlejiik, amilyen hosszu a rajtuk athaladé
helyettesité Ut hossza. Ekkor a legoptimalisabb eset a prioritasos sorban szerepl6 legkisebb sulyu
elemmel egyezik meg, ami kdnnyen meghatdrozhaté. Ezek utan pedig a prioritdsi sornak az elemeit
kell csak médositani, ami szintén egyszerlien megoldhatd. Amennyiben mind a Dijkstra-algoritmust,
mind a prioritasos sort Fibonacci kupacok segitségével valdsitjuk meg, akkor ennek az algoritmusnak
a lépésszama csak O(m + nlogn) lesz, ami megegyezik a Fibonacci-kupacokat hasznalé (optimalis)
Dijkstra-algoritmus futasidejével.
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Formalisan:

Jel6lje a legrévidebb utban szerepl6 pontokat v, az éleket pedig e=(vi, vi.1), az x és y
kozotti legrovidebb Ut hosszat pedig k=d(x, y).
X az x pontbdl, Y az y pontbdl inditott Dijkstra-algoritmus altal meghatarozott bejarasi fa
B; az X fan belili v; pontbdl, kiinduld részfa, a vi,; pontbdl kiinduld részfa nélkdl.
block(u)=i ha u € B,
e=(u, v) & P(x, y) esetén bal(e)=block(u) és jobb(e)=block(v) ugy, hogy bal(e) < jobb(e)
Q egy kezdetben Ures prioritdsos sor melynek elemei (suly, él) parok, ahol a suly az index
L és R egy-egy k elem( tomb melyeknek elemei élek halmaza
Minden e € E \ P(x, y) esetén

Ha bal(e) < jobb(e) akkor adjuk hozza e-t L[bal(e)] és R[jobb(e)] halmazokhoz
Ciklus i=1-t6l (k-1)-ig

Minden e=(u, v) € L[i]

Adjuk hozza (w, e)-t Q-hoz ahol w=dx(x, u) + c(u, v) + dy(v, y)

Tavolitsuk el Q-bdl minden (w, e) part ahol e € R[i]

Taroljuk el a Q-ban szerepl6 legkisebb sulyt az x, y ut e; éléhez tartozo helyettesité at

hosszaként

3.2 Helyettesito ut keresése iranyitott grafokban

Irdnyitott grafokra - az iranyitatlan esettel ellentétben - nem ismert a naiv, O(nm +
n2log(n)) futasidejl algoritmusnal lényegesen gyorsabb determinisztikus algoritmus két pont
kozotti legrovidebb Ut 6sszes éléhez tartozd legrévidebb helyettesité Ut meghatdrozdsara, ezért a
probléma megoldasara kozelitd, illetve véletlenen alapulé algoritmusokat fejlesztettek ki az elmult
id6szakban. (J. Hershberg és S. Suri eredeti cikkében[1] az szerepel, hogy az algoritmusuk iranyitott
grafra is mikodik, ami viszont késébb kideriilt, hogy nem igaz.[2])

3.2.1 Véletlenen alapul6 algoritmus

A véletlenen alapuld algoritmusok kozil L. Roditty és U. Zwick [4] algoritmusat emelném ki,
amelyik sulyozatlan (és kis egész élsulyd) grafokra moikodik. Futdsideje O(m+vn) és nagy
valdszinliséggel megtaldlja a legrévidebb Ut mindegyik éléhez a legrovidebb helyettesit§ utat. Az
algoritmus azon alapul, hogy azokat a helyettesit6 utakat, amelyeknél a keriil6ut hossza kisebb, mint
valamilyen L konstans, meg lehet taldlni O(L) darab Dijkstra algoritmus felhaszndalasaval, ami
Osszesen O(mlL) futdsidének felel meg. Az L-nél hosszabb keriil§utak pedig nagy valdszinliséggel
érintenek legaldbb egy csucsot a grafbdl véletlenszerlien kivdlasztott O(n/L) csucs kozil.
Amennyiben ez a feltétel teljesiil, akkor a legrovidebb, legalabb L hosszu kertil6utak mar csicsonként
O(1) szélességi bejaras segitségével megtaldlhatdak, ezért ebben az esetben a teljes futasidé O(mn/
L). A két eredményt Osszegezve, és L=v/n valasztast haszndlva az algoritmus futasideje tényleg
O(m+v/n) lesz.

3.2.2 Kaozelit6 algoritmus

A kozelitd algoritmusok kozil a legismertebb Aaron Bernstein [5] algoritmusa, ami a fentebb
leirt algoritmussal ellentétben tetsz6leges pozitiv élsulyu iranyitott grafban talal egy adott
legrovidebb Ut dsszes éléhez tartozé helyettesité utat Ugy, hogy a megtaldlt helyettesit6 Ut hossza
legfeljebb (1+g)-szerese az adott élhez tartozo helyettesitd Ut hosszdnak, ahol € € (0, 1). Ennek az
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algoritmusnak a futdsideje O(mlog(nC/c)/<) ahol c a legkisebb, C pedig a legnagyobb sulyu él sulyat
jeloli.

4 A naiv utvalaszto séma

A legegyszerlbb utvdlaszté séma a naiv Utvalasztd séma, amely ugy mikodik, hogy minden
pontban, minden cimhez eltdrolja az adott cimhez tartozé kimeneti portot. Ez azt eredményezi, hogy
minden csomag a legrévidebb uton fog eljutni a céljdba, mivel minden csucspontban az uUtvalasztd
tdbla megmondja, hogy melyik porton kell tovdbbmennie a legrévidebb Ut haszndlatdahoz. Ennek a
sémanak a legnagyobb hatranya az, hogy minden csomdpontban el kell tarolni egy logn hosszlsagu
portot az 6sszes lehetséges cimhez, ami azt eredményezi, hogy a szlikséges lokalis tarigény O(nlogn)
a teljes tarigény pedig O(n%logn) ami egy nagyobb méret(i halézat esetén tilsdgosan sok. Ezt a
hatrdnyt valamelyest ellensilyozza, hogy a cimek csak logn hosszdak, tetsz6legesen
megvalaszthatdak és statikusak, azaz a csomagokhoz rendelt cim nem véltozik meg a teljes utvalasztd
folyamat soran.

Az utvélaszto tablak generdldsdhoz meg kell hatarozni barmely két pont kozotti legrévidebb
utat, ami O(n3) futdsidében megtehetd példaul a Floyd-Warshall vagy a Johnson [6] algoritmus
segitségével (vagy akar O(mn + n?logn) futdsidében is megvaldsithaté ugy, hogy minden pontbdl
inditunk egy Dijkstra-algoritmust). Ezt kovetéen az Utvalaszté tdblak meghatarozasa mar nagyon
egyszer(, mivel minden pontnal csak meg kell nézni az onnan kiindulé legrévidebb utaknak az elsé
élét, és az annak megfelel6 portot kell eltarolni az Utvalaszté tablaban.

5 L.]J.Cowen utvalaszté sémaja

L. J. Cowen [7] kidolgozott egy utvdlaszté tablat, amelyik minden iranyitatlan grafra mikodik.
A lokalis Utvélaszto tablak mérete O(n?/3log*/3n) és barmely két pont kozott az Utvélasztd tabla
alapjan kozleked6 csomagok altal megtett Ut legfeljebb 3-szor olyan hosszu, mint a legrovidebb ut. A
csomopontokban a kimeneti port meghatadrozdsa konstans id6ben lehetséges, a cimek a naiv
sémahoz hasonldan itt is statikusak, viszont a cimek 3-szor olyan hosszuak, és nem vélaszthatéak meg
tetsz6legesen.

5.1 A séma miikodése

A séma mikddése azon alapul, hogy minden v ponthoz meghatdrozzuk a hozza legkdzelebbi
n® darab pontot, amelyeket az adott pont kérnyezetének hivunk, ahol a = 1/3 + 2loglogn/3logn.
Ekkor a kérnyezetek mérete n® = n'/3log?/3n lesz. Ezekben a pontokban eltéroljuk a v pontba
vezet( legrovidebb uthoz tartozo portot. Ezt kovetden kivdlasztjuk a fontos csomdpontokat a grafban
ugy, hogy minden kornyezet legaldbb egy fontos csomdpontot tartalmazzon, vagy legyen szomszédos
legalabb egy fontos csomdponttal. Tovabba legyen fontos csomdpont az a pont is, amelyik tobb mint
n(1+®D/2 pont kérnyezetében van benne. Ezek utdn minden pontban eltdroljuk a fontos
csomopontokba vezetd legrovidebb utak elsé éléhez tartozé portot. A csomagok cime legyen olyan,
hogy az elsé log,n bit tartalmazza a célpont azonositdjat, a kovetkezd log,n bit a célhoz
legkdzelebbi fontos csomdpont azonositdjat, a harmadik log,n bit pedig a célhoz legkdzelebbi fontos
csomopontbdl a célba vezets legrovidebb Ut els6 éléhez tartozéd portot. Ezzel az dsszedllitassal, ha a
kiinduldsi pont és a célpont kozotti tavolsag kicsi, akkor a csomag a legrovidebb Ut mentén lesz
tovabbitva a célig mivel az a célpont kérnyezetén belil lesz, ahol minden pontban el van tarolva a
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legrévidebb Uthoz tartozé port. Amennyiben a kiinduldsi pont és a célpont kozotti tavolsag nagy,
akkor pedig a cim madsodik része alapjan meg lehet hatdrozni a célponthoz tartozd fontos
csomépontot, ahova a legrovidebb uton el lehet juttatni a csomagot, mivel minden pontban el van
tdrolva a fontos csomdpontokba vezetS legrovidebb utak elsé éléhez tartozd port. Ezt kdvetben a
csomag cimének harmadik része alapjan a fontos csomodpontbdl el lehet juttatni a csomagot a
célpont koérnyezetébe, ahonnan pedig mar az els6 esethez hasonldan a legrévidebb Uton fog menni a
csomag. A cim harmadik részére azért van sziikség, mivel ugyanaz a fontos csomdpont nagyon sok
ponthoz tartozhat, ami a fontos csomépontokban sziikséges lokalis tarigényt tulsagosan megnovelné.

5.2 A csomépontokban miikodo utvalaszto algoritmus

Ha a csomdpontban el van térolva a célpontba vezetd legrovidebb ut elsé éléhez tartozé
port, akkor azon tovabbitja a csomagot a csomdpont. Ha az nincsen eltarolva, de a jelenlegi
csomodpont megegyezik a célponthoz tartozé fontos csomdponttal (ez a cim alapjan eldénthetd)
akkor a cim harmadik része altal meghatarozott porton tovabbitja a csomagot, egyéb esetben pedig a
cim altal meghatarozott fontos csomdépontba vezet6 legrovidebb Ut elsé élének megfelelé porton
tovabbitja a csomagot.

5.3 A cimeket general6 algoritmus

A séma m(ikddéséhez meg kell hatdrozni az egyes pontok cimeit. Az elsé log,n bit az adott,
mivel az a pont egyedi azonositdja (indexe), a kdvetkez6 2log,n bitet viszont ki kell szamolni. Ehhez
el6szor két részletben meghatarozzuk a fontos csomépontok listajat (kiterjesztett dominald
ponthalmaz meghatarozasa és a tobb mint n(1*®/2 ksrnyezetben benne levé pontok
meghatarozdsa), majd minden ponthoz megkeressiik a hozza legkdzelebb lévé fontos csomopontot.
Ezek utdn a cimek mar egyszerlien meghatarozhatdak mivel a fontos csomdépontok cimének masodik
és harmadik része nem haszndlt, ezért oda tetsz6leges értékeket irhatunk, a tobbi pontndl pedig
ismerjik a hozzd legkdzelebb [évé fontos csomdpontot és az onnan a hozza vezetd legrovidebb utat
is, amibdl a cim harmadik része azonnal meghatdrozhato.

Formalisan:

Minden v € V-re futtassunk csonkolt-Dijkstra (n%) algoritmust
B, <- {y| y benne van v n legk6zelebbi szomszédjaban}
Rv<-{y| vEB,}

C<-{v| |R,| >n(+®/2}

D <- {Kiterjesztett dominalé halmaz}

L<-CUD /* L afontos csomdpontok halmaza */

Minden v € V-re
l, <- arg min;e;, d(l,v)

Minden | € L-re futtassunk csonkolt-Dijkstra (n%) algoritmust

Mindenv € V\ L
v <-(v, I, ey(v)) /* ey(v) az els6 port az |, és v kozotti legrovidebb Ut mentén */

Mindenv € L
v<-(v,0,0)
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Az algoritmusban szerepl§ csonkolt-Dijkstra(n®) algoritmus azt jelenti, hogy az adott pontbdl
inditott Dijkstra-algoritmust csak addig futtatjuk, amig az n® legk6zelebbi pontot meg nem talalja.
Ennek az algoritmusnak a futasideje O(n?%) [8]

A kiterjesztett dominald halmaz [9][10]: Legyen G=(V, E) sulyozott, iranyitatlan graf. Jel6lje B,
a v ponthoz legkdzelebbi n® darab cstcsot. Ekkor Iétezik egy D € V halmaz, melyre |D|=0(n'~%logn)
és barmely v €V, D N B, # 0 és ez a halmaz megtaldlhaté mohé algoritmus segitségével O(m + n'*%)

futdsidében.

5.4 Azutvalaszto tablat generalo algoritmus

A cimek meghatdrozasa utdn meg kell hatdrozni a lokalis Utvalaszto tdblakat is. Ehhez el6szor
minden pontbdl megkeressik a hozza legkdzelebb lévé n* pontot, amelyek a kérnyezetét alkotjak,
majd az igy megtaldlt pontok kézilil azokban, ahonnan a kérnyezet kdzéppontjaba vezetd legrovidebb
uton nincsen fontos csomdpont, ott eltaroljuk a kornyezet kbzéppontjaba vezet6 legrovidebb at elsé
éléhez tartozd portot. Ezen kivil minden fontos csomdpontbdl meghatarozzuk az 6ssze tobbi pontba
vezetS legrovidebb utat egy Dijkstra-algoritmus segitségével, és ezek utan az 0Osszes pontban
eltaroljuk az 6sszes fontos csomépontba vezetd legrévidebb Ut elsé éléhez tartozé portot.

Formalisan:

Minden v € V-re futtassunk csonkolt-Dijkstra (n%) algoritmust és jegyezzik fel, hogy
melyik u pontokat értiik el a v pontbdl kiindulva és, hogy létezik-e | €L a v-bél u-ba
vezet6 legrovidebb Uton.
Minden u-ra, amit elértlink a csonkolt-Dijkstra soran v-bdl
Ha nem létezik | € L a legrovidebb Uton v-bdl u-ba
Taroljuk el (v, e (v))-t u-ban
Minden | € L futtassunk teljes-Dijkstra-algoritmust
Mindene €V
Taroljuk el (I, e (1))-t u-ban

6 Helyettesit6 utak hasznalata a naiv utvalaszt6 séma esetén

Ahhoz, hogy a grafban barmely pontbdl el lehessen jutni barmelyik pontba abban az esetben is,
ha egy él megsériilt, sziikség van arra, hogy a graf legaldbb kétszeresen él6sszefliggé legyen. A
dolgozat tovabbi részében feltételezem, hogy a vizsgalt haldzat rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal,
mivel kiilébnben a helyettesitd utak keresésének nem lenne értelme.

Tegyik fel, hogy el szeretnénk jutni x pontbdl y pontba. Amennyiben a graf egyik éle sem
hibasodott meg, vagy az x és y kozotti legrovidebb Ut nem megy at a hibas élen akkor a naiv séma
mindenféle kiegészités nélkil miikédik. Amennyiben viszont az x és y kozotti utnak meghibasodott
valamelyik éle, akkor mar a naiv séma nem nyujt elég informaciot a csomdpontoknak ahhoz, hogy az
x-bdl y-ba mend csomagot eljuttassak a céljdig. A probléma megolddsdhoz minden csomdpontban
taroljunk el minden cimhez még egy masodlagos portot is a naiv sémaban Iévé elsGdleges port mellé.
Ez sem a lokdlis sem a teljes tarigény nagysagrendjét nem vdltoztatja meg, csak a tarigényben
szerepl6 konstans értékét noveli meg a duplajara.
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LEMMA:

Ha a P(x, y) ut valamelyik éléhez tartozd helyettesité Ut atmegy az u ponton, akkor a
helyettesit6 Ut u pont utani része pontosan egyszer fog visszacsatlakozni a P(u, y) Utba és
onnantdl végig ugyanazokon az éleken fog haladni, mint a P(u, y) uUt. (Ez a csatlakozasi pont a
koztes pontok mellett az u és az y pont is lehet.)

BIZONYITAS:

A helyettesit6 ut legalabb egyszer
biztosan vissza fog csatlakozni a P(u, y)

utba, mivel a két ut végpontja azonos. U ¢ - y
Tegyiik fel, hogy a helyettesits at 1-nél T

tobbszor csatlakozik vissza a P(u, vy) -

Utba. Ekkor a helyettesit§ utnak van A szaggatott ut nem lehet egy legrévidebb helyettesitd ut
legalabb két kilénb6z6 szakasza melyeknek a két végpontja rajta van a P(u, y) Uton, az élei viszont
diszjunktak a P(u, y) ut éleitSl. Ekkor viszont a P(u, y) Ut mentén kihagyott szakaszok kozil
legfeljebb egyiken lehet a hibas él, amibél kovetkezik, hogy a masik szakaszon a helyettesité ut
haladhatott volna a P(u, y) Ut mentén, ami rovidebb lett volna, mivel a P(u, y) egy legrévidebb ut.
Ez viszont ellentmond annak, hogy a legrévidebb helyettesits utakat kerestiik meg. il

A masodlagos portok definidldsdhoz el6szor hatarozzuk meg a grafban szereplé barmely két
pont kozotti legrovidebb Ut minden egyes éléhez a hozza tartozod legrovidebb helyettesitd utat. Ezt
kovetSen a graf minden u pontjaban az y cimhez tartozé masodlagos portot definialjuk ugy, hogy az
az u ponton atmend, y pontba tartd helyettesité utak kozil a P(u, y) Utba legkés6ébb visszacsatlakozd
helyettesité uthoz tartozo port legyen.

LEMMA:
A fenti definicié mindig egyértelm(ien meghataroz egy utat.
BIZONYITAS:

Tegyuk fel, hogy van két kiilonboz6 helyettesité at P1 és P2, amelyek atmennek az u ponton
és ugyanott csatlakoznak vissza a P(u, y) Utba. Legyen ez a visszacsatlakozasi pont v. Ekkor uzv
biztosan teljesiil, mivel u=v esetén az Ut hossza a visszacsatlakozasig O él, ami csak 1-féle Utnak
felelhet meg. Ekkor P1 és a P2 biztosan a P(u, y) Ut valamelyik éléhez tartozo6 helyettesité ut, mivel
barmely mas élhez tartozé helyettesit6 ut a P(u, y) utat hasznalna, mivel az révidebb, mint P1 vagy
P2. P1 és P2 kozil viszont valamelyik hosszabb, mint a madsik, mivel feltettiik, hogy a grafban
szerepld barmely két Ut hossza kilonboz6. Legyen d(P1)>d(P2). Ekkor viszont P1 nem lehet egy
legrévidebb helyettesité at, mivel belattuk, hogy csak a P(u, y) ut v el6tti éleit helyettesitheti,
azokat viszont helyettesiti a nala rovidebb P2 ut is. Ezzel ellentmondasra jutottunk, amivel
igazoltuk az allitast. |

LEMMA:

A legkés6bb visszacsatlakozé helyettesit6 Ut hossza a legnagyobb az u és y kozotti
helyettesité utak kozl.
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BIZONYITAS:

Mint azt az el6bbi bizonyitdsban mar lattuk, az 6sszes u és y kozotti helyettesité ut a P(u, y)
ut valamelyik éléhez tartozd helyettesit6 ut. Tegyik fel, hogy a legkés6bb visszacsatlakozé ut
hossza kisebb, mint egy korabban visszacsatlakozé helyettesit6 uté. Ekkor a kés6bb
visszacsatlakozo helyettesité ut minden olyan élet elkeril a P(u, y) Ut mentén, amelyiket a néla
hosszabb, de korabban visszacsatlakozé helyettesité at is elkeriil. Ez viszont ellentmondashoz
vezet, mivel ekkor a kordabban visszacsatlakozd, de hosszabb helyettesité Ut nem a legrévidebb
helyettesits Ut az adott élet helyettesitd utak koziil. |l

6.1 Az utvalasztod algoritmus

Minden csucspontban m(ikédjon dgy az Utvalasztd algoritmus, hogy ha az elsédleges port
mentén nem tudja tovabbkildeni a csomagot, mivel az az él hibas, vagy a csomag az elsédlegesen
meghatdrozott port irdnydbdl érkezett, akkor a mdsodlagos porton kiildje tovabb, egyébként pedig az
elsédleges porton.

Formalisan:

Naiv():

Ha(Els6dleges port hibas vagy a csomag az elsédleges portrol érkezett)
Tovabbitds a mdsodlagos port szerint

Egyébként
Tovabbitds az elsédleges port szerint

TETEL:

A fenti utvalaszto stratégiat és a fentebb definidlt adatokat tarolva minden csucsban, barmely
két pont kozott mikodik a kommunikacié amennyiben legfeljebb egy hibas él van a grafban.
Amennyiben a forrds és a cél kozotti legrovidebb ut egyik éle sem hibas, akkor a csomagok a
legrévidebb Uton mennek végig.

BIZONYITAS:

A tétel mdsodik része kovetkezik abbdl, hogy amennyiben minden csomépont tudja a
csomagot az elsGdleges porton tovabbitani, akkor a csomag a naiv Utvalasztd séma szerint
meghatarozott iton megy végig, ami a naiv séma felépitése miatt biztosan a forras és a cél kdzotti
legrovidebb ut.

A tétel els6 részének a bizonyitasa egy kicsit bonyolultabb. Tegyiik fel, hogy egy y-ba tarté
csomag a legrovidebb Gt mentén haladt az u pontig, ahol viszont nem tudott tovabbmenni a
legrévidebb Uton, mivel a kbvetkezd él, amit jeldljon (u, u’) hibas volt.

El6sz6r mutassuk meg, hogy a csomag biztosan nem fog visszatérni az u pontba. Az
Utvalasztd algoritmus definiciéja miatt a csomag soha sem fog visszafordulni az utan, hogy egy
hibas élbe Utkozott. (Az Gitkozés utani els6 l1épés lehet egy visszafordulds példaul akkor, ha a hibas
él miatt u egy zsakutca végpontja.) Amig a csomag a masodlagos portok szerint van tovabbitva,
addig az (u, u') élhez tartozd helyettesité uton halad, ami trividlis, hogy nem tér vissza az u
ponthoz. Ha v pontban a csomag az elsédleges porton lett tovabbitva, akkor onnan pedig végig a
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P(v, y) uton fog haladni, amelyen nincsen rajta az u pont. Ezt bizonyitsuk be indirekt médon.
Tegyik fel, hogy rajta van az u pont a P(v, y) uton. Ekkor a csomag P(v, u) Uton fog haladni u
pontig, amely Utnak legyen az elsé éle (v, v'). Ekkor tudjuk, hogy a csomag nem v' irdnyabdl
érkezett v pontba, mivel a csomag soha sem fordul meg a hibas éllel valé taldlkozast kovetéen. Ez
viszont ellentmond annak, hogy a csomag a legrovidebb helyettesit6é Uton kozlekedik. Ezzel
megmutattam, hogy a csomag nem fog visszatérni az u pontba u'-tél kiilonb6z6 iranybdl. (Az u'
pontra azért nem igaz a fenti bizonyitas, mivel a helyettesité ut kihagyja az (u, u') élet a P(v, y)
legrovidebb ut viszont nem feltétlendil.

Ezek utdn megmutatom, hogy P(v, y) nem fog atmenni az (u', u) élen sem. Az u pont
iranyabol az el6z6 bizonyitas miatt biztosan nem fog athaladni. Tegytk fel, hogy P(v, y) athalad az
(u', u) élen u' pont iranyabdl. Ebben az esetben viszont a P(v, y) kétszer haszndlja az (u, u') élt,
mivel a P(u, y) Ut is athalad rajta (u, u') irdnybdl. Ez viszont ellentmond annak, hogy P(v, y) egy
legrovidebb ut, mivel két pont kozotti legrovidebb Ut minden élen legfeljebb egyszer haladhat
végig.

A fenti két bizonyitdssal bebizonyitottam, hogy a naiv séma ilyen mddon térténd kiterjesztése
minden esetben eljuttatja a csomagot a célig legfeljebb egy hibas él esetén, mivel a csomag csak
egyszer Utkdzhet bele a hibas élbe, azt kdvetGen viszont a hibas élhez és a célponthoz tartozé
helyettesits Gton haladva el fog jutni a céljig. il

MEGJEGYZES:

A csomagok nem kerllhetnek végtelen ciklusba a hibas éllel térténd talalkozas utan, mivel az
el6bbiekben mar megmutattam, hogy a hibas éllel legfeljebb egyszer talalkoznak. Ha valamikor
els6dleges port mentén lettek tovabbitva, akkor onnantél kezdve a naiv Utvalaszté séma
m(ikodése miatt biztosan nem keriilnek korkords palyara. Az az eset pedig nem lehetséges, hogy
masodlagos portok mentén haladjanak kérbe-korbe a kévetkezd indirekt bizonyitds miatt. Tegyuk
fel, hogy a csomag korpalydan mozog. Ekkor létezik, egy pont ahol a kor bezarul, amit jeldljon w
(ebben a pontban jar el6szor a csomag kétszer). Ebbe a w pontba az elsé és a masodik esetben két
kiilonboz6 irdnybdl érkezett a csomag, mivel ez volt az els6é olyan pont ahol kétszer jart. Ekkor
viszont az egyik esetben biztosan az elsédleges port mentén fog tovdabbmenni, ami ellentmond
annak a feltevésnek, hogy a masodlagos pontok mentén korkoérésen mozog. il

Ezzel megmutattam, hogy a fent definidlt Utvalaszté tabldk és a hozza tartozé utvalasztd
algoritmus segitségével el tudjuk érni a célunkat a naiv Utvalaszté sémara tdmaszkodva a lokalis és az
Osszes tarigény nagysagrendjének véltoztatasa nélkll, megtartva a statikus, logn hosszu cimeket és a
konstans idejli dontéseket a cslicspontokban. A csomagok altal megtett Ut hossza minimalis marad
abban az esetben, ha egyetlen él sem hibdsodott meg a grafban. Ha egy él meghibdsodott és a hiba
csak a hibas él végpontjaiban detektalhatd, akkor a csomag altal megtett Ut csak kis mértékben lesz
hosszabb az optimalisndl. Az atvalasztds sordn az egyetlen hozzdadddd nehézség az, hogy a
csomopontoknak tudniuk kell a dontéshez azt, hogy a csomag melyik csomdponttdl érkezett, ez
viszont a valdsagban egy konnyedén lekiizdhetd akadaly.

6.2 Az utvalasztoé tabla generalasa
Miutan pontosan definidltam, hogy milyen adatokat kell eltdrolni az egyes csucsokban,
térjunk ra arra a kérdésre, hogy hogyan lehetséges ezeket az informacidkat meghatarozni. Az
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Utvalaszté tablak generdlasi sebessége nem egy kritikus faktor a probléma megoldasa szempontjabal,
mivel csak a halézat megépitésekor, vagy egy esetleges mddositdskor kell 6ket Gjrageneralni offline
maddon, amikor nem okoz problémat, ha viszonylag sokaig tart, de ennek ellenére meg kell prébalni a
generdlasi sebességet maximalizalni.

El6szor is meg kell hatarozni barmely két pont kdzott a legrévidebb utat. Erre az informacidra
szlikség van az alap naiv Utvalaszté séma legenerdldsdhoz, illetve annak az eldéntéséhez, hogy az
egyes helyettesité utak hol csatlakoznak vissza a legrévidebb Utba. A barmely két pont kozotti
legrévidebb Ut meghatarozhatd példaul a Floyd-Warshall-algoritmus vagy a Johnson-algoritmus [6]
segitségével O(n3) futasidében. Ezek utan meg kell hatdrozni a grafban szereplé minden legrévidebb
ut minden egyes élére a hozza tartozd helyettesit6 utat. Erre egy viszonylag egyszer(i megoldas, ha
minden élre elvégezziik, hogy az adott élt eltdvolitjuk, majd az eltavolitott él mind a két végpontjabdl
futatunk egy-egy Dijkstra-algoritmust. Az igy megtalalt utak lesznek az eltavolitott élhez tartozd, az
adott pontbdl kiindulé helyettesitd utak. Ezzel a mddszerrel az 0sszes helyettesité utat megtaldljuk,
mivel a csomagok csak a hibds él végpontjdban észlelik, hogy az az él hibas, ezért a helyettesit6 at a
hibas él végpontjabdl a célpontba vezet6 legrovidebb olyan Ut lesz amelyik elkerili a hibas élt. Ennek
az algoritmusnak a futasideje O(m? + mnlogn), mivel 6sszesen 2m darab Dijkstra-algoritmus
futtatdsara van szikség. Ez a futdsid6 sird grafokra megegyezik, ritka grafokban pedig kisebb, mint
ha J. Hersenberg és S. Suri [1] algoritmusat futtatnank le minden pontpérra ami O(n?m + n3logn)
futdsidejl lenne. Kovetkez6 lépésként minden (x, y) pontparhoz meg kell hatarozni az x ponton
athaladd y pontba tartd helyettesité utak kozil azt, amelyiknek az x pont utani része a leghosszabb.
Az igy meghatdrozott helyettesit6 Ut elsé éléhez tartozd portot kell eltarolni x-ben, mint az y cimhez
tartozd masodlagos port. Ehhez a Dijkstra-algoritmusok futtatasa soran minden x ponthoz eltaroljuk
a tavolsagot és az x pontbdl induld ut elsé éléhez tartozd portot azokhoz az y pontokhoz, amelyek a
bejarasi faban alatta helyezkednek el. A tadrolds soran amennyiben az x pontban az y ponthoz
tartozéan mar van informacié eltarolva, akkor megvizsgaljuk, hogy a jelenleg vizsgalt tavolsag kisebb
vagy nagyobb, mint a mar letdrolt tavolsag és amennyiben nagyobb, akkor felilirjuk a tavolsagot és
az adott Uthoz tartozé portot, egyébként pedig eldobjuk az adatot. Az eltaroldshoz O(n?) futdsidSre
van szikség minden egyes Dijkstra-algoritmus futtatdsakor mivel minden pontnal legfeljebb n
kiilonboz6 adat ellenbrzésére, illetve frissitésére lehet sziikség, ahol egy adat ellenérzése és frissitése
konstans id6ben megvaldsithatd. Ezzel a teljes generald algoritmus futdsideje O(n3 +m? +
mnlogn + n?m) lett, ami legfeljebb O(n*)-nel egyenls.

Formalisan:

Utvalaszté tabla generaldsa:
Floyd-Warshall algoritmus futtatasa
Minden v, €V, v, € V\v;
Taroljuk el vi-ben a v,-be vezetd legrovidebb Gt portjat
Minden e=(v,, v,) EE
T = Dijkstra(vs,-bél, G\e-re)
Leghosszabb helyettesitd utak frissitése(T)
T = Dijkstra(v,-bél, G\e-re)
Leghosszabb helyettesit6 utak frissitése(T)
Minden v, €V, v, € V\v;
Taroljuk el vi-ben leghosszabb_helyettesitd_ut(v,, v,) portjat masodlagos portként
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Leghosszabb helyettesit6 utak frissitése (Adott bejarasi faval):
Minden v, EV, v, € V\v;
Ha(v, gyermeke v, és (leghosszabb_helyettesitd ut(vy, v,) nem definialt, vagy
d(vy, v,) > leghosszabb_helyettesit6_ut(vs, v,)))
leghosszabb_helyettesit6_ut(vy, v,) = P(vy, V)

7 Helyettesit6 utak hasznalata L. J. Cowen utvalaszt6 sémaja esetén

L. J. Cowen utvdlaszté sémaja sokkal bonyolultabb, mint a naiv Utvalaszté séma. Emiatt a
helyettesité utak hasznalatanak megolddsa is bonyolultabb ebben az esetben. Amennyiben a grafban
egyik él sem hibdsodott meg, akkor a L. J. Cowen 4ltal definidlt Utvalaszté sémat lehet hasznalni
valtoztatds nélkll. Amennyiben viszont valamelyik él meghibasodott (kiesett) akkor a séma nem
m(ikodik megfelel6en. A hibas él a kiindulépont és a célpont kozotti Uton haromféle helyzetben
helyezkedhet el. A célhoz legktzelebbi fontos csomdponthoz vezet6 Uton, a fontos csomdpont utdni
élen, aminek a portja a cimben van eltdrolva, illetve a célpont kérnyezetében ahol mar a célponthoz
vezetl legrovidebb Uthoz tartozo port el van tarolva.

A fontos csomdpontig vald eljutas biztosithatd dgy, hogyha minden porthoz amely egy fontos
csomoponthoz vezetd legrévidebb Uthoz tartozik, eltdrolunk egy masodlagos portot, amely ugyanugy
van definidlva, mint a masodlagos port a naiv Ut valaszté séma esetén. Ezzel a megolddssal minden
csomagot el tudunk juttatni a célpontjahoz tartozé fontos csomdponthoz ugyanazért, amiért a naiv
Utvalaszté séma esetén minden csomagot el tudunk juttatni a céljdig. A lokalis tarigény
nagysagrendje nem novekszik ennek a valtoztatasnak a hatasara.

A fontos csomdépontoktdl a célpontig vezet6 uttal sokkal tobb a probléma. A csoméponttdl a
célpontig vezet6 Ut els6 éle csak a csomag cimében van eltarolva. Amennyiben ez az él
meghibasodik, akkor semmilyen lokalis adat nem segiti az ahhoz az élhez tartozd helyettesité ut
meghatdrozasat mivel egy fontos csomdpont nagyon sok célponthoz tartozhat. A probléma
megoldasahoz sziikség van egy helyettesité Utra, amelyik mentén a csomagot be lehet juttatni a
célpont kdrnyezetébe. Erre két megoldas lehetséges.

Az egyik megoldas a csomagnak egy mdsodlagos fontos csomdpontba vald eljuttatasa,
ahonnan a csomag egy élen be tud jutni a célpont kérnyezetéhe. Ehhez a megoldashoz a csomagok
cimében szikség van egy masodlagos fontos csomdpont eltaroldsdra és a madsodlagos fontos
csomoponttdl a célig vezet6 Ut els6 éléhez tartozo port eltaroldsra. Ez a sémaban eredetileg hasznalt
3logn hosszu cimet tovabbi 2logn mennyiségli adattal megndveli, illetve a cimben tarolni kell, hogy
a csomagot az elsGdleges vagy a masodlagos fontos csomoépontba kell tovébbitani. Ennek az
eltdroldsdhoz vagy sziikség van még egy bitre, vagy amikor kideril, hogy a masodlagos fontos
csomoponthoz kell tovabbitani a csomagot, akkor a csomag cimében fel kell cserélni az elsédleges és
a masodlagos fontos csomdponthoz tartozé adatokat (fontos csomdpont indexe és az onnan kiinduld
legrévidebb at elsé élhez tartozd port).

A masik megoldds a csomagnak a célpont kornyezetébe vald bejuttatasara az, ha a fontos
csomopont a kornyezetnek legaldbb 2 pontjaval szomszédos (ez a kornyezet megfelel
megvalasztasaval érhetd el) és e két ponttdl a célig vezetd utak nem mennek at a masik ponttdl a
kornyezetbe vezet§ élen. Ebben a feldllasban a cimet a fontos csomdponttdl a cél kdrnyezetébe
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vezet6 mdsodlagos élhez tartozd porttal kell kibGviteni, ami csak logn extra bitet jelent és a cim
tovabbra is maradhat statikus.

Amennyiben a hibds él a célpont kornyezetén belll van akkor két részeset lehetséges. Az
egyszerlibb, ha P(u, v) 6sszes éléhez tartozd helyettesitd Ut végig a kornyezeten belil halad, ahol u az
els6 cslcspont a kérnyezeten belil, v pedig a célpont. Ebben az esetben a naiv sémadra kidolgozott
megoldas itt is alkalmazhatd. Amennyiben viszont valamelyik helyettesit6 Ut elhagyja a v pont
kornyezetét, akkor ott mar a csucspontokban lévé lokalis Utvalasztd tablak nem fogjak tartalmazni a
legrévidebb uthoz, illetve a helyettesit6 Gthoz tartozd portot, ezért a csomag ismételten a fontos
csomoponthoz lesz visszairanyitva, ahonnan kérkordsen vissza fog térni ahhoz a helyettesité Uthoz
ahonnan mar egyszer vissza lett irdnyitva. (A korkords visszairanyitas nem fog mindig bekovetkezni,
mivel el6fordulhat, hogy a csomag nem a fontos csomdponttdl érkezett be a kdrnyezetbe, hanem a
fontos csomdponthoz vezet§ ut ,véletlenll” athaladt a célpont kdrnyezetén.)

Ennek a problémanak az egyik megolddsa, ha a kdrnyezeteket lgy definialjuk, hogy barmely
v-be tarté Ut éleihez tartozd helyettesité Ut a kornyezeten beliil haladjon. Ez akkor és csak akkor
teljesiilhet, ha a kornyezet kétszeresen él 6sszefliggS. Ekkor a csomagok cimének hossza nem nétt
meg, viszont a szikséges lokalis tarkapacitdas nGhet abban az esetben, ha az egyes kornyezetek
mérete az extra feltételek miatt nagysdgrendileg is nagyobb lesz, mint az eredeti sémdban hasznalt
koérnyezetek méretei.

A masik megoldas, hogy az el6z6 fajta hibanal hasznalt masodlagos csomdpontot felvessziik
ugy, hogy a két fontos csomdpontbdl a célpontig vezetd utak legyenek diszjunktak. Ezek utan, amikor
a csomag belép a célpont kdrnyezetébe, akkor a csomag cimében felcseréljik az els6dleges és a
masodlagos fontos csomépontokhoz tartozd adatokat. Ekkor, ha a csomag kikeril a célpont
kornyezetébdl, akkor a célponthoz tartozé masik fontos csoméponthoz fog menni, mint azel6tt, ezért
amennyiben eléri azt a fontos csomdpontot, akkor onnan el tud jutni a célig. Probléma akkor van, ha
a fontos csomodpontig vezeté Uton a csomag athalad a célpont kornyezetén, ahonnan mdr
kozvetlenll a célhoz fogjak iranyitani a csomdpontok, ami lehet, hogy ugyanazon a hibas élen
keresztil torténik, mint amelyiknek a helyettesité utjardl letértiink és ezért ciklikusan fogunk ezen az
uton haladni. Ennek az elkeriilésére ismételten két lehetGség is adddik. Az egyik a helyettesit6 utak
olyan megvdlasztdsa, ami megakadalyozza ezt a hatast, amihez viszont nagyon bonyolult
feltételrendszert kellene definidlni, a masik lehetéség pedig, hogy egy, a cimben szerepl§ biten
eltéroljuk, ha a csomag a kérnyezeten belil hibas éllel taladlkozott. Ebben az esetben mindenképpen a
fontos csomdponthoz tovabbitjuk, ahol majd ennek a bitnek az értékét visszaallitjuk alapallapotba.

A fenti lehetdségek kozil a legoptimalisabbnak az az eset igérkezik, ha minden ponthoz
definidljuk a masodlagos csomopontot. A jelenleg aktiv (els6dlegesnek tekintendd) fontos
csomopontot Ugy valtoztatjuk meg, hogy felcseréljiik az elsédleges és a masodlagos csomdponthoz
tartozd adatokat, és felvesziink egy extra bitet, ami alapjan kényszeriteni tudjuk a rendszert, hogy
el6szor a fontos csomdpontba kiildje el a csomagot annak ellenére, hogy esetlegesen tudja a
célponthoz vezetd legrovidebb Uthoz tartozd portot. Ekkor a csomagok cimének hossza az eredeti
sémdnal hasznalt 3log,n bit helyett 5log,n + 1 bit lesz, viszont ez nem nagysagrendi névekedés. A
masodlagos csomdpontok felvételéhez pedig a fontos csomdpontok szdmat, illetve a kdrnyezetek
méretét kellhet kis mértékben megndvelni, ami viszont megoldhaté Ugy, hogy a lokalis tarigény
nagysagrendje ne valtozzon.
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Az el6z6 részekben felvetett tobbi megoldasi lehetGséget azért vetem el, mivel azok
mindegyikéhez a kérnyezetet nagymértékben at kellene definidlni. Ez nagyon kénnyen elronthatja a
hibatlan halozat esetén elért eredményeket (multiplikativ hiba nagysagat és a lokalis tarigényt) illetve
megneheziti a helyettesité utakra kidolgozott séma hasznalatdt mads, a vizsgdlt sémdahoz hasonlo,
viszont annal Ujabb és fejlettebb sémakra, mivel a kérnyezet nagymérték( atdefinialdsa miatt djra
kellene vizsgdlni az eredeti sémaban elért eredményeket is.

A masodlagos csomdpontok konnyebb megvalasztdsdhoz, még egy egyszerli modositasra lesz
szlikséglink. Még pedig arra, hogy a csomag cimében egy tovabbi bit jelezze azt, ha a csomag éppen a
masodlagos csomdponttdl a célponthoz vezetd helyettesité Gton halad. Erre az informdcidéra azért
lesz szlikség, mivel igy megvalaszthatd a masodlagos fontos csomdpont Ugy is, hogyha az onnan a
célpontba vezet6 legrévidebb Ut nem él diszjunkt az elsGdleges fontos csomdponttdl a célpontba
vezet6 Uttal, de létezik olyan, a masodlagos fontos csomdpontbdl a célpontba vezet6 ut, amelyik él
diszjunkt t6le. Ez a valtoztatds csak a cimek hosszat noveli meg tovabbi egy bittel, ami a nagysagrend
szempontjabél nem szdmit, viszont késGbbiekben nagyon sok helyen fogjuk majd kihasznalni. Ez utan
a valtoztatas utdn a cimek végleges hossza 5log,n + 2 bit lett.

A két jelz6bit altal felvehet6 értékeket és az értékek jelentését az aldbbi tablazatban foglaltam Ossze:

Kotelez§ fontos |Kotelez6 masodlagos .
. o Magyarazat
csomodpont helyettesit6 ut

0 0 Normidl allapot

0 1 A fontos csomépontbdl a célig vezet6 helyettesit6 uton kell
haladnia a csomagnak

1 0 A jelenleg elsédleges fontos csomdponthoz kell mennie a
csomagnak

1 1 A jelenleg elsédleges fontos csomdponthoz kell mennie a
csomagnak majd onnan a helyettesité uton kell mennie a célig

7.1 A masodlagos csomdopontok és a modositott kornyezetek definialasa

A masodlagos csomodpontokkal és a mddositott (kibSvitett) kornyezetekkel szemben az alap
utvalaszté séma mikodése érdekében az az elvdrasunk, hogy az eredeti kérnyezetek mindig legyenek
részhalmazai a mddositott kdrnyezeteknek és a masodlagos csomdpontok felvétele soran az eredeti
sémaban fontos csomdpontként definidlt pontok tovabbra is maradjanak fontos csomdpontok. Ezen
felil még elvaras, hogy minden ponthoz a masodlagos csomépont legyen szomszédos a célpont
kdrnyezetével és a masodlagos csomdpontbdl a célpontba vezessen egy Gt, amelyik legfeljebb 4n® él
hosszu és diszjunkt az elsédleges fontos csomdponttdl a célhoz vezet6 uttdl.

LEMMA:

Legfeljebb n1~% Gj fontos csomdpont felvételével elérhetd, hogy minden ponttdl legfeljebb
4n® él tavolsagra legyen a hozza tartozé masodlagos fontos csomdpont.

BIZONYITAS:

Nevezziik problémas pontnak azokat a pontokat, amelyekre nem teljesil az a feltétel, hogy a
vizsgalt pont és a hozza tartozd fontos csomoépont kdzotti legrovidebb ut éleit eltavolitva a
grafbdl, a legkevesebb él tavolsagra l1évs fontos csomdpont legfeljebb 4n® él tavolsagra van téle.
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Mivel a graf kétszeresen él-6sszefliggs, ezért Osszefliggé marad abban az esetben is, ha
eltavolitjuk belSle két tetsz6legesen kivalasztott pont kdzotti legrovidebb Ut 6sszes élét.

Amennyiben a grafunkban nincsen problémas pont, akkor a lemma dllitasa triviadlisan teljesdl.
Amennyiben van problémads pont, akkor azt jeloljiik p-vel, a hozza tartozé fontos csomdpontot
pedig L-el. Keressiik meg a p pontbdl az L pontba vezetd, legkevesebb élbdl allé utat abban a
grafban, amelyikbdl eltavolitottuk a

. 4« n% pont
p pontbdl L pontba vezetd
legrovidebb Ut éleit. Ezt az utat
jelolje X. Ekkor X biztosan tébb mint

4n% él hosszu, mivel egyébként L jé p

- L
lenne masodlagos fontos Q

csomoépontnak is. Amennyiben X Ut elsé n® pontjabdl valamelyikhez nem az L pont tartozik, mint
fontos csomépont, akkor az ahhoz a ponthoz tartozé fontos csomépont p-tél legfeljebb 2n® él
tdvolsagra lenne, és ezért megfelelne masodlagos fontos csomdépontnak. Ebbél kovetkezik, hogy
az X ut elsé n“ pontja legfeljebb n® él tavolsagra van L-t6l az eredeti grafban, mivel L a hozzajuk
tartozé fontos csomépont. Az X Ut n®-adik pontjabdl L-be vezetS legrévidebb Gt biztosan
visszacsatlakozik a p-b4l L-be vezetd utba, mivel az X Uton haladva tébb mint n® él tavolsagra van
L-t6l. Ez a visszacsatlakozasi pont legyen a Q pont. Vegyik fel Q pontot, mint fontos csomdpontot.
Ekkor Q pont megfelel6 masodlagos fontos csomdpontja lesz p-nek, és az X Ut elsé n® pontjanak,
és barmelyiktdl legfeljebb 2n® él tavolsagra lesz. Ezzel meghataroztuk, hogy melyik pontot kell
felvenni fontos csomépontnak ahhoz, hogy legyen p-hez tartozé mdsodlagos fontos csomdpont.
Ezt kovetben frissitsiik a problémas pontok listajat, ami biztosan kevesebb pontot fog tartalmazni,
mint el6bb mivel Uj pont nem kertiilhet bele, p pont pedig eddigi benne volt, de most mar nem
lesz benne. Amennyiben még van problémas pont, akkor folytassuk az eljarast mindaddig, amig el
nem fogynak a problémads pontok.

Ezek utdn még meg kell még mutatni, hogy legfeljebb n'~% j fontos csomdépontot vettiink
fel a fenti algoritmussal. Definidljuk a megoldott pontok halmazat ugy, hogy minden problémas
pontra miutan lefutattuk az algoritmust, beletessziik p pontot és az X Ut els6 n* pontjat a
halmazba. Ekkor minden esetben n® 4j pont fog bekerllni a halmazba a kdvetkezd okokbdl.
Tegyik fel, hogy van egy pont, amelyik mar benne volt a megoldott pontok halmazaban és most
ismét bele kéne tenniink. Legyen ez a pont a w pont. Ebben az esetben a most vizsgalt problémas
pont legfeljebb n® él tdvolsagra van a w ponttél. Amikor w pont be lett téve a megoldott pontok
halmazaba, akkor felvettiink egy fontos csomépontot, amelyik a w ponttdl legfeljebb 2n® él
tdvolsagra van. Ez a fontos csomdpont megfelel6 masodlagos fontos csomépont lesz a most
vizsgalt ponthoz is, amibél viszont kovetkezik, hogy a most vizsgalt pont nem lehet problémas
pont. Ezzel ellentmondasra jutottam, és bebizonyitottam, hogy minden pontot legfeljebb 1-szer
fogunk hozzdadni a megoldott pontok halmazahoz. Mivel a megoldott pontok halmazanak a
mérete legfeljebb n lehet, és egy problémas csomdpont vizsgélatakor n® Gj pontot adtunk hozza,
ezért legfeljebb n1~% problémds pontot kellett megvizsgalni, amibél kovetkezik, hogy legfeljebb
ugyanennyi Uj fontos csomépontot kellett felvenniink. Ezzel bizonyitottam a fenti lemma allitasat.
(A 4n® korlatra azért volt sziikség mivel a bizonyitas soran elhanyagoltam az O(1) nagysagrendi
tagokat, amelyek a lemma &llitasat nem tudjak befolyasolni.) i
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Ezek utan terjessziink ki minden kérnyezetet ugy, hogy hozzdadjuk a kivalasztott masodlagos
fontos csomodpontbdl az eddigi kornyezetig vezeté ut (amelyik mentén megtaldltuk a fontos
csomopontot) pontjait a masodlagos fontos csomopont kivételével. Ezzel a kdrnyezetek mérete
megnétt, de felllrél becsiilhetd 5n*-val mivel az el6z6 lemmabdl kovetkezik, hogy legfeljebb 4n“
pontot adtunk hozza. A kérnyezetnek az a fontos tulajdonsaga, hogy a kornyezet barmely pontjabél a
célpontig vezet6 Ut a kornyezeten belll halad, tovabbra sem véltozott meg. A kérnyezetek kib&vitése
miatt el6fordulhat viszont, hogy bizonyos pontok nagyon sok kornyezethez tartoznak, és ezért a
lokalis Utvalasztd tdbla mérete nagysagrendileg is megvaltozna. Ennek a problémanak a megolddsara
vegylk fel Ujra a fontos csomdpontok listdjat dgy, hogy a kiterjesztett dominaléd halmaz 3ltal
meghatarozott fontos csomdpontokat nem valtoztatjuk meg, viszont a masik definidlé algoritmust,
ami a nagyon sok kdrnyezetben szereplé csomdpontokat hatarozza meg (az eredeti algoritmust az
5.4-es részben irtam le, aminek azt a részét kell Uja lefuttatni, ami a C-vel jel6lt csomépont halmazt
szamolja ki) ismételten lefuttatjuk.

LEMMA:
Az Gjradefinidlt csomdépontok szdma tovabbra is O(n'=%logn + n(1+®/2) |esz,
BIZONYITAS:

A bizonyitds gyakorlatilag megegyezik a L. J. Cowen altal a csomdpontok szdmanak
bizonyitasara hasznalt bizonyitdssal. A kiterjesztett dominalé ponthalmaz mérete tovabbra is
O(n'~%logn) marad, mivel azon semmit sem valtoztattunk. A mésodlagos fontos csomépontok
meghatdrozasanal legfeliebb O(n'~%) Uj fontos csomdpontot vettiink fel az ott bebizonyitott
lemma miatt. Azoknak a pontoknak a szama, amelyek azért fontos csomdpontok mivel sok
kornyezetben vannak benne a definicidjukat felhasznalva =0( n(1*®/2 ) mivel C={y|
IRy |>n*®/2} 3R, | =¥, |B,| < X, |5n%| = 5n'**. Ebb&l pedig kévetkezik, hogy y € C
legfeljebb 5n***2=0(n(1+®)/2) y_ra teljesiilhet. A harom kifejezést 6sszegezve azt kapjuk, hogy a
fontos csomdpontok szama ténylegesen O(n'~*logn + n(*+®/2), ami megegyezik az L. J. Cowen
altal definialt fontos csomdpontok szamaval. Ezzel bebizonyitottuk, hogy az Ujonnan felvett
csomépontok nem novelték meg a csomépontok szamanak nagysagrendjét. i

Az Uj fontos csomopontok felvétele utan frissitenlink kell a masodlagos fontos csomdépontok
listdjat is ugy, hogy ha a masodlagos fontos csomoépontbdl a célba vezetd utra kerilt egy Uj fontos
csomopont, akkor legyen az a fontos csomdpont az adott célponthoz tartozé masodlagos fontos
csomopont. Amennyiben tobb fontos csomdpont is kerllt az utra, akkor a célponthoz legkdzelebb
|évé6t valasztjuk.

LEMMA:

A fontos csomodpontokat és a masodlagos fontos csomdpontokat kivéve minden pont
legfeljebb O(n(1+®/2) eredeti kdrnyezetben és legfeljebb O(n(1*®/2) darab masodlagos fontos
csomoponttdl a célig vezetd uton van rajta.

BIZONYITAS:

A tétel els6 részét L. J. Cowen bizonyitotta az eredeti Utvalaszté séma megkonstrualdsanal. A
masodik rész pedig kovetkezik abbdl, hogy ha egy csomépont tobb mint n(t+*®/2 masodlagos
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helyettesitd Gton van rajta, akkor azt a csomdpontot felvettiik a masodlagos fontos csomdpontok
listdjara és ezért arra a pontra nem kell, hogy érvényes legyen a tétel allitdsa. (A masodlagos
fontos csomdpontokra ezért nem kell igaznak lennie a tétel allitdsdnak, mivel ott a portokat nem a
lokdlis Utvalasztd tabla fogja tartalmazni, hanem a csomagok cime.) i

7.2 Az utvalaszté séma altal tarolt adatok

ElGszor is el kell tarolni az 6sszes olyan informaciét, amit az eredeti, a helyettesité utakat
nem kezel6 sémaban eltaroltunk. Ezt kévet6en minden pontban még el kell tarolni az 6sszes Ujonnan
felvett fontos csomdpontokba vezet6 legrévidebb Uthoz tartozd portot. Miutan az 6sszes fontos
csomopontba vezetS legrovidebb Ut meg lett hatdrozva, minden fontos csomdponthoz vezets at
portjahoz el kell tarolni egy masodlagos portot is ugyanugy, mint ahogyan a naiv helyettesité utas
sémanal eltaroltuk a masodlagos portokat. Ezen kivil még az 6sszes olyan porthoz, ami azért lett
eltdrolva, mivel az eredeti kornyezeteknél benne volt a célpont kérnyezetében szintén el kell tarolni
egy masodlagos portot amennyiben a helyettesité Ut végig az eredeti kdrnyezeten belil halad.
Ellenkezd esetekben pedig egy specidlis értéket (példaul -1 vagy Null) ami azt mutatja, hogy a
helyettesité Ut elhagyja a kornyezetet. Ezen kiviil a masodlagos csomdpontbdl a célpontig vezetd ut
élein el kell tarolni a megfelel6 portokat Ugy, hogy a masodlagos pontbdl a célpontba vezet6 ut
legyen diszjunkt az elsédleges csomdponttdl a célpontba vezets attal.

TETEL:

Minden csomdpontban legfeljebb O(n'~%log?n + n(1+“)/2logn) lokdlis tarigényre van
szlikség. (Ez megegyezik a L. J. Cowen altal hasznalt lokalis tarkapacitdssal.)

BIZONYITAS:

Minden csomdpontban 2 port van tarolva az 0Gsszes fontos csomdponthoz. Ennek a
tarkapacitas igénye minden pontban O(n'~%*log?n + n(1*®/2logn) mivel a Lemma szerint
O(n'~%logn + n(1*®)/2) fontos csomépont van és egy csomdponthoz O(logn) informaciét kell
eltarolni. Ezen kivil minden pont legfeljebb O(n(t*®/2) pont eredeti kdrnyezetében lehet benne
a Lemma miatt, amihez még O(n(1*®/2]ogn) tarkapacitasra van sziikség, mivel minden kornyezet
miatt, amiben egy pont benne van O(logn) mennyiségl adatot kell eltarolni az elsGdleges és a
masodlagos port miatt. A harmadik-féle adat a masodlagos fontos csomdponttdl a célig vezet6
Uthoz tartozé portokat tartalmazza. Ennél az adatnal is igaz, hogy minden pont legfeljebb
0(n(1*®/2) Gton lehet rajta, mivel kiilénben fontos csomdpontként lenne definialva, ezért ebben
az esetben is minden ponthoz legfeljebb O(n1*®/2]ogn) lokélis tarkapacitasra lehet sziikség az
el6z6eken kivil. A harom-féle adat méretét OGsszegezve azt kapjuk, hogy minden pontban
legfeliebb O(n'~%*log?n + n(1*®/2]ogn) lokalis tarkapacitasra van szitkség, mivel egyéb adat
taroldsat a séma nem igényli. Ezzel bebizonyitottam, hogy a mddositott séma nem igényel
nagysagrendileg tobb tarolékapacitast, mint a helyettesits utakat nem kezeld kiindulasi verzié. il

7.3 Az atvalaszto algoritmus

Ha a ,Kotelez6 fontos csomdpont” bit van bekapcsolva és jelenleg nem az elsédleges
csomopontban vagyunk, akkor ugyanugy kell miikédnie a csomdpontokban az Utvalasztasnak, mint a
naiv sémanal. Ebben az esetben a célpont az elsédleges fontos csomdpont, ami a csomag cimébdl
kiolvashaté.
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Ha a ,Kotelez6 fontos csomoépont” bit van bekapcsolva és jelenleg az elsédleges
csomoépontban vagyunk, akkor a ,Kotelez6 fontos csomépont” bitet ki kell kapcsolni, majd az
Utvalaszté algoritmust Ujra lefuttatni a megvaltozott allapotra.

Ha a ,Kotelez6 masodlagos helyettesit6 uat” bit be van kapcsolva, és a masodlagos
helyettesité Uthoz tartozé él ép akkor azon kell tovabbmenni. Amennyiben az az él nem ép, akkor a
,Kotelez6 masodlagos helyettesit6é ut” bitet ki kell kapcsolni, a , Kotelezé fontos csomdpont” bitet be
kell kapcsolni és meg kell cserélni az els6dleges és a masodlagos fontos csomdéponthoz tartozé
informacidkat. Ezt kovetben Ujra kell futtatni az utvalasztd algoritmust a mddositott feltételekre.

Ha egyik jelz6 bit sincsen bekapcsolva, azaz a csomag ,,Normal allapot”-ban van akkor szamos
eset lehetséges.

1. A célbavezet6 legrovidebb Uthoz tartozo port ismert

a. Ha az altala meghatdrozott él nem hibdsodott meg, és a csomag sem abbdl az iranybdl
érkezett akkor tovabbithato az elsGdleges porton.

b. Ha az altala meghatdrozott él meghibdsodott vagy a csomag abbdl az irdnybdl érkezett,
akkor, ha a masodlagos csomdpont egy valds port érték, akkor arra kell tovabbitani a
csomagot. Egyébként pedig be kell kapcsolni a ,Kotelez6 fontos csomdpont” bitet és a
,Kotelez6 madsodlagos helyettesité uat” bitet, meg kell cserélni az els6dleges és a
masodlagos fontos csomdpontra vonatkozé adatokat, majd ujra kell futtatni az Utvalaszto
algoritmust a médositott feltételekre.

2. Jelenleg az els6dleges fontos csomdpontban vagyunk

a. Ha acimben az els6dleges csomdponthoz meghatdrozott él ép, akkor a csomagot azon az
élen kell tovabbitani.

b. Ha a cimben az els6dleges csomdponthoz meghatarozott él megsériilt, akkor a ,Kotelezé
fontos csomépont” bitet és a ,Koételez6 mdasodlagos helyettesité ut” bitet be kell kapcsolni
és az elsGdleges és a masodlagos fontos csomdponthoz tartozé adatokat fel kell cserélni,
majd ajra kell futtatnia az Utvalasztd algoritmust a médositott feltételekre.

3. A célba vezet6 legrévidebb ut nem ismert, akkor ugyanugy kell eljarni, mint a naiv Utvalaszté
sémanal.
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Formalisan:

Utvdélasztas():
Ha(, Kotelez6 fontos csomdpont”)
Ha(ElsGdleges fontos csomépontban vagyunk)
,Kotelezd fontos csomdpont” =0
Utvalasztas()
Egyébként
Naiv(Elsédleges fontos csomépont)
Egyébként Ha(, Kotelez6 masodlagos helyettesité ut”)
Ha(Masodlagos helyettesitd Uthoz tartozo él ép)
Tovabbitds a mdsodlagos helyettesité Uthoz tartozo élen
Egyébként
,Kotelez6 masodlagos helyettesit6é ut” =0
,Kotelezd fontos csomépont” =1
Csere(Els6dleges fontos csomdpont, Masodlagos fontos csomopont)
Utvalasztas()
Egyébként
Ha(Célhoz vezetd legrovidebb Ut ismert)
Ha(Célhoz vezet6 legrévidebb ut éle ép)
Tovabbitds a célhoz vezet6 legrévidebb Ut élén
Egyébként Ha(Célhoz vezet6 helyettesitd Ut valds éték)
Tovabbitds a célhoz vezet6 helyettesitd ut élén
Egyébként
,Kotelez6 mdasodlagos helyettesité ut” =1
,Kotelezd fontos csomépont” =1
Csere(Els6dleges fontos csomdpont, Masodlagos fontos csomdpont)
Utvalasztas()
Egyébként Ha(ElsGdleges fontos csomdpontban vagyunk)
Ha(Cimben az els6dleges fontos csomdponthoz tartozo él ép)
Tovabbitds az elsédleges fontos csomdponthoz tartozo élen
Egyébként
,Kotelez6 masodlagos helyettesité ut” = 1
,Kotelezd fontos csomépont” =1
Csere(Els6dleges fontos csomdpont, Masodlagos fontos csomdpont)
Utvalasztas()
Egyébként
Naiv(ElsGdleges fontos csomdpont)

Ahol az Utvalasztas() utasitas az Utvalaszté algoritmus Ujrakezdését jelenti, a Naiv(cél) utasitas pedig
a naiv Utvalaszté séman hasznalt algoritmus lefuttatasat a paraméterben specifikalt célpontba.
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LEMMA:

A két jelzGbit értékén csak az alabbi atmenetek lehetségesek: (0, 0) => (1, 1) => (0, 1) => (1, 0)
=> (0, 0) => ... ahol a két jelz6bit par a (,Kotelez6 fontos csomdpont”, ,Kotelez6 masodlagos
helyettesité ut”) parnak felel meg.

BIZONYITAS:
A bizonyitas az Utvalaszto algoritmusban szereplé esetek megvizsgalasabdl azonnal latszik. |
TETEL:

A fenti definicié szerinti utvdlaszté tdbla minden esetben eljuttatja a csomagot a céljaig és
amennyiben a grafban egyik él sem hibasodott meg, akkor a csomag altal haszndlt ut legfeljebb
haromszor olyan hosszu lesz, mint a kiinduldpont és a célpont kozotti legrovidebb ut.

BIZONYITAS:

A tétel masodik része kovetkezik abbdl, hogy amennyiben egyik él sem hibasodott meg a
grafban, akkor a csomag végig az els6dleges portok mentén halad, ami definici6 miatt a L. J.
Cowen 4altal kidolgozott séma szerint eltarolt adatok, esetlegesen valamilyen plusz kibévitéssel.
Ezért a L. J. Cowen 4dltal leirt bizonyitasok alapjan a haszndlt Ut ténylegesen legfeljebb haromszor
olyan hosszu lesz, mint a legrovidebb lehetséges ut.

Az els6 rész bizonyitasat bontsuk fel tobb részre a hibas él elhelyezkedésének fliggvényében
figyelembe véve azt, hogy amennyiben a csomag a fontos csomépontig vezet6 Gt folyaman belép
a célpont kérnyezetébe, akkor onnantdl a kdrnyezet altal tdrolt adatokat fogja hasznalni a tovabbi
utvalasztashoz.

Az els6 eset legyen az, ha a hibas él a célponthoz tarozé fontos csomdpontig vezetd uton
helyezkedik el. Ez azt jelenti, hogy a hibas él egyik végpontja (amelyik fel6l a csomag érkezik)
nincsen benne a célpont kdrnyezetében. Ebben az esetben, a hibas él végpontjdban is (mint
minden mads pontban) el van tarolva az 6ssze fontos csomodpontba vezets legrévidebb uthoz,
illetve a helyettesit6é uthoz tartozé port. Ezeknek az informacidéknak a felhasznalasaval a naiv
sémara bemutatott helyettesit6 utakat kezel6 algoritmus segitségével a csomag eljuttathato a
fontos csomdpontig. Onnan mar az eredeti Utvalasztd algoritmus segitségével a csomag
eljuttathatdé a célpontig, mivel a fontos csomdponttdl végig a célpont kdrnyezetén belil fog
haladni ahol nem talalkozhat ismételten a hibas éllel, mivel feltettiik, hogy annak egyik vége a
célpont kornyezetén kivil van. Ugyanez az eset all fent akkor is, ha a csomag a fontos
csomopontba valo eljutds el6tt 1ép be a célpont kdrnyezetébe. (Megjegyzés: Ebben az esetben a
csomag végig normal dllapotban van.)

A masodik eset legyen az, ha a fontos csomdponttdl a célpont koérnyezetébe vezeté él
hibdasodott meg és a célponthoz tartozé fontos csomépont nincsen benne a célpont
kornyezetében. (Ez azt jelent, hogy a vizsgalt él egyik végpontja a célpont kdrnyezetén kiviil a
masik pedig belil taldlhatd.) Ebben az esetben a csomagot el lehet juttatni a masodlagos fontos
csomopontba ugyanazzal a technikdval, mint amit az els§ esetben haszndltunk azzal a
kiilonbséggel, hogy a csomag biztosan el fog jutni a masodlagos fontos csomdpontig, mivel a
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,Kotelez6 fontos csomdpont” bit be lett kapcsolva. A masodlagos fontos csomdpont elérését
kovetéen a csomag a masodlagos helyettesité Uton fog tovdbb haladni, ami a definicid miatt
éldiszjunkt az elsédleges fontos csomoponttdl a célba vezet6é uttdl, ezért a hibas éllel a
masodlagos fontos csomdpont elérése utan nem taldlkozhat a csomag. Ezért ebben az esetben is
biztosan célba jut a csomag. (Megjegyzés: Ebben az esetben a csomag a (0, 0) az (1, 1) majd a (O,
1) allapotban lesz.)

Harmadik és egyben utolsé eset az, ha a hibas él mindkét vége a célpont kdrnyezetén belil
van. Ebben az esetben kilonboztessiink meg két kiilonboz6 alesetet a szerint, hogy a hibas él
melyik utakon van rajta.

Az els6é aleset legyen az, ha a hibas él nincs rajta a mdasodlagos fontos csomdpontbdl a
célpontba vezet6 masodlagos helyettesité uton. Ekkor a hibds éllel torténd taldlkozas utan a
csomag az (1, 1) allapotba kertil, aminek kévetkeztében biztosan el fog jutni a masodlagos fontos
csomoépontba, ahonnan pedig a masodlagos helyettesité Ut mentén a célpontba. A masodlagos
fontos csomdpontig a naiv helyettesit6 utas séma mikoédése miatt fog a csomag biztosan eljutni,
onnan pedig a célpontig vezetS Uton nem taldlkozhat a hibas éllel, mivel feltettiik, hogy a hibas él
nincs rajta a masodlagos helyettesité uton. (Megjegyzés: Ebben az esetben a csomag a (0, 0) az (1,
1) majd a (0, 1) allapotban lesz.)

A midsodik aleset ezek utan legyen az, ha a hibds él rajta van a madsodlagos fontos
csomoponttdl a célpontig vezetd masodlagos helyettesitd Uton. Ebben az esetben az elsé alesettel
megegyezGen a csomag el fog jutni a masodlagos fontos csomdpontig, majd onnan el fog indulni a
masodlagos helyettesité uton ahol egy hibas éllel fog talalkozni. Ekkor a bitek megvaltoztatasanak
kovetkeztében, a csomag tovabbitva lesz az els6dleges fontos csomdpontba ahova biztosan el fog
jutni a naiv helyettesité utas séma mikodése miatt. Majd az els6dleges fontos csomdponttél a
legrovidebb uton el fog jutni a célpontig, mivel azon az Uton nem lehet a hibas él, mert az a
masodlagos helyettesit6 ut mentén van ami diszjunkt az elsédleges fontos csoméponttdl a célba
vezet6 legrovidebb uttdl. (Megjegyzés: Ebben az esetben a csomag a (0, 0) az (1, 1) a (0, 1) az (1,
0) majd ismét a (0, 0) allapotban lesz.)

Ez a harom eset lefedi a hibds él 6sszes lehetséges elhelyezkedését, ezért a harom eset
megvizsgdlasaval bebizonyitottam a tételt, ami kimondja, hogy az Utvalaszté séma miikod&képes
és teljesiti a vele szemben tdmasztott kévetelményeinket. il

7.4 Az atvalaszto tabla generalasa

El8szor is végre kell hajtani a Lewnor J. Cowen altal hasznalt Utvalaszté séma generalasat
végz@ algoritmust és minden pontban el kell tarolni az altala letarolt adatokat. (Ezzel biztositjuk a
megfelel§ miikodést abban az esetben, ha egyik él sem hibasodott meg a grafban.)

Ezt kdvet6en minden csomdéponthoz meg kell hatarozni a masodlagos fontos csomodpontot.
Ehhez minden x pontbdl le kell futtatni egy szélességi bejarast ugy, hogy el6tte el kell tavolitani az
els6édleges fontos csomdpontbdl a célpontba vezet6 Ut Gsszes élét a grafbdl. Amennyiben a szélességi
bejaras soran el6szér megtalalt fontos csomdpont legfeljebb 4n* él tavolsagra van az x ponttdl akkor
legyen ez a csomdpont az x ponthoz tartozdé fontos csomdpont. Amennyiben minden fontos
csomoépont messzebb van x-t6l mint 4n® él, akkor az x-b6l az xlI-be (ahol x| az x-hez tartozé fontos
csomoépont) vezet§ Ut mentén (amit a szélességi bejaras soran talaltunk meg) keressiik meg az n*-
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adik pontot amit jel6ljon u. Ekkor P(u, xl) vissza fog csatlakozni a P(x, xlI) Utba az eredeti grafban. Ezt a
visszacsatlakozasi pontot (ami rajta van a P(x, xI) Uton) vegyik fel a fontos csomdpontok listajara, és
legyen ez a fontos csomopont az x-hez tartozé masodlagos fontos csomdpont. Ennek a résznek a
futdsideje igy O(nm + n? + n'*%) mivel 6sszesen n darab szélességi bejarasra van sziikség és
mindegyik bejarasnal legfeljebb O(n%) él eltavolitasa sziikséges.

Ezek utdn, amelyik csoméponton tébb mint n*/2

masodlagos fontos csomépontot a
célponttal 6sszekotd ut megy keresztiil, akkor azt ki kell nevezni fontos csomépontnak, majd minden
pontban el kell tarolni az el6z6 részben és a most felvett Uj fontos csomdpontokhoz vezet6
legrévidebb Uthoz tartozd portot. Kovetkezd 1épésként meg kell hatarozni minden pontbél a fontos
csomopontokba vezetd uthoz tartozd helyettesité utat ugyanazzal az algoritmussal, amit a naiv
helyettesité utas séma esetén hasznaltunk. Majd minden pont kdrnyezetére, mint részgrafra tekintve
meg kell hatdrozni a helyettesit6 utakat, amik a kornyezet kdzéppontjaba tartanak. Az ezekhez
tartozo portokat el kell tarolni, mint masodlagos portokat. Ez ugyanazzal a technikaval megoldhato,
mint amivel a masodlagos portokat meghataroztuk a naiv helyettesit6 utas utvalaszté séma esetén.
Amennyiben valamelyik pontbdl nem megy helyettesité Ut a célpontba akkor ott a helyettesité at
portja helyett egy specialis jelet (-1 vagy Null) kell eltarolni a port sorszama helyett. Utolsd lépésként
minden pontndl a masodlagos fontos csomdpontbdl a célpontba vezetd uton lévé pontokban a
masodlagos fontos csomoépontok kivételével el kell tarolni a masodlagos helyettesité Uthoz tartozé
portot, ami mar meghatarozasra keriilt a mdsodlagos fontos csomdpontok megkeresése soran.
Amennyiben a masodlagos fontos csoméponttél a célpontig vezet6 Ut mentén Uj fontos
csomopontok keriltek felvételre, akkor természetesen csak az azon Gt mentén elért legkozelebbi
csomoépontig kell eltarolni a masodlagos helyettesit6 Uthoz tartozd portokat.

Formalisan:

Legyen L a fontos csomépontok halmaza, K, a v pont kdrnyezete, |, a v-hez tartozé elsédleges fontos
csomopont, 12, a v-hez tartozé masodlagos fontos csomépont, P2, az 12, és a v kozotti ut
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Utvalaszté tabla generaldsa:
(L, I,, K,) = L. J. Cowen -féle utvalaszto tabla generald algoritmus()
Mindenv eV
Szélességi bejaras v-bél G=(V, E \ P(l,, v))-n
Ha(el8szor elért fontos csomdpont tavolsaga kisebb mint 4n* él)
12, legyen az el&szor elért fontos csomdpont
Egyébként
u legyen P(v, I,, G\P(l,, v)) it n*-adik pontja
12, legyen P(u, I,) és P(v, |,) els6 kdz6s pontja
C2=C2U{2}}
Mindenv eV
R2v<-{y|vEP2}
C2=C2U{v | |R2,| > n(t+®)/2}
Minden | € C2
Dijkstra-algoritmus | kiinduldsi ponttal
Mindenu €V
Taroljuk el u-ban (1, e (l))-t
Mindenv eV
Ha létezik u € C2 és u € P2, /* Ha tdbb ilyen u is |étezik akkor a legkdzelebbi */
12, =u;
P2, =P2, 12, utanirésze
L=LUC2
Minden e=(v,, v,) EE
T = Dijkstra(vy,-bdl, G\e-re)
Leghosszabb helyettesit§ utak frissitése (T) /* Ugyanaz, mint a naiv séma esetén */
T = Dijkstra(v,-bdl, G\e-re)
Leghosszabb helyettesit6 utak frissitése (T)
Minden v; €V, v, E L\vl
Taroljuk el vi-ben leghosszabb_helyettesité_ut(v,, v,) Ut portjat masodlagos portként
Mindenv €V
Minden e=(v4, v,) € K,
T = Dijkstra(vi-bdl, K, \e-re), Nem elérhetd pont tavolsaga legyen végtelen
Leghosszabb helyettesitd utak frissitése(T)
T = Dijkstra(v2-bél, K,\e-re), Nem elérhetd pont tavolsiga legyen végtelen
Leghosszabb helyettesit6 utak frissitése(T)
Minden v; € K,, v2 € K\v;
Ha(leghosszabb_helyettesit6_ut(v,, v,) nem végtelen)
Taroljuk el vi-ben leghosszabb helyettesité_ut(v,, v,) portjat masodlagos
portként
Egyébként
Taroljunk el vl-ben -1-et masodlagos portként
Mindenv € V, u € P2\I2,
Taroljuk el u-ban a P2, u pont utani pontjaba vezet6 élhez tartozd portot
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7.5 A cimek meghatarozasa

A cimek els6é része megegyezik a L. J. Cowen 3altal hasznalt cimekkel, ezért az a rész az altala
haszndlt algoritmus segitségével meghatdrozhatd. A kiegészitések meghatarozasahoz pedig fel kell
hasznalnunk az Jdtvalaszté tabla legenerdldsa kozben meghatarozott masodlagos fontos
csomopontokat, illetve a masodlagos fontos csomdpontokbdl a célpontba vezet6 ut els6 éléhez
tartozé portot. Mind a két adat nagyon konnyen kinyerhet6 az Utvdlaszté tdbldkat generald
algoritmustdl, igy a cimek meghatdrozdsahoz nincsen sziikség Uj algoritmus kifejlesztésére.

8 Elméleti 6sszefoglalas

A dolgozatnak az eddigi részében bemutattam, hogy milyen Utvalaszté sémak illetve milyen
helyettesité Ut keresési eljarasok lettek kidolgozva a multban. Ezeket az algoritmusokat sikeriilt ugy
tovabbfejlesztenem, hogy muikddjenek akkor is, ha a halézatban legfeljebb egy él meghibasodik, és
ezen kivil teljesitsék a teljesitménybeli elvardsaimat is. Azaz hibatlan halézat esetén a miikodésiik
megegyezik a kiindulasi algoritmus m(ikodésével és sem a lokalis tarigény sem a csomagok cimének
hosszdnak nagysagrendje nem né6tt meg a valtoztatds hatasara.

A témdban tovabbi elméleti kutatdsra még nagyon sok teriileten van lehet8ség. Erdekes kérdés
lehet akar az dltalam kidolgozott sémara, akar egy masik sémara bebizonyitani, hogy a helyettesit6é
utak hossza legfeljebb hdnyszorosa lehet az optimalis, a kiesett élet elkerllé helyettesité ut
hosszanak. Mdsik nyitott téma, hogy az altalam bemutatott sémat hogyan lehet alkalmazni L. J.
Cowen Utvalasztd sémajahoz hasonld, viszont annal fejlettebb sémdkra, akar olyanokra is, amik
kézfogdsosan miikodnek. A harmadik érdekes kutatasi irdnynak az igérkezik, ha ugyanezt a problémat
vizsgaljuk meg arra az esetre, ha nem egy él, hanem tébb él, vagy egy, illetve tdbb csomdpont eshet
ki a haldzatbal.

9 Szimulacidk

A dolgozat els6 részében elméleti szempontbdl vizsgaltam meg, hogy milyen utvalasztd sémak
|éteznek és tovabbfejlesztettem Gket arra a szintre, hogy képesek legyenek a csomagok tovabbitasara
abban az esetben is, ha van egy hibas él a halézatban. Ezekre a sémakra nagyon sok felsé korlat be
van mar bizonyitva, és az Ujonnan kidolgozott sémakra is bizonyitottam fels6é korlatokat. Ebben a
részben a sémakon szimulacidkat fogok elvégezni, hogy a paraméterek varhatd értékét meg tudjam

sz

sémak mikodését a kiilonboz6 esetekben.

9.1 Véletlen grafok

A szimulacidkhoz sziikség van véletlenszerlien generalt grafokra. Az elmult id6szakban tébb
kiilonbozé véletlen graf séma lett kifejlesztve. Ezek kozil én az Erd6s-Rényi [11] modell
valdszinlségen alapuld valtozatat fogom haszndlni az egyszerliség kedvéért kizdrdlag sulyozatlan
eseteke. Az Erd6s-Rényi modell valdszinlségen alapuld valtozatdnak lényege, hogy minden élt azonos
P valészinliséggel adunk hozza a grafhoz. Az Erd6s-Rényi graf nagy valdszinliséggel 6sszefliggé ha
P > (1 + €)logn/n, és ebben az esetben nagy valdszinliséggel kétszeresen is 6sszefliggé lesz, amire
szlikséglink van azért, hogy mindig legyen helyettesitd ut a grafban.
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9.2 Naiv utvalaszt6 séma vizsgalata

A naiv Utvalaszté sémanal szimulaciok segitségével megvizsgdltam, hogy az Erd&s-Rényi
modellben szereplé p valdszinlségi paraméter kiilonb6z6 értékeinél atlagosan milyen hosszuak
lesznek a legrovidebb utak, illetve az dltalam kidolgozott séma dltal hasznalt helyettesité utak. A
modell kis vildg tulajdonsaga (barmely két pont viszonylag kozel van egymashoz) tlikroz6dott a
szimulaciés eredményekben, ahol azt lehet megfigyelni, hogy a helyettesit6 utak atlagosan csak
kicsivel hosszabbak, mint a legrovidebb utak. Ez leginkdbb a kdzepes slirliségl grafokra igaz, mivel a
ritka grafok esetén gyakrabban kell nagy keril6t tenni a csomagnak a helyettesité Uton, nagyon sdrd
grafok esetén pedig a legrovidebb utak nagy része csak egy él hosszl, amihez ennek ellenére legaldbb
kettd hosszu helyettesitd ut tartozik, mivel a graf egyszerd volt. (A vizsgalatot 250 pontu, sulyozatlan
és iranyitatlan grafokkal végeztem el.)

Uthosszak a naiv séma esetén
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e Atlagos Uthossza = Atlagos helyettesits Gt hossza Kalénbség

Ezen kivil megvizsgdltam, hogy hogyan fligg a helyettesité Ut hossza attél, hogy a hibas él a
legrovidebb ut melyik részén helyezkedik el. Ennek a vizsgalatnak elsésorban ritka grafokra van
értelme, mivel a s(ir(i grafokndl az (thosszak tulsdgosan rovidek, ezért nem igazdn lehet
megkilonboztetni az Ut korai, illetve kés6i szakaszaban bekdvetkezett hibak hatasat a helyettesité
utak hosszdara. A vizsgdlat soran azt tapasztaltam, hogy minél kézelebb van a hibds él a célponthoz,
annal nagyobb a helyettesit6 Ut hossza a legrovidebb Uthoz képest. Ennek az az oka, hogy
amennyiben a hibas él a legrévidebb Ut korai szakaszan van, akkor a helyettesit6 ut hamar vissza tud
térni az éppen aktualis pontbdl a célpontba tartd legrovidebb dtra, ami iranyitatlan és sulyozatlan
grafoknal gyakran azt eredményezi, hogy a helyettesit6 Ut hossza megegyezik a legrévidebb at
hosszaval. Ezzel szemben, ha a hibas él kozel van a célponthoz (példaul az ut utolso éle), akkor szinte
mindig hosszabb a helyettesit6 ut, mint a legrovidebb ut, mivel ekkor viszonylag sokaig kell a
csomagnak masodlagos portok mentén haladnia addig, amig az aktudlis pontbdl a célba mend
legrévidebb Ut mar masik irdnyba fog haladni, mint ahonnan a csomag a helyettesit6 uton érkezett.
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Atlagos tobblet uthossz
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9.3 Lenor ]. Cowne utvalaszto sémajanak

L. J. Cowen bebizonyitotta, hogy a sémaja legfeljebb 3-szor olyan hosszu uton tovabbitja a
csomagokat, mint a legrovidebb ut, viszont azzal a kérdéssel nem foglalkozott, hogy egy véletlen
grafban milyen hosszu Uton tovabbitja az altala kidolgozott séma datlagosan a csomagokat. Ennek a
megvizsgdlasara - ugyanazokkal a feltételekkel, mint a legelsé szimulacional (250 pontu, sulyozatlan
ErdGs-Rényi graf, kilonboz6 valdszinliségi paraméterekkel) - végeztem egy szimulaciét. A szimulacié
soran latszott, hogy legrosszabb esetben tényleg 3-szor olyan hosszi uaton kiildi a rendszer a
csomagot, mint a legrovidebb ut. Az atlagos hiba értéke pedig a vizsgalt grafokon nagyon kicsi (kisebb
mint 1,1) volt, ami els6sorban az Erd&s-Rényi modell kis-vilag tulajdonsaganak koszonhets, mivel a
legtobb esetben a kiindulasi pont benne van a célpont kornyezetében vagy szomszédos vele.
Ugyanennek a kévetkezménye az is, hogy a helyettesité utak erre a sémara is csak nagyon kevéssel
hosszabbak, mint a kiindulasi séma altal hasznalt utak.

Atlagos uthosszak Lenor J. Cowen sémaja
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9.4 Osszefoglalas

A szimulaciés eredményekbdl [athatd, hogy annak ellenére, hogy nem bizonyitottam be sem
elméleti fels6korlatot, sem varhatd értéket a helyettesité utak hosszara vonatkozéan, a
szimuldcidk sordn vizsgdlt grafokban az atlagos helyettesit6 Ut hosszak csak kis mértékben
nagyobbak, mint a helyettesité utak kezelésére nem képes sémak altal hasznalt utak hossza.
Erdekes kérdés lehet ugyanezeknek a szimulacidknak a lefuttatdsa mas graf osztalyokra is, mivel
amennyiben a kis-vilag tulajdonsag nem teljesil a grafra, akkor sokkal jobban [dtszhatnak a
kiilonbségek az uthosszak kozott. Nem kis-vilag tulajdonsagl grafokra emellett meg lehetne
vizsgdlni, hogy az L. J. Cowen sémadjat alapul vevS helyettesité utas sémaban hogyan alakul a
csomagok altal hasznalt helyettesité utak hossza annak fliggvényében, hogy a hibas él az tvonal
melyik szakaszan helyezkedik el (fontos csomdpont el6tt, kozvetlenidl utana, vagy a kornyezet
belsejében)
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