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Kivonat

Magashémérsékletti szupravezets szalaghol késziilt tekercseket manapsag szdmos teriileten
alkalmaznak. Mivel egy bizonyos hémérséklet alatt igen csekély veszteséggel rendelkeznek,
igy nem meglepd, hogy f6 jelentGségiik a nagyteljesitményi alkalmazasokban rejlik, mint
példéul egyendrami motor, energiatarold, MRI és részecskegyorsitd. Fejlesztésiik és iize-
meltetésiik soran elengedhetetlen a lejatsz6doé fizikai jelenségek minél pontosabb ismerete,
melynek kétségkiviil leghatékonyabb eszkoze a szamitogépes szimulécid. Ebben a kontex-
tusban ez nagy kihivast jelent, nem csupéan a fizikai modell bonyolultsdga, mely f6képp az
erGs nemlinearitasban és az elektromagneses-hétani-mechanikai csatolasban nyilvanul meg,
de a rendkiviil eltérd mérettartomanyok miatt is (centiméteres nagysagrendi tekercsatmeérs

mellett a szupravezetd réteg vastagsaga ~ um).

A hatékony modellezés érdekében kiilonb6z6 egyszertisitésekhez folyamodhatunk, ezek
egyike a vezetGképesség-homogenizalds. A tanszéken a kozelmultban kidolgozasra keriilt
ennek egy djszeri valtozata, mely soran a lapos szalagtekercs részletes geometriaja helyet-
tesithetd egy homogén anizotrop vezetSképességii kozeggel. Az irodalomban fellelhetd ered-
mények alapjan kijelenthets, hogy eddig nem késziilt a tekercs spiralis palyajara illeszkedd
homogenizélas, amely raadéasul lehet&vé teszi a fesziiltségkényszer kozvetlen alkalmazéséit

is.

Az el6z6 évben készitett TDK dolgozatom {6 célkitiizése az aramlasi és magneses tér pon-
tossaganak vizsgalata volt linearis anyagjellemzGkre és stacionérius kozelitésre szoritkozva.
A modell validacioja mind hatékonysagi, mind kimenetiparaméter-érzékenység szempontjé-
bol is megtortént, részletesen vizsgalva a diszkretizaciobol eredd hibék hatasat. Az igéretes
eredmények birtokdban a jelen munka a szupravezets réteg kritikus allapotanak modelle-
zésével foglalkozik. A dolgozat targya a tekercs bekapcsolési tranziensének szimulécidja
magneto-kvazistacionarius kozelitésben. Ennek kapcsin megvizsgaljuk az (j homogenizalé-

si eljaras hatékonysagat a kiillonbo6z6 elektrodinamikai formalizmusok alkalmazéasa mellett.



Abstract

Second generation high temperature superconducting (HT'S) coils are frequently used nowa-
days. No surprise that their main application field is power electronics, because of their
very low loss. Examples cover among others DC motors, superconducting magnetic energy
storage (SMES) devices, MRI, and accelerators. Their development and operation requires
the knowledge of their electromagnetic, thermal and mechanical behavior as accurately as
possible, for which computer aided simulation is undoubtedly the most effective tool. In
this respect, the major challenge is not only the complexity of the physical model, but also
the high aspect ratio: while the diameter of the coil is scaled in centimeters, the thickness

of the superconducting layer is in the micrometer range.

For the effective modeling, simplifications must be applied; one of these is the homoge-
nization with respect to the electromagnetic and thermal phenomena. Recently, a new
homogenization technique was developed at the Department of Broadband Infocommuni-
cations and Electromagnetic Theory. In this technique, the coil wound from thin HTS
tape is substituted by a bulk medium of anisotropic conductivity. It seems that no one
in the literature has utilized the underlying spiral geometry in such homogenization yet.

Moreover, the simulation of voltage constraint is directly available.

The main objective of my thesis for Scientific Students’ Associations Conference organized
last year was to study the accuracy of the current flow and magnetic field model, limited
to linear material properties and stationary approach. The validation has been done by
feasibility study and sensitivity analysis for output parameters, examining the effect of
discretization errors in detail. Possessing promising results, the present work focuses on
modeling the critical state of the superconducting layer. In this thesis, a switch-on tran-
sient simulation with magneto-quasistationary approach is performed, investigating the

efficiency of the new homogenization method using different electromagnetic formalisms.



1. fejezet

Bevezetés

Heike Kamerlingh Onnes holland fizikus a hélium cseppfolyositasaval (1908) megnyitotta az

utat az anyagok tanulméanyozésa felé 0

K-hez kozeli h6mérsékleten. A higany szupravezetd

tulajdonsagéit ra néhany évre, 1911-ben fedezte fel. Azdta pedig szamos anyagrol hasonld
tulajdonsagot lattak be (1.1. abra). Tobbek kozott 1986-ban nagy attorést jelentett a

magashémeérsékleti szupravezetsk (HTS — High Temperature Superconductors) felfedezése.

Ezen anyagok iizemi hémérsékleten tartasa konnyebben kivitelezhets és kevésbé koltséges,

folyékony hélium helyett cseppfolyds nitrogénnel torténik. Ugyanakkor hatranyuk, hogy

a ma ismert ilyen tulajdonsagu anyagok (pl. YBCO — ittrium-barium-réz-oxid) torékeny

keramiak, igy a gyarthatosag méretbeli korlatokba titkozik.
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1.1. abra. A szupravezet§ anyagok felfedezésének id6diagramja a kritikus hémérséklet feltiintetésével [1]

A szupravezetd anyagokat a kovetkezGképp osztalyozzuk: megkiilonboztetiink un. elsdfa-

Ju szupravezetdket, melyeknél egyértelmii a normél-szupravezeté allapot elhatarolodésa,

mig mdsodfaji esetben létezik tn. kevert allapot is. A magashémeérsékletl szupraveze-



t6k besoroladsarol az irodalomban nincsen teljes egyetértés. Jellemz&en az utébbi kate-
goridban szerepeltetik [2], vagy az Gn. nemkonvencionélis szupravezetSk kozott [1], mivel
BCS(Baarden-Cooper-Schrieffer)-elmélet alapjan nem irhato le a viselkedésiik a jellemzd

hémérsékleti tartoméanyukban [3].

normél allapot normél allapot

kevert allapot

szupravezets allapot szupravezets allapot

CZ—‘(J T Tﬂ T

1.2. abra. SzupravezetSk osztélyozéasa az &llapotatmenet jellege szerint [2]

A szupravezetSket alapvet&en két tulajdonsaguk jellemzi; a kozel zérus ohmos ellenallas
és a diamagneses tulajdonsig, ez utébbibdl adéddan lényegében a kritikus dram elértéig
igyekszenek kiszoritani magukbdl a kiils§ tér vagy a rdadott gerjesztés altal keltett még-
neses fluxust, mely masodfaju szupravezet6knél a kvantummechanikai megkozelités szerint
az un. vortexeken keresztiil kuszik be. A Meissner-hatasnak megfelelen a tér csak egy
bizonyos mélységig hatol be az anyagba, majd exponencialisan csékken. Ezaltal a felszinen

létrejon az un. .screening current” [2].

Makroszkopikus megkozelitésben a nemlinearitas modellezésére az alabbi empirikus E-J-

b (2) w

ahol n 1ényegében azt irja le, hogy a szupravezet6-normal dllapotatmenet mennyire hirtelen

karakterisztikara tamaszkodhatunk:

megy végbe.

A kritikus dramstirtiség magneses térfiiggésére a kivetkezd, alapvetfen mérésekkel megha-

tarozott elliptikus Osszefiiggés talalhaté meg az irodalomban [4]:
Jeo
7b Y
|:1 T A/ (k:BH)Q-‘rBJQ_ :|

J.(B), By) = (1.2)

Be

ahol k az Un. anizotrépia paraméter, b a J, csokkenésének gyorsasagit hivatott jellemezni
a méagneses tér fiiggvényében, J., és B, a kritikus aramstirtség, illetve mégneses indukcioé
névleges értéke, B) és B pedig a mégneses indukcionak a szalag rétegzett feliiletével

parhuzamos, illetve meréleges komponense.



, fluxusaramlas
idealis kritikus allapot modell ————»

fluxuskiszoritas

1.3. abra. Az E-J-karaktetisztika értelmezése [2]

A magash&mérsékletii szupravezet$ szalagtekercsek jellemzéen spiralis, vagy ,racetrack”
(,versenypéalya”) kivitelben fordulnak els. A szalag gyartastechnologiajabol adodoan tobb-
rétegld. A vékony szupravezet$ réteget szubsztraton novesztik, bufferrel és egy vékonynak
szamito rézréteggel korbevéve. A végeselem-szimulacié ez esetben kihivasokkal teli feladat,
a nagy méretaranybeli kiilonbségekbdl, az erés nemlinearitasbol és a kiillonb6z6 fizikai jelen-
ségek csatolasabol addodoan. A HTS-kutatas kézéppontjaban jellemzGen harom f6 probléma
all:

100 pm kapton szigetel6 réteg

2 pm eziistréteg

N

1 pm YBCO HTS-réteg

I—’ 50 pm buffer

1.4. abra. A HTS-szalag egy tipikus rétegzése [5]

1. Kritikus allapot modellezése:
A szupravezets anyagok szupravezetési tartoméanyban igen csekély ohmos ellenéllassal
rendelkeznek, majd barmely kritikus érték (J., B., T;) elérésekor normal allapotba
keriilnek, ugrasszertien megnovekedett veszteséggel. A kritikus &allapot ennek meg-
felelGen an. kritikus felilettel jellemezhets. E probléma magneto-kvdzistaciondrius

kozelitésben targyalhato, hétani csatolassal [6).



szupravezetési tarto

1.5. abra. A kritikus feliilet [2]

2. AC veszteségek szamitasa:
Az AC veszteségek megjelenése a szupravezetSk hiszterézises E-.J-karakterisztikajanak
és az orvényaramoknak tudhaté be. Ennek targyaldsa jellemz&en szintén idGtarto-

manyban torténik, stacionarius termikus kornyezet figyelembevételével [4] [7] [8].

3. Quench-jelenség modellezése:

A quench-jelenség akkor jon létre, ha a tekercs egy kicsiny teriiletén megjelend lokalis
hémérsékletvaltozas elég nagy ahhoz, hogy a szupravezet6t normal allapotba billent-
se, azaz az aramsiiriség meghaladja a kritikus értéket. Az dram ekkor visszafolyik
a stabilizator rétegbe, ahol Joule-hé keletkezik. Majd ez a magasabb h&mérsékletii
zona terjedni kezd a tekercsen beliill. Az normal zona terjedési sebessége igen las-
st, ennélfogva a quench nehezen detektélhato [9]. A modellezés soran a jelenséget
jellemz&en termikus tranziensként kezelik, stacionarius mégneses tér figyelembevéte-
lével. [5] [10] [11].

Forgdrész tekercselés

(a) ,Racetrack” kiviteld tekercsek egyenarama motorban [5] (b) Spiralis szalagtekercsek [6]

1.6. abra. Szalagtekercs-geometriak

Az elektromégneses tér modellezésére jellemzGen H-formalizmus alkalmazott, de az iroda-



lomban szép szdmmal megtalalhato példa a teljesség igénye nélkil A-® [7], T-® [12] és
T-A |13] alkalmazasara is, ahol A a magneses vektorpotencialt, ® az elektromos skalarpo-
tencialt, T' pedig az dram-vektorpotencialt jeloli. Jelen dolgozatban az el6bbi két esetet

vizsgaljuk.

A szalagszintii diszkretizalas csak kétdimenzios, hengerszimmetrikus modellek esetén ki-
vitelezhets [6], mindazonaltal szamos egyszertsitési lehet&ség van haromdimenzioban is.
Létezik példaul 2D-3D kevert modell, ahol a vékony HTS-szalag bels§ peremfeltételként
vehet6 figyelembe [14], illetve fellelhetd olyan megoldas is, melynél a menetek blokkonként
kezelhetSek [15]. Gyakran hasznalt technika az tn. homogenizdlds, mely nemcsak szup-
ravezet$ szalagtekercs elektromos vagy termikus vezetSképességére, fajlagos ellenallaséara
alkalmazhat6 [11], hanem mé&s nemlinearis anyagjellemzdre, példaul foliatranszforméto-

rok [16] és akkumulatorcellak [17] esetén is.

Az irodalomban fellelhets eredmények alapjan kijelenthetd, hogy nem késziilt eddig spiré-
lis strukturédk geometridjahoz illeszkedé homogenizalas, igy a megkozelitésiink Gjszertinek
mondhat6. A modell lehet6vé teszi szupravezets spiralis szalagtekercsek modellezését kii-
16nb6z6 elektrodinamikai formalizmusok alkalmazéséval, tovabba az eljarés elényos lehet

a fent emlitett foliatranszformatorok és akkumulatorok esetében is.

Jelen munka motivicioja a HTS-modellezés sorén elGforduld fent ismertetett 1. f6 prob-
léma, a kritikus allapot modellezése elektromagneses aspektusbél. A hémérsékletfiiggés
modellezése a tavlati tervek kozott szerepel. A dolgozat felépitése a kovetkezs: a beve-
zetés utan, a 2. fejezetben ismertetésre keriilnek a COMSOL Multiphysics szoftver altal
nemlinearis tranziens szimulaciéra alkalmazott f6bb algoritmusok alapelvei, majd a 3. fe-
jezetben a spirédlis homogenizalas elvének bemutatasa utan a 4. fejezetben a térelméleti
modell targyalasa olvashaté, kétféle kozismert formalizmus hasznalataval. Az 5. fejezetben
a numerikus tesztpéldak keriilnek ismertetésre, vizsgilva a spiralis homogenizalas haté-
konysagat A-®-formalizmus alkalmazésa mellett. Fzaltal az olvasé betekintést nyerhet a
modellezési kihivasokba linearis, illetve nemlinearis esetben. Zarasként az osszefoglalasban

a munka értékelése kovetkezik, a tavlati tervek felvazolasaval.



2. fejezet

Numerikus szamitas

A tavalyi évben készitett TDK dolgozatban [9] a vizsgalatokat a COMSOL Multiphy-
sics 5.2. szoftver AC/DC moduljaban végeztiik [18|, mely az el6zetes vizsgalatok alapjan
nem biztosit lehetéséget A-® formalizmus alkalmazéasara tranziens esetben, tovabba H-
formalizmus hasznélata mellett nem megfelelGen kezeli az anizotrop vezetSképességet. A
probléma athidalhaté az alacsonyabb szinti Mathematics kérnyezet hasznalatéval, ahol a
fizikai jelenséget leir6 parcialis differencialegyenlet (tovabbiakban PDE) az egyértelmiiséget
biztosito

—n-(—cVu —au+v) = g — qu, Neumann-, és

(2.1)
u=r, Dirichlet-

peremfeltételekkel és kezdeti feltételekkel <u\t=0, %‘L 0) kozvetleniil megadhat6 az aldbbi
sablonnak megfelelGen: -

0u ou

eaw—i—dag—i—v-(—cVu—au—i—’y)—l—B-Vu—l—au:f, (2.2)

ahol c a diffuzids, a az abszorbcios, e, a tomeg, d, a csillapitasi, a konzervativ fluxuskon-

vekcios, B a konvekcids egyiitthato; v a konzervativ fluxusforrés, f a gerjesztés.

Szamunkra alapvetSen elegendd két klasszikus alak, mégpedig a Poisson-egyenlet:

V(=cVu) = f, (2.3)
és a Fourier-féle hévezetési egyenlet:
0
daai: + (—eVu) = f. (2.4)

A megoldas végeselem-modszerrel (FEM — Finite Element Method) térténik [19] [20]. En-
nek sordn mind az egyenletek, mind a geometria diszkretizélasra keriill. Ez utébbira a
Mathematics kornyezetben nodalis végeselemeket tudunk alkalmazni, mely szdmunkra meg-

felels, mivel nincs mégneses tulajdonsaga anyag az altalunk vizsgélt problémaban [21]. A



PDE-kbdl pedig kozonséges differencialegyenletek (ODE — Ordinary Differential Equati-
on) vagy — ha a rendszermétrix neminvertalhaté — differencial-algebrai egyenletek (DAE
— Differential-Algebraric Equation) lesznek [22]. Az alapelv ismertetésre keriilt a korabbi
TDK munkéban, igy a tovabbiakban ezt nem részletezzik [9]. Az id6beli diszkretizalast
leggyakrabban a hatraléps Euler-modszerrel végezziik [23]. Majd az igy keletkez§ algebrai
egyenletek Newton-Raphson-iteraciéval vagy annak valamilyen mértékben moédositott val-
tozataval keriilnek megoldasra. A PDE-k kozott fennalld esetleges csatoldsokat szorosan
csatolt (fully coupled), illetve szegregélt (segregated) megoldé alkalmazasaval kezelhetjiik
le |24]. Az igy kapott linearizalt egyenleteket direkt (pl. PARDISO [25], MUMPS [26]) vagy
iterativ (pl. ILU-felbontas, multigrid [27]) moédon szamithatjuk. Az el6bbi modszer elénye,
hogy altalanosabb, robusztusabb megoldéisi metodust kinal, viszont nagyobb memoria- és
idsigénnyel rendelkezik. Az utobbi algoritmusok esetén éppen az ellenkezdk igazak. Altala-
ban erds nemlinearitas fennallasakor, tovabba nagyban eltérd tulajdonsagokkal rendelkezd

anyagjellemzdk esetén sokszor nem képes konvergens megoldast szolgéltatni [28].

Az implicit ODE-kbdl 4ll6 egyenletrendszer megoldéséara el6re definialt pontossagi krité-
riumok vonatkoznak. Ezek lehetnek abszolut, illetve relativ tolerancidk a tranziens és az
algebrai megoldéra vonatkozdan. Annak érdekében, hogy az algebrai hiba normaja Gssze-
hasonlithato legyen az id&fliggéével, toleranciafaktor megadasara van lehetGségiink, melyet
csokkentve elkeriilhetjiik, hogy a megoldas ,szennyezve” legyen az algebrai megoldé hiba-
javal. Azaz ha ez utobbi érték nagyobb, mint ami a tranziens szamitéasbol adodik, akkor
a megoldas konnyen instabilla valhat vagy konvergenciaproblémék léphetnek fel [29]. Eb-
ben a fejezetben a tranziens nemlinearis problémaéakra kifejlesztett numerikus modszerek

alapelve kertil ismertetésre.

2.1. Tranziens megoldo

A COMSOL egyfajta adaptiv idéléptetést hasznél, melynek bizonyos beéllitasai hatassal
lehetnek mind a megoldas pontossidgira, mind a konvergencidra. Ennek megértéséhez

tekintsiik at az alkalmazott algoritmusok alapgondolatait [29].

A végeselem-modszer alkalmazaséval az id6fiiggs PDE-k implicit alakban megadott k6zon-

séges differencidlegyenlet-rendszerré egyszertisédnek:

Z(a,u,t) =0, (2.5)
az alabbi kezdeti feltétellel:
u(0) = u®, (2.6)
tovabba
u = [u1(t) uz(t) ... un(t)], (2.7)

10



az ismeretlen térjellemzé vektora N szabadsagi fokra, .2 pedig az ODE-re vonatkozo line-
aris operator. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban feltételezziink egyféle ismeretlent,
illetve tekintsiink el a csatolasi kényszerektdl (lasd 2.3. pont), és szoritkozzunk egy adott

szabadségi fokra.

2.1.1. A hatraléps Euler-mddszer alkalmazasa

Az id6beli diszkretizalassal algebrai egyenletek allnak els, mely valamilyen séma szerint
keriil megoldasra minden szabadségi fokra. Az altalunk vizsgalt probléma esetén a BDF
(Backward Differential Formula), masnéven hatraléps Euler-algoritmus alkalmazasa a leg-

testhezallobb, a jo stabilitasi tulajdonsédgainak koszonhetGen [23].

A g-adrendd BDF-séma az alabbi alaku:
q .
uF =g T Bri(ty), (2.8)
i=1

ahol u¥ az u(ty) kézelité megoldasa, oy, ; és By, id6lépéstdl fiiggs egyiitthatok, 74 az idslépeés,
t; pedig az adott iddpillanatot jeloli. Ezaltal kikiiszobolhets a (2.5) egyenletben az idébeli

derivalt: . . s
u® — > aput T
<z =1 "% ,u,t) =0. 2.9
( Tk Bk (2.9)
2.1.2. Hibabecslés
A (2.9) egyenlet Taylor-sorfejtésével:
<z <a(tk,uk1) +0 (f_k) +0 (1)) Ju(ty, uPh) + ek,tk> =0, (2.10)
k

tovabba ha elvégezziik ezt a maradéktagokon is:

0L 0L
@ (u(tk,uk_1)’u(tk,uk—1)’tk) + = ((9 <f_:> +0 (7,3)) + e =0 (2.11)

Ennek alapjan definidlhato a lokdlis hiba a t;, idGpontban:

ep 1= uf —u <tk,uk_1) , (2.12)
ahol u(tg, u* 1) az az egzakt megoldas, melynél teljesiil, hogy wu(tp_,) = u*~1.
Ha az A = —% rendszermétrix invertalhato, akkor a lokdlis hiba nagysagrendje:
lex| = O(). (2.13)

Megkiilonboztetiink un. globdlis hibdt is:

E* = u —u(ty), (2.14)
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melyhez az Osszes lokdlis hiba hozzajarul. Ez megfelel§ normalizalas utén feliilrsl becsil-
het6 a BDF fokszamaval:
|Ex| < CTY, (2.15)

ahol ¢ egy problémafiiggs konstans. A lokélis hibéak feler6s6dhetnek vagy elnyomédhatnak
az ODE természetébdl adododan, igy kozvetlen Osszegzés helyett a megold6 inkabb azonos

szinten tartja azokat az idélépések megfelel6 megvalasztasaval.
A hibabecslésre az alabbi explicit Gsszefiiggést alkalmazhatjuk:
er = Cpr D (1) 4 O(r9HY), (2.16)

ahol u(?+ 1 (t;) = % és Oy, értéke kiszamithato g és a korabbi 7; (j < k) idtartamok

ismeretében. A hiba becsléséhez a BDF-séméaval analdg alaku prediktor alkalmazhato:

q
MO = 37 o B ). (2.17)
=1

Ekkor aszimptotikusan teljesiil, hogy
ub — PO = Gttt (1) + O(r91?), (2.18)
ahol C}, szintén problémafiiggéen kiszamithato.

Ezaltal a lokalis hibabecsl6re az alabbi Osszefliggés adodik:

Ck
— uk
%

lex| ~ |ex| = w0, (2.19)

melynek segitségével elvégezhets az idSlépések kontrollalédsa, adaptélasa.

BDF-séma aktualis iteracios 1épése akkor keriil elfogadasra, ha teljesiti a toleranciakritéri-
umot, azaz
lex| = A+ RJu"|, (2.20)

ahol A az abszolit, R a relativ tolerancia. Amennyiben M térjellemzd szolgiltatja az
ismeretleneket NN; szabadsagi fokra, akkor normdit silyozott kozépértéket (Weighted Root

Mean Square Norm) vessziik alapul. Az erre szabott feltétel:

_ 2 ‘ek 1‘
= < 0. 2.21

2.1.3. Adaptiv id&léptetés

Mindezekbdl kdvetkezGen a tranziens megoldés sorén keletkezd hiba a 75 id&lépések és az
alkalmazott idébeli diszkretizéicios séma q fokszamanak megvalasztasatol flige elsGsorban.

A cél a kivant pontossidg betartasa a szamitasikapacitas-igény minimalizalasaval. Ezaltal
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amig a (2.21) egyenlStlenség teljesil, illetve nincsenek gyors valtozasok a megoldasban,
azaz kellGen simédnak mondhaté, g értéke névelésre keriil, de legfeljebb a ¢ = 5 maximalis

értékig. Az idGlépések pedig minden iterdciéban duplazodnak a hibakritérium teljesiltéig.

A megoldas simasaga az alabbi fliggvény monotonitasaval vizsgalhato:
)~ T(q) := (g + 1)é. (2.22)

Ha csokkend, akkor a megoldas sima, ezaltal q értéke inkrementalhat6, ha névekvs, akkor
g-t csokkenteni sziikséges, egyébként a megold6 tartja ezt az értéket. Ha a lokalis hibara
vonatkozo kritérium nem teljesiil, akkor pedig az eredeti ¢ mellett az id6lépés nagysaga
keriil csokkentésre, melynek meghatarozasa az ey becsiilt hiba O(q + 1) jellegii aszimpto-
tikus viselkedése alapjan torténik. Azaz a jelenlegi 7-nél azért sziikséges kisebb értéket
valasztani, mert

érr > A+ Rlul, (2.23)

igy a becsiilt hiba maximumaéra a kévetkez6 megkotést kell tenniink:
ek = A+ Rlul. (2.24)

A fenti két egyenletbdl egyszerd atrendezéssel:

A+ R 5., 7\ q+1
SRl _me (Y7, o
€k, €k,r T
innen a csokkentett id6lépés:

1

A+ R q+1
= <+ |u>q . (2.26)

ek,‘r

Tehét ha egy adott id6lépésre a megoldas nem elégiti ki az elére definialt hibahatart, akkor
az tal nagynak mindsiil, igy kisebb érték alkalmazasa sziikséges. Illetve az id6lépés akkor
is csokkentésre keriil, ha a nemlinearis megold6 nem képes tiiréshataron beliili eredményt

szolgaltatni megadott szami iteracion beliil.

2.1.4. Az iddlépések kontrollalasa

Az id6lépésekre korlatozott mértékben a felhasznalo is gyakorolhat behatast. A free (sza-
bad) beallitas mellett a megoldo szabadon megvalaszthatja az id6lépések nagysagat a meg-
adott lépéskozokon beliil. A kimenetre ekkor az interpolalt értékek keriilnek. Intermediate
(kozepes) esetben legalabb egy tovabbi id6lépés keriil a kimeneti idSintervallumok kozé, a
megvalasztas viszont még mindig szabad, mig strict (pontos) beallitas alkalmazéasakor a
megoldot kényszeritjiik, hogy mindenképpen hasznalja a megadott id§lépéseket, de a koztes
helyeken ettdl fiiggetleniil beiktathat ennél kisebb értékeket is. Az alapkoncepci6 az, hogy
az adaptiv idGléptetés legkisebb 1épéskozét kiviilrsl nem tudjuk allitani. Ez mindenképp
aszerint valtozik, hogy az eredmény egy bizonyos hibahataron beliil maradjon, adaptalédva

a megoldas gyors valtozasaihoz [30].
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2.2. Nemlinearis megoldé6

Ebben az alfejezetben az idébeli diszkretizalds utédn létrejové nemlinearis egyenletek meg-

oldaséra kifejlesztett kdzismertebb numerikus modszerek alapgondolatait tekintjik at.

2.2.1. Newton—Raphson-iteracié

Az algoritmus tobb térjellemzé és szabadsagi fok esetén nehezen szemléltethets. Ezért
tekintsiink az egyszertiség kedvéért egy nemlineéris f(u) fiiggvényt, melynek a nullhelyét

keressiik. Az algoritmus miikddése a kovetkezs:

1. Sziikséges definidlnunk egy ug kezdgértéket, ami nem megoldas, mert f(ug) # 0.
2. Kiszamitjuk a derivaltat ebben a pontban, azaz f’(ug) értékét.
3. Iteralunk a kovetkezs értékre:
wipt = wi — [f" ()] f (ws). (2.27)
4. Ha f(uij+1) # 0, akkor ugrunk a 2. lépésre.

f(w)

f(uo)

o

2.1. abra. A csillapitatlan Newton-Raphson-algoritmus szemléltetése [31]

Mindezekbdl kovetkezik, hogy mig nemlinearis esetben tobb iterécié sziikséges, linearis
problémanal elegendd egy is. Az iteracio folytatésaval tetszélegesen kozel keriilhetiink
a megoldashoz, de ez indokolatlanul nagy szamitasikapacités-igénnyel rendelkezik. Cé-
lunk, hogy minél kevesebb Newton-Raphson-iteraciét alkalmazzunk, figyelembe véve, hogy
rendszerint szazezres-milliés nagysagrendd szabadsagi fokkal allunk szemben, illetve tobb
ismeretlen térjellemzével. Ennek megfelelGen a tolerancidra és az iteraciok szamaéra is te-
hetiink megkotéseket. Az iteracié soran a leginkdbb ercforrasigényes feladat az [ f(u;)] ™"
kiszamitasa. Emellett egy nemlinearis probléma megoldasa soran a szamitas korantsem

biztos, hogy konvergens lesz. Ennek f&bb okai:
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1. A kezdépont értéke til messze van a megoldastol.

2. A probléméanak nem létezik megoldasa. Azaz nem megfelels kezdeti vagy peremfel-
tételekkel rendelkezik.

3. A megoldas nem kellGen sima, példaul ha egy anyagjellemz6 nem folytonos valtoza-
sokkal rendelkezik, azaz van olyan pont, ahol nem differencialhaté. Illetve ide tartozik

még az az eset, amikor nehezen kezelhetd erds nemlineritassal van dolgunk.

Az 1. esetben leirtak athidalasara alkalmazhatunk an. csillapitdsi tényezdt, mellyel nem
utolsésorban az iteraciok szamanak minimalizalasa is elérhetd. Ha f(u;t1) > f(u;), ak-
kor tal nagynak bizonyult az iteracios lépés, igy az [u;, uj+1] intervallumban egy keresést
sziikséges végrehajtani:

Ugsillapitott = Ui + @(Uit1 — u;), (2.28)

ahol 0 < o < 1 a csillapitési tényez6. Majd a Newton-Raphson-algoritmus ucsiapitott €rték-
t6l folytatodik. Jol lathatéan ucsinapitott €rtékének meghatarozasa kisebb szdmitasigényt,
mivel csupan f(u;) meghatarozasat igényli. Az a = 1 esetben az iteraciot csillapitatlannak

nevezziik, tehat amennyiben sziikséges, o — 0 iranyban moédosithatunk [31].

fluo + aa(uy —ug)) N
Jluo + ag(ur — ug))
f(uo + aa(ur — o))

2.2. abra. A csillapitott Newton-Raphson-algoritmus szemléltetése [31]

Sajnos az algoritmus a 2. és 3. esetet nem képes elére megallapitani. Ha nem létezik
megoldas, akkor a konvergenciaprobléma fennall barmilyen megszabott iteraciés szam és
toleranciaérték mellett. Nemfolytonos véltozésok vagy erds nemlinearitas esetén pedig a
nemlinearis megold6 oszcillalni fog olyan iteraciok kozott, amely a megoldast tartalmazoé
intervallumon kiviil esik. A konvergenciaprobléméra megoldést jelenthet a csillapitéasi té-
nyezd csokkentése, de 0-hoz kozeli érték esetén indokolatlanul megnovelheti a futasi idét.
Ha a nemlinearis megoldé elbukik a toleranciateszten, akkor is csokkenteni kell az id6lépé-
sek nagysigat, nem csak az el6z6 alfejezetben leirtak esetén. A Jacobi matrix kiszamitasa
er6forrasigényes feladat (f'(u;) tobb térjellemzs és szabadsagi fok esetén), igy a megoldd

igyekszik minél kevesebbszer frissiteni azt, amennyiben a felhasznal6 errél masképp nem
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rendelkezik. Erés nemlinearitasok esetén viszont ez egy szuboptimalis megoldés. Ezaltal a

szoftver haromféle valtozatot ajanl fel [32]:

1. Konstans Newton-Raphson-iteracio:
Konstans értéki csillapitasi tényezével rendelkezik. Alapértelmezett beallitasa a csil-
lapitatlan megoldas.

2. Automatikus Newton-Raphson-iteracio:
Dinamikus csillapitassal ellatott Newton-algoritmus. A Jacobi matrix minden iteré-
ci6 alkalmaval frissiil.

3. Automatikus erdsen nemlinearis Newton-Raphson-iteracio:

Az automatikus Newton-Raphsonhoz hasonl6 algoritmus, azzal a kiilonbséggel, hogy
kisebb csillapitasértékkel indul. Ez lassabb futasi id6t eredményez, de erds nemline-

aritis esetén biztosabb konvergencidhoz vezet.

2.2.2. Double dogleg algoritmus

A double dogleg algoritmus egy kvézi-Newton-Raphson-eljaras, mely a folytonosséagi hiany-
bol, illetve erds nemlinearitasbol addédé problémakat hivatott megoldani abban az esetben,
ha a Newton-Raphson algortimus oszcilldl a megoldast tartalmazé intervallumon kiviil, két

tartomany kozott, barmilyen csillapitas-, illetve toleranciaérték beallitasa mellett [33] [34].

2.3. Csatolasok kezelése

Az egyszertiség kedvéért, a szemléltetés jegyében tekintsiink egy olyan csatolt fizikai prob-

léméat, melynél az egyes jelenségeket leir6 PDE-k Poisson-tipustak:

V( — Cl(UQ)Vul) = 0, 2 29)

V( — CQ(UQ)VUQ) = f(ul) (2 30)
FEM-diszkretizalas utan:

f1 = I:<1(U_2)111 — bl, 2 31)

fg = KQ(U_Q)UQ — b2(u1). (2 32)

Maétrixos alakban:

i)
£, 0 Ksu)| |u bs(u;)



A megoldashoz tovabbra is Newton-Raphson-iteraciot alkalmazhatunk:
-1
w1 =w; — ()] f(w), (2.34)

u
! Tehéat ebben a tekintetben nincs kiilonbség csatolt illetve csatolatlan

ahol u =
u2

nemlineéaris probléma koézott. Viszont nem minden esetben érdemes a (2.33) egyenletet

kozvetleniil megoldani. A kovetkezGkben kétféle algoritmus keriil bemutatésra [24].

2.3.1. Szorosan csatolt megoldo6

Szorosan csatolt esetben a (2.34) egyenlet megoldéasa kozvetleniil torténik, ezaltal minden

csatolast egyidejtleg kell figyelembe venni.

A Jacobi determinéans:

= K
v [ ][R e .
Voot ofa | T dbs K 0K (up) ’ '
oui oug “ouy 2 (u2) + ousg L)

jol lathat6an nem szimmetrikus. Emiatt jellemz&en a robusztusabb direkt megoldot sziik-

séges alkalmazni.

2.3.2. Szegregalt megoldo

Egy alternativ megkozelités lehetGséget biztosit hatékonyabb szamitas alkalmazasara, ab-
ban az esetben, ha az egyenletek kelléen gyengén csatoltak. Ekkor minden PDE szekvenci-
alisan keriil megoldasra. Megfelel6 uy,_, és us,_, kezd6pont valasztasa utan végrehajthato
az iteracio:

uy,, = Uy — [I:(l(uz))]_l b1, (2.36)

ahol I={1(u21,20) uo,_, segitségével kaphato. Ezaltal elvégezhets a kovetkezs iteracios ciklus

up, térjellemzék meghatarozasihoz:

=0

= —1
Uz, = Uy, — |:K2(u2z):| b2(u1i+1)v (2'37)

ahol Ks(uz,_,) tovabbra is u,_,-bdl szamitando, viszont bg(uy,_, )-hez mar uy,_, ismerete

=1
sziikséges, melyet (2.36) segitségével mar megkaptunk. Hasonloképp jarnank el n db PDE
esetén is, az n-edik térjellemz§ értékét az elzd n — 1 differencidlegyenletre alkalmazott

Newton-iteracié eredményének felhasznélasaval szamitanank ki.
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3. fejezet

A ,spiralis” homogenizalas elve

e
-
s

\ A

1

T2

3.1. abra. A tekercs geometriaja

A korabbi TDK dolgozatban [9] leirtak alapjan a tekercs részletes geometriajat (lasd
3.1. 4bra) helyettesithetjiik egy homogén, anizotrop kozeggel. A modellezés szempontjabol

két paraméter igazan lényeges: a menetemelkedés:

ro—"r
Ar = 3.1
r= 2, (3.1)

és a kitoltési tényezs:
Wy
= —. 3.2
e (32)
A kozeget jellemzd vezetSképesség-tenzort ugy adjuk meg, hogy az arameloszlas a tekercs-

modellel 6sszhangban iranyhelyesen megegyezzen. E spiralis palyara illeszked6 koordinata-

rendszerben ennek matrix-reprezentacidja tisztén diagonalis, az els6 elem pedig zérus, hi-
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szen ekkor nincsen radidlis irAnyt vezetés:

Oge O¢n O¢¢ 0 0 0
G = o o oy = [0 foo 0| (3.3)
g €3 g ¢n g ¢ 0 0 fU 0

Bazistranszformécioval eljuthatunk ennek hengerkoordinatarendszer-beli megfelel§jéhez,
ehhez vegyiik észre, hogy ¢ = z, tovibba n és & megkaphato r és ¢ egy « szoggel torténd

elforgatasaval (3.2. abra). Tekintsiik az infinitezimalis megfelelSket, ehhez felhasznéljuk az

spiralis palya

dn

korpalya

3.2. abra. A spiralis koordinata-rendszer szemléltetése és kapcsolata a hengerkoordinatakkal [35]

« szoggel torténd elforgatas matrixat:

d¢ cos sin a 0 dr dr
dn| = | —sina  cosa O |rde| =Q |rdp]|. (3.4)
d¢ 0 0 1 dz dz

Sziikségiink van az elforgatas a szogére, mely a 3.2. abran lathaté haromszog segitségével

kénnyen meghatéarozhato:

dpt A
tana = P2r _ 27 (3.5)
dy 2mr
Kihasznalva, hogy kis szogek esetén sina ~ o, cosa ~ 1, és tana ~ «, a
_ =1 =
5% = Q <J£"C> Q (3.6)

transzformécio elvégzése utan lathatjuk, hogy a hengerszimmetrikus esethez képest meg-

jelentek féatlon kiviili elemek, tovabbé egy kicsiny radidlis iranyt 6sszetevd is:

2
e 0] [
' = Ore Oy 0 | foo = —% 1 0] . (3.7)
0 0 Oz 0 0 1

A koradbbiakban a modellezés stacionarius kozelitésben tortént, AC/DC modul [18] hasz-

nalataval. A Mathematics kornyzetben torténd megvaldsitdshoz sziikséges a PDE és a

19



peremfeltételek Descartes koordinatarendszer-beli alakjanak megadéasa. Ehhez felhasznél-

va, hogy r = /22 +19y2%, cosp = £, és siny = ¥ a kovetkezs transzforméacié elvégzése
’ ) r) ro

sziikséges:

ahol

57 — P ' (5P, (3.8)

Cos sin 0
P = |sing —COoS 0 (3.9)
0 0 1

a — szoggel torténd elforgatas métrixa. A végeredmény a kidvetkezs alakban &ll els:

A matrix elemei:

Oua Oy 0
" = | oy Tyy 0 |. (3.10)
0 0 o
Ogx = Opr cos? ©+ opp sin? © — 2074 SIn Y €OS Y, (3.11)
Ozy = (0rr — Opp) sin @ cos ¢ + 04 (cos? p — sin® ), (3.12)
Oyy = Opr sin? ¢ + Opp cos? ¢ + 207, Sin  COS . (3.13)
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4. fejezet

Térelméleti modell

4.1. Az A-P-formalizmus

Az alabbiakban bemutatjuk az A-®-formalizmus alkalmazasédnak elméleti hatterét a 3. feje-
zetben ismertetett homogenizéalt modellen, staciondrius, illetve magneto-kvdzistaciondrius
kozelitésben. A tovabbiakban fesziiltségkényszerrel fogunk dolgozni, mivel ez a legtesthez-
allobb, de hasonld elven aram is el6irhatd. A tekercs gerjesztése a homogenizalt korong

belsd és kiilsg falan adhaté meg.

4.1. abra. A tekercs fesziiltséggerjesztése [9)

4.1.1. Allandosult allapot

A modelltartoméany a 4.3. abran lathat6. A megfelels Maxwell-egyenletek stacionérius

kozelitésben:
V xH=1J: Ampére-féle gerjesztési torvény, (4.1)
V x E = 0: Faraday-féle indukciotorvény, (4.2)
V-B =0: méagneses Gauss-torvény, (4.3)
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4.2. abra. A modelltartoméany

és a sziikséges konstituciés relaciok:
B = uH: linearis permeabilitas esetén, (4.4)
J =6E: differencialis Ohm-torvény. (4.5)

Ekkor egyiranyd csatolas 1ép fel az dramlasi és magneses tér kozott. Bevezetve az elektro-

mos skalédrpotencialt:
E=-V®, Q.n, (4.6)
a (4.1), (4.2) és (4.5) egyenletekbdl kifejezhets az aramlasi teret leiro PDE [9]:
V- (-aV®) =0, Q.n. (4.7)

A fesziiltséggerjesztést a palastokon adhatjuk meg, az ennek megfelel6 peremfeltételek:

n-(-ave) =0, I'juTl,-an, (4.8)
® =0, I'i-en, (4.9)
®=U, DIy (4.10)

ahol & az anizotrop kozeget (€).) leir6 vezetSképesség-tenzor, melyet eztuttal Descartes

koordinata-rendszerben sziikséges megadni.

A magneses vektorpotencial bevezetésével:
B=VxA, Q.uQ,-en, (4.11)
a (4.1), (4.3) és (4.4) egyenletekbdl kifejezhets a magneses teret leirdo PDE:

AA = —ppJ, Qc-n, (4.12)
AA =0, Q,, -en. (4.13)

Jol lathatoan a (4.7), (4.12) és (4.13) PDE-k Poisson-tipusiiak (az utébbi kettd koordiné-

tanként). Az Q, tartomanyt lezar6 peremfeltétel:

A =0, Tg-en (4.14)
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4.1.2. Bekapcsolasi tranziens

A megfelel6 Maxwell-egyenletek magneto-kvdazistaciondrius kozelitésben (%—]t) ~ 0):

VxH=1J, (4.15)
B
E-=—-— 4.1
V x P (4.16)
V-B=0. (4.17)

A (4.17) egyenletbsl kovetkezen tovabbra is bevezethet$ a magneses vektorpotencial:
B=V x A, Qmn. (4.18)

A (4.16) és (4.18) Osszefliggés alapjan:

V x (E + a{;&) — 0. (4.19)

Tehét az E + % mez$ orvénymentes, igy az elektromos skalarpotenciél az aldbbi mdédon
definialhato:

E_—aa‘? ~V®, Q.n. (4.20)

A (4.5), (4.4), (4.15) egyenletekbdl, a Coulomb-mérték (V - A = 0) alkalmazasaval a
kovetkez6 PDE-hez jutunk:

1 _0A -
laas3 _ sve (4.21)
) ot
“Llaaco Qn-n, (4.22)
Ho
A (4.1) egyenlet divergenciajat véve:
vV.J=0, (4.23)

megkaphat6 az aramstriiségre vonatkozo folytonossagi egyenlet. A (4.5), (4.20) és (4.23)
Osszefiiggés alapjan adodé PDE:

- 0A _
V- (6’6 — &V<I>> =0, (4.24)
ot
a megfelel§ peremfeltételekkel:
_0A _

(—&aat - &V@) -n=0, Iy uTy-on, (4.25)

=0, I'1-en, (4.26)

d=u(t), Tan, (4.27)

A=0, [op-en. (4.28)

Vizsgéaljuk meg a (4.26) és (4.27) peremfeltételek alkalmazasanak létjogosultsagat. Te-
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4.3. abra. A tekercs fesziiltséggerjesztése

kintsiik ehhez a 4.3. 4bran lathato tekercset és a rakapcsolt fesziiltségforrast. Alkalmazzuk

a Faraday-féle indukciotorvény integralis alakjat a C'u Cy (nyugvo) zart gorbére:

oV
E-dl=—— 4.29
CuCy
ahol
= JB -dS (4.30)
S

a magneses fluxus. A térerdsség integralja 4.3. dbra alapjan:

J;E-dl:jE«dlu. (4.31)
CuCy ¢

A (4.18), (4.29), és (4.30) egyenletek felhasznalasaval:

é’t = JB dS = —— J(V x A)-dS. (4.32)
A Stokes-tétellel: 2
5 J(V x A) fﬁA dlL (4.33)
C’uC’o

Mivel a gerjesztés a modelltartoményon kiviil esik:

2 (V x A)- —JAdl (4.34)

A (4.20) egyenletet (4.31)-be helyettesitve és osszevetve (4.34)-gyel:

oA 0
ﬁi_at_vﬂ.m_uw_&ﬁﬁ.m. (4.35)

Innen:

J—V‘D -dl ~ u, (4.36)
C
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tehat a fesziiltségkényszer kdzvetleniil megadhato:
u = (I)Q - ‘1>1~ (437)
Sziikségiink van kezdeti feltételekre is. Kihasznélva a rendszer kezdeti energiamentességét:

Win(t = 0) = 0==B(t = 0) = 0=A(t = 0)= 0 (4.38)
Wo(t = 0) = 0= B(t = 0) = o:,aaft‘

A szoftveres megvalositast tekintve, (4.22) komponensenként tovabbra is Poisson-tipusu.

- Vo (4.39)
t=0

A (4.21) osszefiiggeés pedig Fourier hévezetési egyenletének alakjahoz illeszthets. A (4.24)

egyenlet Poisson-tipusuva alakithaté a kévetkezd moddon:

V- (-6V®) =V <c=ra£> . (4.40)

Ekkor a gerjesztést megkaphatuk a jobboldali tag kifejtésével:

00y 004y \ 0A, 00y  0oyy\ 0Ay 0o, 0A,
f= + + + + +
ox oy ot ox oy ot 0z Ot (4.41)
+o iﬁA +o iﬁA +o0 iéA +o iﬁA +o iQA |
orotT  "oyotm T "owot ™V Woyot™V  "TFozotT Y
tovabba a PDE-t megadhatjuk az alabbi alakban is:
V-(=cVu)+V.-T = f, (4.42)
ahol s
0Az
Oas o XxyaTy
= Oyy 5 . (4.43)
0A,
T22"3¢
A (4.25) Neumann-peremfeltételt megfelels alakra hozva:
_ _0A
—n- (—FVP) = _&aat (4.44)
Mivel Far—on n=e; ['j-onn=—e,, ezért
_ A,
—n-(—oV®o) = —O'ZZ%, I'}-4n, (4.45)
_ A,
—n-(—oVe) = azzaat, I'y-an. (4.46)

Erdemes meggondolni, hogy amennyiben a diszkretizalds soran minden idépillanatban vé-

geselemenként a vezetSképesség allandonak tekinthets, akkor a Coulomb-mérték miatt:

_0A _ 0
ezaltal a (4.24) PDE és (4.25) peremfeltétel az alabbi alakra egyszertisodik:
V. (=5VD) =0, Qn, (4.48)
n-(—6V®) =0, I'julj-an. (4.49)

Ekkor 1ényegében visszakapjuk az idéfiiggetlen potenciéleloszlast leird Poisson-tipusi PDE-
t (4.7) és a homogén Neumann-peremfeltételt (4.8). Ezaltal a stacionarius esethez hasonld

egyirdnyu csatolast figyelhetiink meg az elektromos és a magneses tér kozott.
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4.2. A H-formalizmus

A H-formalizmus a leggyakrabban alkalmazottnak szamit a szupravezetés kutatasokban,
koszonhetGen a jo stabilitasi- és konvergenciatulajdonsagainak. A gerjesztés legtobbszor
egyfajta gyenge kényszerrel adhaté meg egy integralis mennyiségre vonatkozoéan, melyet
célszertien a keresztmetszeti aramra eldirt idéfiiggvénnyel valésithatunk meg. A formaliz-
mus sajatossigaibol kovetkezGen a levegGtartomanynak is sziikséges egy nemzérus vezets-

képességet definialni.

Az Ampeére-féle gerjesztési torvénybdl (4.15) és a Faraday-féle indukciotorvénybdl (4.16)
szintén magneto-kvdzistaciondrius kozelitésben, felhasznalva a magneses térre vonatkozd
konstitucios egyenletet (4.4), a kovetkezs Osszefiiggések adodnak:

VxH=1, (4.50)

oH

A differencialis Ohm-torvényt (4.5) behelyettesitve (4.50) egyenletbe:

V xH = 6E. (4.52)
Véve mindkét oldal rotaciojat:
Vx(VxH)=V x (¢E). (4.53)
Els6 kozelitésben a (4.47) egyenlet felirasakor tett megfontolasokhoz hasonloan & tag ki-
emelhetd:
Vx(VxH)=6a6(VxE). (4.54)
Behelyettesitve a (4.51) Osszefiiggést, tovabba felhasznélva a vektorialis Laplace-operator
definici6jét:
AH=V(V-H) -V x (V x H), (4.55)
ahol az els6 tag zérus a (4.17) és (4.4) miatt, igy
- 0H
AH = popo—-. (4.56)
ot
Ez az alak méar konnyen illeszthetd a Fourier-egyenlet séméajahoz (2.4):
V- (=L VH,) Ore Oy 0 Zg
H,
V(= VHy) | + |00y oy 05| =0, (4.57)
V- (=L VH,) 0 0 o | | =
az alabbi egytitthatokkal:
[ 1
w 00
= _ 1
c=0 4 0/, (4.58)
1
— 0 m
Ozzx Ozxy
do = |02y  Oyy 0 |, (4.59)
0 0 oo




tovabbé levegtben:

oo 0 0
d,=1]0 o0 01, (4.60)
0 0 0o

Az egyszerisits feltételezés nélkiil végezziink néhany atalakitast [2]. Ehhez irjuk fel a

rotacioét Descartes koordindta-rendszerben:

€r €y €
— |0 0 0
VxE=|£ & & (4.61)
E, E, E,
A fenti determinans kifejtése utan a (4.51) egyenlet a kovetkezd alakban irhato fel:
0H, O0E, O0F,
+ - =0, 4.62
Kooz oy 0z ( )
oH, 0E, O,
_ =0, 4.63
Ko oy 0z ox ( )
0H., 0E, O0E,
— = 0. 4.64
Ho7s, ox oy ( )

Az elektromos tér komponensei pedig kifefejezhetGek a differencialis Ohm-térvénnyel:

E=5&1J, (4.65)
és az Ampeére-féle gerjesztési torvényben a (4.50) szerepld rotacio kifejtésével:
H, _ 9y
oy 0z
_ =11 0E, 0E,
OBy 0B,
ox oy
ahol
_ OyyO —oxyo
L adiz - yyOzz YOz2 1
= T3 .= T | V0XYOTzz  Ozz0zz ) (467)
deto o | TvyO20ns — Ouy0s20uy
0 0 OxTOyy — Oy
tovabba levegSben:
1 (0H, 0JH,
B = _ Y 4.68
T Olew < oy 0z > ( )
1 (0H, O0H,
E, = — 4.69
Y Olew < 0z ox ) ( )
1 [(0H 0H.
E, = " 4.70
T Ol < ox oy ) (470)

Ez az alak mar konnyen illeszthet6 a Comsol altalanos sablonjahoz a (4.42)-h6z hasonlo

modon:

ou

do—
ot

+V
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T=f,

(4.71)



ahol

o Oy 0
d, = Ozy  Oyy 01
0 0 o
[ 0 B -B
F=|-E 0 .
E, —E. 0

Végtelen tavoli lezarasnak Dirichlet-peremfeltételt alkalmazunk:

H=0.
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5. fejezet

Numerikus tesztpéldak

Tesztpéldanak a valasztas a [6] irodalomban megtalalhato tekercsmodellre esett. A geo-
metriai méretekre vonatkoz6 adatok az 5.1. tabldzatban olvashatéak. Az aldbbiakban
a 3. fejezetben ismertetett homogenizalasi elv hatékonysagat vizsgéljuk linearis és nemli-

nearis vezetSképességre, a 4. fejezetben bemutatott A-®-formalizmus alkalmazaséval.

Jelolés Erték Leirés

r1 29,5 mm bels§ sugér

72 39,5 mm  kiils6 sugar

Ny 40 menetszam

Wy 1 pm szalagvastagsag

hy A5 mm  szalagszélesség

R 3ry leveg6gomb sugara

5.1. tablazat. Geometriai méretek

Az el6z6 TDK dolgozatban leirtak alapjan .-n érdemes erre hexaéder halozéast alkalmazni,
mivel ezéaltal megfelelGen homogén aramstirtiség érhets el. A homogenités jellemzésére egy

statisztikai jellemzdt, a szorast vettiik alapul, melyet a kévetkezSképp értelmezhetiink [9]:

D =1/(J—J)2, (5.1)
ahol
_ f,Jdv
J = VT (5.2)
J =13 (5.3)

A vizsgalatokat a korabbiakban staciondrius esetben végeztiik, most pedig kiterjesztjiik
magneto-kvdzistaciondrius megkozelitésre is. (,-en tovabbra is tetraéder elemeket hasz-
nalunk (5.1. abra).
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5.1. abra. A halozas

Mind linearis, mind nemlineéris esetben a PARDISO bizonyult a leghatékonyabbnak a
linearizalt egyenletrendszer megoldasara, a megfelel6 nemlinearis megolddalgoritmus va-

lasztasa és a csatolasok kezelése viszont problémaspecifikus.

5.1. Réztekercs modellezése

Az alkalmazott gerjesztéfesziiltség az 5.1.1. pontban U = 1 V| az 5.1.2. pontban pedig
U(t) = Ue(t). A modellezés a szupravezetd réteggel megegyezd vastagsagu réz anyagjel-
lemzdinek figyelembevételével tértént, og = 5,7 - 107 S/m vezetSképességgel. Ebben az
alfejezetben a 4.1. pontban ismeretett formalizmus alkalmazasat mutatjuk be egy lineé-

sz

tranziens esetén.

5.1.1. Allandoésult allapot

A hélozasra vonatozd paraméterek az 5.2. tablazatban tekinthet6k meg. Az alabbi elem-
méretekkel és kvadratikus formafiiggvények alkalmazasaval az eredmények igen kedvezGek.

(5.2. abra). Az aramstirtség szorasa 1% korili.

Jelolés  FErték Leiras

by 5?2 elemméret (radiélis irany)
hy & elemmeéret (azimutalis irany)
h % elemmeéret (z irany)

5.2. tablazat. Halozasra vonatkozo adatok
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Surface: Jx/ff (A/m?) Multislice: (T)

A 682x10°
x108

6.8

¥ 6.42x10°

(a) Az aramsirtség (b) A maégneses tér

5.2. dbra. Az aramlasi és magneses tér keresztmetszeti eloszlasa

Ko6bos formafiiggvények alkalmazéasa esetén még pontosabb eredmény érhets el, mely a
COMSOL adaptive derivative recovery funkciojanak [36] [37] hasznalataval valik igazan

szemléletessé (5.3. abra).

A 2.15143E6
2.15142E6
A
AW SRRV T TN
S
y‘\L'X
V 2.15142E6

5.3. abra. A halozas

Ekkor ritkdbb halozas is elegendds szamunkra. A tovabbiakban amennyiben indokolt, példé-
ul jobb felbontasu drameloszlas sziikséges, akkor az 5.3. tablazatban szerepld paramétereket

fogjuk alkalmazni.

Jelolés  FErték Leiras

by HER2 elemméret (radidlis irany)
hy L elemméret (azimutalis irany)
h % elemmeéret (z irany)

5.3. tablazat. Halozasra vonatkozo adatok
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5.1.2. Bekapcsolasi tranziens

Mivel jelen esetben skalarpotencial nem fiigg az id6tél, igy elegend§ a potencidleloszlast
egyszer kiszamitani stacionarius megoldoval (Step 1). Ujraszamolni akkor lenne sziikséges,
ha a forrasfesziiltség vagy a vezetGképesség id6ben valtozna. Ez megfelels kezdeti felté-
telt biztosit a tranziens megoldéhoz, melyet igy elegend§ csak a méagneses térre vonatkozo
egyenletekre alkalmazni (Step 2). Ugyan a skalarpotencial ezaltal mar a ¢ = 0 idépillanat-
ban felveszi a végleges értéket, de az aram értéke mégis i(t = 0) = 0 értékrdl indul. Ennek
oka, hogy a (4.39) kezdeti feltétel miatt a kapocsfesziiltségnek teljes egészében az indukalt

fesziltség tart ellen.

it) S — :
x4 |

———1 |

U <> % L
FEM

5.4. abra. A koncentralt paramétert modell

Jellemz&en a stacionérius, illetve kvazistacionarius modelleknél alkalmazhat6 a koncent-
ralt paraméterd helyettesités. Jelen esetben (4.36) miatt értelmezhetd fesziiltség, a (4.15)

egyenlet divergenciajit véve pedig
I:J J-dA, (5.4)
A

azaz definidlhat6é az aram. Mindezekbdl kovetkezSen tekinthetiink ugy a tekercsmodellre,

mint egy soros RL-tagra, melynek fesziiltség-id6fiiggvénye:

dig(t
u(t) = Rip(t) + L zgt( ). (5.5)
Bekapcsolas esetén a gerjesztés idéfiggvénye:
u(t) = Ue(t) (5.6)

Mivel az allapotvaltozés folytonosan megy végbe, és a rendszerben tarolt energia az alla-

potvaltozas el6tt nulla volt, igy az dram kezdeti értéke:
ir(—0) =i (+0) =0. (5.7)

Allandosult allapotban a tekercs rovidzarral helyettesithets, azaz



ezért a végérték:

Az (5.5) egyenletbdl ¢ = 4+0-ban az alabbi szeparalhato differencialegyenlethez jutunk:
dig(t
0= Rip(t) + 320 (5.10)
dt
melyet atrendezve
R
dip = ——idt, (5.11)
L
majd integralva a keresett id&fliggvény alakja:
ir(t) = Ae L' + B. (5.12)
Behelyettesitve a (5.9) végértéket:
U
B=—. 5.13
d (513)
Alkalmazva a kezdeti feltételt (5.7):
R U
0= Ae—20 Y 5.14
eI+ o, (5.14)
a keresett konstans: -
A=——. 5.15
d (515)
Tehat a tekercs dramanak idéfliggvénye:
. U -t
in(t) = - (1 _e ) : (5.16)

ahol 7 = % az idGallando. JellemzGen 57 utan tekintjiik a tranziens jelenséget lecsengett-

nek.

A sziikséges paramétereket numerikusan szamitjuk (5.4. abra). Az ellenéllas meghatéro-
zasahoz példaul alkalmazhatjuk az Ohm-térvényt a stacionéarius vagy a tranziens modellre

allandosult allapotban:

R=— 5.17
I ) ( )
(5.4) miatt
1 ro rhe/2
I= J f Jpdydz. (5.18)
N Jry Jnip2
Illetve szarmaztathatjuk a veszteségi teljesitménybdl:
P:f E~JdV=f Vo - aVedV. (5.19)
1% 1%
Ekkor az ellenéllés: P

A tekercs induktivitasa a halozatelméletbdl ismert Osszefiiggés segitségével hatarozhatd

meg:
2W
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ahol

1
W= | —|BPdV (5.22)
v Ho

az ) tartomanyban tarolt teljes magneses energia, mely az dramhoz hasonléan numerikusan

szamithato.

Az igy szamitott ellenallas R =~ 34,69 (2, az induktivitas L =~ 168,06 uH , ennek megfelelGen
az id6allando 7 = 4,805 ps.

Erdemes megvizsgalni a 2.1.4. pontban ismertetett id6lépésre vonatkozo beallitasok ha-
tasat a megoldasra. Ehhez a tranziens szimulaciot ¢ = [0, 57] intervallumban végeztiik,
At = g5 nagysagi lépéskozokkel. Jol lathato, hogy az intermediate (kdzepes) és a strict
(pontos) tipusu idsléptetés esetén illeszkedik a leginkdbb a numerikus eredmény az anali-
tikus formulahoz. A futési id6t is figyelembe véve az el6bbi tekinthetd a legelényosebbnek
(5.5. abra).

0.028f
0.026F
0.0241
0.022
0.021
0.018}
0.016F
0.0141
0.012
0.01f
0.008F
0,006 /

Aram [A]

— free (18 db/431 s) |
—— Intermediate (103 dk/500 s)

0.0041 —— strict (105 db/829 s)
0,002 analitilkus ]

OH I I I I E
0 0.5 1 1.5 2 x107°
1d3 [s]

5.5. abra. Az id8lépésre vonatkozo beallitasok hatasa a megoldasra

A (4.40) PDE-t alkalmazni csak szorosan csatolt (fully coupled) megoldoval lehetséges,
ezaltal Gsszességében homogénebb drameloszlas kaphato, f6képp a tranziens elején, viszont

ekkor a futasi id§ szamottevéen megnd, igy érdemesebb a (4.48) megoldasat valasztani.

A futasi id6re (i7-es processzorral és 64 GB RAM-mal rendelkez6 PC-n) és a szabadsagi
fokok szamara vonatkoz6 adatok az 5.4. tadblazatban tekinthetSek meg. Az utobbi eset-
ben feltiintettiik a stacionarius lépéshez és a tranziens szamitéshoz sziikséges értékeket, a

zarbjelben az n. bels§ szabadsagi fokok szdma olvashato.
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VezetGképesség Szabadsagi fokok szdma Futési idg
Orés(4.48) 51 102 (9 939), 495 924 (99 939) 500 s
Trez(4.40) 52 104 (10 112), 553 524 (80 678) 19 127 s

5.4. tablazat. Futasi iddre és szabadsagi fokokra vonatkozé adatok (réztekercs, tranziens)

5.2. Szupravezetd szalagtekercs modellezése

A modellezés soran el6szor a vezetGképesség tisztan elektromos tértsl valo fiiggését vizs-

galjuk:
1—-n
Joo (1EnI\™
J(E) =2 ] 5.23
o) -2 () (529
majd a bevezetésben ismertetett elliptikusan illesztett méagneses térfiiggést (1.2) is alkal-
mazzuk: ~
1-n B? + k2(B2 + B2)
e (1Ey|\ " \/ 3 n z

illetve kilon vizsgalhatjuk még tisztan a magneses tértdl valo fliggést is:

B \/B§+I<:2(B,§+B§)
E, B,

(5.25)

ahol a [4] irodalom alapjan a b = 0,6, B. = 32,5 mT, k = 0,275, E. = 100 % érté-
keket valasztottuk, illetve mivel a tekercs méretei megegyeznek [6]-ben leirtakkal: J., =
2,46-1010 %. Az alkalmazott gerjesztofesziiltség az 5.2.1. pontban U = E.-[, az 5.2.2. pont-
ban pedig U(t) = Ue(t). Ezaltal az E-J karakterisztika sajatossagai kiilon-kiilon is vizs-
galhatoak. Jelen esetben az 1 pm vastagsagi rétegek modelleziik, igy f = 4 - 1073, E, a
pélyairanyt elektromos teret hivatott reprezentalni. B, éppen a palydra merdleges kom-
ponens. Mivel B, = B, és B, iranya is parhuzamos a feliilettel, B, iranyban pedig nem
elhanyagolhaté mértéki a magneses tér, igy érdemes e két Osszetevst vektorialisan Ossze-
gezni. Fontos megjegyezni, hogy mivel a relativ menetemelkedés csupén % ~ 6,3- 1073,
igy B¢ és B, helyett minden tovabbi nélkiil alkalmazhatoéak a B, B, hengerkoordina-
ta megfelel6k is. Ebben az alfejezetben az A-® formalizmus hatékonysagat vizsgéljuk a
szupravezet§ anyag FE-J karakterisztikdjanak fliggvényében, allandoésult allapotra és be-

kapcsolasi tranziensre.

5.2.1. Allandoésult allapot

Az E-t8] valo fliggésre (5.23) kapott megoldas jo konvergenciatulajdonsagokkal rendelkezik,
lényegében fiiggetleniil az n hatvany nagysagatol. Ugyanez mondhato el a tisztan B-t6l vald

fliggés vizsgalatarol is, melynek eredménye az 5.6. 4bran lathato. Elvégezve menetenként az
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aramsiirtiség feliileti integralasat, a kapott arameloszlas kielégits, kb 1, 5%-os hibahatéron
beliil menetenként azonosnak tekinthetd.

x10%

2.2

Sw‘ibx\}

1.8

IS3

1.6

1.4

1.2

59 —

_I L’U“ egy végeselem
58 “LF_L‘_‘M
57 W

1 10 20 30 40
Menetek sorszama

Aram [A]

5.6. dbra. Az arameloszlas allandésult allapotban és a menetenkénti drameloszlas (5(B))

Az (5.23) figyelembevételekor viszont a Newton-Raphson-iteracié alkalmazésa esetén a
megoldas oszcillal, igy double dogleg algoritmus és szorosan csatolt (fully coupled) megoldd
alkalmazésa sziikséges. Kell§ mértékid konvergencia és az arameloszlas megfelel§ felbonté-
st vizsgalata 1073 értékii csillapitasnal és 10~2 nagysagrendii toleranciafaktornal lehetsé-
ges. Az algoritmus nagyobb szamitasikapacitas-igényt a hagyoményos Newton-Raphson-
iteracidohoz képest, igy ez esetben az ésszerd futési id6 és memoriafelhasznalés elérése érde-
kében a teljes tartoményon tetraéder-halo keriilt alkalmazasra. A konvergencia ebben az
esetben mér nagyban fliigg az alkalmazott n hatvanykitevé nagysagatol. A futési idére és

a szabadsagi fokok szaméra vonatkoz6 adatok az 5.5. tabldzatban tekinthetGek meg.

(& ]
surface: bff (A/m?)

0.00zr T A& 243x10%
0.001 : x10'

ok - 2
0,001} 1.5

1

-0.002 - Jwolzxio?

0.03 0,032 0.034 0036 0.038 0.04

5.7. abra. Az arameloszlas allandosult allapotban (6 (E, B))

Az arameloszlas (5.23) alkalmazasa esetén homogén J., értékd (5.8b. abra), mig (5.24) és
(5.25) hasznalatakor jol lathatoan behuzodik a tekercs belsejébe (5.6. és 5.7. abra), melynek
oka, hogy az (5.23) Osszefiiggésnek megfelel6en a megnovekedett mégneses tér hatasara a

vezetSképesség csokken.
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VezetGképesség Szabadsagi fokok szdma Futési idd
(E) 772 101 (108 170) 665 s

(B) 772 101 (108 170) 1904 s
E,B) 193 961 (29 249) 21 066 s

Qi Qul

Qll

5.5. tablazat. Futasi idére vonatkoz6 adatok (szupravezetd, stacionarius)

5.2.2. Bekapcsolasi tranziens

Az (5.23) alkalmazéasanél a bekapcsolas el6tt megfigyelhets a szupravezetSknél jellegzetes
,screening current”, mely jelen esetben egy nagysagrenddel nagyobb, mint a tekercs belse-
jében megjelend aramstirtiség, tovabba az ezzel egyiitt jaré fluxuskiszoritas is jol lathato.
Allandésult allapotban viszont homogén arameloszlast kapunk az 5.2.1. pontban bemuta-
tottakkal osszhangban (a széleken megjelend inhomogenitas a skalabol is lathatoan igen
csekély). A konvergens megoldas megtalalasa nem okoz kiilonosebb probléméat a konstans
Newton-Raphson-iteracié és szegregalt megoldé hasznélata esetén sem, lényegében az n

kitevs nagysigatol fiiggetleniil.

Time=0.8s Surface: Jeta/ff (Afm?) Time=100s Surface: Jeta/ff (A/m?)
x107 f i s x107 i 10
[ 1A 2.46x10 L |{A 251x10
al 1 x10° 3t 1 x10'
2.5¢ 2.5¢ 1
2 a 2l P 11 B2s
1.5} 35 1.5¢ - 1
1t : 1t 1 f{2.48
0.5 3 0.5} 1
or i or 1 t{2.46
-0.5} 25 -0.5¢ 1
-1t 2 -1t 1 H2.44
-1.5} 1.5 -1.5¢ 1
-2f 1 -2f =4 1 W2.42
-2.5¢ -2.5¢ 1
-3t 0.5 -3r 2.4
-3.5¢ 1 -3.5¢ 1
-4t ) ) ) ) ) W 1.29x10° -4t ) ) ) ) ) W 2.39x10%°
0.03 0.032 0.034 0.036 0.038 0.03 0.032 0034 0036 0038
(a) ,Screening current” a bekapcsolas utan révid idével (b) Az arameloszlas a tranziens lecsengése utan

Time=0.8s Slice: (T) Time=100s Slice: (T)

0.25

0.2

I0.15
0.1

0.05

V¥ 9.27x107° ¥ 2.23x107°

(c) A fluxuskiszoritas a bekapcsolas utan rovid idével (d) A magneses tér eloszlasa a tranziens lecsengése utan

5.8. Abra. A keresztmetszeti téreloszlas tranziens esetben (&(E))
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Az (5.24) mégneses tértdl valo fiiggés figyelembevétele hosszabb futési id6t igényel, a kon-
vergencia romlik n értékének novelésével. Altalanossagban elmondhato, hogy n < 10-ig
a tablazatban lathat6 paraméterekkel jellemzett hélozéas esetén az arameloszléds kellGen jo
felbontast, nagyobb n-eknél mar halostirités sziikséges, n > 31 értékek mellett méar nem
tekinthet6 numerikusan stabilnak a megoldéas a hal6zas bizonyos hataron tili stiritése mel-
lett. A futési idSket és a szabadséagi fokok szamét 5.5. tablazatban tekintjiikk meg n = 10

hatvanykitevs alkalmazasa esetén.

Time=0.448 s Surface: -Jx/ff (A/m?) Time=56's Surface: -Jx/ff (A/m?)
%107 i s x107 i 10
1 3.69x10 {A247x10
15 1 x10° 15 1 x10%
1 1 1 1
0.5 1 3 0.5 1
0 112 0 L — 1112
-0.5 1 -0.5 1
a ] W1 I ] W1s
| dige |
25l ‘ ‘ s ‘ ¥ -1.32x10° 25l ‘ ‘ , ‘ ¥ 1.03x10"
0.03 0.032 0.034 0.036 0.038 0.04 0.03 0.032 0.034 0.036 0.038 0.04
(a) ,Screening current” a bekapcsolas utan révid idével (b) Az arameloszlas a tranziens lecsengése utan

Time=0.448 s Slice: (T) Time=56 s Slice: (T)

A 6.9x107° A 0.15
x107°

0.14

0.12

0.1

0.06
0.04
0.02

e

¥ 1.03x1077 V¥ 2.49%107°

(c) A fluxuskiszoritas a bekapcsolas utan rovid idével (d) A magneses tér eloszlasa a tranziens lecsengése utén

5.9. abra. A keresztmetszeti téreloszlas tranziens esetben (6 (E, B))

A tekercs araméanak idéfiiggvénye hasonlo jellegti, mint linearis esetben, igy az ellenallas és
induktivitéas értékeit szarmaztathatjuk a korabbiakban ismertetett koncentralt paramétert
modellbdl. A numerikusan szamitott paraméterek az (5.23) vezetSképesség alkalmazasakor
a kovetkezGek: az ellenallds R >~ 8 uf), az induktivitas L =~ 160,1 uH, ennek megfelelGen
az idsallandd 7 =~ 20,013 s, mig (5.24) esetén ezek az értékek rendre R =~ 14,9 uQ,
L =~169,51 uH, 7 = 11,377 s.

Megfigyelhets, hogy mig allandésult allapotban az arameloszlas kielégité abban a tekin-
tetben, hogy az menetenként lényegében megegyezik, a bekapcsolas elején ugyanez nem
teljesiil. E probléma elméletileg megoldhato a (4.40) PDE (4.45) és (4.46) alkalmasabb
peremfeltételek melletti megoldéaséaval, viszont ez a gyakorlatban se az (5.23), se az (5.24)

vezetSképesség alkalmazasakor nem vezet konvergens eredményre. Erre megoldast jelent-
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het példaul a double dogleg algoritmus implementélas, mely csak stacionérius esetben all

rendelkezésiinkre a szoftver altal. Ez egyelére nem val6sult meg, a tavlati tervek kozott

szerepel.
VezetSképesség Szabadsagi fokok szdma Futési id6
(E) 51 102 (9 938), 550 863 (79 298) 1631 s
7(E,B) 51 102 (9 938), 547 026 (79 298) 40 795 s

5.6. tablazat. Futasi idére és szabadsagi fokokra vonatkozo adatok (szupravezetd, tranziens)
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6. fejezet

Osszefoglalas

Jelen dolgozatban egy ujszert homogenizélasi eljaras keriilt bemutatasra, melynek haté-
konysagat linearis, illetve nemlineéris tesztpéldan keresztiil vizsgaltuk A-®P-formalizmus
mellett. A modell alkalmazasanak feltételeire, illetve korlataira linearis esetben a ko-
rabbi TDK dolgozatban ramutattunk [9], jelen munkaban pedig kiterjesztettiik magneto-
kvdzistaciondrius megkozelitésre. Ezt kovetSen a nemlinearitas vizsgalatit magash&meér-
sékletl szupravezets szalagtekercs példajan keresztiil végeztiik, bemutatva az ezzel kap-
csolatos f6 kihivasokat, illetve szamot adtunk a modellezés korlatairél is. Eredményeinket

eddig két nemzetkozi konferencian is prezentaltuk [35] [38].

A kozeljovében meg kivanjuk valdsitani a A-®-formalizmus hatékonysidganak ndvelését,
testhezallobb nemlinearis megoldodalgoritmus implementélasaval, tovabba a H-formalizmus
vizsgalatat, mind bekapcsolési jelenségre, mind egyéb gerjeszt&jelekre. A késébbiekben ki
tervezziik terjeszteni a vizsgélatainkat a hétani modellezés irdnyaba is. Ezt figyelembe

vehetjiikk mind a kritikus aram, mind a quench-jelenség szimulécidja soran.
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