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Kivonat

A rendelkezésre allo szamitasi teljesitmény folyamatos novekedésének és a
numerikus modszerek elterjedésének koszonhetéen egyre mélyrehatobban tudunk
foglalkozni az akusztikus hangszerek hangszintézisével, a hangkeltés folyamatanak
szimulalasaval. Dolgozatomban kiilonb6z6 rézfuvds hangszerekhez készitek fizikai
modellt (kiirt, trombita, harsona). A hangszercsaladon beliil a hangkeltés modja hasonlo,

a f6 eltérést az egyes hangszerek k6zott a rezonator geometriaja jelenti.

A rézfuvds hangszerek esetében a hangszertestbe zart levegdoszlopot a jatékos
ajkainak mozgasa ¢és az ajkak kozt atpréselt levegd gerjeszti. A csOben végigterjedd
hullam a nyitott végrol visszaverddik és visszahat a gerjesztésre, ily modon az ajkak és a
levegdoszlop csatolt rendszert alkot. A fizikai modellezés soran kihivast jelent az ajkak
és a légoszlop alkotta csatolt rendszer leirdsa, a hossztengely mentén valtozo
keresztmetszetli hangszertestben a fali veszteségek kezelése, illetve a nagy amplitidok
mellett megjelend nemlinedris terjedési jelenségek figyelembevétele. Valosaghti modell

megalkotasahoz a fent emlitett problémak sikeres megoldésa elengedhetetlen.

Jelen dolgozatban elkészitem harom kiilonb6z6 rézfuvos hangszer geometriai
modelljét és az ebbdl szamitott bemeneti impedanciafiiggvényt Osszehasonlitom az
irodalmi adatokkal. Bemutatom a hullamterjedés leirasahoz hasznalt Menguy-Gilbert-
ismertetem az ajakmodellezéshez hasznalt egyszabadsagfoku mechanikai oszcillatort és
annak megvalositasat. A terjedésmodell ¢és a gerjesztésmodell kiilon-kiilon
implementalasa utan a két részegységet 6sszekapcsolom €s szimuldlom a csatolt rendszer

miikddését, vizsgalom a hangszer lesugarzasat kiilonbozd paraméterek mellett.

Példaszamitasokkal igazolom a modell megfeleld miikodését, valamint tSbb
tesztesetet i1s megvizsgalok a kiilonbozd paraméterek hangoldsaval €s a geometria
megvaltoztatasdval. A paraméterek valtoztatasdnak hatasat szintetizalt hangmintékon is
bemutatom. Az eredményeket értékelem és javaslatot teszek a modell kibdvitésére,

tovabbfejlesztésére.



Abstract

Thanks to the continuous increase in the performance of computers and the
common use of numerical methods, we can examine sound synthesis and simulation of
the sound production process of acoustical instruments in more and more details. In my
study, | create a physical model, suitable for several brass instruments (horn, trumpet,
trombone). Within this family of musical instruments, the actual process of the sound

production is very similar, the main differences are due to the geometry of the resonator.

In the case of brass instruments, the air column enclosed in the body of the
instrument is excited by the movement of the player's lips and the air forced through them.
The wave propagating along the bore is reflected from the open end and reacts on the
excitation, thus forming a coupled system of the lips and the air column. We face several
challanges in physical modeling, including the definition of the coupled system created
by the lips and the air column, treating the wall losses in a bore with varying cross-section
along the longitudinal axis, or the consideration of nonlinear propagation occurring at
high amplitudes. A successful solution to these problems is essential for creating a

realistic model.

In this study | make a geometric model of three different brass instruments and
compare the input impedance functions calculated from geometry with the data published
earlier. I review the Menguy-Gilbert model used for describing the wave propagation and
the matemathical apparatus required for numerical simulation of the propagation. | also
describe the single-degree-of-freedom mechanical oscillator used for modeling the lips.
After the implementation of the propagation model and the exciter model separately, |
connect the two components and simulate the operation of the coupled system, and

examine the radiation of the instrument under different parameters.

| verify the proper operation of the model with example calculations, and I
examine several test cases by tuning the various parameters and changing the geometry.
I also show the effect of changing the parameters by means of synthesized sound samples.

| evaluate the results and make suggestions on expanding and improving the model.



1 Bevezetés

A fuvos hangszerek az aerofon hangszercsaldd egy specialis részhalmazat
testesitik meg. Aerofon hangszernek neveziink minden olyan hangszert, amely levegével,
levegOpotlassal miikddik. Fuvds hangszerek esetén a hangszer miikodtetéséhez sziikséges
levegdt a jatékos 1égzdészervel biztositjak, ellentétben példaul az orgonaval, amely szintén
aerofon hangszer, azonban a sipok levegépoétlasardl egy mechanikai rendszer
gondoskodik. A nyugati zenében a fivos hangszereket, épitési anyaguktol fliggetleniil, a
»fafavos” vagy a ,rézfuvos” kategoériaba szokas sorolni. A besorolas nem teljesen
konzekvens, jellemzden a tolcséres fuvokaji hangszereket szokds a ,,rézflivos”

kategoriaba sorolni, a tobbi hangszert pedig ,,fafivosnak™ cimkézik.

A fuvos hangszerek hangkeltése a zenei akusztika és az aramlésakusztika mai
napig is aktivan kutatott teriilete. Ennek oka a hangkeltési folyamat 6sszetettsége, illetve
a modellezéshez sziikséges eszkoztar sokszinlisége. Rendszeresen sziiletnek a témaban
publikaciok, melyek a hangkeltési mechanizmus jabb és ujabb részleteit fedik fel. Jelen
dolgozatban egy olyan csatolt szamitdgépes modellt és szimuladcios rendszert épitek fel,
mely képes rézfuvos hangszerek hangjanak fizikai modell alapjan torténd szintézisére.
Az éltalam megalkotott modell figyelembe veszi az ajak és a 1égoszlop kozti csatolast, a
nagy amplitidok esetén jellemz6 nemlinedris effektusokat €s a fali veszteségekbdl adodo
csillapitast. Az idOtartoméanybeli szimuldci®6 bemenetei a hangszer geometridja, a
gerjesztés paraméterei illetve a gerjesztdjel, mely szdjiiregben uralkodd nyomas.

A szamitasok kimenete pedig a lesugarzott hangnyomas.

A kovetkezd fejezetben attekintem a rézfuvos hangszerek altalanos jellemzdit és
a hangkeltés fizikai hatterét. A harmadik fejezetben a rézfuvos hangszerek
hangkeltésének modelljét tekintem at. A szamitogépes szimulaciokhoz felhasznalt
modszereket a negyedik fejezet részletezi. Az 6todik fejezetben bemutatom az egyes
részmodelleken ¢és a teljes csatolt modellen végzett szimulaciok eredményeit.

A dolgozatot a hatodik fejezet rovid Osszegzése és kitekintése zarja.



2 Rézfuvos hangszerek

2.1 A hangszercsalad altalanos jellemzoi

A dolgozat soran tobb konkrét rézfuvos hangszer neve is fel fog mertilni.
Felépitésiik sok szempontbol nagyon hasonlo, ezért a nagyobb részegységeket érdemes
altalanossagban attekinteni. Alapvetéen minden rézfuvds hangszer egy valtozo
keresztmetszetii, tobbszorosen meghajlitott cs6bdl (vagy csovekbdl) all, melynek egyik
végén a fuvoka taldlhatd, a masik vége pedig tolcsérszeriien kiszélesedik. Egyes
hangszereken talalunk billentyiiket is, amik az aktualis cs6hosszt képesek megvaltoztatni,
ezaltal mas hangmagassagot eredményezve. A hangszerek kozti kiilonbség a cs6
meghajlitasaban, illetve keresztmetszete valtozasaban keresendé. A tovabbiakban
emlitett részegységek tehdt minden rézfuvds hangszerre értelmezhetéek, csak

méretiikben és pontos geometridjukban térnek el egymastol.

2.1.1 Favoka

A jatékos ajkahoz kozel esd részt hivjadk fuvokanak, amely tolcsér- vagy
csészeformaju. A fuvokdhoz szoritott ajkak rezgése gerjeszti a csében 1évd
levegboszlopot. A zenész ajkai feszességének, a rajta atpréselt levegd mennyiségének,
modositani a megszolald hang magassagat. A fuvoka amellett, hogy a hangszer
megszolaltatasat konnyebbé, kényelmesebbé teszi, kozremiikddik abban is, hogy az egyik
végén zart rezonatorcsovekre jellemzd, csak a pdaratlan rendszdml részhangokat
tartalmazo rezonanciasort a természetes felhangsorhoz kozelitse. Az ajkakkal lezart
favoka egy kis iiregrezonatorként miikodik, és ahogy a jatszott hang magassaga kozelit
ennek az iiregrezondtornak a sajat frekvencidjahoz, a hangszer rezonatorcsove
akusztikailag fokozatosan meghosszabbodik, kozelitve a fuvoka térfogatanak megfeleld
mértékben megndvelt cs6hosszusagdhoz. Az egyre magasabb rezonancidk igy egyre

inkabb eltérnek lefelé eredeti magassagukhoz képest.



1. abra: Kiirtfuvokak

2.1.2 Egyenes cs6

A favokahoz kapcsolodik egy kozelitdleg konstans keresztmetszetli csOrész,
amiben a gerjesztés hatasara alléhullamok alakulnak ki. A hangkeltés nyelvsip jellege
miatt a csé akusztikailag egyik végén zartnak tekinthetd. A rézfuvods hangszereknél
emlitett cs6 meghajlitdsa a hangszer altal lesugarzott hang jellegére nincs nagy hatéssal

[5], éppen ezért a tovabbiakban ettdl eltekintiink.

2.1.3 Tagulé tolcsér

A rezonator csO vége tolcsérszertien kitagul, ezzel elésegitve a hang lesugarzasat
a térbe, valamint nagy szerepe van a sajat frekvencia hangolasaban is. Ahogy azt Backus
IS megmutatta, a favokaval, illetve az egyenes ¢s taguld szakaszbol allo tn. kompozit kiirt
kialakitasu hangszertest kozel harmonikus sajatfrekvencia-sort eredményez [6]. Ebben
mindegyik részegységnek fontos szerepe van, a harmonicités jelentdsen romlik barmelyik
egység elhagyasaval. Ezt a jelenséget Handbauer Tamas korabbi szimulacids eredményei

is igazoljak [7].

2.2 A hangkeltés fizikaja

A rézfivos hangszerek hangkeltésénél a modellezend6 akusztikai rezgdrendszer

all magabol a jatékosbol, aki megszolaltatja a hangszert, €és a hangszerbdl. A



hangkeltésnek két logikailag elkiilonithetd részegysége van: a generator €s a rezonator
[8]

A generator (maga a jatékos) taplalja energiaval a rendszert, ezzel fenntartva az
oszcillaciot. A jatékos megfujja a hangszert, az ajkai rezgésbe jonnek, az ajkak rezgése
megrezgeti a hangszerben 1évo levegboszlopot. A gerjesztés altal elinditott siiriség- és

nyomasvaltozas a cs6ben hanghulldmok forméjaban terjed.

A rezonator nem mas, mint maga a hangszertestbe zart 1égoszlop. A nyitott végen
a hullam reflexiot szenved el, az energia egy része visszaverddik, egy része lesugarzodik.
A nyitott végrol visszaverddo hanghullam visszahat a gerjesztésre és igy csatolt rendszer
alakul ki. A rezonator elsddleges funkciodja, hogy a betaplalt energiat lesugarozza a térbe.
Ha energetikai szempontbdl vizsgalodunk, akkor allandosult allapotban a jatékos altal
betaplalt energia egy része hangként sugarzodik le a hangszer nyitott végérol, masik része

pedig a rezonator veszteségei miatt elvész. Igy alakul ki az egyensulyi allapot.

Vegyiik sorra milyen paraméterek és hogyan befolyasoljak a hangszer hangjat. A
csO hossza a hangmagassaggal van kapcsolatban, a cs6 geometriaja, illetve a reflexios
tulajdonsagok pedig a hangszinnel. Ezek a tényezdk egylittesen figyelembe vehetdk a
hangszertest bemeneti impedancidjanak szamitasaval [9]. A rézfivos hangszereknél a
bemeneti impedancia kulcsfontossdgii mennyisé€g, ennek részletes szamitasat egy késdbbi

fejezetben részletesen bemutatom.

Az ajkak kozt megjelend levegd térfogatsebessége gerjeszti a rezonatort. A
rezonator végeén visszaverddik a nyomashullam, ezért erd hat vissza a rezgd ajkakra. A
gerjesztés akkor a leghatékonyabb, ha kis térfogatsebességhez nagy visszahatd erd
tartozik és az megfeleld fazisban hat az ajkakra, igy erdsitve annak rezgését. Ebbdl az
okbol kifolyolag a bemeneti impedancia maximumbhelyei lesznek azok a frekvencidk,

amin a hangszert meg lehet szolaltatni.



3 A hangkeltés modellezése

3.1 A rezonator jellemzése a bemeneti impedanciaval

3.1.1 Tavvezeték analogia

A bemeneti impedancia szamitasahoz felhasznaljuk a tavvezeték analdgiat. Ebben
a szemléletmodban a cs6é megfeleltethetd egy tavvezetéknek, és bizonyos fizikai
mennyiségek parhuzamba allithatdak. A csOben tapasztalhatdé nyomas megfelel a
tavvezetéken mérhetd fesziiltségnek, a térfogatsebesség az aramnak, a csé végén 1évo
sugarzasi impedancia a tdvvezetéket lezdré impedancidnak, illetve az akusztikai
hullamimpedancia az elektromos hullamimpedancidnak. A bemeneti impedancia a

fentiek ismeretében szamithato a villanytani 0sszefiiggés alapjan:

VAR A jtan(kh)

A
be 0 7o+ Z; jtan(kh)

€y

ahol Z,,. a bemeneti impedancia, Z; a lezaré impedancia, Z, a hullamimpedancia,

k a hullamszam és h a csO hossza.

Gyakorlatban a bemeneti impedancia szamitasat ugy végezziikk el, hogy a
hangszercsovet felosztjuk kis szakaszokra. A csé végérdl indulunk, a legutolsé darabnak
ismerjiik a lezaréasat, a sugarzasi impedanciat. A hulldmimpedancidja szamithat6. Ebbol
megkomponalhatjuk az utolsé darabra a bemeneti impedanciat. Tovabblépiink az utolso
eldtti darabra, melynek lezard impedancidja az utolsé darab bemeneti impedancidja lesz.
A hullimimpedancia valtozatlanul kiszdmolhatd, ¢és a bemeneti impedancia
megkomponalhat6 a kettd ismeretében. A modszert folytatva végighaladunk a csévon €s
az els6é darabra elvégzett szamitds végeredményeként megkapjuk az egész csore

vonatkozd bemeneti impedanciat.

3.1.2 Fali veszteségek

A bemeneti impedancia tényleges szamitasa el6tt érdemes figyelembe venni még

a fali veszteségeket. A fali veszteségek két 6 komponensbdl tevodnek Ossze. Egyrészt

10



viszkozus veszteség, aminek oka, hogy a csében halado levegd surlddik a cs6 falaval, igy
a fal kozvetlen kozelében a részecskesebesség a kisebb, mint a csé tobbi részén. Masrészt
termikus veszteség, mert az allando hémérsékletii csdéfallal hdcsere torténik, €s ez

veszteségként jelenik meg [10].

A kétféle veszteség figyelembe vehetd egy modositott hullamszammal k’-vel,

melyet az alabbi modon definidlunk.

k' =k —ja 2)
v = ﬁ (3)
a = —Im{k'} 4)

Az a mennyiség a csillapitasi tényez0, amely aranyos a frekvencia gyokével és forditottan
aranyos a csO sugaraval, de fiigg a hémérséklettdl is, v pedig a hullam fazissebessége. A
nyomashullam terjedését leird egyenletébe beirva a modositott hullamszamot latszik,
hogy a fali veszteségek a hullamterjedésben egy exponencidlis csillapito tagként jelennek

meg.

p(x,t) = Py e (k=@ gjot — p g=ax g=jkx gjwt -

Tekintve, hogy k’ valos része is frekvenciafiggd, ezért a hullamszam alapjan
szamolt sebesség is frekvenciafliggd lesz. A sebesség €s a csillapitéasi tényezd értékét a
frekvencia fiiggvényében a 2. abra mutatja, T = 22°C homérséklet mellett egy r = 10 mm

alland6 sugara csében.
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2. abra: A sebesség és a csillapitasi tényez6 értékei frekvencia szerint

3.1.3 Bemeneti impedancia

A tavvezeték analogia és a fali veszteségek targyaldsa utan belefoghatunk a
bemeneti impedancia szamitasaba. A szadmitashoz egy szimpla egyenes csd, valamint
tobb konkrét rézfuvos hangszer geometriajat is implementaltam. Név szerint egy

trombita, egy kiirt és egy harsona geometriardl van szo.

A harom hangszer geometridjat hasonlé megkozelitéssel, négy kiilonbozo
csOszakaszt hasznalva alkottam meg. Mind a harom hangszer tdlcséres végén cosh
fliggvényt hasznaltam, mely katenoid kiirtét ir le [11]. Kozépen az allandd
keresztmetszetli résznél konstans fliggvényt vettem. A fivokanal a keresztmetszet el0szor
linedrisan Osszeszlikill, majd gyokfiiggvény szerint kitagul. A harom eltérd
hangszergeometriat ebbdl a négy kiilonbozé fliggvénybdl kompondltam meg. A
hangszerek méretei természetesen eltérdek és a fliggvényeket is mas-mas aranyban
hasznaltam a hangszerek teljes cs6éhosszahoz képest. A térbeli felbontas mindegyik

esetben az adott hangszer L hosszusaga, valamint N = 1000 paraméter mellett dL =

L/N. A modell az ilyen dL hosszu egyenes csészakaszokbol épiil fel. A szamitas soran a

12



sugarzasi impedancia értékét zérusnak vettem, ami annyira nem all tavol a valosagtol. A
tapasztalat azt mutatja, hogy a sugarzasi impedancia hatasa csupan magas frekvencian

szamottevo.

A korabban ismertetett modon szamoljuk a bemeneti impedanciat. A 3-8 abrak a
kiilonbozé hangszergeometriakat mutatjak, vagyis a cs6 sugarat a hossz fliggvényében,

valamint a hangszerek bemeneti impedancidjat a frekvencia szerint.
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3. abra: Kiirt geometriaja
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4. abra: Kiirt bemeneti impedanciaja
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5. dbra: Harsona geometridja
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7. abra: Trombita geometridja
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8. abra: Trombita bemeneti impedanciaja

A kialakul6 els6 modus zeneileg értelmetlen. A masodik mdduson lesz az
alaphang, majd az impedanciacsticsok a harmonikus felhangsort kovetik, a 2:3:4:5: ...
aranyokkal. Tehat amennyiben az alaphang frekvenciaja 2 f,, akkor a felhangok 3f;, 4f,,
5f, sth. szabaly szerint kovetik egymast. A fali veszteségek hatasa az impedanciacsticsok
lekerekedésében és a késébbi csucsok ellaposodasaban jelentkezik. Az eredményeimet a

kovetkez6 1-3. tablazatokban is 6sszefoglaltam:
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1. tablazat: Kiirt bemeneti impedanciacsiicsai

-y f[Hz] ([2]
Erdsités
f [Hz] forras
[MOhm, dB]
eredményei)
20 33.99 23.2
61 29.2 64.8
103 27.27 103.7
145 26.1 144.7
186 25.27 181.9
227 24.73 220.3
267 24.22 256.2

2. tablazat: Harsona bementi impedanciacsucsai

oy f[Hz] ([2]
Erdsités
f [Hz] forras
[MOhm, dB]
eredmeényei)
38 30.09 38.3
115 27.11 113.2
187 26.99 174
247 27.82 233.2
293 29.67 296
343 30.5 350.9
396 27.75 410.1
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3. tablazat: Trombita bementi impedanciacsiicsai

e f[Hz] ([2]
Erdsités
f [Hz] forras
[MOhm, dB]
eredményei)
81 38.45 83.5
240 36.12 234.2
379 37.72 353.1
476 39.89 469.1
566 42.1 591.6
665 38.59 702.7
774 32.18 812.5

Az implementalt hangszer geometriak alapjaul a [2]S. Bilbao — J. Chick: Finite
difference time domain simulation for the brass instrument bore, j. Acoust. Soc. Am.,
Vol. 134, No. 5 (2013), p. 3860-3871, PACS  43.75.Fg[JW],
http://dx.doi.org/10.1121/1.4822479 forras szolgalt, ezért a bemeneti impedancia
eredményeimet is 0sszehasonlitottam a cikkben taldlhatoakkal. A forrasban sajnos csak a
mért frekvenciaértékek kapnak pontos emlitést, a kiilonbozd frekvencian mért erdsités
értekek nincsenek szamszeriisitve, igy azokkal nem tudtam Osszehasonlitani az én
eredményeimet. A frekvencia értékek azonban egészen jo fedést mutatnak. A nagyobb
eltérések oka, hogy csak kozelitdleg ugyanazt a geometriat hasznaltuk a szdmolasnal.
Sajnos a forrds nem emliti a pontos geometriai méreteket, igy csupan a geometriat

abrazol6 grafikonrol tudtam leolvasni a kozelitdleges paramétereket.

3.2 Nemlinearis hullimterjedés: Menguy-Gilbert-modell

A hullamterjedés modellezéséhez egy olyan modellt kerestem, ami figyelembe

veszi a fali veszteségeket, a valtozo keresztmetszetet €s a nemlinearis hullamterjedést is
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tartalmazza. A nemlinearitas kulcsfontossagu, mert a kutatdsok szerint ez nagy hatéssal
van a rézfivos hangszerek sajatos hangzasara [12]. Igy esett a valasztds a Menguy-
Gilbert-modellre [16], amely id6tartomanyban értelmezendé és a fentemlitett
jelenségeket mind tartalmazza. A modell tomeg-, lendiilet- és energiamegmaradéasbol
indul ki, majd munkaponti sorfejtéssel a masodrendii tagokat még megtartja. A vizsgalt
hullamteret leegyszertisiti és csupan kimend (+ irdnyba terjedd) és beérkezo (- iranyba
terjedd) hullamokat targyal, amik egymassal nem 1épnek kdlcsonhatasba. A modell bar
egy egydimenzios egyenletre vezet, de tartalmazza a fallal valdé kolcsonhatast a
hullamfrontok keresztmetszeti atlagolasanak segitségével. A modellt leird egyenlet a

kovetkez6:

+ +\2 -1/2 + 2,,*
P L (ot + U # 88y o g DOy g O (6)

A kék rész az a egyiitthatoval a lineéris hulldmterjedést reprezentalja. A piros rész a b
egyiitthatoval a nemlinearis hullamterjedésért, a fekete tag a valtozo keresztmetszetért
felel. A lila rész a c egyiitthatoval a fali veszteség, a z6ld rész a d egyiitthatoval a
kiilonboz6 egyéb belsé veszteségek. A modell azt feltételezi, hogy a csében sikhullamok
terjednek, melyek a terjedés soran egymastol fiiggetlenek. A pozitiv és negativ iranyba
terjedd ut sebességhullamokat a cs6 végén torténd reflexio, illetve a gerjesztés hatdsa

kapcsolja Ossze.

A fali veszteséget leird tagnal megjelenik egy —%2-es derivalt tag. Ennek a
kifejtése konvoluciohoz vezet. Konvolucidhoz a valtozok 1d6torténetét azonban el kellene

taroljuk, melynek kovetkeztében eggyel novekedne a probléma dimenzidja és még jobban

-1/2 e
szamitasigényessé tenné a folyamatot. Az Py operator egy w(t) kauzalis fliggvényre

az alabbi mdodon definialhato:

-1/2
aat_—l/z w(t) = % * W = \/% fot(t — 1) Y2 w(r)dr )
6_1/2
2 (@) = == (@) ®
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Annak érdekében, hogy a konvoluciot elkeriiljiik, segédvaltozokat vezetiink be,
¢s numerikus kvadratira szaballyal (stlyok, alappontok) kozelitjiik az integral értékét. A
frekvenciatartomanyban felirt alakbol lathatd, hogy a Y2-es derivalt megjelenése a fali
veszteségeknek a frekvencia gyokével forditottan aranyos fiiggése a felelds. Ez a fliggés
vonja maga utan a k hullamszam, a v sebesség ¢és az a veszteségi tényezd

frekvenciafiiggését.

3.3 A gerjesztés modellezése

A jatékos ajkait egy mechanikai oszcillatorként értelmezziik, amely a rezonétor
bemenetéhez csatlakozik. Az itt ismertetett rendszerben csak a jatékos felsd ajkat
modellezziik és annak csupan a fliggéleges elmozdulasat vessziik figyelembe. A statikus
kolcsonhatasba nem 1épnek egymassal. A vonatkozo szakirodalomban léteznek

bonyolultabb modellek is, itt azonban erre az egyszerisitett modellre szoritkozom [19].

A fels6 ajkat egy vékony, merev téglalapként értelmezziik, amely h magas ¢és [

széles, valamint ¢ szoget zar be az x-tengellyel. igy a felsd ajak vertikalis feliilete:

A= hlsing )

Az m tomegu fels6 ajak folé egy rugd (k rugdallandd) és egy csillapitas (r
egyiitthato) van felfliggesztve, melyek az ajak merevségét €s csillapitasat reprezentaljak.
A jatékos szdjdban a nyomads p,,, a rezonator bemeneténél p.. A gerjesztés fizikai

modelljét a 9. abra mutatja.
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k% =

Pm Pe

9. abra: A gerjesztés fizikai modellje

A rezonator bemeneténél mérhetd p, nyomas a csOben odafelé terjedd

nyomashulldm és a visszavert nyomashulldm szuperpozicidja.

Pe = Do + Do (10)

Az m tomegli ajakra hatdé erdk kifejezésével felirhatd az ajak mozgasa

differencidlegyenletként (mozgasegyenlet).

mii=F—ku—ru (12)

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasdhoz a Newmark iddlépéses sémat

fogom alkalmazni, melyet részletesen targyalok a kovetkezd fejezetben.
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3.3.1 Az ajakra hato eré szamitasa

A (11) egyenletben lathato ajakra hatd F eré az ugynevezett acroakusztikus erd,
és a (12) egyenlet szerint definialando, vagyis az ajakra hat6 erdk ereddjét a szajiiregben

¢s a rezonatorban uralkodé nyomasok kiilonbsége adja.

F =APmn —pe) (12)

Az A értéke szamithatd a (9) 0sszefiiggés alapjan, a p,,, (t) a jatékos szajaban 1évo
nyomas, ami a modelliink bemeneti paramétereként szolgal, tehat ismert az id6

fliggvényében. Az er6 szamitasahoz a p,, értékét kell meghataroznunk.

Feltételezziik, hogy a jatékos ajkai kozt atpréselt levegoéfolyam joval gyorsabban
épiil fel, mint a rezgés egy peridodusa, a levegd Osszenyomhatatlan és a viszkozitas
elhanyagolhato a jatékos szdjaban és az ajkak kozott. Kovetkezésképpen, érvényesek a
Bernoulli- és a tomegmegmaradas egyenletei. A Bernoulli-egyenlet megadja, hogy ha
veszilink két eltérd nyomasu térrészt (esetiinkben p,,, és p,), €s biztositjuk a levegd utjat
a két térrész kozott, akkor a levegd mekkora sebeséggel fog megindulni egyik térrészbol
amasik felé, annak érdekében, hogy a nyomas kiegyenlitddjék. A torvény matematikailag

megfogalmazhato a (13) egyenlet szerint.

v = 2 (Dm—Pe) (13)
\I Po

Figyelembe vessziik tovabba, hogy amennyiben teljes reflexioérol beszEliink,
abban az esetben a kifelé mend pf megegyezik a beérkezd p; értékével, tehat a (14)

egyenlet érvényes.

Pe = Ps + P =2p; (14)

A Bernoulli-torvényt, a teljes reflexional érvényes (14) egyenletet és a nyomas

crer
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P= = =7ZU (15)

P, = {Zpe‘ - %‘Py(‘l’y —J¥2y2+4|pm—2p;l) , hay>0 (16)
e
2pe hay <0

Az egyenlet jobb atlathatdosaganak érdekében bevezetett valtozok definicioja a
(17) és (18) egyenletben lathatd, ahol Z,. a (20) egyenlet szerint van definialva, S(0) pedig

a légoszlop bemeneti keresztmetszete.

§ =sgn(pm — pe) = sgn(Pm — 2pc ) (17)
2 c

W—ZZC\&—I,/Z,DO% (18)

Z. =2 (19)

A p, meghatarozéasa utan a (12) egyenlet alapjan szamithat6 az ajakra hato erd.
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4 Numerikus megoldas

4.1 Konvolucio helyettesitése kvadratiaraval

A 3.2 fejezetben ismertettem a hullamterjedéshez hasznalt Menguy-Gilbert-
modell alapfeltevéseit és az ebbdl kovetkezd matematikai problémat. Adott a modell
egyenlete (6), aminek bal oldala jellegét tekintve nagyon hasonlit egy hullamegyenlethez,
a jobb oldala reprezentalja a fali- és egyéb belsé veszteségeket. Azt mar tudjuk, hogy a
fali veszteségek miatt jelenik meg a terjedési sebesség frekvenciafiiggése. Az ezt leird
specialis operatort definialtam a (7) egyenletben és Fourier-transzformacio segitségével

megadtam az értékét a frekvencia tartomanyban a (8) egyenletben.

A célunk a konvolicié nélkiilozése, hogy elkeriiljiik a kiillonbozd valtozok

id6torténetének eltarolasat, ezért egy alternativ megkdzelitést hasznalunk fel a

6_1/2
at—l/Z

w(t) Osszefiiggés értelmezésére.

A megkozelités lényege, hogy ahelyett, hogy egy fliggvényrdl tarolnank el sok
mintat, inkabb tobb kiilonbozé fiiggvényt hasznalunk. gy a (7) képlet idé szerinti
integraljat at tudjuk irni egy ugynevezett @(t,8) fliggvény 6 szerinti integraljara (20),
ahol a ¢(t, 8) fiiggvény a (21) egyenlet szerint definialando és kielégiti a (22) feltételeket.

6_1/2

——=m w(t) = J, o(t,6) do (20)

@(t,0) = %fote‘(t‘f)gz w(t) dt (21)

at

{6_(,0 = —0%p + % w
¢(0,6) =0

(22)

4.1.1 Kvadratura-szabaly

A (20) egyenletben szerepld integralt numerikusan kozelitjiik, melyhez a

crer

fliggvényre a (23) osszefliggés irja le.
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[P f@ de= S wi f(x) (23)

Az ilyen fajta integralkozelitéssel hiba nélkiil integralhatok a legfeljebb 2N — 1
rendii polinomok. Lényege, hogy kiszamitunk alappontokat a hatarozott intervallumon
beliil, az integralandd fliggvény jellegétél fiiggben. Minden x; alapponthoz
meghatarozunk egy w; sulyt. Ezek megvalasztasa szintén az adott formulatol fiigg. A
kvadratara kozelités tehat a képlet szerint, az alappontokon felvett fiiggvényértékek w;

szerint sulyozott 0sszege.

A (20) egyenlet integraljanak kvadratira-szabaly szerinti kozelitése a (24)
Osszefiiggésben lathato, ahol L darab alappontunk van, p; a kvadratura stly és 6; a
konkrét alappont. Ennek a harom paraméternek a megvalasztasa kulcsfontossaga a

kozelités pontossagara nézve.

=z WO = Xl o(t,6) = T 9i(t) (24)

A modszer alkalmazasa soran az L darab kiilonboz6 ¢, segédfiiggvényt fogjuk

hasznalni, ahelyett, hogy a teljes id6torténetet eltarolnank.

4.1.2 Gauss-Jacobi kvadratara

A megkozelités matematikajat részletesen targyalja a [3] forras, én a levezetést
nélkiilozom, csupéan a (25) képletben lathatd eredményt hasznalom fel. Esetiinkben az

a = 1/2 eset all fenn.

o (1] [[l] —
Ul p gp, (25)

(w)® =2 (-1l =2

0 jw+ p?

ahol @ = 2a — 2[a] + 1.
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A sulyok és alappontok megvalasztidsa sokféle megkozelités szerint torténhet.
Polinomok esetén az idealis alappontokat a Gauss-Legendre kvadratura adja. A Gauss-
Jacobi kvadratura ennek egy moddositott valtozata, melyben egy rogzitett alaku, elére
ismert sulyfiiggvénnyel szorozzuk az integralando fliggvényt. A Gauss-Jacobi kvadratira

az alabbi alaku integralt kozeliti.

Lo de= [(1—0%A+xP g(x) dx= T, w' g(x'), (26)

ahol az elére nem definiélt fliggvényiink a g(x).

A kovetkezOkben egy helyettesitést vezetiink be annak érdekében, hogy a (25)

egyenlet [0, oo] integraljat hatarozott integralként kezelhessiik.

_Q-9*, - _1-yp dp _ _, (1-0)
P= a2 9= % aa — 4 (1+7)3 (27)

A fenti helyettesitéseket alkalmazva a (25) egyenlet integralja atirhato a (28)

szerint.

o pﬁ +1 (1_(7)2&+1 (1+(7)—(2&—1) _
: dp = 4 —— dg (28)
fO jw+ p? f—l (1+3)* (jw+8+g;:)

A Gauss-Jacobi kvadratira szabalyt (26) az (1 — @)¥(1 + Q)E sulyfiiggvénnyel
szamitjuk, ahol ¥ = 2a& + 1 és f = —(2a — 1).
Ily modon a kvadratura felhasznalhato a (25) egyenlet integraljanak kozelitésére

az alabbi modon, ahol Zj reprezentélja a stlyt és q; az alappontot.

o p@ L 4 a+g)Tt
fO jw+ p? b= Lj=1 ' (1—ﬁ]) 4 (29)
jw+
<(1+ﬁj)>
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1/

A (6) egyenletben talalhato o

formula ezek alapjan helyettesitheté a (24)

t—1/2
egyenletben ismertetett kozelités szerint, feltéve, hogy a @ (t, 0) fliggvény kielégiti a (22)-

ban szerepld differencidlegyenleteket.

dut + (ut)? ads 4 _
o+ (faut + L) £250 (30)
-1/2
A (6) egyenlet Fourier-transzformacioja vezetett a (8) egyenlet altal leirt iz

frekvenciatartoménybeli meghatérozéséhoz. Tekintve, hogy a (30) egyenlet gyakorlatilag

crer

kozelitést kaphatunk a —— frekvenmatartomanybeh értékére.

at—1/2

7o) = Zok g @y

+jw

A (8) képletben ismertetett analitikus y(w) értékbél szamolhatunk k
hullamszamot, amelybdl a v sebesség értéke meghatarozhatd. Ugyanez megteheté ¥(w)
alapjan is. Célunk, hogy a kvadratira kozelités paramétereit jol megvalasztva az
analitikus sebesség értékhez minél kdzelebbi értéket kapjunk. Ehhez az optimalizaland6

koltség fliggvény a (32).

2

2 (o )

2w _ 4|
Sy 00} LK) = They [E29 1| = T,

Az optimalizalas eredményét a 10. abra mutatja egy » = 10 mm sugaru allando
keresztmetszetli JOl Osszehasonlithaté az analitikus sebességérték, valamint a Gauss-
Jacobi kvadratira és az optimalizalt kvadratirdk, fminsearchbnd ¢és solvopt
optimalizacios eljarasok segitségével szamolt sebességek értéke. Az fminsearchbnd a
koltségfiiggvény  értékét  minimalizalja, betartva a  valtozokra  megadott
tartomanykorlatokat, a solvopt pedig az optimalizalasban tovabbi kényszereket is képes
figyelembe venni. Az abrarol szemmel is jol leolvashato, hogy az eredeti Gauss-Jacobi

kvadraturtival elért kozelités az alappontok és sulyok optimalizalasaval jelentdsen
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javithatd. Az is megfigyelhetd, hogy a legjobb eredményt a solvopt megoldasa adja,

amely szinte tokéletes fedésben van az analitikus értékekkel.

345 N
E [
i ——
> ol o
.gj’ |
0
8 Analitikus
% Gauss-Jacobi
R4 fminsearchbnd
i.% SOIVOpl

10°% 10 =

E 100 ¢
g ,-./..,
11’101_ ,j.y—-"’,___
E ”/
m -
: /—/
: /’
8 10-2 '::C" - | I ‘

102 10°% 104 -

Korfrekvencia w [rad/s]

10. abra: A sebesség és a csillapitasi tényezo értékei frekvencia szerint

Az itt abrazolt eredményeket n = 8 fokszamu kvadratira kozelitéssel értem el. A
11. abra jol mutatja, hogy ekkora rendti kozelités mar kivald eredményt ad, és a fokszam
tovabbi novelése mar nem adna szignifikdnsan jobb eredményt. A grafikon a kiilonb6z6
fokszamu kvadratira kozelitések hibdjat mutatja. Az optimalizadlashoz kivalasztott

frekvenciatartomanyt 20 Hz < f < 20 kHz-nek valasztottam.
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11. abra: A kiilonb6z6 kvadratura fokszamok relativ hibai

4.2 Egydimenzios véges térfogat modszer a hullamterjedésre

4.2.1 Linearis eset

A terjedést leird eredeti Menguy-Gilbert-modell egyenlet a (6). Eldszor az
egydimenzids, linedris esetet vizsgaljuk az u(x,t) mennyiségre. Linearis esetnél a
nemlinearitas egyiitthatoja b = 0, eltekintiink a fali- és egyéb belsd veszteségektdl tehat
c,d = 0. Alland6 keresztmetszetet vizsgalunk, igy a valtozo keresztmetszetet leird tag,
ami a keresztmetszet derivaltjaval aranyos, szintén kiesik. Ez gyakorlatilag a Menguy-
Gilbert-modell legegyszeriibb esete. A térbeli- és id6beli koordinatak x és t. A mennyiség
terjedését egy allando a terjedési sebesség irja le, a mozgasat pedig a Menguy-Gilbert-

modellbdl kiolvasott parcialis differencialegyenlet, ami esetiinkben az alabbi alakot 6lti.

KPR (33)

at ax

Annak érdekében, hogy a parcialis differencidlegyenlettel megjelend peremérték
problémadkat numerikusan meg tudjuk oldani, attériink diszkrét idore. Az 1d6lépés At és

az n-edik idolépés értelmezése t,, = n At. AZ u mennyiség felsdindexében szerepld érték
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azt jelzi, hogy az adott iddléptékben értelmezett a fiiggvény. Masodrendii Taylor-sor

segitségével kifejezziik u™+?! értékét u™ segitségével.

(AD)? 9%u
2 0t?

ou
u™l =~y 4+ At P

A (33) egyenletet behelyettesitjiik (34)-be.

ou At)? 9 du ou At)?2 9 ou
utl = yn — g At g g B DR gy Ty B0 0 O
x 2 Odtox ax 2 0Ox ot
ou At)? 92%u
ut —a At &4 g2 B 2L
dx 2 09x2

(34)

(35)

Elészor éltiink a behelyettesitéssel, majd felcseréltiik a térbeli és az iddbeli

derivalas sorrendjét, majd miutan ezzel Gjabb behelyettesitésre adodott lehetdség, ismét

megtettiik. A térbeli koordinatat is diszkretizaljuk, miszerint x; = i Ax, ahol Ax a két

szomszédos racspont kozotti tavolsagot jelenti. A (35) egyenlet térbeli derivaltjai

atirhatoak a Lax-Wendroff-séma alapjan, amely egy numerikus modszer a parcialis

differencidlegyenletek megoldasara és masodrendii kozelitésre pontosan miikddik térben

¢és idOben egyarant.

n+l _ .m_ AAtr pn n a?(At)? - p n n
' w' ———[ul, —ui, ]+ [uiy — 2w + uit 4]

u =
t b 2Ax 2(Ax)2

(36)

A (36) egyenlet atlathatosaganak javitasanak érdekében érdemes bevezetni a Lax-

Wendroff fluxust, amely az alabbi mddon értelmezendo.

. a At
Fw (@) = au; + > (U1 —uy) —a? x (Uip1 — Up)

fgy a (36) egyenlet értelmezése fluxusokkal.

At . )
ulnﬂ = U — yw [Fow (i) — Fow (i — 1)]
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4.2.2 Altalanos eset

A (33) egyenletben bemutatott linearis parcialis differencialegyenlet formajat
szeretnénk tovabbvinni, ezért az atlathatosag kedvéért bevezetiink egy tigynevezett f(u)
fluxus fuggvényt. A fluxus fliggvény f(u) = au a linearis esetet adja vissza. Az altalanos

esetet leird differencidlegyenlet ennek segitségével a kovetkezOképpen irhato.

ou  df(w) _
5T 5., =0 (39)

n+1

Az el6z6 pontban leirtakhoz hasonldéan eldszor itt is u értékét probaljuk

kozeliteni u™ értékébol kiindulva egy masodrendii Taylor-sor segitségével.

u™l =y — At

0/ _ (W02 097D _ g _ 5, 07GD _ (AD? 3 (o2

ox 2 0dt 0dx ox 2 0dx\ oJu ot
n_ of(w) |, (A% o (61‘ (w) af (u))
u At dx + 2 0x\ Ou ax (40)

A jobb oldalon megjelend % kifejezést az f fiiggvény Jacobi-matrixanak nevezik.

Vektortérben u a megoldas fliggvény, f(u) a vektorértékii fluxus fiiggvény és | = % a

Jacobi-matrix. A linearis esetnél targyalt 1épéshez hasonldan itt is Lax-Wendroff sémat

alkalmazunk a térbeli derivaltak kifejezéséhez.

ultt =l — S [Fl) — fl)] +

(At)? fuf)-fud) J

1 fub-fi)
> E[]Hl/z ~ i—1/2 T ] (41)

+

Amennyiben €liink az u; 41/, = > (u; + u;41) helyettesitéssel, gy értelmezhetd a

Jacobi-matrixok értéke is.

af af
]iil/z ~ % |iil/2 ~ % (42)
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Fluxusokat tekintve (41) ugyantgy irhaté le, mint a (36), azonban a fluxus

crer

up = = [Fuy (1) — Fuy (i — 1)] (43)

Fuw @) = F) + 5 [f i) = F@)] = o Jivrolf (uin) = Fu)] (44)

4.2.3 Fluxus limiter

Amennyiben a nemlinearitast is figyelembe vessziik a hullamterjedésnél, ugy
létrejohetnek olyan hullamok, példaul 16késhullam, melyeknél u értéke nagyon hirtelen
valtozik meg. Ilyen esetekben a derivalt értékét nagyon nehéz becsiilni, és a derivaltak
becslésének hibaja a numerikus megoldést instabilla teheti, ezért érdemes valamilyen
szabaly szerint korlatozni a megengedett legnagyobb meredekséget. Meg kell

vizsgalnunk, hogy amennyiben két meredekség aranya tl nagy, akkor egy alacsonyabb
rend{i, durvabb kozelitést alkalmazunk Z—Z becslésére. A fluxus limiter pontosan ezt teszi.

A derivaltat attdl fliggden becsli, hogy mennyire ,,sima” az u gorbéje. A fluxus limitert
egy ugynevezett ¢(0) limiter fliggvény segitségével definialjuk. A limiter fliggvény
értékkészlete [0,2] kell legyen annak érdekében, hogy elnyomja az oszcillaciot, és ¢;
értéke az i-edik pontban mért gradiensek aranyan mulik. A gradiensek aranyat a 6 valtozé

jeleniti meg.

0; = WiTli-g (45)

Ujit1—Ug
A gradiensek aranya alapjan hangolhatjuk a ¢(0) fiiggvény értékét, erre tobb

elterjedt valasztas is ismert. A 12. abra bemutatja a Van Leer és Superbee limiter

fiiggvényeket. Lathatd, hogy mindkét fliggvény értékkészlete a [0, 2] tartomanyba esik.
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12. abra: Superbee és Van Leer limiter fiiggvények

A limitalt fluxus a ¢(0) fiiggvényt hasznalja és a (46) egyenlet alapjan

értelmezhetd, de szokas a (47) alakban is irni.

Fum(@®) = f) + () {5 [f Wian) = F )] = 2 Jivay2lf (in) = F@p]} (46)

Flim(i) = FUpWind(i) + ¢(l) [FLW(i) - FUpwind(i)] (47)

Itt az Fypwinag kozeliteés egy elsérendii kozelités, ami minden esetben stabil. fgy a

fluxus limiter segitségével a pontossag rovasara javitjuk a numerikus séma stabilitasat.

4.3 Newmark idolépéses séma

A 3.3 fejezetben bemutattam a gerjesztés fizikai modelljét. A modellt (11)
egyenlet irja le, amely egy differencialegyenlet. Ennek megoldasdhoz fogjuk a Newmark

id6lépéses sémat hasznalni [20].

A Newmark modszer matematikai kozelitést ad egy idében masodrendi
differencidlegyenlet megoldasara. A megoldandd egyenlet a fizikai modell
mozgasegyenlete (11). A mddszer valtozo id6léptéket megenged, alap feltételezése, hogy

a valtozok értékei n iddpillanatban ismertek, igy a mddszer tudja kozeliteni a valtozok
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n+ 1 iddpillanatban érvényes értékeit. A séma két kulcsfontossdgu paraméterrel
dolgozik, ezek B ¢és y. A parméterek linearis stilyozast definialnak explicit és implicit
kozelitések kozott, igy segitségiikkel finomhangolhaté a kozelités. A séma esetében

tipikus valasztas szokott lennia f = -,y = % , a tovabbiakban ezzel a valasztassal élek.

B

A kiinduldskor ismertek a paraméterek értékei n iddpillanatban. Az n + 1
id6pillanatban y,,,; és derivaltjanak v, -nek az értékét a kovetkez6 Osszefiiggésekkel

kozelitjiik.

. dt? . .
Yn+1 = Yn Hdty, + - [2[)) Yn+1 T (1 - Zﬁ)yn] (48)

Vn+1 = Yn +dt [V * Yny1 + (1- )/)j}n] (49)

A két mennyiség becsiilt értékét, visszahelyettesitjiikk a (11) mozgésegyenletbe

Yn+1 €S Vna1 helyére, majd rendezziik az egyenletet, ahogy azt a (50) egyenlet is mutatja.

. dt? . . ..
Fn+1_k(Yn+dt Yn+T 1-2p J’n)_r (n+dt (1-y) In)

(50)

yn+1 = dt2
m+k —— 2B+rdty

A (50) egyenlet megoldasaval meghatarozott j,,,, értékét visszahelyettesitjikk a
(48), (49) egyenletekbe, igy kapva meg a kovetkezd id6lépéshez tartozo

mozgasmennyiségeket.

A (11) mozgasegyenletben, mint minden mozgasegyenletben, erék szerepelnek.
A jobb oldal masodik tagja a fizikai modellben ismertetett rugotol szarmazik, a harmadik
reprezentalni, ezért a mozgasegyenletben ez is szerepelni fog, igy a (50) egyenletben is
figyelembe kell vegyiik. A fels6 ajak, amit modelleziink, ugyanis nem teljesen zarodik az
alsé ajakhoz nyugalmi helyzetben, van egy minimalis rés kozottiik, melynek magassaga

Yeq- Ennek a modellezésére egy konstans er6hatast hasznalunk, melyet az F,, erd hivatott

reprezentalni és az alabbi modon definidlhato.

F'eq = kyeq (51)
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5 Eredmények

Ebben a fejezetben az eddig targyalt modelleket és modszereket alkalmazom a
gyakorlatban és kiértékelem az igy sziiletett eredményeket. Elsé korben megnézziik a
terjedés és a gerjesztés modellek miikodését kiilon-kiilon, majd végiil a teljes modellt
vizsgaljuk meg milkodés kozben. A fejezetek felépitésénél, a kiilonbozo tesztesetek
bemutatasanal arra torekszem, hogy a legegyszertibbtdl haladjak az egyre 0sszetettebbek
felé, az egyes paraméterek hatasat kiilonalloan is bemutatva, hogy jol megértsiik, hogy a

konkrét paraméter az eredmény milyen aspektusat és hogyan befolyasolja.

5.1 Hullamterjedés tesztelése kiilonbozo esetekben

A hullamterjedésnél hasznalt Menguy-Gilbert-modellt vizsgalom miikodés
kozben. A modellt a korabban targyalt (6) egyenlet irja le, melynek Gsszetevd tagjai a
modell kiilonb6zé aspektusait reprezentdljdk. Az a eQyiitthatdé a linedaris
hullamterjedésért, a b egylitthatd a nemlinearitasért, a ¢ egylitthato a fali veszteségekért,

a d egylitthato pedig a kiilonb6z6 egyéb belso veszteségekért felel. Ezen kiviil az egyenlet
bal oldalan megjelend g tag abrazolja a valtozd keresztmetszetet. A tesztesetek

vizsgalata soran tehat az a, b, ¢, d paraméterek hangolasaval és a keresztmetszet
valtozasanak milyenségével fogunk kisérletezni. Minden teszt T = 24°C hdmérsekleten

egy L = 1.4 m hosszl cs6ben keriilt megvalositasra.

5.1.1 Linearis eset, allandé keresztmetszet

A legegyszeriibb eset, a hullamterjedés linedris, tehat a értéke a levegdben és az
adott hdmérsékleten érvényes hangsebesség, a nemlinearitasért feleld b egytitthatd zérus,
valamint eltekintiink a veszteségektdl is (¢, d = 0). A folyamatot egy R = 7 mm sugar
allando keresztmetszetii csében vizsgaljuk. A 13. abra abrazolja a kimeng és a beérkezo
hullamot az i1d6 fiiggvényében, szemléltetve a fiiggdleges tengelyen az aktualis cs6hosszt

is.
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13. abra: Hullamterjedés linearis esete allandé csokeresztmetszet mellett

A grafikonon megfigyelhetd, hogy a hullamcsomag megdrizte eredeti alakjat,
amely a linedris hullamterjedés kizarolagossdganak koszonhetd. Tovabba megallapithato,
hogy a hullim amplitdiddja nem csokkent, é&llandd6 maradt, mely az 4&llando

keresztmetszetnek és a veszteségek elhanyagolasanak koszonhetd. A teszt soran a térbeli

felbontasunk az L = 1.4 méteres cs6 és N, = 1600 értéke mellett dx = Ni Az idébeli

X

felbontasnal fontos megjegyezni, hogy az analitikus értékhez képest akkor kapunk zérus
hibat amennyiben dt = dx/a értéket valasztjuk. Ha ennél kisebb iddlépést valasztunk, a

hiba novekszik, nagyobb id6lépés esetén pedig a modszer instabilla valik.

5.1.2 Linearis eset, valtozo keresztmetszet
A modell paraméterek értékei hasonldak az el6zé pontban ismertetett linearis
. , . . , ds - ,
esetéhez, csupan az allando keresztmetszeten valtoztatunk. A -, fag értéke ezuattal nem

z€érus. A csO hossza valtozatlan, a mar kordbban hasznalt R = 7 mm sugar ezuttal a cs6
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keskenyebbik végén all majd csak fent €s exponencialisan kitdgul Ggy, hogy a csé végén

a sugar éppen a keskeny végen mért kétszerese legyen.

Xx=12m /\/—/\/
x=0.8m
w
E
> x=04m
x= 0m
0 2 4 6 8 10

t [ms]

14. abra: Hullimterjedés linearis esete tagulo cs6keresztmetszet mellett

A szimulécid futdsa soran megfigyelhetd, hogy a kimend hullam amplitaddja
csokken, ahogy fokozatosan tagul ki a cs6, majd eléri a minimumat a csé legvégén. Itt a
hullam visszaverddik, innentél beszéliink beérkez6 hullamrol, és amplituddja elkezd

novekedni ahogy kezd 6sszesziikiilni a keresztmetszet.

5.1.3 Linearis eset, fali veszteségek hatasa

A hullamterjedésiink tovabbra is linearis, igy szeretnénk megvizsgalni a fali
veszteségek hatasat a hullamalakra. A tesztet elvégezziik az 5.1.1 fejezetben megismert
allando keresztmetszetli csore és az 5.1.2 fejezetben ismertetett valtozo keresztmetszet(i

csOre egyarant.
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15. abra: Hullamterjedés linearis esete allandé cs6keresztmetszet mellett fali veszteségekkel

Allandd keresztmetszet mellett a hullam amplitidéja monoton csdkken, ahogy
egyre nagyobb tavolsagot tesz meg. A fali veszteségek okozta amplitido csokkenés,
azonban kevésbé szignifikans, mint a szlkiild keresztmetszet okozta amplitido
novekedés. Ezt szemlélteti a 16. 4bra, ugyanis a kimend hulldm amplitaddja csékken
ahogyan azt elvarnank, hiszen a fali veszteség €s a tdguld keresztmetszet hatdsa egymast
erdsiti, azonban a beérkezd hullam amplitiddja még mindig ndvekszik. A tanulsag tehat,
hogy egy ilyen exponencidlisan tagulo cso esetében a sziikiild keresztmetszet okozta
amplitddo novekedés intenzivebb, mint a fali veszteségek okozta csokkenés. Az is jol
latszik, hogy allandd keresztmetszetnél a fali veszteségek hatasara a hulldmalak is
megvaltozik, a visszafelé érkez6 hullamnak mar egészen megnyulik a hatso része. A
jelenség magyarazata a terjedési sebesség frekvenciafiiggése, igy a fali veszteségeket

figyelembe véve a terjedésre diszperziod jellemzo.
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16. abra: Hullamterjedés linearis esete valtozo cs6keresztmetszet mellett fali veszteségekkel

Most mar tudjuk, hogy a fali veszteségeknek és a valtozd keresztmetszetnek
milyen hatdsai vannak a hullamalakra. A d egyiitthatoval megjelenitett belso
veszteségeket nem targyalom 6nallo bekezdésben. Ennek hat4sat is megvizsgaltam kiilon,
de a jelenléte nagyon minimalisan befolyasolja csak a hullamalakot. Ennek oka, hogy a
hangszertestben a fali veszteségek hatasa sokkal nagyobb, mint a szabadtéri terjedésnél
is jelen 1évé belsd veszteségeké. A teljes modell vizsgalatandl természetesen a d
egyitthatoval is kalkuldlni fogunk a teljesség kedvéért, de kiillon nem szeretném

bemutatni.

A terjedésmodell helyes miikodését alatamasztja a numerikus, idétartomanybeli
megoldassal szamitott bemeneti impedancia 6sszehasonlitasa a frekvenciatartomanyban
szamitott analitikus értékkel, melyet a 17. dbra szemléltet és jol latszik rajta a két

megoldas kozotti minimalis eltérés.

39



Numerikus
20 - e Analitikus

-
o
T

Z, 48]
o

22, _I[fok]

_90 1 1 |
0 500 1000 1500
Frekvencia [Hz]

17. abra: Bemeneti impedancia értékei linearis terjedés esetén, fali veszteségekkel, allandé

keresztmetszet mellett

5.1.4 Nemlinearis eset

A nemlinearis hullamterjedésért a Menguy-Gilbert-modellben a b egyiitthato
felel. Hatésat kiilon szeretnénk vizsgélni, ezért a veszteségekt6l most eltekintiink, csupan

az a és b egyiitthatonak adunk értéket.
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18. abra: Hullamterjedés nemlinearis esete allandé cs6keresztmetszet mellett veszteségek nélkiil

Az abra alapjan elmondhatd, hogy a nemlinearitds a hulldm amplitidojara is
hatassal van, a megtett tivolsaggal aranyosan csokkenti azt. Ami azonban szembet{inébb,
hogy az eredeti hullimcsomag nagy mértékben eldeformalddott. A kifelé mend
lekerekitett hullamalak atalakul egy fiirészfog jellegli hullamma a cs6 vége felé vezetd
uton, a visszaverddés utan tovabb torzul a hullamalak. A kutatisok szerint a
rézfuvoshangszereknél a nemlinearitdsnak kulcsfontossagl jelentésége van, ugyanis ez
adja a hangszer egyedi éles hangszinét. A fenti dbran megfigyelhetd jelenségek
alakvaltozasa természetesen fiigg a hullam amplitaddjatdl is, nagyobb amplitudoju

hulldmok nagyobb mértékii torzitast szenvednek el.

A nemlinearis hullamterjedés tesztelésénél szeretnék kitérni a fluxus limiter
hasznalatara. Erdekes megvizsgalni két kiilonbozé esetet, amikor a fluxus limiterrel
szamolunk, és amikor anélkiil probaljuk egy hullam terjedését szimulalni. A minél
lathatobb eredmény érdekében ennél a szimuldcidnal négyszog gerjesztést hasznalok,

hiszen abban az esetben a gradiens még radikalisabban valtozik.
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19. abra: Négyszog gerjesztés terjedése fluxus limiter hasznalataval
40 ¢,
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20. abra: Négyszog gerjesztés terjedése fluxus limiter hasznalata nélkiil
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A kiilonbség remekiil latszik az abran. A fluxus limiter mellézésénél a négyszog
gerjesztés hirtelen meredekségét képtelen lekdvetni a numerikus megoldas, tullovés és
oszcillacié jellemzi a numerikus kozelitést. Ellenben a limiter hasznélatakor szinte

tokéletesen fedésben van a numerikus €s az analitikus megoldas.

5.1.5 Teljes terjedésmodell

A teljes terjedésmodell tesztjében megfigyelhetd minden kordbban targyalt
jelenség szuperpozicidja. A végeredményben lathatdo a fali veszteségek okozta
amplitddocsokkenés, a valtozo keresztmetszet okozta amplitidocsokkenés odafelé és
amplitidondvekedés a visszafel¢ iranyban. Tovabba a nemlinearitds miatt teljesen

eldeformalodo hullamforma is. Az teszt eredményét a 21. abra szemlélteti.
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21. abra: Hullamterjedés teljes modellje: valtozo csékeresztmetszet mellett veszteségekkel és

nemlinearitassal

5.2 Ajakmodell tesztelése

Az ajakmodell tesztelésénél megvizsgaljuk mennyire miikodik jol az ismertetett

Newmark metodus. Ehhez vegyiink egy egyszeri rezgd rendszert, szimuldljuk egy m
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tomegl rugdra erdsitett test rezgését csillapitassal, hiszen végsdsoron az ajakmodelliink
is igy miikodik. Hasonlitsuk 6ssze a Newmark sémaval szamolt elmozdulas fliggvényt az
analitikus eredménnyel. Az eredményt a 22. abra mutatja. A hiba a késébb hasznalt
id6lépés paraméterekkel szamszeriisitve kevesebb mint 2%, és a grafikonon is jol

fedésben van a két fliggvény, tehat a Newmark modszer jol hasznalhato.

1.5

Newmark-séma

1r - Analitikus megoldas

Ajak kitérése [mm]

0 5 10 15 20
Id6 [ms]

22. abra: Newmark metédus eredményének 6sszehasonlitiasa az analitikus értékkel

Erdemes tovabba megvizsgalni, hogyan miikodik az ajakmodell egy egyszer(i
egyenes cso rezonatorral €s mesterséges visszacsatolassal. A mesterséges visszacsatolast
ugy kell érteni, hogy beallitunk egy reflexios egylitthatot attol fliggden, milyen mértéki
visszaver6dést szeretnénk, és a visszaverddé p~ nyomadshullamot a kifelé mend p*
korabbi értéke és a reflexiés egylitthatd szorzataként allitjuk el6. Vagyis az
id6tartomédnyban eltolt Dirac-delta a reflexios fliggvényiink. Egy ilyen szimuldciorol
sziletett a 23. abra, ahol az ajak kitérése lathatd, valamint a rezonatorban [évo
hangnyomas. A reflexios tényezét —0.99-nek valasztottam. Erdemes megfigyelni, ahogy
az onfenntartd oszcillacio 1étrejon és bedll az allanddsult allapotd, konstans amplitudoji
rezgés, melynek periddusideje a visszacsatolas periddusidejével egyezik meg, valamint a
tényt, hogy bar az ajak rezgése szinuszos, addig a nyomashulldm mar kezd eltorzulni és
nemlinearis jelleget 6lteni. Utobbi jelenség oka, hogy az ajak pozicidja és a kiaramlo

levegd sebessége kozott nemlinearis az Gsszefliggés.
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23. abra: Az ajak Kkitérése és a rezonatorban 1évé nyomas az ido fiiggvényében

5.3 Teljes modell csatolassal

A teljes modell alatt a gerjesztésmodell és a terjedésmodell Osszekapcsolast
értjiilk. A terjedés modelljében minden tényez6t figyelembe vesziink, tehat a
nemlinearitas, a fali veszteségek és a valtozo keresztmetszet is a részét képezi. A tesztek

soran vizsgaljuk a korabbi szimulaciokban hasznélt egyenes csovet.

A szimulaciohoz hasznalt ajakparamétereket a 4. tablazat mutatja. A csovet
konstans 8kPa nyomassal gerjesztjiik és abrazoljuk a lesugarzott nyomasértékeket idoben,
valamint a lesugarzott hangnyomasszint spektrumat. A lesugéarzott nyomasérték
szamitasanak modjat az (52) képlet adja meg, ahol D,,. = 10 m a cs6 kimenetétdl

szamitott onkényes tavolsag, S pedig a cs6 keresztmetszete a kimeneten.

PoS ou(Lt)
Prec = MIO—DTQC ot (52)
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4. tablazat: Ajakparaméterek

m [kg]

k [N/m]

r [Ns/m]

A [m?]

L[m]

Pm [kPa]

1.78- 107*

1278.8 9.43 - 1072

1074

1072

Az (52) egyenletben a hangszertest nyitott végét pontforrasnak (1élegzd gdmbnek)
tekintjiik, mely forrdsmodell esetén a lesugarzott hangnyomas a feliilet gyorsulasaval
aranyos. gy a cs6é végén kialakul6 sebesség id6 szerinti derivéltjaval szamolunk. Utobbi
derivaltat numerikusan értékeljiik ki. Az elvégzett szimulaciokban azt tapasztaltam, hogy

az u(L,t) fuggvény elég sima ahhoz, hogy az alkalmazott id6lépés mellett a derivalt

numerikus Kiértékelése ne okozzon problémat.

A szemléltetés végett egy abran abrazoltam a linearis terjedésmodellel (b = 0)

¢s a nemlinearis terjedésmodellel szamitott megoldast is. A szimulacional hasznalt térbeli

felbontas N, = 400 értéke mellett dx = Ni, valamint az iddébeli felbontas dt = 0.9 %.

Megjegyzendd, hogy a nemlinearis modell esetén dt értéke nem ndvelhetd tovabb, mert

a stabilitashoz a dt < -

teljesiilnie.

0.25

Hangnyomas [Pa]

-0.05

0.15

dx
X

+b max (u)

Linearis terjedés

Nemlinearis terjedés

250

254

252

256
[d6 [ms]

258

260

24. abra: A lesugarzott hangnyomas az id6 fiiggvényében

46

feltételnek (Courant—Friedrichs—Lewy-feltétel) kell
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25. abra: A lesugarzott hangnyomas spektruma

A 24. 4bra jol mutatja, hogy linedris terjedés esetén a nyomashulldm csucsai
lekerekitettebbek, mig nemlinedris terjedés esetén tiiskésebb a fiiggvény és a periddusban
a maximumértékek is nagyobbak. Megfigyelheté az is, hogy a két jel frekvenciaja jo
kozelitéssel azonos. Ez a frekvencia ebben az esetben 426 Hz, ami az ajak
sajatfrekvencidjahoz kozeli érték. A 25. dbra spektrumképen latjuk, hogy a nemlineéris
terjedés esetén sokkal intenzivebbek a felhangok, ami a kimentett hangminta hangszinén
is jol hallhat6. A nemlinearis terjedés modell esetén a felhangok amplitaddja sokkal
lassabb {itemben csokken, mint a linedris modell esetében. Az is megfigyelhetd, hogyha
burkologorbét illesztenénk a kétféle terjedésmodellel szamitott spektrumara, akkor a
nemlinearis esetben ez a gérbe monoton csdkkend jellegli lenne, azonban a linearis

modellel a burkol6 valamelyest hullamzik.

Az eldz6 eset egy statikus szimulacidt mutatott, melyben a gerjesztdé nyomas
értéke az idében allando volt. Ekkor révid tranziens utan allandésult allapot alakult ki a
szimulacioban. A kovetkezd vizsgalatban a gerjesztdé nyomds értékét ezutan
megvaltoztattam a konstans 8 kPa értékrol ugy, hogy a gerjesztonyomas a kezdeti 8 kPa
értékrél linearisan 0 Pa-ra csokkenjen az id6 fiiggvényében, majd megvizsgaltam,
hogyan mikodik a rendszer valtozé nyomadsérték hatasara. A szimulalt idétartamot 4 s-

nak valasztottam. A 26. abra jol bemutatja, hogyan alakul ki a rezgés, majd hogyan cseng
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le, miutan megszlinik a gerjesztd nyomds. A kezdeti tranziens szakasz hossza, mig a
lesugarzott nyomas amplitadoja eléri a maximum értéket, kb. 0,2 s. Amikor a gerjesztd
nyomads egy bizonyos kiiszobérték (ez esetben kb. 3 kPa) ald csokken az oszcillacio
megszinik. Ez lathato az é&bran t =2,5s kornyékén. A szimuldlt hangminta

meghallgatasaval jol hallhaté a hangszin és a hangossag folyamatos valtozasa az idd

fliggvényében.

Hangnyomas [Pa]

_0.2 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5
1dé [s]

26. abra: Lesugarzott nyomas értéke az idofiiggvényében, csokkeno gerjesztényomas esetén
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6 Osszefoglalas

Dolgozatomban elkészitettem harom kiilonb6z6 rézfuvos hangszer geometriai
modelljét. A modellek segitségével szamitott bemeneti impedancia értékek dsszhangban
vannak a szakirodalmi eredményekkel, a geometriak jol hasznalhatoéak. A hullamterjedés
modellezésére jo valasztasnak bizonyult a Menguy—Gilbert-modell, amely képes a
nemlinearis hullamterjedést és a fali veszteségek hatasat is figyelembe venni. A modell
hatranya, hogy a sikhullamu kozelités a valtozo keresztmetszetek helyes leirasahoz csak
erds korlatokkal alkalmazhatdé. A terjedést leird nemlinearis differencidlegyenlet
id6tartomanybeli megoldashoz hasznalt véges térfogat modszer, valamint a fluxus limiter
alkalmazasa biztatd eredményeket mutatott a szimulacional. A terjedésmodellt olyan
esetekkel is megvizsgaltam, melyeknél lehetdségem volt analitikus megoldashoz
hasonlitani a szimulacidk eredményeit. A gerjesztéshez hasznalt fizikai modell felallitasa
utan a mozgasegyenlet megoldasahoz a Newmark idélépéses modszert alkalmaztam,
melyet szintén validaltam. A terjedés és gerjesztés Osszekapcsolasaval kapott csatolt
modell tesztelésénél dsszehasonlitottam a linearis és a nemlinearis terjedési esetet €s
megvizsgaltam a lesugarzott hangot. Ebben az esetben nagyon jol megfigyelhet6 volt a
nemlinearis terjedésmodell hatdsa. Ezt a megfigyelést megerdsiti a szakirodalomban is
targyalt elmélet, miszerint a rézfavos hangszerek sajatos hangzasahoz nagyban hozzajarul
anemlinearis hullamterjedés, melynek nagy gerjesztd nyomasok esetén van a legnagyobb
hatasa a lesugarzott hangra. A dolgozatban bemutatott szimulaciok soran sziiletett

hangmintakat a szobeli eldadasom alkalmaval fogom bemutatni.

A jelenlegi modell tovabbfejlesztéséhez tobb iranyban is el lehet indulni.
A jelenlegi implementacioban a szimulacid kozepesen szadmitasigényes folyamat: egy
masodperc szimulacidja néhany percet vesz igénybe egy atlagos asztali szamitogépen.
A szimuléacids kod optimalizalasaval eddig azonban még nem foglalkoztam. A kod
teljesitményelemzésével, a szamitasigényes miiveletek azonositdsaval, egyszerusitésével
feltehetden a kod teljesitményét lehetne javitani. Emellett lehetdség van még valosaghii
sugarzasi impedancia figyelembe vételére, illetve a gyorsan tdguld csészakaszok
alternativ médon val6 szamitdsara is. Ebben az irdnyban mar tettem lépéseket, de a

kezdeti eredményeket a dolgozatban nem mutattam be.
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