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Osszefoglalo

Dolgozatomban a részgraf-izomorfia problémajat mutatom be. A grafok ¢és a
részgraf keresés tobb teriileten is hasznosithatd, példaul bioinformatikaban, szocialis
halok esetén az adatok feldolgozasanal, gyogyszerkutatdsnal, illetve éaramkorok

tervezésénél.

A grafok csucspontokbol €s csticspontokat 6sszekotd €lekbol allnak. A részgrat-
izomorfia azt jelenti, hogy G1 és Gz grafokat nézve van-e olyan G2’ részgrafja Go-nek,
amelyik izomorf Gi-gyel, azaz 1étezik egy-egyértelmii megfeleltetés (bijekcio) G2’ és G1
csucsai ¢€s ¢élei kozott. Ez a probléma NP-teljes, vagyis nem ismeriink polinomialis ideji
algoritmust a megoldasara, igy fontos a lehetd legjobb keresési modszer megtalalasa,

foleg nagy grafok esetén.

Dolgozatomban Julian R. Ullmann 1976-o0s algoritmusat, Luigi P. Cordella és
munkatarsai 2004-es VF2 algoritmusat, Jiittner Alpar és Madarasi Péter 2018-as VF2++
algoritmusat, valamint Myoungji Han és munkatérsai 2019-es, dinamikus programozason
alapuld6 DAF algoritmusat mutatom be ¢és hasonlitom 0&ssze kiilonbozo graf

adatbazisokon, ezeken megvizsgalom mitkddésiiket, teljesitménytiket.



Abstract

In my paper | am going to examine the subgraph isomorphism problem. Graphs
and subgraph matching are playing an important role in many fields, e.g. bioinformatics,

social networks, chemical research, electric circuits.

Graphs consist of vertices and edges. Given two graphs, G1 and G2, subgraph
isomorphism means whether there is a G2’ subgraph of Gz that is isomorphic to Gi. In
other words there is a bijection between the vertices and edges of Gi and G’. This
problem is NP-complete, therefore we don’t know of any polinomial algorithms to solve

it. It is important to find the best possible method especially in case of large graphs.

In my paper | am going to present and compare the performance and other factors
of the following algorithms: Julian R. Ullmann’s algorithm (1976), the VF2 algorithm by
Luigi P. Cordella et al (2004), the VF2++ algorithm by Alpar Jiittner and Péter Madarasi
(2018) and the dynamic programming based DAF algorithm by Myoungji Han et al
(2019).



1. Bevezetés

A mérnoki vilagban a grafoknak szamos alkalmazasi teriilete van, kezdve a
kiilonboz6 haldzatok vizsgalatatol a bioinformatikan keresztiil a szerkezeti kémiaig. A
szerkezeti kémia teriiletén példaul az egyes atomok megfeleltethetok a graf cstucsainak,
mig a kotések a graf éleinek. Molekuldk vizsgéalataban azonnal felmertiilhet, hogy mikor
nevezhetiink két molekulat hasonlonak. Ilyenkor az a feltételezésiink, hogyha két

molekula szerkezete hasonld, akkor hasonloak lesznek a tulajdonsagaik is.

Munkamban a szerkezetei hasonldsagot vizsgalom, vagyis a grafizomorfiat, ezt
kiterjesztem a részgraf-izomorfia problémakdrre, amikor is nemcsak két graf

hasonldsagat vizsgadlom, hanem hogy az egyik graf tartalmazza-e a masik grafot.

A részgraf-izomorfia NP-teljes, ami azt jelenti, hogy nincs polinom idében lefuto
algoritmus a megoldasara. Ez akkor jelent igazdn nagy problémat, amikor nagy,
tobbmillio csticsu grafon szeretnénk ezeket az algoritmusokat lefuttatni Ggy, hogy akar
ezer részgrafot szeretnénk megvizsgalni. Dolgozatomnak ez a motivacidja, hogy

megvizsgaljam ezt a problémakort, a szakirodalomban ismert algoritmusokat.

1.1 Dolgozatom felépitése

Dolgozatomat az alapfogalmak bevezetésével kezdem (graf, részgraf-izomorfia).
A harmadik fejezetben bemutatom a szakirodalomban ismert algoritmusokat, majd a
negyedik fejezetben kitérek az implementaciojukra. Az 6todik fejezetben a bemutatott,
megvalositott algoritmusokat ismert adathalmazokon, nagy grafokon tesztelem,
0sszehasonlitom az eredményeiket. Végiil 6sszefoglalom a dolgozatomat €s ismertetem

a tovabbfejlesztési lehetdségeket.

1.2 Jelolések

A részgraf keresd algoritmusokban a kovetkezd jeloléseket hasznalom: a két graf
q (query) és G (data) , ahol |q| < |G| tehat a cél a g-val izomorf részgrafok keresése
G-ben. V(q) = uiz, () €8 V(G) = V12, v(6))» a28Z q-hoz tartozd csucsokat u;-vel, G-
hez tartozé cstcsokat pedig vj-vel jelolom. A (rész)tartalmazis jelolése M, amennyiben

sorrend felallitasa sziikséges, azt O betiivel jel6lom.



2. Alapfogalmak bevezetése

Az algoritmusok megértéséhez a kovetkezé fogalmak, tételek sziikségesek [1] [2]:

2.1 Definicio (Graf)

Egy graf egy rendezett par G = (V, E) ahol V egy nem-iires halmaz, elemei a graf cstucsai
(pontjai), E pedig a V halmazbol képezhetd parok egy halmaza, elemei a graf élei. Ha egy
G grafrol beszéliink, akkor V(G)-vel jeldljik a graf csucsainak halmazat, E(G)-vel pedig
a graf éleinek halmazat. A graf rendje, vagyis a csucspontok szama |V (G)|, mig a graf
¢leinek szdma |E(G)|.

Egy e = {v;,v,} € E él esetén a v; és v, csicsokat az él végpontjainak nevezziik.

Két pont, v; és v, szomszédosak, ha {v;,v,} € E, tehat ha van kozottiik él. Egy e él
iranyitott, ha az élben a v;, v, csticsok sorrendje kotott, és iranyitatlan, ha nem. Iranyitott
¢éleket tartalmazo grafot iranyitott grafnak, iranyitatlan éleket tartalmazéd grafot pedig
Iranyitatlan grafnak hivjuk.

Egy v pontra illeszkedd élek szamat a pont fokszamanak nevezziik, jeldlése: d(v) vagy
deg(v).

Azt a G grafot, amelyben nincsen {v;, v;} él (hurokél) vagy azonos csucsok kozott két
vagy tobb ¢l (tobbszoros €lek), egyszerii grafnak nevezziik.

Egy G grafot cimkézett grafnak hivunk, ha a csucsaihoz és/vagy éleihez cimkéket
rendeliink. Ekkor v csucs esetén a cimkét lab(v)-vel, e él esetén pedig lab(e)-vel
jeloljiik. Ha a csticsokhoz és ¢élekhez nem rendeliink cimkéket, akkor a grafot cimkézetlen
grafnak hivjuk.

Egy G graf ritka, ha az élek szdma sokkal kevesebb az ¢élek maximalis szamanal, tehat

c |[V(q)|?-nél.

2.2 Grafok abrazolasa

2.2.1 Szomszédsagi matrix

Egy G gréafot tobbféleképpen abrazolhatunk. Egyik leggyakoribb mdd a szomszédsagi

(adjacencia) matrix (jele: A(G)), ahol G cstcsai a matrix sorai és oszlopaiként
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szerepelnek, egy adott sor és oszlop altal kijelolt elem értéke azt jelenti, hogy a sornak és
az oszlopnak megfeleld csticsok kozott van ¢l a grafban. Egyszerti graf esetén a matrixban
1 ¢és 0 értekek lehetnek, attol fiiggden, hogy a két cstics kdzott van-e €l vagy nincs.

Példéul: adott a kovetkezo G graf

1. abra: G graf

Ekkor G szomszédsagi matrixa:

0110
1011
AG) =1 1100
0100

Egyszer(i graf esetén a szomszédsagi matrix féatlojaban 0 szerepel, mert egyik csucs sem
rendelkezik hurokéllel. A matrixban példaul az elsé sor és masodik oszlop altal kijelolt
elem 1-es értéke az {uq, u,} élnek felel meg. Iranyitatlan grafok esetén a szomszédsagi
matrix a f6atlora szimmetrikus, mert az {u;, u;} €l megfelel az {u;, u;} €élnek, ha az élnek

nincs irdnya.

2.2.2 Ellista

A grafok egy masik gyakori leirdsi modszere az éllista. Ekkor listdban taroljuk azokat az
(u;,uj) parokat, amelyek kozott 1étezik ¢l a grafban. Ritka grafok esetén jobb lehet ez az
abrazolas, hiszen a szomszédossagi matrixban sok 0 szerepelne, amelyet sokszor
felesleges tarolni.

Példa: A fenti G graf éllistdja: L = (uq, uy), (Uq, uz), (Uz, u3), (Uz, uy)



2.3 Definicio (Izomorf grafok)

AG=(V,E)és a G = (V, E’) grafok izomorfak, ha van olyan egy—egy értelmii
megfeleltetés — bijekcid — a csucsok, V és V' kozott, hogy G-ben pontosan akkor
szomszédos két pont, ha G’-ben a nekik megfeleld pontok szomszédosak, és szomszédos

pontparok esetén ugyanannyi €l fut kozottiik.

2.4 Definicio (Részgraf)

AG =V, E)grafa G = (V, E) graf részgrafja, ha V'C V, E’C E, valamint egy pont és
egy ¢l pontosan akkor illeszkedik egymasra G’-ben, ha G-ben is illeszkeddk.

2.4.1 Definicio (Részgraf-izomorfia l.)

Az el6z6 két definiciobol megkaphatjuk a részgraf-izomorfia (vagy részgraf keresés)
Adott G = (Vg, Ec) és H = (VH, En) grafok. G részgraf-izomorf H graffal, ha létezik G-
nek olyan G’ = (V'c, E'c) részgrafja (V'cS V¢, E'cS EG), hogy G’ és H izomorfak, tehat
létezik olyan bijekcid V' és VH, kozott, hogy G’-ben pontosan akkor szomszédos két pont,
ha H-ban a nekik megfeleld pontok szomszédosak, és szomszédos pontparok esetén

ugyanannyi €l fut kozottiik.

2.4.2 Definicio (Részgraf-izomorfia I1.)

Legyen G = (V, E), H = (V’, E’) grafok. G részgraf-izomorf H-val, ha G-nek van olyan
részgrafja Go = (Vo, Eo) | Vo € V, Eo € E, hogy létezik olyan bijekcio f: Vo— V’, hogy
{vi,12} S E0 & {f(v1), f(v2)} S E".

2.5 NP-teljesség kérdése

Az algoritmusok bonyolultsag szempontjabdl tobb osztalyra oszthatok. Azok a kérdések,
amelyek polinomidlis id6ben megvalaszolhatok, a P (polinomial (time)) bonyolultsagi
osztalyba tartoznak. Azonban vannak olyan kérdések, amelyek megvalaszolasara nem

ismert polinomidlis idejii algoritmus, de egy kapott megoldas ellendrzésére igen. Ezek a



NP (nondeterministic polinomial (time)) bonyolultsagi osztalyba tartozé kérdések: azok
a kérdések tartoznak ide, amelyek polinomidlis idében bizonyithatok.

A P-NP probléma 1971. 6ta a szamitogép-tudomany egyik legfontosabb megoldatlan
kérdése. A feltételezés szerint P # NP, ez azt jelenti, hogy vannak olyan kérdések,
amelyekre egy valasz ellendrzése polinomialis id6 alatt lehetséges, a kérdés megoldasa
kapott valasz nélkiil azonban nem. Ha P = NP, akkor minden probléma, amely
ellendrizhetd polinomialis iddben, polinomidlis iddben megoldhato is, ezt a legtobb

kutat6 nem tartja valosziniinek [3].

2.5.1 Definicio (NP-teljes probléma)

Egy problémat NP-teljesnek hivunk, ha az NP bonyolultsdgi osztalyba tartozik, és
barmely mas NP-beli probléma polinomialis id6ben visszavezetheto ra.
Formalisan:
Egy P dontési probléma NP-teljes, ha:

1. PENP

2. VP €NP —re: P’ <,oiinomiar P
ahol <,o1inomiai @ polinomialis idében visszavezethetdséget jelenti (,,polinomszor
nehezebb”). Ha egy problémandl csak a masodik feltétel teljesiil, akkor azt NP-nehéznek
hivjuk.
Tehat ha egy NP-teljes problémara sikeriilne polinomiélis idejii algoritmust talalni, akkor
a visszavezethetdség miatt az Osszes NP-teljes problémara hasznalhatd lenne ez a

megoldas.

2.6 Tétel (Részgraf-izmorfia probléma NP-teljes)

A részgraf-izomorfia probléma NP-teljes, azaz jelenlegi tudasunk szerint nem oldhatd
meg polinomialis idé alatt. Ennek bizonyitasa a Hamilton-koér probléma részgraf-

izomorfia problémara valo visszavezetéssel torténik.

2.6.1 Definici6 (Hamilton-kor)

Egy G grafban Hamilton-kornek nevezziik azt a H kort, amelyik a G graf minden

csucspontjat pontosan egyszer tartalmazza.
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A Hamilton-kor probléma, azaz eldonteni, hogy egy G grafban van-e Hamilton-kor, NP-
teljes. [1]

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy egy probléma, esetiinkben a részgraf-izomorfia
probléma NP-teljes, a definicioban megadott két feltétel teljesiilésének bizonyitasa
sziikséges.

1. PE NP

A részgraf-izomorfia problémanal belathatd, hogy NP-beli, hiszen, ha q és G graf esetén
rendelkezésre all egy tanu, amely megmutatja G° G részgrafjat, valamint q és G’
csticspontjai kozotti M parokat, akkor ellendrizhetd, hogy ez megfelel-e a részgraf-
izomorfia feltételeinek.

2. VP € NP —re: P’ <,oiinomiar P

Az NP-nehézség belatasdhoz visszavezetjilk a Hamilton-kor problémat az részgraf-
izomorfia problémara. Adott G graf, meg szeretnénk tudni, hogy van-e benne Hamilton-
kor. Ha a q grafot gy adjuk meg, hogy egy olyan kor, amely csucsainak szdma
megegyezik G csucsainak szamaval, akkor lathatd, hogy visszavezettiik a Hamilton-kor
problémat a részgraf-izomorfia problémara: ha G-ben 1étezik Hamilton-kor, az akkor, és
csak akkor lehet, ha G-nek Iétezik g-val izomorf részgrafja, mivel g egy Hamilton-kornek
felel meg G-ben. G és q csticsainak szama ekkor megegyezik, mivel a Hamilton-kdrben
a graf minden cstcsa szerepel, G éleinek szdma tobb, mint q éleinek szdma, mert
Hamilton-korben minden csucs fokszama pontosan kettd. Ha taladlunk egy olyan
részgrafot G-ben, amely izomorf g-val, akkor meg tudjuk mondani, hogy G-ben van-e
Hamilton-kor.

A részgraf-izomorfia probléma tehat NP-teljes.

Az NP-teljes problémékra nem ismeriink polinomialis idejii algoritmust, igy a részgraf-

izomorfia problémara sem.
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3. Algoritmusok bemutatasa

Ebben a fejezetben bemutatom a részgraf keresé algoritmusokat. Elsoként a
legtrivialisabb, nyers er6 (brute force) algoritmussal kezdem, amely a leglassabb, igy
viszonyitasként szolgéalhat a tobbi algoritmushoz, amelyek gyorsabban megtalaljak a q
graffal izomorf részgrafokat G grafban. Ujabb algoritmusok koziil bemutatom Ullmann

algoritmusat, a VF2 algoritmust, a VF2++ algoritmust, valamint a DAF algoritmust.

3.1 Nyers ero (brute force) algoritmus

Elsdként megemlitem a nyers erd (brute force) modszert, amellyel a részgraf-
izomorfia probléma megoldhaté, amikor G-ben minden lehetséges részgrathoz
megnézziik, hogy izomorf-e g-val. Ennek menete: minden w; € V(q) cstcshoz

megkeressiik azokat a v; € V(G) cslicsokat, amelyek lehetséges jeldltjei u;-nek: v;
fokszama legalabb akkora, mint u; fokszama, €s cimkezett grafok esetén u; €s v; cimkeje

megegyezik. Az igy kapott jelolthalmazokbdl mindegyik u; cslics esetén egyet

valasztunk, igy egy keres6fat épitiink fel, majd a végén ellendrizziik, hogy a faban kapott

crer

Ennek id6igénye azonban nagy grafok esetén hatalmas lehet.

A kovetkez0 algoritmusok jobb, gyorsabb modszereket mutatnak be.

3.2 Ullmann algoritmus

Az els6 megvizsgalt Gj algoritmus Julian Richard Ullmann algoritmusa, amelynek
elsé valtozata 1976-ban [4] jelent meg, egy masodik, kiegészitett valtozata pedig 2011-
ben [5]. Az algoritmus egy keresdfat épit fel, amelynek segitségével G grafban megtalalja

az Osszes q graffal izomorf részgrafot [6].

Az algoritmus elsé Iépésben minden u; € V(q) csucshoz megkeresi a v; €
V(G) jelolteket, azokat a v; csucsokat, amelyek fokszdma legalabb akkora, mint u;
fokszama, valamint cimkézett grafok esetén a v;csucshoz rendelt cimke megegyezik u;
cimkéjével.

Cw) ={vj|v; €6 deg(w) <deg(v;) A lab(w;) = lab(v))}
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Ezutan q csucsainak egy O sorrendjét kell venniink, majd egy keresési fat épitiink
fel a sorrendnek ¢és az adott csucshoz tartozé jeldlteknek megfeleléen. Ezt a sorrendet ugy
kapjuk meg, hogy az u; € V(q) cstcsokat fokszamaik szerint csokkend sorrendbe
tessziik. A nulladik szint az iires halmaz, az els6 szinten a sorrendben az elsé u; csucs és
minden jeloltje talalhato. A masodik szinten a sorrend szerinti masodik u; csucs, valamint
jeldltjei, a tobbi szinten hasonldan, igy az (u;, v;) parok fat alkotnak. A bdvités soran az
un. filtering és refinement szabalyokat hasznaljuk, amellyel biztositjuk az egy-
egyértelmiiséget, valamint azt, hogy egy u; csiicshoz a csucs szomszédjai szempontjabol

is megfeleld v; cstcsot talaljunk.

Szint(i) = (0[i],v; € C(0[i])), ahol O[i] a sorrendben az i-edik elemet jelenti
(egytdl indulva).

Egy (w;, vj) par létrehozdsa utan a sorrendben u; utani csucsok jeldltjei koziil
kivessziik v;-t, amennyiben szerepel ott, ez biztositja, hogy a tartalmazas egy-egyertelmd
legyen, tehat két kilonbozd u;, wy csucshoz ne kerilljon ugyanaz a v; par. Az

algoritmusban ez a folyamat a sztirés (filtering) nevet viseli.

Ezutan a finomitas (refinement) rész kovetkezik, ahol ellendrizziik w;
szomszédjainak jeloltjeit. Az aktudlis u; csucs minden szabad n szomszédjanak c
jeloltjére megnézziik, hogy G-ben Iétezik-e {v;, ¢} €l, ha nem, akkor c-t kivessziik az adott
dgon n jeloltjei koziil. Itt tehat azt nézziik, hogy ¢ szomszédos-e v;-vel, ez azért
sziikséges, mert u; szomszédos n-nel, és v; u; mar megtalalt parja, ha nem szomszédosak,
akkor az (n, ¢) par az adott 4gon nem vezetne jo megoldashoz, igy felesleges lenne azon
haladni.

Ezek a valtoztatasok azt eredményezhetik, hogy valamely u; csucsnak nem marad
jo jeloltje. Ekkor, tehat ha a fa bovitése sordn olyan dghoz jutunk, ahol a sorrendben a
kovetkezd csucsok kozott van olyan, amelynek jeldlt halmaza iires, akkor biztos, hogy
azon az agon nem fogunk tartalmazashoz jutni, ezért nem kell tovabb haladni. Ha a fa
mélysége akkora, mint g csticsainak szama, akkor minden u; € V(q) cstcshoz talaltunk
v; € V(G) part, igy G-ben megtalaltunk egy gq-val izomorf részgrafot. Ekkor
visszaléphetiink az el6zd szintre, ahonnan folytatjuk az esetleges tobbi tartalmazas

keresését.
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Példa: Adott az alabbi két graf (q és G)

3. abra: G graf

C(uy) = {vy,v,}, mert us-hez az A cimke tartozik, fokszama 2, G-ben ennek a

két feltételnek v, és v, felel meg.

C(uy) = {vs}, mert u, cimkéje C, fokszama 3, G-ben csak vs-re igaz a feltétel,

v, esetén a cimke megegyezik, de fokszama kisebb, mint u, fokszama.

C(u3) = {v3}, mert uz cimkéje B, fokszama 2, G-ben B cimkével vs és v

rendelkezik, de v, fokszama csak 1.

C(uy) = {v3,v6}, mert u, cimkéje B, fokszama pedig 1.

A csucsok sorrendje a fokszam szerinti csokkend sorrend: O = {u,, uy, us, Uy}
Ekkor a fa nulladik szintje az {ires halmaz, tehat a {@, @} par.

Az elsé csucs sorrendben az u,, jeldltje vs, igy a fa els6 szintjére (u,, vs) par fog
keriilni. A szlirés sordn nem kell valtoztatni a jeldlteken, ugyanis mas cstcsnak nem

jeldltje vs. A finomitas résznél megnézziik, hogy u, szomszédjai, azaz uq, uz €s uy
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jeloltjei koziil van-e olyan, amely nem szomszédos vs-tel G-ben. uy jeldltjei koziil v,
nem szomszédos vs-tel, igy eltavolitjuk. A masik két szomszéd, us és u, minden jeldltje
szomszédos vs-tel, igy jeloltjeikbol nem kell elvenni. Egyik csucs jeldltjeinek halmaza

sem {ires, igy tovabb Iéphetiink a kovetkezd szintre.

4. abra: A Kkereséfa 1. szintje

A masodik csucs a sorrendben az u,, jeloltje csak v, maradt, igy a fa masodik
szintjére az (uq, v,) par fog keriilni. A szlirés résznél nem valtoztatunk a tobbi jelolten,
ugyanis v, nem szerepel mas csucs jeloltjei kozott. A finomitas résznél megnézzik u,
szabad szomszédjainak jeldltjeit: u; jeloltje v, amely szomszédos v,-gyel. Egyik cstcs

jeloltjeinek szdma sem nulla, ezért 1éphetiink tovabb a kovetkezd szintre.

5. abra: A kereséfa 2. szintje (pirossal szerepel u: a finomitas miatt eltavolitott v2 jeloltje)

A sorrendben a harmadik cstcs az us, amelynek jeldltje vs, igy felvessziik az
(u3, v3) part a fa harmadik szintjébe. A sziirés soran u, jeldltjei koziil eltavolitjuk v;-
at. Finomitas nem sziikséges, mert uz-nak nincs olyan szomszédja, amely még nem
szerepel a faban. Nincs olyan cstcs, amelynek nincs jeldltje, ezért Iéphetiink a kovetkezd

szintre.

6. abra: A kereséfa 3. szintje
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Az utolsé csucs az uy, amelynek vg jeloltjét felvéve a faba, eljutunk ahhoz, hogy
a szint szdma megegyezik q csucsainak szamaval, igy megtalaltuk G-ben egy g-val
izomorf részgrafot. Ezutan visszalépések kovetkeznek, eljutunk a nulladik szintig, ahol

véget ér az algoritmus, mert nincs tobb jelolt.

7. abra: A keresofa 4. szintje

Az Ullmann algoritmus altal felépitett keres6fa tehat megmutatta, hogy q graf G
graf  egyetlen  részgrafjaval  izomorf, a  csucsparok a  kdvetkezdk:

(ug, v4), (uz, v5), (U3, v3), (Us, Vg).

3.3 VF2 algoritmus

A VF2 algoritmust 2004-ben Luigi Pietro Cordella, Pasquale Foggia, Carlo
Sansone és Mario Vento publikaltak [7], az algoritmus kiilondsen nagy grafok esetén

hatékony. Iranyitott, cimkézett grafok szerepelnek az algoritmus leirasédban.

Az algoritmus egy résztartalmazast bévit folyamatosan, addig, amig minden u €
V' (q) csucsnak lesz parja. Egy résztartalmazast M (s) jelol, ahol s az aktudlis allapot. A
teljes tartalmazas, azaz a részgraf-izomorfizmus jele M. M(s) tehat q és G egy-egy
részgrafjat mutatja meg, az M(s)-ben szerepld g-beli csticsokat M,(s)-sel, G-beli

csucsokat pedig M (s)-sel jeloljiik.
My(s) ={ulueV(@nA 3v eV(G):(u,v) € M(s)}
Mz(s)={v|veV(G)A Fu €V(q): (u,v) € M(s)}

Az s allapotbol s’ allapotba 1épés annak feleltethetd meg, hogy s-be felvesziink
egy uj (v, v’) part. Egy adott allapothoz tartozoé jeldltparok halmazat P (s)-sel jeloljiik.
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Az algoritmus kezd6allapota az s, ekkor a résztartalmazas tires: M(s,) = @. Ez
egy helyes, az izomorfia szabalyainak megfeleld résztartalmazas. A résztartalmazas
bovitéséhez minden M(s) résztartalmazashoz meghatarozzuk a jeldltparok P(s)
halmazat. Egy tartalmazashoz tobbféleképpen eljuthatunk, ennek kikiiszobolésére
minden bovités el6tt azon u € V(q) csucsok kozott, amelyek P(s)-ben benne vannak,
definialunk egy teljes sorrend relaciot (total order relation, jele: <). Mivel a tartalmazas
meghatdrozasanal mindegy, hogy a cstucsparokat a résztartalmazasba milyen sorrendben
vettiik fel, ezért az algoritmus csak a teljes sorrend relacio elsé u € V(q) cstcsot és v €
V(G) parjait nézi, tehat minden olyan (u’, v") € P(s) part figyelmen kiviil hagy, amelyre
igaz, hogy a P(s)-ben van olyan u € V(q), hogy u < u’.

Miutan eltavolitottuk a sorrend szerint nem megfeleld parokat, megkaptuk a jo
jeloltparok halmazat. Minden p € P(s) parhoz a bovités el6tt ellendrzi, hogy teljesiilnek-
e a megfeleld feltételek: a résztartalmazas egy-egyértelmii, valamint a késébb bemutatott
megvaldsithatosagi szabalyok (feasibility rules) teljesiilnek-e. Ha ezek a
feltételek teljesiilnek, akkor a p = (u,v) part felvessziik s allapotba, igy s’ allapot
kapunk. Ekkor kiszamoljuk az 0j jeldltparokat. Igy a résztartalmazasok egy keres6fat
alkotnak. Ezen a fan az algoritmus mélységi bejaras (DFS, Depth-first search) [8]
sorrendjében halad végig. Ha egy részen a jeloltek elfogynak, akkor az algoritmus
visszalép egy szintet. Ha a nulladik szintrél 1épnénk vissza, tehat s, allapothoz nincs tobb

jelolt, akkor az algoritmus leall.

3.3.1 Jeloltek kiszamitasa

Egy adott allapotnal a jeldlt parok P(s) halmazdhoz el8szor meghatdrozzuk a

kovetkezoket:

T (s) es T (s) azonu € V(q) ésv € V(G) csucsok halmaza, amelyek még
nem szerepelnek M (s)-ben, és amelyekbe futnak élek M, (s), illetve M (s)-beli csticsbol,

tehat olyan u’ € V(q), illetve v’ € V(G) csucsbdl, amely szerepel M (s)-ben.

T () ={ulu €V(g) Au & My(s) AJu' €V(q):u' € My(s) A(u',u) € E(q)}

TS (s)={v|v eV(G)A v & Mz(s) ATv' € V(G):v' € My(s) A (v',v) € E(G)}
T;n(s) és T (s) azonu € V(q) és v € V(G) cstucsok halmaza, amelyek még

nem szerepelnek M (s)-ben, és amelyekbdl futnak élek M, (), illetve Mg (s)-beli csticsa,

tehat olyan u’ € V(q), illetve v' € V(G) csticsba, amely szerepel M (s)-ben.
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T;"(s) ={ulu eVig)Au & My(s)ATu' €V(g):u' € My(s) A (u,u') € E(q)}
T(s)={v|v €eV(G)Av ¢ Mg(s) A v’ € V(G):v' € Mg(s) A (v,v") € E(G)}

A P(s) halmaz eleme ekkor minden (u, v) par lesz, ahol u € T%(s) és v €
Tg"(s). Ha ezek koziil valamelyik iires, akkor T (s) és TF"(s) csucsait nézziik. Nem
Osszefiiggd grafok esetén vagy az elsd cstcs vizsgalatakor eléfordulhat azonban, hogy
ezek a halmazok is tiresek, ekkor P(s) halmazba minden M (s) résztartalmazasban még

nem szereplo u € V(q) ésv € V(G) par kertil.

3.3.2 Megvalosithatosagi szabalyok (feasibility rules)

Sok olyan allapot létezhet, amelyek nem vezetnek részgraf izomorfizmushoz,
fontos, hogy ezeket az éallapotokat minél hamarabb azonositsuk, hogy ne kelljen
feleslegesen boviteni azokat. Sziikséges, hogy minden allapot konzisztens legyen, a
generalt allapotok szama csokkenthetd ugy is, hogy egy, illetve két 1épéssel
eldretekintiink, és megnézziik, hogy akkor is létezne-e olyan csucspar, amely az akkori
allapothoz felvéve konzisztens allapothoz vezetne. Ezek a szabalyok 6sszefoglaldoan a
megvaldsithatdsagi szabalyok (feasibility rules) nevet viselik. Két nagy részre
bonthatok, a szintaktikai megvalosithatosag a graf struktirdjat nézi, mig a szemantikai az
attribitumokat, tehat a cimkéket, amennyiben léteznek. Otféle szintaktikai
megvalosithatosagi szabaly létezik, ezek irdnyitott graf esetén ellendrzik az adott

csticspontok sziileit, gyermekeit.
A szabalyok bemutatasahoz eldszor a kovetkezd halmazok definidlasa sziikséges:
T,(s) a TY%(s) és Tqi" (s) halmazok unidja, T;(s) a TS (s) és TE(s)
halmazoké.

Ty (s) = T{¥(s) U Tg"(s) To(s) = Tg“(s) U TF(s)

qu (s) =V(q) — My(s) — Ty(s), tehat azon V(q) csicsok halmaza, amely nem
szerepel a résztartalmazasban, és nem sziiléje vagy gyermeke egy résztartalmazasbeli

cstcsnak sem. N (s) hasonloképpen definialhato.

G grafban v csucs sziileit a kovetkezoképp jeloljik: Pred (G, v), gyermekeit pedig
Succ(G,v) halmazként. Hasonloképpen q grafra és u csucsra: szilék jelolése

Pred(q,u), gyermekek jelolése Succ(q, u).
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A jeloltek meghatarozasa utan sziikséges eltavolitani a sorrend szerint nem
megfeleld parokat, igy megkapjuk a jo jeloltparok halmazat. Minden p € P(s) parra
ellendrizziik a kovetkezd 6t megvaldsithatosagi szabalyt, ezek megmutatjak, hogy a

résztartalmazas az 0j csucsparral bovitve tovabbra is vezethet-e tartalmazashoz:
Legyen s az adott allapot, (u, v) par pedig az ellendrizendd par.

Rpreq: u minden résztartalmazasban szereplé u, sziil6jének parja v sziiléje. v minden

résztartalmazasban szerepl6 v, sziil6jének parja u sziilgje.
Vu, € My(s) NPred(q,u)3 v, € Pred(G,v): (up,vp) € M(s)
Vv, € Mg(s) NPred(G,v)3uy, € Pred(q,u): (up,vp) € M(s)

Rgycc: u minden résztartalmazasban szerepld u. gyermekének parja v gyermeke. v

minden résztartalmazasban szerepld v, gyermekének parja u gyermeke.
Vu, € My(s) NnSucc(q,u) 3 v, € Succ(G,v): (up,vp) € M(s)
Vv, € Mg(s) NSucc(G,v) 3 u, € Succ(q,u): (up,vp) € M(s)

Rin: v-nek van legalabb annyi TE"(s)-ben szereplé sziildje, mint u-nak Ti™(s)-ben
szereplé sziildje. v-nek van legalabb annyi T/"(s)-ben szereplé gyereke, mint u-nak

T{™(s)-ben szerepld gyereke.
|Pred(q, u) N Tqi”(s)| < |Pred(G,v) N Té”(s)|
|Succ(q,w) N T (s)| < |Succ(G,v) n TE(s)|

Roye: v-nek van legalabb annyi TZ"(s)-ben szerepld sziilje, mint u-nak T (s)-ben
szerepld sziildje. v-nek van legalabb annyi T2"!(s)-ben szerepld gyereke, mint u-nak

T "t (s)-ben szereplé gyereke.
|Pred(q,w) n T*(s)| < |Pred(G,v) n T§*(s)|
|Succ(g,u) n TP¥(s)| < |Succ(G,v) N TE(s)|

Rpew: v-nek van legaldbb annyi N;(s)-ben szereplé sziildje, mint u-nak N,(s)-ben
szerepld sziil6je. v-nek van legalabb annyi N;(s)ben szerepld gyereke, mint u-nak

N, (s)-ben szereplé gyereke.

|Pred(q,u) n N,(s)| < |Pred(G,v) n N;(s)|
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|Succ(q,u) N ]Vq(s)| < |Succ(G, v) N IVG(S)|

Az elsO két szabaly az uj M(s") konzisztenciajat ellendrzi M (s)-hez képest, a
tobbi pedig a keresOfa vagasaban segit. Ha a kereséfa egy szintjén minden lehetséges P(s)
parjeloltet, és minden jo jelolthoz tartozd részfat bejartunk, vissza kell 1épniink egy

szintet. Ha a nulladik szintrél, s,-rol 1épnénk vissza, akkor az algoritmus leall.

Példa: Adott az alabbi két graf (q és G)

8. abra: q graf

9. abra: G graf

Ekkor a kezdd résztartalmazas: M(sy) = @. Tqi"(so) =0, Tq"”t(so) =0,
TGin(So) = 0, Tcout(so) =0, Tq(so) =0, Te(so) = 0, Mq(so) =0, Mg(so) = 0,
Nq(s0) = g, uz,uz, s, Ng(so) = 1,02, 03,04, vs. Mivel T9 (), TE* (50), Ty (o)
és T (s) is iires, igy minden (u;, vj): u; € V(q) és v; € V(G) cstcspar keriil P(sq)-ba.
A sorrend legyen a cslicsok szdmozasi sorrendje, tehat minden olyan (ui,vj) part
kivesziink, ahol i+ 1. Az igy megmaradt parok:

(ulJ Ul)r (ulJ UZ): (ulﬁ US)' (ulf U4), (ulf US)-
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10. abra: A kezd6 résztartalmazas iires (so)

Egy par résztartalmazéasba felvétele elott ellendrizni kell a megvalosithatosagi

szabalyokat.
Nézziik s, allapotnal (uq, v,)-re:

El6szor u; és v, szileit és gyermekeit hatarozzuk meg. Pred(q,u,) = @,
Succ(q,uq) = uy, Pred(G,vy) = @, Succ(G,v,) = vy, vs.

Most a megvalosithatosagi szabalyok kovetkeznek, mivel M (sy) tires, €z€rt Ry;.cq
és Ryyc teljesiil. T (so), T (sp) és T9M (s0), TE™ (s0) halmazok iiressége miatt az Ry,
¢és R;, szabdlyok is igazak lesznek. Az R, sziilokre vonatkozo része teljesiil, mert u,-
nek és v;-nek nincsenek sziilei g-ban, illetve G-ben. R, gyerekekre vonatkozo részénél
ellendrizni kell, hogy v; N;(sy)-beli gyermekeinek szama legalabb akkora-e, mint u,

Nq (sp)-beli gyermekeinek szama. |u,| < |v,, v3], igy ez a feltétel is teljesiil.

Minden megvaldsithatosagi szabaly igaz lett, felvehetjiikk az (uy, v;) part so-ba,
igy kapjuk s; allapotot. A keresési fan mélységi bejaras szerint megyiink végig, ezért ezen

az 1j 4gon haladunk tovabb.

11. abra: so-bol az (us, v1) par felvételével kapjuk az s1 allapotot

M(sy) = (uq,v1), Tqin(sl) =0, quut(51) = Uy, Tcl;n(sl) = 0, Taout(51) =
VU2, V3, Tq(51) = Uy, T(s1) = vy,v3, Mq(51) =uy, Mg(sy) = vy, Nq(51) = U3, Uy,
N;(s1) = vy, vs. T" (s1) és T2"t(s,) nem iires, igy P(s)-be (uy, v,) és (uy, v3) keriil.
Csak egyféle u; € V(q) van, ezért most nem sziikséges nézni a sorrendet. Eldszor

(u,, vy)-re ellendrizziik a megvalosithatosagi szabalyokat.

Sziil6k és gyermekek: Pred(q,u;) = uy,uy, Succ(q,u,) = us, Pred(G,v,) =

V1, Vs, Succ(G,v,) = v,.
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Rprea: Uy résztartalmazasban szerepld sziiléje u,, amelynek parja vy, ami pedig
v, sziilOje, igy a feltétel teljestil

Rgyucc: S€ Uy, Se v, gyermeke nem szerepel még a résztartalmazasban, azért ez a

feltétel teljestil
Rin: T (s1) és T/ (s,) is iires, ezért a feltétel teljesiil

Rout: uz-nek nincs T2% (s1)-ben szerepld sziildje, v,-nek sincsen TE"*(s;)-ben

szerepl6 sziil6je: |@| < |@|, ugyanez igaz a u, és v, gyermekeire is

Rpew: Uy Ny (sp)-beli sziildje uy, mig v, Ng(s1)-beli sziil§je vs, [uy| < |vs], u,
N,(s;)-beli gyermeke uz, mig v, N;(s;)-beli gyermeke vy, |us| < |vyl, a feltétel
teljesiil.

Mind az 6t szabaly engedélyezi az 0j (u,, v,) par felvételét s;-be, igy kapjuk a

kovetkezd allapotot, s,-t. Ezen az dgon haladunk tovabb.

oo

7

ul-vl

/

uzZ-v2

12. abra: si-be felvessziik az (uz, v2) part, igy kapjuk sz allapotot

M(sz) = ((ug,v1), (Uz,v2)), Tqin(sz) = Uy, quut(sz) = Us, Tcl;n(sz) = Vs,
Té)ut(sz) = U3, Vs, Tq(sz) = Ug, Uy, T(S2) = V3,04, Vs, Mq(sz) = Uy, Uy, Mg(sy) =
vll v2a Nq(SZ) = Qa NG('SZ) = @

T (sy) és T2% (s,) nem iires, ezért P(s,)-be (us, v3) és (us, v,) keriil. Csak

egyféle g-beli csucs van, azért most sem kell sorrendet alkalmaznunk. El0sz6r probaljuk

az (us, v3) parral bdviteni a résztartalmazast:

Sziilék és gyermekek kiszamitasa: Pred(q,us) = u,, us, Succ(q,uz) = 0,

Pred(G,v3) = vy, Succ(G,v3) = v,.

Rpreq: Uz résztartalmazasban szerepld sziil6je u,, melynek parja v,, azonban ez
vz-nak nem sziildje. v; résztartalmazasban szerepld sziiléje v;, melynek parja uq,

azonban ez sem us; sziilje. Igy ez a feltétel nem teljesiil, az s, résztartalmazas (us, v3)
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parral valo bdvitése nem vezetne tartalmazashoz. Ezért visszaléplink a faban, s, masik

jeloltparjaval probalkozunk.

oo

7

ul-vl

/

uZ-v2

-

13. abra: s2 (U3, V3) parral torténé bévitése nem vezetne tartalmazashoz, ezért ezen az Agon nem

haladunk tovabb, P(s2) masik parjat ellendrizziik

Most probaljuk (us, v3) parral boviteni az M (s,) résztartalmazast. Ekkor minden

feltétel teljesiil, igy felvehetjiik az 0j part.

A gondolatmenetet folytatva a tobbi jeldltre, a kovetkezd kereséfat kapjuk (ahol

sziikséges, az u; € V(q) csucsok sorrendje a szamozasuk szerint ndvekvo sorrend):

R

ulwvl ul-w2 ul-v3 ul-vd ul-v5

{~0080000
¢ o0

ud-ws
14. abra: VF2 algoritmus soran elallt kereséfa

A faban piros szinnel jeloltem azokat a parokat, amelyek a megvalositasi
szabalyokat nem teljesitik, emiatt nem megfeleléek. igy az algoritmus megtalélta G g-val

izomorf részgrafjat: (uy, v1), (Uy, V2), (U3, v4), (Uy, Us).

3.4 VF2++ algoritmus

A VF2++ algoritmust Jiittner Alpar és Madarasi Péter publikalta 2018-ban [9]. Az
algoritmus a VF2 algoritmust egésziti ki, q csucsait elsd 1épésben sorrendbe teszi, majd

ez alapjan halad rajtuk végig, valamint a v € V(G) jeloltek kivalasztasa is hatékonyabb
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lett. Az algoritmus lényegesen gyorsabb, mint az el6z0 algoritmusok. A cikkben

iranyitatlan, cimkézett grafok szerepelnek.

A VF2++ algoritmus els6 1épése a g csucsainak sorrendbe rakasa, a sorrend
O lesz. Sok algoritmus csak a csucsok fokszamait ¢és a cimkéket veszi figyelembe,
azonban példaul a kémiaban, biologidban gyakran ritka grafok vannak, a csucsoknak nem
nagy a fokszamuk, és sok csticsnak azonos, igy nem hatékony sorrendet kapnank. A
VF2++ csucssorrendje figyelembe veszi a fokszamot, a cimke gyakorisagat, valamint az

adott csucs a résztartalmazasban mar szereplé szomszédjainak szamat.

Elészor kivalasztja a legritkabb cimkéjii és ezek koziil a legnagyobb fokszamu

csucsot, az lesz a késdbb felépitendd fa gyokere.
root = {7 | 1 € arg maxyeg (Arg mingape: (V(@\0))}

ahol arg min;,p,.; (V(g)\O) azt jelenti, hogy az O sorrendben még nem szerepld
u €V(q) csucsok koziil kivalasztjuk azokat, amely cimkéjének O sorrendben
eléfordulasanak szamat kivonva G grafban az adott cimke el6fordulasanak szamabol, a
legkisebb értéket kapjuk. Az argmax,,4 pedig g grafban az el6bb megadott halmazbdl
a legnagyobb fokszamu csucsokat jelenti. Ha tobb ilyen van, akkor ezek koziil egyet

valasztunk a fa gyokerének.

Az algoritmus igy meghatarozott gyokértél kezdve szélességi bejarassal (Breadth-

first search, BFS) [8] felépit egy T fat, amelyben egyre mélyebbre megy.
T = bfs_fa(graf: q, gyokér:root)

A 0,1,...,depth(T) szinten kivalasztja az adott szinten 1évé csucsokat, ezek
lesznek a V; halmaz cstcsai. Ezt a halmazt a kdvetkezéképp dolgozza fel: kivalasztja
azokat a csucsokat, amelyeknek a legnagyobb a konnektivitasa, azaz az O sorrendben mar
szerepld szomszédjainak szdma. Ezek koziil a legnagyobb fokszdmuakat valasztja ki,
majd a legritkdbb cimkéjii csticsot. Ha ezt az o cstcsot megtaldltuk, akkor a V;-bdl

eltavolitjuk, és az O sorrend végére rakjuk.

0 = { u Iu € arg minlabel (arg maxdeg (arg maxconnectivity (Vd)))}

ahol argminygpe; és argmaxgegjelentése megegyezik a kordbban leirtakkal a
megfelelé halmazon, arg max onnectiviey (Va))) pedig azon u € V(q) csucsok halmaza,

amelyeknek a legtobb O sorrendben szerepld szomszédja van.
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AT faegy szintjének feldolgozasa addig tart, amig a szinten van még olyan csucs,

amely nem szerepel az O sorrendben.

Ha a T fa minden szintjét feldolgoztuk, és az O sorrend még nem teljes, akkor
visszatériink az elsé 1épéshez, €s a maradék csucsok koziil valasztjuk ki a legritkabb
cimkéjli, legnagyobb fokszamu csucsot, majd a valasztott csucstol kezdve €pitjiik fel az

uj T fat. Miutan minden csucs bekertilt a sorrendbe, kész vagyunk.

Az algoritmus tovabbi valtoztatdsa a VF2 algoritmushoz képest egy adott u €
V' (q) csucs jeldltjeinek kivalasztasa. Itt u csticshoz elég keresniink egy u,, szomszédot,
amely mar szerepel a résztartalmazasban. Mivel u,, szerepel a M résztartalmazasban, mar
van parja, legyen ez v,. Igy elég megnézniink v, szabad v, szomszédjait, minden v,
csticsnal ellendrizni kell, hogy u tobbi résztartalmazasbeli szomszédjanak parjaval

szomszédos-e.
v € G jeldltu € q — hoz, ha:
vu' €q:{uu'} €E(@Q ANu €M, = {v,M[u']} €E(G)

ahol M a résztartalmazas, M, a résztartalmazasban szereplé u € V(q) csucsok,

M[u'] pedig u' parja a résztartalmazasban. Az els6 csucs vizsgalatakor, amikor a
résztartalmazas még iires, nem taldlunk szomszédos résztartalmazasban szerepld csucsot,

ekkor u csucs jeldltje az 6sszes v € G cstcs.

Az (u,v) par résztartalmazasba felvételéhez ellendrizni kell még azt, hogy
minden cimkére teljesiil-e, hogy v-nek van-e legalabb annyi megfelel6 cimkéji

szomszédja, mint u-nak, ez a szabaly a vagasi szabaly (cutting rules) nevet viseli.

Példa: Adott az alabbi két cimkézett graf (q és G)

A B

15. 4bra: q graf
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16. abra: G graf

Eldszor V(q) csucsok sorrendjét hatdrozzuk meg. A gyokér meghatarozasdhoz
megkeressiik a legritkabb cimkét: G-ben minden cimke (4, B és C) kétszer szerepel, a
sorrend {ires, azért a uy, u,, uz és u, marad a keresett csucsok halmaza. A legnagyobb
fokszamu ezek koziil u,, igy az lesz a T fa gyokere. Szélességi keresést hasznalunk
(BES), az 0j T fa nulladik szintje a gyokér, u,, els6 szintje u, szomszédjai, ez esetben uy,

Us €s uy IS.

17. abra: u2 gyokeri BFS fa

A T fa feldolgozasat a nulladik szinttel kezdjiik. Ekkor a legnagyobb
konnektivitasu, legnagyobb fokszamu, legkisebb cimkéjli csticspont az u,, mert a
nulladik szinten az az egyetlen csucs. Igy 0 sorrendbe bevessziik u,-t. A nulladik szinten
nincs tobb csucs, 1éphetiink az elsd szintre. Itt a konnektivitas minden csucsnél egyenld,
mindegyik szomszédos u,-vel. A legnagyobb fokszdm koziiliik u; €s uz, mindkét csucs
fokszama 2. A két csucs cimkéje koziil egyik sem a sorrendben 1évd cstics cimkéje, igy a
gyokér meghatdrozasahoz hasonloan az eléfordulds szdma 2-2 marad. Valasztanunk kell
a két csucs koziil, legyen ez most u4, bevessziik az O sorrendbe. Mivel nem fogytak el a
szinten még a csucsok, nem 1épiink szintet. Ujra kivéalasztjuk a maradék cstcsok koziil a
legnagyobb konnektivitassal rendelkez6t, ez most us, mert szomszédos u,-gyel és u,-vel
is, mig u, csak u,-vel szomszédos. Csak u; Szerepel a halmazban, a legnagyobb

fokszamu és legritkabb cimkéjii igy u; marad. Bevessziik az O sorrendbe. Még van
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sorrendben nem szerepld csucs a szinten, igy nem Iépiink tovabb. A maradék csucsok
koziil (csak u,) a legnagyobb konnektivitasu u,, a legnagyobb fokszamu és legritkabb
cimkéjii is. uy-et bevessziik az O sorrendbe. Minden V(q) csucs a sorrendben van, igy

végeztink.
A kovetkez6 sorrendet kaptuk: O = {u,, uq, uz, us}

A csucsokat ennek a sorrendnek megfeleléen fogjuk tehat bevenni a

résztartalmazasba.

A kezdd résztartalmazas lres, ezért a sorrendben elsé u, csticshoz minden v; €
V(G) jelolt lesz. A vagasi szabalyokat nézve a kovetkezOket allapithatjuk meg: u,-nek
harom szomszédja van: ketté B cimkéjli, egy A. v;-nek egy szomszédja van, amely A
cimkével rendelkezik, ezért az (u,, v;) par nem megfeleld. v,-nek harom szomszédja
van, egy A, egy B és egy C cimkéjli, B cimkéjli szomszédbdl nincs elég, igy az (u,, v,)
par sem megfeleld. v3-nak két A és egy C cimkéjii szomszédja van, az (u,, v3) par sem
JO a résztartalmazas bovitéséhez. v, szomszédja egy A, egy B és egy C cimkéjli csucs, B
cimkéjii szomszédbol most sincs elég, igy az (u,, v,) par sem megfeleld. vs-nek egy A
és kettd B cimkéjii szomszédja van, ez megegyezik u, csucsainak cimkéjével, illetve azok

szamaval, ezért a (u,, vs) jO par, bovitjiik a résztartalmazast.

18. abra: u2 csucshoz az elsé jo jelolt vs

Kovetkezd csucs a sorrendben u,, amelynek egy résztartalmazasban szerepld
szomszédja van, u,. u, jeldltjei azon v; € V(G) csucsok lesznek, amelyek szomszédosak
u, parjaval, vs-tel. Igy tehat a jeloltek: v, v,, V. A vagasi szabalyok kovetkeznek. u,
szomszédja egy B és egy C cimkéjli csucs. vz nem lesz jo jelolt, mert két A és egy C
cimkéjli szomszédja van, a B cimke hianyzik. v,-nek viszont egy A, egy B és egy C

szomszédja van, igy megfeleld par u;-nek, felvessziik a résztartalmazéasba (uy, v4)-t.
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ul-vd

19. abra: az (uz, Vs) résztartalmazast az (ui, Vs) parral bévithetjiik, (u1, vs) parral nem

A harmadik cstcs u3, melynek résztartalmazasban szereplé szomszédjai u, és u,.
Ekkor a jelolteket ugy valasztjuk ki, hogy megnézziik az egyik résztartalmazasban
szerepld szomszéd parjdnak szabad szomszédjait, majd ellendrizziik, hogy az a tobbi
résztartalmazasban szerepld szomszéd parjaval is szomszédos-e. Nézziik tehat u,
parjanak, v,-nek résztartalmazasban nem szerepld szomszédjait, ezek v, és v3. Erre a két
cstcsra kell ellendrizniink, hogy u, parjaval, vs-tel szomszédosak-e. v, nem, v; igen.
fgy uz-nak egyetlen jeldltje marad, v5. Ellendrizziik a vagasi szabéalyokat: u; szomszédja
egy A ¢és egy C cimkéjli csucs, v; szomszédja pedig két A és egy C cimkéjii cstcs. A

szabaly szerint felvehetjiik a résztartalmazasba az j (u3, v3) part.

20. abra: A résztartalmazast (us, v3) parral bovithetjiik

Utolsoé csucs a sorrend szerint u,, jeloltjeinek meghatarozasdhoz meg kell
nézniink résztartalmazdsban szerepld szomszédjait. Egy szomszédja szerepel a
résztartalmazasban, u,, mely parjanak, vs-nek megkeressiik szabad szomszédjait, amely
csak a vg csucs. Ellendrizziik a vagasi szabalyt, us-nek egy C cimkéjii szomszédja van,
ve-nak is, tehat felvehetjiik a résztartalmazasba az (u,,vg) part. Megtaldltunk egy

tartalmazast.
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ul-vd

u3-v3

v
21. abra: Egyelten uj jeloltpar van az agon, ez az (us, Ve) par

A faban visszalépve latjuk, hogy tobb tartalmazas nincs (u,; kimaradt jel6ltje, v,
nem felel meg a vagési szabalyoknak, vg ellenérzése u, jeldltjeként is hasonld eredményt
ad). Igy az algoritmus leall, megkaptuk, hogy q G egy részgrafjaval izomorf, a kovetkezd

parok lesznek: (uq, v4), (Uy, Vs), (U3, V3) €s (Uy, Vg).

A keresési faban pirossal jeldltek azok a csticsok, amelyek a vagasi szabaly miatt

oz

nem megfeleldek.

22. abra: A VF2++ algoritmus soran eloallt keresofa

3.5 DAF algoritmus

A DAF algoritmust Myoungji Han, Hyunjoon Kim, Geonmo Gu, Kunsoo Park és
Wook-Shin Han publikalta 2019-ben [10]. Az algoritmus dinamikus programozast
hasznal, amellyel sokat gyorsitott a régebbi részgraf keres6 algoritmusokon nagy grafok

esetén. Az algoritmust leir6 cikkben irdnyitatlan, cimkézett grafok szerepelnek.
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Az algoritmus harom 6 részbdl all:

(1) DAG-Graph DP: iranyitott kormentes graf segitségével Candidate Space (CS)

felépitése és finomitasa dinamikus programozassal
(2) Adaptive Matching Order with DAG Ordering: adaptiv parba rendezés

(3) Pruning by Failing Sets: nem megfelelé halmazok levagasa az algoritmus gyorsitasa

érdekében

Els6 Iépésként a g grafbol egy iranyitott kormentes grafot (DAG) kell késziteniink,
ehhez egy gyokeret valasztanunk a kovetkezOképpen: elséként mindenu € V(q)

csucshoz meghatarozzuk a kezdeti jelolteket:
Cini(u) = {v| v € V(G) Adegg(v) = degq(u) ALg(v) = La(u)}

Tehat egy u csucs jeloltjei azok av € V(G) cstcsok lesznek, amelyekre igaz,
hogy fokszamuk legalabb akkora, mintu csticsé, valamint a két csiucs cimkéje

megegyezik.

Miutan a kezdeti jelolteket meghataroztuk, megkeressiik a DAG gyokerét. Azt a
csucsot valasztjuk, amelyre a kdvetkezd hanyados értéke a legkisebb (ha tobb ilyen van,

akkor barmelyik valaszthat6):

r « arg min ICini(u)I
u€ev(q) degq (u)
A gyokér az az u csucs lesz, ahol a kezdeti jeloltek szamat elosztva az u

fokszamaval g-ban a legkisebb szamot kapjuk.

Az igy kivalasztott gyokért6l kezdve szélességi bejarast (Breadth-first search,
BFS) folytatunk g-n, minden élt iranyitotta tesziink igy, hogy a magasabb szintrél az
alacsonyabb szint az irdny, azonos szinten pedig szabadon vélaszthat6. Ez a gréf lesz qp.
Eldallitjuk qp-et, ugy, hogy qp* cstcsai megegyeznek qp csucsaival, és g5 csticsai

kozott 1évo élek ellentétes irdnytak qp cstcsai kozotti élekkel.

Ezutan a CS (Candidate Space) felépitése és egyszertsitése kovetkezik, a keresést
ezen fogjuk végezni. CS tartalmazza azon C (u) jel6lteket minden u € V(gq)-hoz, amelyek
az alabbi két feltételt kielégitik:

(1) u € V(q)-hoz tartozé jeloltek halmaza: € (u) - candidate set -, részhalmaza C;,,; (u)-

nak, vagyis a kezdeti jeloltek halmazanak
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(2) AkKor és csak akkor van élv € C(u) és v’ € C(u') kozott, ha (u,u") € E(q) és
(v,v") €E(G)

CS egyszeriisitésének célja, hogy C(u)-t a lehetd legkisebb méretiire csokkentsiik.

Mivel kés6bb CS-ben fogunk keresni, ezért igy gyorsithatunk az algoritmuson.

Elészor C(u) = Cipy(w) Vu € V(q)-ra. qp*-t és qp-t felvaltva fogjuk nézni,
mindig az aktudlis lesz a q’. CS finomitasanal minden C(u)-bdol C'(u)-t készitiink

dinamikus programozas segitségével.

v € C'(u) akkor és csak akkor, ha v € C(u) és 1étezik v-vel szomszédos v, csucs ugy,
hogy v, € C(u.) umindenu, gyerekére q'-ben, tehat v jelolt uw minden q’-beli

gyerekének legalabb egy jeldltjével 6ssze van kotve.

Eszerint g’ cstcsait visszafelé fogjuk bejarni, igy minden csucs azutidn fog
kovetkezni, miutdn a gyerekei mar sorra keriiltek. A harmadik finomitds utdn mar

altalaban nem lehet tovabb cs6kkenteni CS méretét.

CS csucsainak egyszerlibb leirasahoz a kovetkezd jelolés hasznélatos: Vv €
C(u)raésV (u,u;) € E(qp)-re: Ny (v)-be azon v, csucsok tartoznak, amelyek G-ben

szomszédosak v-vel és v, € C(u.). Ez a jelolés egy szomszédossagi listanak felel meg.

Ezutan CS-ben megkeressiik g minden tartalmazasat, ez megfelel annak, mintha
G-ben keresnénk. Ehhez el0szor a kivalasztott r gyokér csucsot hozzéarendeljiik
egyik C(r) jeloltjéhez. Egy u € q akkor bovithet6 (extendable) egy M résztartalmazas
esetén, ha u minden sziil6j¢hez valasztottunk part, azaz egy v csucsot G grafbol. E16szor
azokat a cslcsokat nézziik meg, amelyeknek nincsen gyerekei. Minden bdvithetd
csticshoz meghatarozhatjuk a bdvithetd jeloltek listajat a kovetkezOképpen: tegyiik fel,
hogy M résztartalmazasunk van, u sziilei gp-ben py, ..., py ezeknek a csticsoknak mar van
v € G parja, mert u csak ekkor lehet bdvithetd. Az u cstics bdvithetd jeldltjeinek

halmazat M-hez ugy definialjuk, hogy:
Cu (W) = Nizy Ny (M(po)
Tehat u cstcs minden szomszédjanak parjaval szomszédos jelolteket keressiik.

Minden v € G csucshoz nyilvantartjuk, hogy parja-e valamely u’ € g csticsnak,
ha igen, akkor megjeloljiik, igy tudjuk, hogy mely csticsok nem okoznak problémat M

bévitésénél.
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Eléfordul, hogy tobb u bdvithetd cstcs is van, ekkor kétféle modszer van az 0j

csucs kivalasztasara:
Jelolt-méret sorrend (Candidate-size order): azt valasztjuk, ahol |C,,(u)| a legkisebb

Ut-méret sorrend (Path-size order): azt valasztjuk, ahol wy, (u) a legkisebb, wy, (1) egy

becslés az ut tartalmazasokra

Az igy kivalasztott u csuccsal és jeloltjeivel bévitjuk M-et, majd a részfa bejarasa

utan visszalépiink.

Az algoritmus gyorsithatd, ha megtaldljuk azokat a részeket, amelyeket
feleslegesen jarnank be tobbszor, tehat nem vezetnének teljes tartalmazas
megtalalasahoz. A fat mélységi keresés (Depth-first search, DFS) sorrendjében jarjuk be,
tehat egy par felvétele utan a hozza tartozo részfat sziikséges bejarni, majd visszalépiink.
Lehetséges azonban, hogy az az (u, v) par, amelyet hozzavettiink, a felette 1év0 részfaban
masik parok miatt nem miikodik, igy hiaba keresiink az u csucsnak mas v’ pérokat, az
algoritmus nem talalna tartalmazast, ezért a sok 0j part felesleges ellendrizni. Ebben segit
asikertelen halmazok (failing sets) meghatarozasa. Jele: Fy;, ahol M a faban egy qt,
amely egy résztartalmazasnak felel meg. Ezeket a halmazokat a faban lentrdl felfelé
szamitjuk ki, tehat a leveleket el0szor. A meghatarozashoz sziikséges a kovetkezo jelolés
bevezetése: anc(u) azon u’ € V(q) csucsok halmaza, amelyek gP-ben u cstics felmendi,

illetve u cstics maga. A levelek haromféle csoportba tartozhatnak:

(1) Konfliktus osztaly: ha az (u, v) levélben v egy olyan csucs, amely a levélhez tartozo
utban (tehat résztartalmazasban) mar egy masik u’ cstcs parja. Ekkor ezt a levelet egy

felkialtojellel jeldljiik (w, v)!. EKKor Fy = anc(w) U anc(u).

(2) Ures osztaly: ha u csicsnak nem jutott par, ez a bdvithetd jeldltek (Cp(w))

meghatarozasanal fordulhat el6, ekkor a levelet (u, @)-ként jel6ljiik. Ekkor Fy, = anc(u).
(3) Tartalmazas osztaly: ha a levéllel sikertilt egy tartalmazast megtalalni. Ekkor F,; = @.

A tobbi parhoz, amelyek nem levelek, a levelek segitségévél szamoljuk Ki Fy,

értékét. Ha a fa bels6 pontjanak (most (u, v)) van olyan ¢ gyermeke, amelynél F,, = @,

akkor a ponthoz tartozo F,; = @. Ha nincs, akkor keresiink olyan ¢ gyermeket, amelyhez

tartoz6 Fy,_-ben nincs benne u, ha talélunk ilyet, akkor Fyy = Fy,. Ha ilyen gyermek sem

talélhaté, akkor FM = UC in children FMC'
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Ha egy olyan (u, v) csticshoz jutunk a faban, amelyhez tartozé F), halmaz nem
tires, és nem szerepel benne u, akkor az adott résztartalmazas nem u csucs €s parja miatt
nem jO, tehat barmilyen 1j part talalnank u-nak, ugyanugy nem jutnank tartalmazashoz,
tehat a cstcs minden testvére redundans, igy azokat nem kell bejarnunk. Ezzel

megvalosul a fa vagasa.

Példa: Adott az alabbi két graf (q és G)

24. abra: G graf

ICini(u)| _ 2 _ 1

Cini(ug) = {vy, 14} = degq(ity) 2

[Cini(uz)l 1 )
lnl(uZ) = {VS} degq (uzz) E: 0,3

[Cini(usz)| 1
lnl(u3) = {V3} degq (u33) > =0,5

ICini(ua)l _ 2 _ 2

Clnl(u4) = {v3’ v6} - degq(u4) - 1

A legkisebb szam esetiinkben a 0, 3, igy a gyokér u, lesz.
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q-bol u,-tdl kiindulva a kdvetkezd grafokat kapjuk: g, és gpt, amit gp-bél

¢leinek megforditasaval hatarozhaté meg.

25. abra: qo graf, amely q grafbol uz-t6l indulva szélességi bejarassal és a kimaradt élek felvételével

kaphaté meg

26. abra: qot, amelyet gp-bél az élek megforditasaval kapunk

CS csokkentéséhez gt és qp grafot kell hasznélni felvéaltva. Kezdetben CS

minden u csucshoz a jelolteket tartalmazza.

CS eredetileg:

C(Uzj/ v
C( u:) 2w
S o)
a3 w () ( U4)

27. abra: CS (Candidate Space) finomitasok nélkiil

Els6 finomitas: ¢’ = qp?

Els6 cstics: u,, mert nincs gyereke — C'(u,) = {vs}
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Masodik csucs: uy, mert u, az egyetlen gyereke, és u, mar sorra kerilt, v, nincs

Osszekotve u, jeloltjével, ezért kivessziik a jeloltek kozil — C'(uy) = {v,}
Harmadik csucs: u,, mert gyerekei, u, mar sorra keriilt — C'(u,) = {vs, v¢}

Utolso csucs: us — C'(u3) = {v3}

CS az els6 finomitas utan:

C ( uz) Vs
C ( u 1) v
T )
B w6 (] ( LM)

28. abra: CS az els6 finomitas utan

Ezutan q' = qp kovetkezik, de mar nem tudunk tobbet csokkenteni CS méretén.

A keresési faba el@szor a gyokér, u, és jeloltjét vessziik fel, tehat az (u,, vs) part.
Ekkor a bévithet6 csticsok uy és uy lesznek, mert gp-ben ennek a két csticsnak egyetlen
sziil6je u,. Meghatarozzuk a jo jelolteket: Cy(uy) = {v,}, Cyy(uy) = {v3,v¢}, a jelolt-
méret sorrend szerint u; csuccsal és parjaval kell béviteni a résztartalmazast: (uq, v,).
Megnézziik, hogy van-e 0j bOvithetd csics. Mar u; minden sziildje bekeriilt a
résztartalmazasba, igy jo cstcs. Jo jeldltjeinek halmaza: Cy(u3) = {vs}. A jelolt-méret
sorrend szerint u; kovetkezik: felvessziik a faba (us, v3) part. Csak egy cstics maradt
hatra, uy. Cpr(uy) = {v3, vg}, felvessziik az (uy, v3)! és az (uy, ve) part a keres6faba. v
mar szerepel a résztartalmazasban, ezért kell a felkidltojel utana. (uy, vg) 4gon azonban
megtalaltunk egy részgraf tartalmazést. A sikertelen halmazok a résztartalmazas mentén
tiresek lesznek, (uy, v3)! levélnél pedig Fy, = {u3, us}. Ezen halmazok kiszamitasa jelen

esetben nem gyorsit az algoritmuson.
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A keresés soran eldallt keresofa Fy, értékekkel:

w25 Fay = {}

ul-vd Fu= {}

u3-v3 FM - {}

Fru={us us} ./ \m-vﬁ Fu={}

29. abra: A DAF algoritmus altal eldallitott kereséfa

A DAF algoritmus segitségével megkaptuk, hogy q G egy részgrafjaval izomorf,

a cstuicsparok a kovetkezok: (uq, v4), (Uz, Vs), (U3, v3) €s (Uy, Vg).
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4. Algoritmusok implementalasa

A dolgozatban iranyitatlan, cimkézetlen grafokkal fogok foglalkozni, a részgraf
keresd algoritmusokat ezeken nézem meg. G graf egy kovetkezd fejezetben bemutatott
adathalmazokbol valasztott nagy graf, g pedig minden esetben egy haromszoég (harom
csucsu teljes graf).

Az algoritmusokat Python nyelven valositottam meg. A grafokat a NetworkX
konyvtar  [11]  Graph()  fiiggvényével  hoztam  létre.  Csucsokat a
Graph.add_node(node), ¢leket pedig a Graph.add_edge(node, node) fiiggvénnyel
lehet a grathoz adni. A haromszoget, tehat a g grafot ezekkel a fliggvényekkel hoztam
létre. G grathoz sziikséges volt egy tsv (tabulatorral tagolt) fajlbol beolvasas, ebben a
fajlban egy sorban két csucs szerepelt tabulatorral elvalasztva, amely azt mutatta meg,
hogy a két cstics szomszédos. Ennek beolvasasahoz a NetworkX read_adjlist(path)
figgvényét hasznaltam. A NetworkX konyvtarnak 1éteznek graf generald fiiggvényei is,

ezeket a sajat grafok eldallitasanal hasznéltam.

q és G létrehozasa

import networkx as nx

g=nx.Graph()
g.add_node(9)
g.add_node(1)
g.add_node(2)
g.add_edge(9,1)
g.add_edge(1,2)
g.add_edge(0,2)

fileG = open(fileName, 'rb')
G = nx.read_adjlist(fileG, nodetype=int)

A NetworkX konyvtarnak sok hasznos fliggvénye van: példaul az éleket a
Graph.nodes(), a csucsokat a Graph.edges(), egy v csucs szomszédjait a

Graph.neighbors(v) fliggvénnyel kapjuk meg.

4.1 Ullmann algoritmus

Az Ullmann algoritmus eredetileg cimkézett grafokra vonatkozik, igy valtoztatni
kellett rajta. Minden u; € V(q) cstcsnal a C(u;) jeloltek meghatarozasahoz csak a
fokszamot kellett figyelembe venni. Az algoritmus elészor egy M° kompatibilitas

matrixot épit fel, melynek sorai q cstcsainak, oszlopai G cstcsainak felelnek meg. A
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matrix értékeit ugy toltjiik fel, hogy ha u; € V(q) csticshoz v; € V(G) cstucs jeldlt, akkor

0 _

m;; = 1, ha v; nem jeldlt, akkor pedig mg ; = 0. A tartalmazas egy M matrixban lesz,

erre a matrixra igaz, hogy minden sorban pontosan egy 1 érték szerepel, mivel minden u;
csucshoz egy par tartozik, és minden oszlopban maximum egy 1 érték szerepel, mert nem
minden v; csticsnak lesz parja, ugyanis G egy részgrafjat kerestiik. A parokat tigy kapjuk
meg, hogy ahol a matrixban 1 szerepel, annak a sornak és oszlopnak megfeleld cstcsok
lesznek egy (u;, v;) par. M felépitése utan az algoritmus az O sorrendnek megfelel6en
megy végig a matrix sorain. Jelen esetben haromszogeket kerestiink, melyben minden
csucs fokszama 1, igy a fokszdm szerinti rendezést el lehetett hagyni, a sorrend a csticsok

sorrendje lett: ug, uq, u,.

Ullmann algoritmus: M° felépitése: createMo()

for u in V(q):
for v in V(G):
if (deg(v) >= deg(u)): MO[u][v]=1
else: MO[u][v]=0

A matrixot rekurzio segitségével dolgoztam fel. Egy d mélységben el6allé matrix
M?. Ha d eléri q csticsainak szamat, akkor megtalaltunk egy tartalmazast. M¢ matrixban
a d el6tti sorokban egy 1 érték szerepel, utana lehetséges, hogy tobb, mivel a d utani
soroknak megfeleld csticsok még nem keriiltek sorra. M¢ matrixbol M3*1 matrixot Gigy
kapunk, hogy a d. sorban minden 1 értékre a kovetkezoket tessziik (legyen mg; i=1
tehat az oszlop szama j): d. sor minden m3, (j # k) elemét O-ra vessziik, j. oszlop
minden mg ;i (e # d) elemét szintén O-ra vessziik. Ezzel megvalositottuk a sziirés részt,
hiszen tobb cstcshoz nem lesz jeldlt v;. A finomitas soran ellendrizni sziikséges ugy
szabad szomszédjainak jel6ltjeit, ha valamely jelolt nem szomszédos v;-vel, akkor a

megfeleld helyen a matrixban az 1-est 0-ra javitjuk.

Ullmann algoritmus: keresés: Search(M, d)

if (d == |V(q)]|): tartalmazas
else:
for v in M[d]:
if (M[d][v] == 1):
newM=copy (M)
# filtering
for otherV in V(G):

newM[d][otherV] = ©
for otherU in V(q):
newM[otherU][v] = ©

newM [d][v] =1
# refinement
for n in neighbors(q, d):
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for candidateV in V(G):
if (newM[n][candidateV] == 1):
if not (candidateV in neighbors(G,v)):
newM[n][CandidateV] = ©

Search(newM, d + 1)

4.2 VF2 algoritmus

A VF2 algoritmus leirasdban iranyitott, cimkézetlen grafok szerepelnek, igy az
algoritmust at kellett alakitani, hogy iranyitott grafokon hasznalhassuk. Ez az atalakités a
jeloltek  kiszdmitdsan ¢és a  megvaloOsithatosagi  szabdlyokon  tortént. Egy
s résztartalmazashoz azon szabad u ¢és v csucsok lesznek a jeloltek, amelyek
szomszédosak valamely résztartalmazasban szereplé cstcesal, mivel a grafban
iranyitatlan élek vannak, ezért nem kiilonboztetjiikk meg a sziil6-gyermek kapcsolatot. E
moédon meghatarozott halmazokra a T, (s) és T(s) jeldléseket hasznaljuk. Ha koziiliik
valamelyik {ires, akkor minden szabad u és v csucs jelolt lesz. A megvaldsithatosagi
szabalyoknal s allapotban (u,v) 0j par esetén ellendrizni sziikséges, hogy u minden
résztartalmazasban szerepld szomszédjanak parja szomszédos-e v-vel, és forditva, v
minden résztartalmazasban szereplé szomszédjanak parja szomszédos-e u-val. Ez az
Rprea €S Rgycc szabalyoknak felel meg. R;y, €s Ry, helyett ellendrizziik, hogy v-nek van-
e legalabb annyi T;(s)-ben szerepld szomszédja, mint u-nak T,(s)-ben szereplé
szomszédja. Utolso szabdly, Ry, arra modosul, hogy u Nq (s)-beli szomszédjainak és
v N;(s)-beli szomszédjainak szamat nézziik, ekkor Nq(s) és N;(s) azon csucsok
halmaza, amelyek nem szerepelnek résztartalmazasban, és nem szomszédosak valamely

résztartalmazasbeli csuccsal.

A résztartalmazast a programban M jeloli. EQy u csucs parjat a pszeudokodban
pair(u) jeloli, v parjat pedig pair(v). Az u és v jelolteket két listaban taroltam. Minden
résztartalmazéasban szerepld cstics szabad szomszédjait megkeresem, ezeket a jeloltekhez

adom. Ha valamelyik lista iires, akkor minden szabad csucs jeldlt lesz.

VF2 algoritmus: jeldltek kiszamitdsa: findCandidates(M)

vCandidates
for un in Mq:
for uc in neighbors(q, un):
if (uc not in Mg) & (uc not in uCandidates):
uCandidates.append(uc)

uCandidates []
[]

for vn in MG:
for vc in neighbors(G, vn):
if (vc not in MG) & (vc not in vCandidates):
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vCandidates.append(vc)
if |uCandidates| == @ or |vCandidates| == @ :
uCandidates = V(q) - Mq
vCandidates = V(G) - MG
return uCandidates, vCandidates

Ezutén u jeloltek koziil ki kell valasztani a sorrend szerinti legelsét, ez legyen a
listaban az els6 elem. A harom fenti megvalositasi szabaly a firstRule, secondRule,
thirdRule nevet viseli. Ha az egyik feltétel nem teljesiil, akkor nem sziikséges megnézni

a tobbit, ezt felhasznalva sokat gyorsult az algoritmus.

A megvaldsitasi szabalyok ellenérzése: feasibility(M, newU, newV)

firstRule = True
secondRule = True
thirdRule = True
for uNeighbor in Mg n neighbors(q, newU):
if not (pair(uNeighbor) in neighbors(G, newV)):
firstRule = False
for vNeighbor in MG n neighbors(G, newV):
if not (pair(vNeighbor) in neighbors(q, newV)):
firstRule = False
if (FirstRule):
cardq = | Tq n neighbors(q, newU) |
cardG = | TG n neighbors(G, newV) |
if cardG < cardq:
secondRule=False
if (FirstRule & SecondRule):
Ng = V(G) - MG - TG
NG = V(q) - Mg - Tq
cardqg = | Ng n neighbors(qg, newU) |
cardG = | NG n neighbors(G, newV) |
if cardG < cardq:
thirdRule=False
return (FirstRule & SecondRule & ThirdRule)

Az algoritmus rekurzion alapul. A fliggvényben sziikséges Mg, MG, Tqés TG

karbantartasa az aktudlis allapotnak megfelelden.

Algoritmus: vf2(M)

if [M| == |V(q)|: tartalmazas
else:
uCandidates, vCandidates = findCandidates(M)
newU = uCandidates[9]
for newV in vCandidates:
feasibilty = feasibility(s, newU, newV)
if feasibility:
NewM=M. copy ()
NewM[u]=v
vf2(NewM)

40



4.3 VF2++ algoritmus

A VF2++ algoritmust at kellett alakitani, ugyanis eredetileg iranyitatlan,
cimkézett grafokra szolt. Igy a cimkék ellenérzését kivettem az algoritmusbél. V(q)
csucsok sorrendjét egy listaban taroltam, amely felépitésének menete a kovetkezd volt: a
gyokér meghatarozasdhoz a csucsok fokszamaibol kivalasztottam a legnagyobbat. Ha
tobb csucs volt, amelynek fokszdma a maximum, akkor ezen csucsok koziil az elso lett a
fa gyokere. q grafbol a szélességi bejarast a networkx.bfs_tree(q, root) fiiggvény
segitségével valdsitottam meg, ezutan egy adott szinten taldlhatdé csucsokat a

nx.descendants_at_distance(tree, root, depth) fliggvénnyel kaptam meg.

A sorrend felépitése: matchingOrder(q):

order = []
while |order| # |V(q)]:
maxDegreeNodes = arg max deg (V(q) - 0)
root = maxDegreeNodes[Q]
tree = nx.bfs_tree(q, root)
for depth in range(|V(qg)|):
VdSet = nx.descendants_at_distance(tree, root, depth)
Vd = list(VdSet)
while |vd| > @:
maxConnectivityNodes = arg max neighbors in order (Vd)
maxDegNodes = arg max deg (maxConnectivityNodes)
newNodeInOrder = maxDegNodes[@]
order.append(newNodeInOrder)
Vd.remove(newNodeInOrder)

A sorrend felépitése utan ennek megfelelden kell az aktualis csucs jeldltjeit
meghatarozni, ehhez a csucs egyik résztartalmazasban szerepld szomszédja parjanak
szomszédjaira megnézziik, hogy melyek szomszédosak a cslcs 0Osszes tobbi
résztartalmazasbeli szomszédjanak parjaval. Ha a résztartalmazasban nincs a csticsnak
parja, akkor minden szabad G grafbeli csucs jelolt lesz. Ez az els6 1épésnél fordulhat el
Osszetett grafok esetén (mivel a sorrendet szélességi bejaras szerint allitottuk fel, nincs
olyan csucs az elsén kiviil, amelynek ne lenne szomszédja a résztartalmazasban). A
jelolteket egy listdban taroltam (vCandidates). A résztartalmazast egy M listaban
taroltam, melynek legyen i index( eleme v. Ez azt mutatja meg, hogy u;-hez v csucs
tartozik. Sorban haladva a listaban egy depth mélységben jarva lathato, hogy a depth
el6tti csucsoknak van pérja, a depth utaniaknak nincs. Igy egy depth helyen szereplé u
cstics résztartalmazasbeli szomszédja egy olyan szomszéd lesz, amelynek indexe a

sorrendben kisebb, mint depth. Résztartalmazasbeli szomszédot gy talal a fliggvény,
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hogy u csucs szomszédjait nézve ellendérzi, hogy indexe kisebb-e. Ha igen, akkor

jelolteket keres, a végén pedig break-kel megallitja a szomszédok tovabbi keresését.

Jeloltek keresése: findCandidates(d)

u = order[d]
vCandidates = []
if d == @:
vCandidates = V(G)
else:
for uNeighbor in neighbors(q, u):
if order.index(uNeighbor) < d:
vPairOfUNeighbor = M[uNeighbor]
for vc in neighbors(G, vPairOfUNeighbor):
goodCandidate = True
for idx in range(d):
if order[idx] in neighbors(q, u):
otherVPair = M[order[idx]]
if not otherVPair in neighbors(G, vc):
goodCandidate=False
if M[order[idx]] == vc:
goodCandidate = False
if goodCandidate:
vCandidates.append(vc)
break
return vCandidates

Az algoritmusban a vagasi szabalyok is moddosultak: u ¢és a jelolt v
szomszédjainak szamat kell csak ellendrizni, ha nincs v-nek legalabb annyi szomszédja,

mint u-nak, akkor v nem jo jelolt. A részgraf keresést rekurzivan valositottam meg.

VF2++ algoritmus a sorrend meghatdrozasa utan: vf2pp(d):

if d == |V(q)|: tartalmazas
else:
u = order[d]
vCandidates = findCandidates(d)
for v in vCandidates:
if |neighbors(qg, u)| < |neighbors(G, v)]|:
M[u] = v
vf2pp(d+1)

4.4 DAF algoritmus

A DAF algoritmus cimkézett grafokra vonatkozik, igy sziikséges volt az
atalakitas. A kezdeti jeloltek meghatarozasanal a cimkéket nem kell figyelembe venni. A

programban a jelolteket egy set-ben taroltam.

Kezdeti jeloltek (Cj,;(w)) meghatarozdsa

Cini = {}
for u in V(q):
candidates = []
for v in G.nodes():
if (deg(u) <= deg(v)):
candidates.append(v)
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| Cini[u] = candidates

Ezutén a fa gyokerének kivalasztasdhoz minden csucsra meg kellett hatarozni a

megfeleld hanyadost.

GyOkér kivdlasztdsa: findRoot()

r=20

min = @

for u in V(q)
CandidatesToDegRatio = |Cini[u]| / deg(u)
if (min == 0@):

min = CandidatesToDegRatio
r=u

if (min > CandidatesToDegRatio):
min = CandidatesToDegRatio
r=u

Az igy kivalasztott gyokértdl szélességi kereséssel kaphatd qp. A szélességi
keresés azonban nem hagy a grafban minden csucsot, igy be kellett rajzolni azokat,
amelyek kimaradtak. qp-bél az élek megforditdsaval kaphaté g1, amelyet a kodban gDR
jelol. Elek megforditisara a NetworkX DiGraph.reverse(Graph) fiiggvény

hasznalhato.

q, és q,' meghatdrozasa

gD = nx.algorithms.traversal.bfs_tree(q, source = r)
for u in V(q):
for n in neighbors(q,u):
if not (gD.has_edge(u, n) | gD.has_edge(n, u)):
gD.add_edge(u, n)

gDR = nx.DiGraph.reverse(gD)

A CS felépitéséhez a minden u cstcs jeldltjeit kellett ellendrizni g, vagy gt

forditott topologikus sorrendje szerint.

CS csokkentése: refine(qC)

order = list(reversed(list(nx.topological sort(qC))))
for u in order:
for v in Cinifu]:
for uc in qC.neighbors(u):
goodV = False
for vc in Cinifuc]:
if G.has_edge(v,vc):
goodV = True
if not goodV:
Cini[u].remove(v)

CS csokkentése utan a csticsokat egy set-ben taroltam, amelyben egy qp-ben 1évo
(u, u.) ¢élhez hozzarendeltem egy set-et, amely u jel6ltjeihez azokat a csucsokat adta

meg u. jeldltjei koziil, amelyek szomszédosak.
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Jeloltek taroléasa:

adjacencySet = {}
for e in E(qgD):

u = e[0]
uc = e[1]
NUUc = {}

for v in Cini[u]:
edgesFromV = []
for vc in Cinifuc]:
if G.has_edge(v,vc):
edgesFromV.append(vc)
NUUc[v] = edgesFromV
adjacencySet[e] = NUUc

A keresési faban 1évé csucsokhoz tartozo F), értékek kiszamitasahoz hasznos
tarolni minden u € V(q) csucs 6seit, igy nem kell mindig kiszamolni. Ehhez egy set-et

hasznaltam.

Sziil6k és a cslcs Osszegylijtése: createAnc()

ancestors = {}

for u in V(q):

parents = []

parents.append(u)

for p in predecessors(gD, u):
parents.append(p)

ancestors[u] = parents

A keresés egy rekurziv keresés, amelynél az elsé 1épésben a qP gyokerének
minden jeldltjével bovitjiikk a fat, majd minden dgon meghatdrozzuk az 1j jelolteket,
amelyekkel tovabb bdvitiink. Az algoritmushoz tovabba sziikséges a mar parban levé v €
V(G) csucsok nyilvantartasa, ezek a visitedNodes listdban szerepelnek. Az

extendableVertices set egy adott u csucshoz tartozo bovitheto jeldlteket adja meg.

Visszalépéses keresés: backtrack(M, extendableVertices)

if [M| == |V(q)|: tartalmazas
# failing set: tartalmazas osztadly
if |M| == e:
for v in Cini[r]:
visitedNodes.append(v)

M[r] = v
for ¢ in neighbors(qD, r):
parents = []

if |predecessors(gD, c)| ==
extendableVertices[c] = adjacencySet[r,c][V]
extendableVertices = sort py 1ength (extendableVertices)
backtrack(M, extendableVertices)
visitedNodes.remove(v)

else:
u = list(extendableVertices.keys())[Q]
if |extendableVertices[0]| == O:
# failing set: lires osztaly
for v in extendableVertices[u]:
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if v in visitedNodes:
# failing set: konfliktus osztadly
if v not in visitedNodes:
visitedNodes.append(v)
M[u] = v
extendableVertices.pop(u)
for ¢ in gD.neighbors(u):
parents = predecessors(qgD,c)
if all parents in M.keys():
extendableCandidates = adjacencylList[u, c][Vv]
for p in gD.predecessors(c):
extendableCandidates = extendableCandidates
n adjacencylList[p, c][M[p]]
extendableVertices[c] = extendableCandidates
extendableVertices = sort py 1ength(extendableVertices)

backtrack(M, extendableVertices)
visitedNodes.remove(v)
M.pop(u)

Fy kiszamitasahoz a levelek esetén meghatarozhatok az értékek: lires osztaly
esetén Fy = anc(u), konfliktus osztalynal F),, = anc(u) Uanc(u'), tartalmazas
osztalyndl pedig Fy = @. Ezek meghatarozhatok az algoritmus sordan a keresésben
kommentezett részeknél. Nem levél esetén Fy a csucspont ¢ gyermekeinek Fy, értékeibdl
szamithato ki. A fiiggvény rogton visszatér a halmazzal, ha megtalalta, igy a lehetd

leggyorsabban lehet kideriteni.

Egy csucshoz tartozé F, kiszamitdsa: failingSet(nodePair)

u = nodePair[0]

FM = []
for ¢ in successors(qgD, u):
if |FMc| = eo:
FM = []
return FM

for ¢ in successors(gD, u):
if u not in FMc:
FM = FMc
return FM

FM = Ucinchildren FMc
return FM
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5. Algoritmusok osszehasonlitasa

Ebben a fejezetben a bemutatott algoritmusok 6sszehasonlitasat végzem el nagy

grafokon, megvizsgalom az elméleti és gyakorlati kiilonbségeket kozottiik.

5.1 Adathalmaz bemutatasa

Osszehasonlitas soran egy nagy grafban haromszogeket kerestem. G graf egy
nagy graf, a késobb bemutatott adathalmazokbol, q pedig egy haromszog. A cél tehat egy
grafban haromszogek keresése, olyan harom cstcs taldldsa, amelyek egymassal mind
szomszédosak. Mivel a grafok cimkézetlenek, az algoritmusok egy haromszoget
hatféleképpen talalnak meg a harom cstics permutacioja miatt (3! = 6), ezt figyelembe
kell venni a talalt haromszogek szamanak megadasanal. A haromszog az egyik
legegyszeriibb részgraf, mégis sok terlileten hasznos: szocialis haloknal példaul egy
ismerds két ismerdse gyakran ismerds lesz. A haromszog keresés hasznalhaté még spam
detektalasnal, tudoméanyos forumokban egy kérdés megvalaszoldsanak esélyének

becslésére, biologiaban motivumok keresésére és folyamatok elérejelzésére. [12]

Az algoritmusokat tobbféle adathalmazon futtattam. Az els¢ adathalmaz a
Massachusetts Institute of Technology (MIT) és az Amazon Web Services altal szervezett
Graph Challenge verseny [13] soran rendelkezésre bocsatott adathalmaz [14]. Ebben
sokféle nagy graf talalhatd. Az adathalmazok nevei Ggy épiilnek fel, hogy el6szor az adat
forrasa, majd, ha sziikséges, akkor a datum vagy a graf csticspontjainak szama szerepel.

A kovetkez6 halmazokon teszteltem:
as: autondm rendszerek halozata

ca-HepTh: nagyenergidju fizika elméleti témakorében kutatok kollaboracidja az

arxiv.org oldalon

ca-GrQc: altalanos relativitaselmélet témakdrben kutatok kollaboracidja az arxiv.org

oldalon

oregonl, 2: autoném rendszerek peering informacidja a University of Oregon Route

Views projektjébol
p2p-Gnutella: Gnutella peer-to-peer halozata

simulated_blockmodel_graph: kisebb méretii statikus graf
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static_lowOverlap_lowBlockSizeVar: alacsony atfedés, alacsony mértékli méret

kiilonbségek a grafban

A fenti adathalmaz tulajdonséagai a 1. tablazatban lathatok, az algoritmusok futasi

idejei pedig a 2. tablazatban.

Az algoritmusokat tobb kiilonféle altalam generalt grafokon is teszteltem, ez
Osszehasonlitasra kiilondsen jo, ugyanis a grafok alapfelépitése szinte azonos, igy az
algoritmusok tulajdonsagai jobban mérhetdk. Az els6féle grafhalmaz eléallitasahoz a
networkx gnm_random_graph(nodes, edges) fiiggvényét hasznaltam. A csticspontok
szamat mindegyik grafhoz 1000-re valasztottam, az ¢lek szama pedig 1500 és 50000
kozott 500-as 1éptékkel nétt. Igy 97 grafot kaptam. A kapott grafok cstcsait, éleit és a
benne talalhatd haromszogek szamat a 3. tablazat tartalmazza. A masodik grathalmazt a
networkx barabasi_albert_graph(nodes, m) fliggvényt hasznaltam, amely a
Barabasi-Albert modellnek [15] megfeleléen hoz 1étre grafokat, m azt mutatja meg, hogy
a graf felépitésekor egy 0j csucs hany éllel csatlakozik régi csucsokhoz. A grathalmazban
a csucsok szama 500 és 5000 kozotti értek, amely 100-asaval nétt, m mindegyik grafnal

3. A kapott 45 graf csucsait, éleit és a haromszogek szamat a 4. tablazat tartalmazza.

5.2 Eredmények

Az adathalmazokon a kdvetkez0 algoritmusok futasi idejét vizsgaltam: NetworkX
VF2, tovabba az altalam programozott Ullmann, VF2, VF2++ és DAF algoritmust. A

futasi idoket a time.perf_counter( ) fiiggvénnyel mértem.

A Graph Challenge adathalmazon a legjobban teljesit6 algoritmus a VF2++ volt.

Graph Challenge adathalmaz

2500,0000

........

.......

Haromszdgek

Nx.VF2 Ulmann  »WVF2 VF2++ gDAF

30. abra: Algoritmusok eredménye a Graph Challenge adathalmazon
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A NetworkX gnm_random_graph fiiggvényével generalt grafok halmazan a DAF

algoritmus mutatkozott a leggyorsabbnak, azonban a VF2++ hasonl6an gyors volt.

networkx.gnm_random_graph fliggvénnyel generalt grafok

500,00000000

450,00000000

400,00000000

350,00000000

300,00000000

250,00000000

1d6 (sec)

200,00000000

150,00000000

100,00000000

50,00000000

sttt ettt S ot - :
0,00000000
0 20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 160000 180000
Haromszogek
—o—Nx.VF2 —e—Ulmann VF2 —e—VF2++ —e—DAF

31. abra: Algoritmusok eredménye a NetworkX gnm_random_graph fiiggvényével generalt

grafokon

A NetworkX barabasi_albert_graph fiiggvényével generalt grafok esetében a
VF2++ algoritmus volt a leggyorsabb.

networkx.barabasi_albert_graph fliggvénnyel generalt grafok

100,00000000
90,00000 000
80,00000000
70,00000000
60,00000000

50,00000000

ldé [sec)

40,00000000

30,00000 000

20,00000000
10,00000 000
0,00000000
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Haromszogek
—o—Nx VF2 —s—Ulmann VF2 —e—\Fl++ —a—DAF

32. abra: Algoritmusok eredménye a NetworkX barabasi_albert_graph fiiggvényével generalt

grafokon
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5.3 Osszehasonlitas

Az algoritmusok id6beli komplexitasa a kovetkezo:
Ullmann algoritmus esetén a legjobb O(N?3), a legrosszabb pedig O(N! N?).
VF2 algoritmusnal legjobb esetben O (N?), legrosszabb O(N! N).

VF2++ algoritmusnal a sorrend meghatarozasa O(|V(q)|), egy u cstcshoz a jeloltek
meghatarozasa: O(deg(u)), a vagasi szabalyok pedig u csucsnal szintén O(deg(u))

komplexitasuak.

DAF algoritmuskor DAG Graph DP résznél, tehat a CS felépitésénél és finomitasanal
maximum O(|E(q)| X |E(G)]), a keresés pedig maximum [],cy(q)|C(w)|, ami

o(v (@ @h.

Elméletben tehat Ullmann algoritmus lassabb, mint a VF2 algoritmus. VF2++
algoritmus gyorsabb, mint a VF2 algoritmus, ugyanis csak olyan 10j elemek szerepelnek
az benne, amelyek gyorsabbak. A DAF algoritmus legkritikusabb része a CS felépitése,

ezutan a keresés gyors.

A kiilonbozé adathalmazokon futtatva az algoritmusokat a kovetkezd
eredményeket figyeltem meg: Ullmann algoritmusa nagyobb grafoknal mindig lassabb
lesz, ezért inkabb egyszeriibb grafoknal, vagy olyan esetben hasznos, amikor nagyobb
részgrafot keresiink, igy egy csucsnak nincs olyan sok jeldltje. Mivel haromszogeket
kerestem a kiilonboz6 grafokban, amely egy egyszerii részgraf, ezt is figyelembe kellett
venni az értékelés soran. Az altalam készitett VF2 algoritmus legtobbszor gyorsabb volt,
vagy kozel azonos id6 alatt futott le, mint a NetworkX koényvtarban talalhato
megvalositas. Haromszogek vizsgalatakor a VF2 algoritmus nem teljesitett annyira jol
azoknal a grafoknal, ahol sok kozel azonos fokszamu cstcs talalhatd (NetworkX
gnm_random_graph fiiggvényével generalt grafok). VF2++ algoritmus szinte minden
esetben a legjobban teljesitett, észrevehetd, hogy sokkal gyorsabb lett elodjénél, a VF2
algoritmusndl. A DAF algoritmus futasi ideje nagyban fliggdtt vizsgalt graf
tulajdonsagaitol. A futdsi idék felbontdsanal lathaté volt, hogy a legtdobb id6t
CS felépitése €s csokkentése veszi el, a keresés ezutan nagyon gyors. Ezért akkor ajanlott
hasznalni ezt az algoritmust, ha nagymértékben csokkentheté a CS. Ha csak néhany
csticsot tudunk eltavolitani CS-bdl, akkor az az idd, amig az algoritmus végignézi az

Osszes csucsot, tobb lesz, mint ha minden kezdeti jeloltet benne hagyott volna.
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6. Osszefoglalo és tovabbfejlesztési lehetoségek

Dolgozatomban a részgraf keresést ismertettem. Bemutattam a részgraf-izomorfia
problémakorét és az aktualis algoritmusokat, azokat tobb adathalmazon teszteltem.
Részletes Osszefoglald az algoritmusokrol még nem volt fellelhetd eddig. Kiilonbozo
grafok alapjan arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy Ullmann algoritmusanak
teljesitménye sok csucspont esetén nagyon lecsokken, igy tobbmillids cstucsponta
grafoknal részgraf keresésre nem alkalmas. A VF2 algoritmus graf felépitésétol fiiggden
kiilonboz6 teljesitményi: nagy fokszamu csucsok esetén lecsokken. A VF2++ algoritmus
minden tesztelt adathalmazon a legjobb eredmények egyikét érte el. A DAF algoritmus
olyan nagy grafoknal javasolt, ahol a CS (Candidate Space) mérete nagymértékben
lecsokkenthetd, mert ennek felépitése és finomitasa telik a legtobb iddbe, igy nem nagy

csokkenés esetén nem tériil meg az erre forditott ido.

A részgraf-izomorfia sok teriileten, igy példaul a bioinformatikaban vagy a

kémiaban hasznalhatd, segitségével kiillonbozo tulajdonsagok, reakciok becsiilheték meg.

Tovabbfejlesztési lehetdség az algoritmusok masféle részgrafokra torténd
tesztelése, illetve még nagyobb, tobbmillié csticsponti grafokra futtatdsa. Uj modszerként

igéretes lehet mesterséges intelligencia modszereivel torténd részgraf keresés is [16].
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Fuggelek

1. tablazat: A Graph Challenge adathalmaz

Szam | Adathalmaz Csucsok Elek | Hiromszogek
1 simulated_blockmodel_graph_50_nodes 50 283 365
2 p2p-Gnutella04 10876 39994 934
3 simulated_blockmodel_graph_100_nodes 100 678 1006
4 p2p-Gnutella05 8846 31839 1112
5 p2p-Gnutella06 8717 31525 1142
6 p2p-Gnutella09 8114 26013 2354
7 p2p-Gnutella08 6301 20777 2383
8 static_lowOverlap_lowBlockSizeVar_1000_nodes 1000 7852 3888
9 as20000102 6474 12572 6584
10 oregonl_010407 10729 21999 15834
11 oregonl 010331 10670 22002 17144
12 oregonl_010505 10943 22607 17597
13 oregonl 010512 11011 22677 17598
14 oregonl_010428 10886 22493 17645
15 oregonl 010519 11051 22724 17677
16 oregonl_010414 10790 22469 18237
17 oregonl 010421 10859 22747 19108
18 oregonl_010526 11174 23409 19894
19 simulated_blockmodel_graph_500_nodes 500 8495 27096
20 ca-HepTh 9875 25973 28339
21 ca-GrQc 5241 14484 48260
22 simulated_blockmodel_graph_1000_nodes 1000 18773 57318
23 oregon2_010505 11157 30943 72182
24 oregon2_010512 11260 31303 72866
25 oregon2_010512 11260 31303 72866
26 oregon2_010428 11113 31434 78000
27 oregon2_010407 10981 30855 78138
28 oregon2_010421 11080 31538 82129
29 oregon2_010331 10900 31180 82856
30 oregon2_010519 11375 32287 83709
31 oregon2_010414 11019 31761 88905
32 oregon2_010526 11461 32730 89541
33 simulated_blockmodel_graph_5000_nodes 5000 99294 172714
2. tablazat: Graph Challenge adathalmaz eredményei

Szam Nx.VF2 Ulimann VF2 VF2++ DAF

1 0,1519 0,0510 0,0307 0,0117 0,0168

2 2,6173 426,8141 6,1503 2,0258| 185,8218

3 0,4898 0,2485 0,0939 0,0331 0,0522
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4 4,1739 295,2842 5,7167 1,5170| 120,5087
5 3,6300 277,0070 4,9264 1,5361| 113,9086
6 7,3236 233,5446 5,0286 1,3567 80,1095
7 6,7670 144,0292 4,2360 1,2681 54,2548
8 4,4093 13,8105 1,5565 0,5786 3,1644
9 65,6385 157,6907 77,0997 7,2696 50,3156
10 206,4691 540,1593| 274,4702 19,0004 | 127,1932
11 205,1692 549,4367 | 272,3818 18,4431| 129,5600
12 235,1611 623,6577| 299,6730 19,3164 | 133,9383
13 231,4629 580,2591| 302,5089 21,5304 | 137,7708
14 242,5116 607,8141| 298,0588 19,4105| 142,3534
15 231,3397 585,9478 | 306,9826 20,3039 | 141,8676
16 221,8715 599,0361| 291,9871 18,8998 | 138,1939
17 242,2522 653,1530| 297,3195 18,7377 | 135,4893
18 256,4757 662,6084 | 314,8125 21,9723 | 142,2548
19 24,9289 29,3723 4,0684 1,0484 1,5256
20 16,8850 776,8093 12,8252 1,3176| 160,0808
21 23,5598 591,9085 6,5804 1,1426 49,4759
22 59,3795 128,8415 13,3039 2,8548 3,6684
23 332,2924| 1773,6370| 317,9350 24,7283 | 171,2371
24 335,6510| 1789,9335| 324,2827 21,4636 | 172,9627
25 335,6510| 1789,9335| 324,2827 21,4636| 172,9627
26 333,8239| 1835,0102| 342,4767 21,1326| 175,6130
27 329,2598| 1940,8679| 303,4775 23,4329 | 166,3570
28 346,8833| 1892,0504| 317,8198 20,4460 | 157,5543
29 325,8979| 1961,3802| 307,7355 21,9519| 162,3219
30 354,2774| 2018,6306| 336,4435 23,2569 | 170,7948
31 350,7060| 2100,3847| 349,0344 25,2988 | 172,8470
32 375,6743| 2184,8368| 345,3560 23,7371 177,7041
33 286,0537| 1970,0975 85,5107 17,2905 68,5058

3. tablazat: NetworkX gnm_random_graph fiiggvénnyel generalt grafok adatai és eredmények

Szam | Cstcsok | Elek | Haromsz.| Nx.VF2| Ullmann VF2| VF2++ DAF
1 1000| 1500 9 0,0456 1,5780 0,0914 | 0,0275|1,7706
2 1000 | 2000 10 0,0545 2,1258 0,1018| 0,0341|1,8816
3 1000 | 2500 16 0,0741 2,5410 0,1592 | 0,0460 |2,2011
4 1000 | 3000 41 0,1061 2,9875 0,1830| 0,0640|2,5338
5 1000 | 3500 57 0,1528 3,6416 0,2625| 0,0859 | 2,6001
6 1000 | 4000 84 0,1895 4,2213 0,3121| 0,1210(2,6868
7 1000 | 4500 99 0,2187 4,7797 0,5122 | 0,1556|2,8061
8 1000 | 5000 171 0,3912 6,4348 0,5557| 0,2015]2,9133
9 1000 | 5500 216 0,4518 6,4631 0,7969 | 0,2518|2,9386
10 1000| 6000 302 0,6104 6,4461 0,8657 | 0,3334|2,9781
11 1000 | 6500 367 0,8131 6,6476 0,9505| 0,3029 | 3,2038
12 1000| 7000 471 1,1433 7,6787 1,2706| 0,3585 | 3,0962
13 1000| 7500 583 1,2680 8,1631 1,4308| 0,4371]2,9817
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14 1000 | 8000 695 1,7976 8,8429 1,5893| 0,4436]2,9523
15 1000 | 8500 811 1,9323 9,0997 1,8016| 0,5352]3,0731
16 1000 | 9000 978 2,2678 9,6957 2,1519| 0,5231|2,7312
17 1000 | 9500 1151 2,9782| 11,6040 2,4952| 0,6374]|2,6396
18 1000 | 10000 1356 3,6790| 11,6606 2,7755| 0,7600 | 3,1068
19 1000 | 10500 1533 3,8545| 11,9742 2,9843| 0,8454 | 3,1166
20 1000 | 11000 1744 4,5854 | 13,5708 3,3372| 0,8306 | 3,4341
21 1000 | 11500 2004 5,2555| 14,5320 3,6859| 1,0058|2,9585
22 1000 | 12000 2341 5,9893| 15,5933 3,9748 | 1,1289 | 3,1309
23 1000 | 12500 2549 7,2323| 16,5467 4,6812 | 1,0449|3,1137
24 1000 | 13000 2910 7,8101| 17,3363 5,1940| 1,3090 | 3,0483
25 1000 | 13500 3318 9,5867| 18,0648 5,6546| 1,2207|3,0319
26 1000 | 14000 3658 | 10,0629| 19,9643 6,3838 | 1,4024|3,1281
27 1000 | 14500 4116 | 12,3243| 21,0267 6,3568 | 1,4847|3,1807
28 1000 | 15000 4529 | 13,8611| 21,0656 7,2782| 1,4999 | 3,4423
29 1000 | 15500 4861| 15,0363 | 23,1606 7,6919| 1,5908 | 3,2181
30 1000 | 16000 5533| 16,6371| 24,6360 9,0125| 1,8005 | 3,2263
31 1000 | 16500 6103 | 18,6559 | 26,8566 9,8542 | 2,0300| 3,9350
32 1000 | 17000 6633 | 20,4721| 27,4874| 10,4038| 2,2049|3,2150
33 1000 | 17500 7052 | 21,8481| 28,9208 | 11,2607| 2,0125] 3,3858
34 1000 | 18000 7769 | 23,9475| 31,3524| 12,4029| 2,2223|3,2534
35 1000 | 18500 8449| 25,8340| 33,3300| 12,7897| 2,3071]3,2118
36 1000 | 19000 9051| 27,2358| 34,3887| 13,0639| 2,6051]3,2533
37 1000 | 19500 10248 | 32,1611| 36,0502| 15,2512 | 2,6997|3,8852
38 1000 | 20000 10664 | 34,6301| 37,4683| 15,4583 | 2,5903]3,3033
39 1000 | 20500 11626| 41,8113| 42,0149| 16,6728 | 3,0925] 3,6036
40 1000 | 21000 12486 | 38,4732| 41,9507| 17,3677 | 2,9484]3,4466
41 1000 | 21500 13327| 43,7819| 42,8467| 19,8340 3,3530] 3,4927
42 1000 | 22000 14321| 46,4886| 47,5155| 21,4251 3,7641] 3,6096
43 1000 | 22500 15277| 49,6448| 50,3829| 23,0456 | 3,7807|3,7310
44 1000 | 23000 16295| 50,4339| 50,2612| 23,9799 | 4,0613] 3,8689
45 1000 | 23500 17493 | 57,3534| 54,7057| 25,6804 | 3,5114]3,5107
46 1000 | 24000 18577| 58,9391| 56,9711| 25,7738| 3,8679]3,5793
47 1000 | 24500 19530| 61,4496| 59,6012| 28,6710| 4,0411]3,8584
48 1000 | 25000 20635| 66,4132 | 59,3691 29,3126| 4,1782|3,5181
49 1000 | 25500 22091| 69,4701| 66,0948 | 32,2614 | 4,7695]|4,0560
50 1000 | 26000 23394 | 74,2837 65,5977| 33,1077| 5,1087|4,1061
51 1000 | 26500 24711| 79,5764 | 68,8099| 34,1596 | 4,9636|4,0574
52 1000 | 27000 26347| 84,2847| 72,0650| 36,2004 | 5,6384|4,1267
53 1000 | 27500 28012 | 85,7134| 78,8909| 39,5363 | 4,9831|3,9940
54 1000 | 28000 29147| 90,9918 | 85,1843 | 42,4698 | 5,5481|3,7204
55 1000 | 28500 31012 | 95,0024 | 84,8130| 44,7127| 5,8796|4,5543
56 1000 | 29000 32599 | 102,0566 | 92,4958 | 46,7451 | 6,2147|4,2384
57 1000 | 29500 34377 | 107,0506 | 94,2238 | 49,0367 | 6,8811|4,6735
58 1000 | 30000 36037 111,7110| 104,4242 | 52,9258 | 6,5375|4,6636
59 1000 | 30500 37810 122,2377 | 100,5567 | 54,3708 | 6,2432|4,1227
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60 1000 | 31000 39779 122,7293 | 107,4878 | 56,7535| 6,8796|4,3713

61 1000 | 31500 41652 | 128,1592 | 106,4031| 60,2878 | 6,6982 |4,4711

62 1000 | 32000 43837 129,6485| 113,8979| 62,8016| 7,0750 |4,3608

63 1000 | 32500 457701 138,8013 | 115,6711| 66,3214 | 7,3169|4,7169

64 1000 | 33000 47636 | 143,8435| 120,9145| 69,9533 | 7,1439|4,7306

65 1000 | 33500 50539 | 151,5335| 124,1245| 72,8890| 8,3707|4,8315

66 1000 | 34000 52318 | 157,7757 | 127,1083 | 75,5408 | 8,2802 | 4,5406

67 1000 | 34500 54698 | 158,8189 | 134,2667 | 78,6877 | 8,3435|4,9189

68 1000 | 35000 57399 | 165,8822 | 141,7886 | 84,7751| 9,4756 |4,9249

69 1000 | 35500 59142 | 174,6265 | 152,8265| 87,9909 | 9,3404 |5,0296

70 1000 | 36000 61849 178,0194 | 150,9121| 92,3650| 9,3394 | 5,4666

71 1000 | 36500 64407 | 186,4619| 156,6043 | 94,4022 | 9,2394|5,0315

72 1000 | 37000 67445 | 192,4064 | 159,6340| 101,1732| 9,9994 | 5,1348

73 1000 | 37500 70019 | 201,8992 | 168,9562 | 109,7575 | 9,2487 | 4,8677

74 1000 | 38000 73020 | 207,8593 | 180,6645 | 110,1292| 9,9666 | 5,5359

75 1000 | 38500 76409 | 220,5155 | 183,9594 | 114,7397 | 10,6919 | 5,1449

76 1000 | 39000 79078 | 231,9157 | 185,3568 | 125,5232 | 10,5253 | 5,8577

77 1000 | 39500 81965 | 233,0199 | 196,3273 | 125,5961 | 10,8592 | 6,0281

78 1000 | 40000 85524 | 245,2592 | 205,5501 | 133,3022| 11,1732 | 5,6119

79 1000 | 40500 88767 | 247,4479 | 204,9286 | 138,8195 | 11,8229 | 6,1923

80 1000 | 41000 92277 | 257,3451| 210,1732 | 145,3145| 11,2784 | 6,4123

81 1000 | 41500 94963 | 268,8383 | 225,4350 | 148,6594 | 12,2742 | 6,6139

82 1000 | 42000 99182 | 280,8312 | 227,0088 | 158,2027 | 13,0377 | 6,0345

83 1000|42500| 102689 | 284,1057 | 232,2010| 166,0579 | 13,9082 | 5,9538

84 1000 | 43000| 105903 | 296,3399| 235,5108 | 171,4768 | 12,9929 | 6,8880

85 100043500 | 109255| 301,0181 | 254,0642 | 176,1925| 13,7410 | 7,0386

86 1000 | 44000| 112978 322,8108| 257,6143| 183,8330| 13,8188 | 5,8848

87 100044500 | 117120 324,1036| 261,7166 | 192,2959 | 13,9965 | 6,3000

88 1000 | 45000 | 121165 336,7673| 282,5745| 200,7063 | 14,4327 | 6,8581

89 1000|45500| 125719 353,7869 | 297,4999 | 208,5039 | 16,1793 | 6,7156

90 1000 | 46000 | 130065 | 364,0052 | 293,7456 | 216,6584 | 14,0991 | 6,7072

91 1000 |46500| 133957 364,3240| 298,6896 | 225,0127 | 15,6969 | 7,4066

92 1000 | 47000 | 138867 |377,6259| 310,1546| 234,2755 | 16,9567 | 7,1019

93 1000|47500| 142695 | 385,5825| 310,0166 | 243,9769 | 16,1088 | 7,4027

94 1000 | 48000 | 147837 | 395,6405 | 326,3707| 253,2256 | 16,6105| 7,2372

95 100048500 | 153102 |416,3235| 336,7671| 263,5204 | 17,3820 | 7,4811

96 1000 | 49000| 156720|436,6842|351,0056| 274,6182 | 17,3414 8,2218

97 100049500 | 162119 437,4265 | 354,2759 | 283,5065| 17,6115 | 7,5650

4. tablazat: NetworkX barabasi_albert_graph fiiggvénnyel generalt grafok adatai és eredmények

Szdm | Cstcsok | Elek | Haromsz. | Nx.VF2 | Ullmann VF2 | VF2++ DAF
1 600| 1791 159 0,2787 1,2430|0,2216 | 0,0623 | 0,8662
2 500| 1491 191 0,3296 1,0178|0,2132|0,0575| 0,6245
3 700| 2091 192 0,4019 1,6887|0,3384 |0,0860| 1,1735
4 1200| 3591 193 0,5349 5,8008 | 0,5467 | 0,1672| 3,9336
5 1000 | 2991 229| 0,6027 3,45610,5494 | 0,1652| 2,6199
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6 1100| 3291 229 0,5941| 4,2500|0,5359|0,1468| 3,2774
7 800| 2391 2311 0,4925 2,338410,4251|0,1297| 1,8186
8 900 | 2691 246| 0,6329 3,2513/0,5060|0,1175| 2,1714
9 2000 | 5991 253 1,0506| 14,9513|1,3097|0,2763|11,1840
10 1700| 5091 271 0,9875| 11,6285|1,0807|0,2840| 8,5104
11 1800 | 5391 271 1,0776| 12,2229|1,2113|0,2622| 9,6631
12 1500 | 4491 277 0,9647| 9,1868|0,9951|0,2544| 6,2896
13 2100| 6291 280 1,1647| 16,3298|1,5832|0,3269|13,0490
14 1900 | 5691 286| 1,1403 | 14,5683 |1,2525|0,2814 10,2934
15 2800 | 8391 286 1,1828 | 29,1533|1,7273|0,4997| 21,6385
16 1600 | 4791 290| 0,9449| 10,25971,1739|0,2998| 7,3576
17 3700| 11091 2941 1,5517| 52,52632,3129|0,6370| 36,8860
18 1300| 3891 297| 0,9240| 6,0610|0,7809|0,2205| 4,5283
19 2400 7191 303 | 1,6954| 25,3061|1,9770|0,5023|19,0223
20 3600| 10791 317| 1,5624| 46,6007 |2,4457|0,5345|37,5779
21 4800 | 14391 320 1,9359| 80,0503 |3,5401|0,7962 | 63,2861
22 2200| 6591 323| 1,4406| 19,1185|1,6009|0,3307|13,9734
23 3300| 9891 326 1,4245| 38,9456 2,1777|0,5216 | 30,0593
24 2300| 6891 327|1,3953| 21,0951|1,6057|0,3636|16,3870
25 4000 | 11991 334 1,6482| 63,3897 |3,4508|0,5968 | 44,6902
26 1400 | 4191 336| 1,1118| 7,8580(1,1658|0,2612| 5,7148
27 3000 | 8991 348 | 1,5218 | 31,4098 |2,2385|0,5604 | 24,8093
28 2900| 8691 354| 1,5979| 31,1404 |1,9686|0,4640 | 23,4944
29 4400 | 13191 3541 2,1528 | 70,9354 3,5324|0,7528| 55,1740
30 3800| 11391 356| 2,0614| 53,5172 |3,2058|0,6052 | 40,7595
31 3500 | 10491 357 1,7344| 44,9894 |2,8085|0,6078 | 34,5449
32 410012291 357]| 2,1478| 62,6602 |3,8749 | 1,0054 | 49,8159
33 2500 | 7491 361 1,7457| 26,1102 2,2222|0,4612| 18,9346
34 4500 (13491 364 | 2,1433| 73,7658 | 3,6554 | 0,8948 | 56,2307
35 3400 | 10191 366 | 1,6623 | 42,02422,3720|0,6446|31,7536
36 420012591 374| 2,1236| 67,6515 3,2935|0,6621|53,1859
37 3200| 9591 380 1,8491| 39,72502,6442|0,7016| 28,4207
38 2600| 7791 384|1,6175| 25,7014|2,1368|0,4619 |18,7650
39 3900 | 11691 384|2,1711| 55,9889 |3,2844|0,7531|43,0636
40 2700| 8091 387 1,9483| 28,8155|2,3264|0,5515|22,0799
41 4600 | 13791 399 2,1501| 74,2540]3,5349|0,8618|59,6226
42 4900 | 14691 399| 2,8592| 92,6384 4,5817|0,8818|70,8729
43 3100| 9291 4051 2,2097| 35,27533,2153|0,5712 | 26,3412
44 4700 | 14091 453 | 2,8120| 77,9713 |4,2259|0,8083 | 59,3918
45 4300 | 12891 468 | 3,8393 | 67,9968 | 4,6346|0,7447 | 50,4435
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