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Osszefoglalé

A mindenki szamara ismerdsen csengd zongorahangot szamos tényezd befolyasolja. A
kalapéacsok €s a hurozat kialakitdsan tal a legjelentdsebb szerep a rezonatorlemeznek
jut. Ezért a hangszer vizsgalatanal érdemes kiilon figyelmet forditani a rezonatorlemez

vizsgalatara.

A rezonatorlemezen keresztiil jutnak el a hallgatokhoz a hangszerben kialakult

rezgések, igy annak adottsagai jellegzetes szinezetet adnak a kialakult hangnak.

A rezonatorlemez felelds a hangszerben megfigyelhetd csatolasi jelenség kialakitasaért
is, azaz amikor egyik hur rezgésének hatdsara mas hurok is rezgésbe jonnek, ezzel is
befolyasolva a lesugarzott hang szinezetét. A zongora rezonatorlemezét mai napig fabol
készitik. A faanyag tulajdonsagait leginkdbb otrotrop anyagjellemzdkkel lehet
figyelembe venni. Abban az esetben, ha a hangszer fizikai tulajdonsagait minél

pontosabban szeretnénk modellezni, sziikséges ortotrop lemezmodellt hasznalni.

Dolgozatomban vizsgdlom az ortotrop anyagjellemzd hatdsat a rezonatorlemezben
megfigyelhetd csatolasi jelenségekre, és a térbe lesugarzott hangra. Ehhez numerikus
szdmitasi modelleket hasznédlok: a lemezmodellt végeselem moddszer segitségével
veszem figyelembe, mig a lesugarzott hang szamitasahoz a Rayleigh-integralt

alkalmazom.



Abstract

The well-known sound of a piano is influenced by many parameters. Besides the
mechanical features of hammers and strings, the soundboard plays the most important
role in the sound production process. Therefore it is worth to concentrate on this

element of the instrument especially.

Through the soundboard the resonances of the instrument can reach the audience, so the

characteristics of the soundboard is influence and modify the colouring of the sound.

The soundboard also takes part in the coupling mechanism of the instrument. The
resonance of one string has an effect on the other ones, so further strings will resonate,
and the radiated sound will be more colourful. Until today the piano soundboards are
made from wood. The different wood types can be characterised as orthotropic
materials physically. If we want to model the piano soundboard as accurate as possible,

we should use an orthotropic resonator model.

In this study I will describe some effects of the orthotropic soundboard model on the
inside-board coupling and on the radiated sound. To aim this | use numerical
computation models: the soundboard is modelled using finite element method, while the

radiated sound is computed using Rayleigh integral.



1 Bevezetés

Kevés olyan hangszer van, ami a lehetéségek olyan soksziniiségét nyujtja jatékosanak,
mint a zongora. A hangszinek valtozatossaga, a dinamika széles skalaja egyarant
alkalmassa teszi a szoOlohangszerek karakterének, az énekhang dallamossdganak

visszaadasara, valamint a szimfonikus zenekari jaték imitalasara.

Ezt a tulajdonsdgit mechanikai Osszetettségének koszonheti. A hangszer szamos
alkotoelemének teljes Osszhangja az, ami biztositja a kellemes, ismerdsen csengd
zongorahangot. Az elért hatds sok esetben nagyon apré részleteken mulik, amely
részletek, vagy csupan azok egyes elemeinek onmagukban torténé modellezése sem
minden esetben egyértelmi feladat, mint példaul ha a kalapacsfilceket tekintjiik. Ez a
nehezen megfoghato, komplex rendszer az évszazadok soran tapasztalati uton fejlodott,
és érte el a napjainkban ismert magas minéségii szintet. Bar az egyes elemek
modellezésére szamos példaval talalkozhatunk a szakirodalomban, a hang
keletkezésének pontos megértése, részletes modellezése napjainkban is aktualis kutatasi

teriletnek szamit.

Torténete soran hatalmas fejlodésen ment keresztiil, és bar a hangszer kialakitasa mara
klasszikussa valt, napjainkban egyre tobben almodnak 0j format, 0j stilust a
hangszernek. Az 1j utak keresése a klasszikus hangszereknek egyre nagyobb
konkurenciat jelentd digitdlis hangszerek fejlodésével is sziikségessé valt. A
technologiai fejlédés visszahatott a hagyoméanyos hangszergyarak munkéjara is.
Egyrészrol sziikségessé valt a digitdlis piacon valé megjelenés, masrészrél a
tradicionalis hangszerek esetében is megndtt az igény a mindség tovabbi novelésére. A
virtualis prototipusgyartashoz elengedhetetlen pontos modellek azonban nem csak a

szakmat tudjak tdmogatni, hanem a fogyasztok szamara is 0j lehetéségeket nyitnak.

A fizikai paraméterekbdl kiinduldé modellezési folyamatban a rezonatorlemezre kiilon
figyelmet érdemes forditani, hiszen ez az elem a hangszer kulcselemének tekinthetd. A
rezonans tulajdonsagai donté mértékben meghatarozzak, hogy mennyire lesz a kialakult
hang véltozatos, kellemes, milyen dinamikai tartomany all a jatékos rendelkezésére, és

mennyire lesz a hangszer tartds.



Ez az oka annak, hogy — a hangszer egész életttjara jellemzé modon — az elmilt
években Uj lendiiletet kapott a kisérletezés a rezondnslapok esetében is. Az 1j, alternativ

anyagokon talmenden, 0j formak is megjelentek a tokéletes hangzas keresése kdzben.

Ezért is tartom fontosnak, hogy a jelen munkdmban — a korabbi munkakra épitve — a
rezonatorlemez modellezésének kérdésivel foglalkozzam. A mostani munkaban
ismertetem a rezonanslapok szerepét, tulajdonsagait, és érintlegesen emlitem a
napjainkban aktudlis trendeket. A modellezési részben a hagyomanyos rezonanslap-
konstrukciokkal foglalkozom, kiilonds figyelmet forditva arra, hogyan befolyasolja a
lesugérzott hangot, amennyiben figyelembe vessziik, hogy ezek a rezonansok ortotrop

anyagtulajdonsdgokkal rendelkeznek.

A kovetkezd oldalakon elsdszor ismertetetem a rezondtorlemez hangszerben betoltott
szerepét, majd ratérek a modellezési kérdésekre. Zarasképpen foglalkozom a
szimulacidos eredmények ismertetésével, melyeket Osszevetek a korabban kapott

szimulacids eredményekkel is.



2 A zongora rezonanslapja

A rezonanslapnak nagyon fontos szerep jut a zongora hang kialakuldsaban. Egyes
szakértk szerint, a rezonanslap tekinthetd a hangszer szivének, hiszen annak anyaga,
formai kialakitasa dontd mértékben formalja a hangszerbdl a térbe sugarzott hangot.

(Kolasis, 2009)

2.1 A rezonanslap szerepe

A jol ismert zongorahang gyakorlatilag a rezonanslapon nyeri el végsé szinezetét,
hiszen a harozaton kialakult rezgés csupan nagyon gyenge hangot adna, mivel a harok
feliilete kevés ahhoz, hogy a koriilotte levo 1égtomeget kelloképpen mozgasba hozza.
(Gat, 1964) A rezonatorlemez tobb szempontbol is formalja, mddositja a hurozaton
kialakult rezgésalakot. Egyrészrdl a rezondnslap nem egyenlé mértékben erdsiti az
egyes hangokhoz tartoz6 felhangokat, masrészrél a rezonatorlemez hurok kozotti
csatold elemként viselkedik, azaz a lemezen keresztiil az egyik huron kialakult
rezgésalak befolyasolja a tobbi huron kialakult rezgésalakot. Ezt egyes gyartok
kifejezetten ki is hasznaljak azaltal, hogy olyan, ,extra” hurokkal egészitik ki a
harozatot, melyet a kalapacs nem it meg kozvetleniil, csupan a tobbi hur hatdsara
rezgésbe jon (aliquot hurozés). (Bliithner , 1877) Ezért a jo rezonanslap kialakitisa

jelentésen befolyasolja a hangszer mindségét.

2.2 A rezonanslapok tulajdonsagai

A hangszer kezdetektdl napjainkig nyulo torténelme sordn, mindig rendkiviili figyelmet
forditottak a rezonanslapra. Annak formajara, elhelyezkedésére, anyagara szadmos
valtozat sziiletet, melyek koziil csupan elenyészd szamu bizonyult mindségileg és
gyartastechnologiailag is tartosnak. Ez a kisérletezés napjainkban is tart, sét az utobbi

id6ben Uj lendiiletet kapott a technikai lehetdségek bdviilésével.

A rezonanslapok geometridja tradicionalisan kovette a hangszer formajat, masként
fogalmazva, a hangszer kiils6 kialakitasa igazodott a rezonanslap alakjahoz.
Napjainkban ez az allitds mar nem allja meg teljes mértékben a helyét. A napjainkban
forgalomban 1évé hangszerek jelentds része két nagy csoportba sorolhatdéak be

formailag: a pianind tipust 4all6 hangszerek, melyek rezonanslapja megkozelitleg



téglalapformat kovet, illetve a koncertzongora tipusti hangszerek, melyek a jol ismert

zongoraformat veszik fel. (Steinway&Sons, 2015)

A hagyomanyos formak mellett ma is taldlunk alternativ megoldasokat. Ezek durvan
csoportositva kétfélék lehetnek: egyrészrdl a hagyomanyos kereteken beliil gondoljak
végig a rezonans szerepét, am a hangszer kialakitdsaban nem valtoztatnak jelentdset;
vagy a rezonans kialakitasanak oly mértéki Gijragondolasa, hogy az a hangszert magat is
jelent6s részben befolyasolja. (Lasd példaul (OversPianos, 2004), (KlavinsPianos,
2013)

A rezonanslap formai kialakitdsin talmenden nagyon fontos annak anyaga. A
rezonanslapok tobbségét mind a mai napig fabol készitik, igy nem Ilétezik két
tokéletesen egyforma rezondns. A hangszerkészitk az évek folyaman sok mas anyaggal
is kisérleteztek, de egyik sem bizonyult eddig alkalmasnak a zongora
rezonatorlemezének altalanos helyettesitésére. A mai hangszerek esetében a
rezonanslapokat — anyaguk szempontjab6l — harom nagy csoportba lehet sorolni:
tomorfa csikokbol osszeallitott rezonanslemezek, laminatumok és kompozit (karbon

szalas) rezonansok.

Az elsd kategoriaba tartozo6 lemezek tekinthetdek a hagyomanyos kialakitdsnak, minden
magas mindségll tradiciondlis hangszerben ilyen rezonanslapot taldlhatunk. Az igy
késziilt rezondtorlemez nem homogén. A basszus hangok esetén ritkabb évgytiriikkel
rendelkezd faanyagot, mig a felsé oktdvok esetén siirlibb évgyliriikkel rendelkezd

faanyagot hasznalnak. (Gat, 1964)

A laminatumok hasznalatanak eredeti oka az volt, hogy a faanyag szaradasa miatt a
rezonanslemez megereszkedik, és igy elvesziti a gyartaskor kialakitott ivelt format,
rontva ezzel a hangszer hangmindségét. A koncepcid — bar megoldotta a deformécid
kérdését — napjainkban egyértelmiien az olcsobb kategorias hangszerekre jellemzd.

(Fine, 2010)

Napjainkban is szamos lehetéséggel kisérleteznek a hangszergyartok. Ennek f6 oka,
hogy a rezonanslap kozvetleniil hatdssal van a hangszert elhagy6é hang szinezetére,
ugyanakkor a kornyezeti hatasok jelentds befolyassal vannak a rezonanslapra. Ez a
jelentkezik, hiszen a hémérsékletben és paratartalomban bekovetkezett apré6 mozgasok

nyoman a hirok hangmagassaga megvaltozik, azaz a hangszer elhangolodik. Egyik



lehetdség ennek a problémanak a megoldasara a karbon szdlas (kompozit) anyagok
hasznalata a rezonanslap alapjaul. Ezek az anyagok akusztikailag kedvezd
tulajdonsaggal rendelkeznek, relativan konnytiek, jol ellenallnak a kornyezeti
valtozasoknak, igy egy megkozelitdleg allandé hangmindséget biztositanak a jatékosok

és a kozonség szamara. (Richardson, 2013)

A jelen munka sordn els@ sorban a hagyomanyos rezondnslap-kialakitasokkal

foglalkoztunk.



3 A zongora rezonanslapjanak modellezése

3.1 A modellezés lehetséges céljai

A hangszerek fizikai alapu modellezésének két fo célja lehet: a fizikai modell alapa
hangszintézis és a gyartastamogatas. Az elsé esetben a minél inkabb tokéletes hangszin
a f6 cél, mig a masodik esetben ezt a célt a lehetd legpontosabb fizikai modell alapjan

kell elérni.

3.1.1 Fizikai modell alapt hangszintézis

A digitalis hangszerek, szintetizatorok piacan mai napig a minta alap hangszintézist
hasznalo eszk6zok az elterjedtebbek. A mintaalapu hangszintézis Soran a Korabban

felvett hangmintakbol generaljak a szintetizalt hangot.

crer

mechanikai tulajdonsdgaibol indul ki a modellezés, és az eléallitott hang ennek a
modellnek valamilyen kimenete. Fizikai modell alapu szintézisben altalaban a rendszert
leir6 egyenletekbdl indulnak ki, és a gerjesztés hatasara a rendszerben lejatszodo fizikai
folyamatokat modellezik. Ennek a folyamatnak az eredményeként 4ll eld a szintetizalt

hang.

A fizikai modell alapti hangszintézisnek tobb érdekes felhasznalasi teriilete van.
Egyrészr6l napjainkban egyre inkabb terjednek a hibrid hangszerek, mely
hangszerekben a fizikai modell alapti hangszintézis jo alternativaja lehet az eddig
altalanosan hasznalt modell alapt hangszintézis technikdnak. Hasonlé6 moddon a
jatékosok kezébe lehet adni egyetlen paraméterezhetd zongora modullal végtelen szamu
hangszert. Aktualisan megfogalmazott cél tovabba a historikus hangszerek hangjanak

ujraélesztése, a hangszerek reprodukcioja nélkiil.

A digitalis hangszerek piacat ma még egyértelmiien a minta alapu illesztésen alapulo
szintetizatorok uraljak, de egyre tobb példa jelenik meg a fizikai alapi hangszintézis
elvén mikodd szintetizatorokra is. Erre talan a legszembetiindbb példa a Pianoteq
szoftvere, mely egészen 1ij szintre emelte a zongora hang szintetizalasat, megvalositva

az elébb leirt célokat. (Mondartt, 2015)
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3.1.2 Gyartastamogatas

Mig a modell alapu hangszintézis esetén a modellek fizikai jellemzOhoéz kozvetlentil
nem kothetd paraméterek segitségével finomhangolhatd, addig ezt a gyartastamogatas
esetén el kell kertilni. Ebben az esetben a cél, hogy a zongora egészének, vagy csupan
egy részének viselkedését minél pontosabban le lehessen irni, hogy az egyes fizikai
paraméterek megvaltozasanak hatasat minél pontosabban meg lehessen becsiilni. Erre —

a mar mas iparagakban jol ismert — virtudlis prototipusgyartds miatt van sziikség.

A hangszergyartast mar ma is tamogatjak szamitogépes technologiaval, de egy hangszer
tovabbfejlesztése, vagy egy 0j modell megalkotdsa hossza i1d6t vesz igénybe. Ennek
egyik oka, hogy a ma rendelkezésre 4ll6 szamitogépes modellek még nem szolgéltatnak
elég informaciét. Minden moddositashoz meg kell épiteni a prototipust, hogy az
eredményt hatasat ténylegesen vizsgélni lehessen. Ez az idon tilmenden jelentds

koltséggel is jar.

Természetesen a szamitogépes tdmogatas nem tudja teljes mértékben helyettesiteni a

hangszerkészitok hatalmas tapasztalati anyagat, de a munkajukat sok téren elésegitheti.

Hogy erre mekkora az igény az is bizonyitja, hogy az elmult évekbdl jo par példat
talalhatunk, amikor nagynevili autdégyarak és zongorakészité mihelyek kozos projekt
keretében hoztak létre hangszert. Kombinalva a két iparagban felhalmozoddott tudast.

(Lasd példaul (Pleyel, 2012))

3.2 A rezonanslap-modell elhelyezése a zongoramodellben

A zongora miitkodése nagyon leegyszerlsitett formaban annyibol all, hogy egy kalapacs
megiit egy vagy tobb hurt, mely(ek) az iités hatdsara rezgésbe jon(nek). Ez a rezgés
részben atadodik a hangszer rezonatorlemezének, mely a hurvégeken mint lezard és
csatold elem jelenik meg, illetve a hangot felerdsitve lesugarozza a hangszert koriilvevo

térrészbe.

huar

L = J
—.j rezonatorlemesz

kalapacs

3.1 A zongora sematikus modellje

11



Ennek alapjan a zongora fizikai modellezése alapvetden hdrom csatolt modellezési
problémara: a kalapacs, a hur és a rezonatorlemez modellezésére bonthato. Az egyes
modellek nem egymastdl fliggetleniil kezelendéek. Kimeneteik a ,,szomszédos” modell
bemenetét képezik, és a szomszédos modellbdl allapotukat befolyasolo értékeket

kapnak vissza.

A kalapacsmodell szolgaltatja az egész atfogd modell kezdd gerjesztését, erObemenetét.
A kalapacs mint egy pontszeri tomeg keriil modellezésre. A kalapacsot boritd filc mint

egy nemlinedris ¢és hiszterézises jelleget mutato rugo jellemezhetd.

A hurmodell alapjat az egydimenzids nemidealis hullamegyenlet szolgaltatja. A modell
felirasakor a hir linearis striségéb6l és a harra hatd hossziranyt feszit6éer6bol
szamithat6 a harban terjedd rezgések sebessége, illetve a kalapacs-hur és hur-lemez
kolesonhatashoz fontos hurimpedancia. A hirmodell részét képezi a levegdvel valo
surlodas kovetkeztében fellépd viszkozus csillapitas. A hurt a d’Alambert féle
megoldasbol levezethetd digitalis waveguide modell segitségével modellezziik, majd

altalanositottuk egy tobbhuros rendszerben.

Jelen modellezési szinten a rezondtorlemez mint csatold és hanglesugarzo elem kertil
modellezésre. A lemezmodell figyelembe veszi azt a tulajdonsagot, hogy a
rezonanslapokat ma is tilnyomd részt fabol késziilnek, igy ortotrop anyagokként
kezelhetéek. A lemezmodell egyrészrél a rezonatorlemez azon tulajdonsagat vizsgalja,
hogy hogyan hat vissza a hirokon kialakult rezgésre: beleértve a hurlezarasban és a
huarok kozti csatolasban betoltott szerepét. Masrészt foglalkozik a lemezbdl a térbe
sugarzott hang vizsgéalataval, hiszen ez tekinthetd a rezonanslap elsddleges szerepének a
hangszer vizsgélatakor. A rezonanslap és a merevitd6 borddk modellezésére az
inhomogén lemezegyenletet és az inhomogén rudegyenletet hasznaljuk. Abban az
esetben, ha a hurlezarason egy dinamikus lezar6 elem — jelen esetben egy
rezonatorlemez — talalhatdé a hurlezdras jol megadhatd a lemezmodell modalis
leirdsaval. Mivel a modalis paraméterek szamoldsa analitikus modszerekkel csak
nagyon korlatozott esetekben lehetséges, ezért a lemezt numerikusan végeselem
modszerrel kezeljiik. A hanglesugarzas esetében a Rayleigh integral numerikus

megoldasat alkalmazzuk.
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3.3 A kalapacsmodell

A kalapacsmodell felirdsakor a Stulov altal adott hiszterézises modellt alkalmaztuk,
melyben a hiszterézises viselkedés leirasdhoz négy kulcsfaktort allapitott meg.
Eredményei szerint a kalapacs altal kifejtett er6 — a filc merevségén (K [N/mP]),
pillanatnyi 6sszenyomodason (ug [m]) €és a nemlinearitasi tényezén (p) kivil — fiigg a
filc korabbi 6sszenyomodasi értékeitdl (a filc multjatol) is. Az altala javasolt modell
alapjan, a korabbi iddpillanatok 6sszenyomodasat exponencidlisan csokkend mértékben
kell figyelembe venni. A filc multjat a hiszterézises konstans (& [—]) nagysagaval és a
filc felejtési iddallandojaval (7, [s]) stlyozva épiti bele a modellbe. Az Aaltala

négyparaméteresnek nevezett modellt a (3.1) dsszefiiggés irja le:
t
R
Fr = K¢ [ug () bl (§) e\ 7o/ d¢ (3.1)
%0
A modell jol illeszkedett az altala vizsgalt kalapacskészlet minden elemére. (Stulov,

1995)

u, T Ty

K. M) op

M

3.2 A kalapacsmodell szemléltetése

3.4 A hurmodell

A hur jo kozelitéssel tekinthetd egy egydimenzios rendszernek, amelyet — csillapitatlan

esetben — az alabbi (3.2) egyenlet ir le:

0%u 0%u

du_ ou 3.2
oxz  H G (32)

Fs(x’ t) + TS )

A (3.2) egyenletben F, a htrra hatd gerjeszt6 erd, Ty a hurban hatd hossziranyu

feszitderd, u a hur hosszegységre esd tomege €s u a hur elmozdulasa.
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A zongorahtrr esetén egy véges hosszu, mindkét végén befogott hurrdl beszélhetiink. A
har valosagot kozelité modellezésénél figyelembe kell venni a huron, illetve a

hurlezarasokon fellépd veszteségeket, csillapitdsokat is.

A har szimulacidéjakor nagyon kézenfekvd valasztas a waveguide-modell, mely a
d’Alambert féle megoldasbol (3.3) indul ki. A d’Alambert féle megoldas a haladd

hullamokat két félhulldm 6sszegeként irja le:
u(x,t) = ut(ct —x) + u=(ct + x), (3.3)

ahol u* jeloli a pozitiv, mig u~ a negativ irAnyba halad6 félhullamot. A waveguide-

modell esetén ennek az egyenletnek a diszkretizalasat valositjuk meg. (Smith, 1992)

A hurvégeken a hurlezaras hatasara reflexio 1ép fel, és a hurok kozott transzmissziot
tapasztalhatunk. A waveguide-modellek az egyszeriiség kedvéért a lezarasba
koncentralva kezelik a hir rezgésének egy periddus alatt tapasztalhatd csillapodasat is.
Altalanosan ezeket a koncentralt elemeket egy-egy sziirékészlettel lehet megvalositani.
A mi modelliinkben kétféle szlir6készlet van. Az egyik a huron a viszkozus csillapitas
hatasara fellépd veszteségeket valdsitja meg, amely veszteség jelenleg konstans,
frekvenciafiiggetlen értékként van definidlva. A maésik a kiszamitott lemezmodell
alapjan paraméterezett sziir6készletként van felirva. A szlirokészlet hasznalata lehetoveé

teszi, hogy a hurlezarast dinamikus elemként vegytik figyelembe.

Ahhoz, hogy az egyes hurlezarasokat (a reflexidt és transzmissziot) megvalosito
szlir6ket paraméterezni tudjuk, sziikségiink van a rezondnslapként definialt lemez
admittanciajara, mely a lemez sebességének és az azt okozd erének hanyadosa, és

melyet a (3.4) alakban szamolhatunk:

jw ';Dr(xi)cpr(xk) (34)
17’nr(0‘)r2 +j§rwrw + wZ)
r=

Yi,k(w) =

A (3.4) képlet alapjan a lemez admittancidgja a modusalakokok x; hurrogzitési
pontokban felvett @.(x;) értékeitdl, @.(x;)az w, sajatfrekvenciaktol, valamint a modalis
tomegtél (m,) és a csillapitasi tényezotdl (&) fiiggd Osszegként szadmolhatd. Az
Osszefiiggés implementéalasa korant sem egyértelmii feladat, mivel a képletszeriien
kézenfekvé modon adodo sziirdkészlet instabil. Ezzel a problémaval foglalkozik a

szakirodalom is. A megtalalhatdé megoldasi javaslat alapjan, (Bank & Karjalainen,
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2008) korabban megvalositottunk egy tobbhtros, dinamikus rezonanslap-modellt

alkalmazo rendszert, melynek vazlata a 3.3 dbran lathato.

C,,
— b
‘r'l' }_‘
Eotring
r ' lI"'Ilnl . . Y 1 lI""r-.nl.ll
> > e =2
| |"_ 1 -
'\."1_ }_‘
I B
Vi |-(—

3.3 N hirra altalanositott hurmodell
A 3.3 dbran a V jeloli a sebesseget, Zgring a rendszerben definialt hurok impedancidjat,
C a rendszerben szereplé konstans tényezéket, mig Y, a lemez impedancigjanak
frekvenciafiiggd komponenseit, melyet egy szlrdkészlet segitségével vesziink
figyelembe. A rendszer részletes leirasa megtalalhat6 a korabbi munkakban. (Kulcsar,
2014) A harmodell kimeneteként megkapjuk a lemezre a harvégz6dés pontjaban

kifejtett er6 idofiiggését (f (x, t)).

F ]

ts]

3.4 A hurlezarason megjelené eré ortotrép rezonanslap-modell esetén

Az admittanciara felirt képlet alapjan megallapithatjuk, hogy a szlir6készletet

paraméterezéséhez  sziikséges els6 1épésben meghatdrozni a  rezonanslap
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sajatfrekvencidit €s modusalakjait, mely szdmitdsokat a végeselem modszer segitségével

végezziik.

3.5 A rezonanslap szerepének modellezése

Jelen munka a soran a lemez modellezésénél annak fizikai paramétereibdl indulunk ki.

3.5.1 Rezonanslap mint lezaro és csatolo elem — A végeselem modell

A sajatfrekvenciak ¢és modusalakok meghatarozasahoz sziikséges megoldani az
inhomogén lemezegyenletet, azonban ennek az egyenletekkel felirt rendszernek
analitikus megoldasa csupan nagyon kevés esetben van. A zongora rezondnslapjara a
formai sajatsagai (alak, a rajta levé bordazat), és anyagi inhomogenitdsa miatt

korlatozottan adhat6 analitikus megoldas.

A megoldand6 probléma megfogalmazhat6 Ggy is, hogy keressiik a hurlezarason a har
altal kifejtett eré ismeretében (f(x,t)), a lemezen kialakult deformaciohoz tartozo
elmozdulasok leirasat. A Kifejtett er6 és az elmozdulas kapcsolatat minden definialt w
frekvencia esetén a (3.5) Osszefliggéssel felirt altalanositott sajatérték-probléma adja
meg, ahol K jeloli az anyagjellemzOk altal meghatarozott merevség-, mig M a

tomegmatrixot.
(K + jowC — w*M)u = f(x, w) (3.5)

A modusalakok (@) és sajatfrekvencidk (w,). meghatarozasahoz a (3.5) alak zérus
gerjesztd erdvel felirt formajat alkalmazzuk a csillapitasmentes esetben (jwC = 0),

mivel a modusalakok elvileg gerjesztés nélkiil is fennmaradnak a rendszerben.

A keresett elmozdulasfiiggvényeket (u) ezek utan a véges n szami meghatarozott
modusalak mint bazisfiiggvény linearis kombinacidojaként keressiik, ahol az

a(t) modalis koordinatak a linearis kombinacid egyiitthatoi.

u(x, t) = Z ®.(x) - a.(t) (3.6)

llletve a frekvenciatartomanyban

n 3.7
u(x,w) = Z D.(x) A(w) = D Al(w)
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A (3.6) alakot a (3.5) Osszefiiggésbe beirva, majd az egész egyenletet megszorozva a

modusalakokat tartalmazé @ matrix transzponaltjaval a (3.8) alakot kapjuk
(@Tud + jwdTCd — w?dTMP)A = O f(x, w) (3.8)
mely ekvivalens a (3.9) alakkal
(A +j wy — w*DA(w) = dTf(x, w) (3.9)

ahol (A +j wy — w?I) diagonalis matrix. A keresett A(w) modalis tényezdket igy

egyszerlien lehet meghatarozni a gerjeszt6 erd €s a modusalakok ismeretében.

1 H ‘ |
- R _
D . IJHH\\u\I.lh.lIn||u||.1||.||l.|_|“||.m
T TR S TR RN A WAL A YRR N RN PR TR TN

o[l

1
0.5 1 1.5 2 25 3 34 4 4.5 ]
t[s]

3.5 Az els6 két modus modalis koordinatajanak idéfiiggése ortotrép rezonanslap-modellt
feltételezve

Az algebrai sajatérték-probléma megoldasahoz azonban sziikség van a merevség- €s
tomegmatrix meghatdrozdsdhoz, melyek a lemezen definidlt anyagtulajdonsagok

alapjan szamithatoak.

A korabbi munka soran erre a nyilt forraskodd MATLAB-alapt openFEM toolboxot
hasznaltunk, azonban ez csak izotrdp, azaz mindharom definidlt dimenzié mentén
azonos tulajdonsagokkal rendelkezd anyagok kezelését tamogatta. A felvezetésben
irtakbol is lathattuk, hogy ez a feltételezés a zongora rezonanslapja estén nem helytallo.
Azért, hogy a valdsdgot sokkal jobban kozelitd modellt tudjunk késziteni, sziikséges

volt a problémat ortotrop anyagokra is megoldani. Ehhez sajat megoldast fejlesztettiink.
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Ortotrop anyagoknak nevezziilk azokat az anyagokat, melyek esetében bizonyos
mechanikai tulajdonsagok a harom definialt dimenzié mentén kiilonbozéek. Ezeket az
anyagokat mindegyik dimenzié mentés mas Young-modulussal (rugalmassagi modulus
értékkel) és eltér6 Poisson-szamokkal lehet jellemezni. A Poisson-szam megadja a
kiilonb6z6 dimenzidok menti alakvaltozasok kapcsolatat. Az anyag sirisége (p), a
Young-modulusok (E), a Poisson-szamok (v) és a nyiré6 modulusok (G) ismeretében
meghatarozhatoak az anyagjellemz6 matrixok, melyek segitségével definialt standard
elemekre megadhaté a merevségmatrix és a tomegmatrix. Mind a témeg-, mind a
merevségmatrixot ezeken a standard elemeken irjuk fel, majd az elemekre felirt
matrixOkbol Osszeallitjuk a globalis, egész halot magaban foglaldé matrixot. Az egyes
elemekre (pl. haromszog-elemekre) felirt matrixok (K,, M,) megkaphatoak az elemeken
definialt alakfiiggvények (N) és azok derivaltjait tartalmazé B matrix, és az

anyagjellemz6 matrix (D) szorzatainak teljes elemtérfogatra vett integralasaval.

fijTDdedydx (3.10)
xJyJz

(3.11)
M, = JJJNTdezdydx
xJyJz

Sziikséges tehat a rezonanslapot kisebb, jol kezelhetd elemekre felbontani.

K.

0.5 1 15

3.6 A felbontott lemezmodell

A lemezt haromszdg alakil lapelemekre bontottuk, melyek minden cstcspontja hat
szabadsagi fokkal — a harom tengely mentén vald elmozdulassal és a tengelyek koriili
elfordulassal — jellemezhetd. A bordakat tizenkét-szabadsagfokt radelemekre bontottuk.

A rudelemet meghatarozza a két végpontja, a végpontokban felirt hat-hat szabadsagi
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fokkal. A modellezésénél a lemez szélein merev befogast feltételeztink Ez az
absztrakci6 jol kozeliti a valosagot, bar egy valos hangszer rezonanslapjanak szélein a
peremfeltétel atmenet a standard merev befogés €s egyszeri alatdmasztas modellezési

esetek kozott.

A numerikus halo kialakitasanal fontos szempont volt, hogy a lemez haromszog-haldja
jol illeszkedjen a lemezen ferdén elhelyezkedd merevitdkre. A halomodell kialakitasara
a korabbi munka soran fejlesztett MATLAB-alapti automatizalt hdl6zé algoritmust

alkalmaztuk.

A lemez ilyen mddon felirt modellje mar alkalmas arra, hogy meghatarozzuk a
tetszOleges alakil lemez sajatfrekvencidit, és a kivant a modusalakok elmozdulds-
értékeit. A modalis szuperpozicio segitségével nyert adatok képezik a lemez pontjaiban

dinamikusan meghatarozott impedancia-értékek felirasdnak alapjat.

A munka soran igyekeztiink a rezondnslapot minél pontosabban modellezni. A
fejlesztett MATLAB-alapu végeselem szoftver megvalositja a sziikséges tomeg- (M) és
merevségmatrixok (K) szamitasat, tetszOleges alakt, bordazattal ellatott lemez esetére.
Ezeknek az adatoknak a birtokaban mar az eddig alkalmazott modon kiszamolhatoak a
lemez sajatfrekvenciai (w,.) és modusalakjai (&), amely informaciok alapjan a lezarast
és csatolast megvalositd szlr6készletet (Id. 3.3 abran szemléltetett rendszer) is
paraméterezni tudjuk. A moddusalakok ¢és sajatfrekvencidkrol tarolt informdaciot

hasznaljuk fel a késébbiekben a hanglesugarzas szdmitasahoz is.

3.5.2 Rezonanslap mint sugarzé elem

A jelen munka fontos része, hogy a rezondnslapot mint sugarzé elemet is modelleztiik.

p(x)

3.7 A hanglesugarzas szemléltetése
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Ehhez feltételezziik, hogy a rezonanslap egy végtelen siklapba van agyazva. A
rezonanslap feliiletén a sebesség normalis irdnyu komponense a gerjesztéstdl fiiggd
értéket vesz fel, azonban a rezonanslap feliiletén kiviil mindeniitt mashol zérus. (Azaz a
végteles siklap tobbi része tokéletesen merev.) A végtelen siklap feltételezés
eredményeként a sugarzo egyes pontjait monopolusokként kezelhetjiik, melyek hangtere

a szimmetria miatt eleve kielégiti a merev feliilet feltételt.

Az alklmazott modell szerint a rezonénslap altal a tér egy pontjéban (y) kialakitott

crc

pontforrasok nyomasterének szuperpozicidjaként. Ezt valositja meg a Rayleigh-integral:

e Jkly—x|

_jwpo
p(y,©) = fs vt 0) Tt

- pRIC (3.12)

A (3.12) képletben p, jeldli a levegd stirtiségét, k pedig a hullamszamot.

A (3.7) Osszefiiggésbol integralassal megkaphatd a (3.12) Osszefiiggésben szerepld

v(x, w) sebesség.

(%, ) = jo z &.(x) - A.() (3.13)

Ezt felhasznalva a (3.12) sor az alabbi (3.14) alakra hozhato.

—w?p e Jkly—x|
prw) = ) =5 [ 00— 450 A (314

T

A (3.14) egyenlet modusonként felirhatdé egy a modust adott frekvencian, adott pontba

jellemzo atviteli fliggvénye €s a modus modalis stulytényez6jének szorzatara.
r(y,w) = Z H(y, w) Ar(w) (3.15)
T

ahol

e ~Jkly—xl|

p ds(x) (3.16)

@) =52 00—
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A hangnyomds idofiiggésének felirasdhoz mar csak vissza kell témi a

frekvenciatartomanybdl idétartoméanyba:
p(y,w) = Z he(y,t) * ar(t) (3.17)
T

Azaz a kapott rendszer egy, a hanglesugarzast megvalositd FIR-sziir6készletként

modellezheto.

: | | I

— df = a(t) = () H
1 1 | ]

_l‘J, 103 e h, (t) ':‘Lé

& = 1 S LN >l 1)

i P I 1

— BT — () ] h() H
. Lo __ ,

FEM e

3.8 A lesugarzott hang szamitasanak folyamata
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4 Az eredmények ismertetése

4.1 A szimulaciés paraméterek

A modelleket MATLAB kornyezetben implementaltuk. A lemez modelljének
létrehozasara MATLAB-alapu halozé algoritmust készitettiink, taroldsara a NiHu
toolbox struktirdjat hasznaltuk. A sajatérték probléma megoldasédhoz sziikséges tomeg-
€s merevségmatrixok szamitasara sajat rendszert fejlesztettiink, mivel a korabban erre a
célra haszndlt toolbox nem tamogatta az ortotrop anyagtulajdonsdgok modellezését. Az
opensource OpenFEM toolbox segitségével oldottuk meg a lemezre a sajatérték
problémat, melynek kimenete szolgéltatta az alapot az impedancidra felirt szlirkészlet
paramétereinek beallitadsara. A lesugarzasi probléma megoldasara implementaltuk

MATLAB alapon a Rayleigh-integral szamitasat.

Az alap szimulacios esetben beallitott hir hossza 79.9 cm, hangmagassaga
megkozelitéleg megfelel a zongora kis A hangjanak (220 Hz). A rezonanslap
anyagtulajdonsagait a The Wood Handbook cimii szakkonyvben definialt észak-
amerikai lucfeny$ adatai alapjan definialtuk (Forest Products Laboratory, 2010). Az
ortotrop anyagtulajdonsagot uigy definialtuk, hogy a rezondnslap szaliranya merdleges a
definialt bordazatra. (Ez egy valds hangszer esetében az altalanos tervezési szabaly.) A
térben kialakult nyomadsvaltozast egy 3 m sugar negyedgomb feliiletén definialt
pontokban értékeljik ki. A szimulaci®6 sordn a harmodellen alkalmazott iddbeli
felbontast 10~> s nagysagrendre vélasztottuk. A kalapacsmodellt 10~7 s pontossaggal
értekeltiik ki, mely esetben a modellbdl szdmitott eredmények mar megbizhatonak

tekinthet6ek. A hanglesugarzast 10™* s mintavételi idével szamitottuk. A

A lemezmodell elsé 200 modusat szamitottuk ki, igy a rezonanslap sajatfrekvenciait
izotrop esetben koriil-beliil 2000 Hz-ig tudjuk figyelembe venni, mig ortotrép
lemezmodell esetén ez az érték jelenleg 1500 Hz. A memoriakapacitas bovitésével
minden probléma nélkiil finomithat6 lenne a lemezen az elemméret, és igy a figyelembe
veheté modusok szdma is novelhetd lenne. Ez a modell azonban jelen form4jaban is
alkalmas néhany vizsgalat elvégzéséhez. A lemez sajatfrekvenciait szemlélteti az alabbi

4.1 abra is.
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Frovvencia [H2]

A

4.1 A rezonanslap sajatfrekvenciai a modusszam fiiggvényében izotrép (kék) és ortotrop (piros)
lemezmodell esetén

A szimulaciods elrendezést a 4.2 abra szemlélteti.

4.2 A szimulacios elrendezés szemléltetése

4.2 A szimulacio soran vizsgalt tulajdonsagok

A szimul4cio sordn megvizsgaltuk, hogy milyen kiilonbséget jelent az, ha az izotrop
rezonanslap-modellrél egy ortotrop rezonanslap-modellre tériink at. Vizsgaltuk a lemez
egyes modusainak sugdrzasi irdnyait, ¢és hogy a lesugarzott hang milyen

tulajdonsagokkal rendelkezik.
A szimulacids eredmények rendszerezéséhez az alabbi analizis modszert valasztottuk:

e Az egyes térbeli pontok nyomas-id6 fiiggvényeit szétbontottuk a benniik megjelend
harmonikus komponensekre. Meghataroztuk az idéfiiggvények spektrogramjat
4.8 Hz frekvencia- és 0.1 s idéfelbontassal. A spektrogrambdl kivalasztottuk azokat
a komponenseket, amelyek legkdzelebb esnek a rezgd hur alapfrekvenciajanak

egész szamu tobbszoroseihez.
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e Minden egyes rendszamhoz felvettiik a kialakul6 idofiiggvény futo RMS gorbéjét,
majd ennek elsé egy masodperces szakaszara exponencialisan lecsengé fliggvényt
illesztettiink. Az illesztett fliggvény szintjével és idéallanddjaval jellemezhetjiik az
egyes modusok részesedési aranyat és lecsengési idejét. A szintet dB-ben jellemez-
tilkk, aminek abszolut értéke érdektelen, viszont mivel minden feldolgozasi 1épést
ugyanazokkal a beallitasokkal végeztiink, a dB-ben kifejezett értékek egymashoz vi-

szonyitasa indokolt.

Az igy kapott eredmény egy olyan kvantitativan értékelheté mennyiség, amely zenei
szempontbol is fontos, hiszen jellemzi a kialakuld hang szinezetét és annak iddbeli

valtozasat.
4.3 Az eredmények értékelése

4.3.1 A csatolas szemléltetése

Az egyes modellrészeket implementdlva a szimulacidbdl megkaphatjuk a hur(ok)on
kialakult rezgések sebességének idofiiggését. A sebességértékekbdl konnyen
meghatarozhat6 a hurokon kialakult rezgésalak. Az adatok konnyebb értelmezését
segitendd a szimulacids eredményekbdl meghataroztuk a futd6 RMS gorbéket is 30 ms
sz¢les ablakot valasztva. A kapott eredményekre lathatunk példat a 4.1 abran. Az abra
egy koncertzongora rezonatorlemezével megegyezd alaki 1 cm vastagsagu bordazat

nélkiili lemez szimulacidjakor késziilt.

Avvardi - Roochesan 2001 Avvardi - Roochesan 2001

— g ) — g )

(@) (b)
4.1 A huron kialakult sebességfiiggvény (a) és a beldle szamitott futé6 RMS gorbe (b) bordazat
nélkiili lemez esetén
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Az abrakon megfigyelhetd, ahogy az elson (kék) hurt megiitve a rezgésalak fokozatosan
atterjed a masodik, nem megitétt (zold) hurra. A jel energidjanak valtozasa jol

megfigyelhetd a sebességértékekbdl szamitott futdo RMS gorbéken is.

4.3.2 A modusok sugarzasi iranya

A lesugarzott hang vizsgalatat kivalasztott pontokban végeztiik. Jelen munkdban két
csomopont adatait ismertetjiik szamszerlien is: a 317-es szammal jelolt pontét, ami a
lemez alsé része folott helyezkedik el, és a 17-es pontét, ami a lemeztdl oldalirdnyban,

kissé balra lefele helyezkedik el.

A rezonanslap egyes modusainak sugarzasi iranya igen fontos kérdés, mivel ez
befolyasolja, hogy a tér egyes pontjaiban milyen hangszinnel szolal meg ugyanaz a
hangszer. Igy példaul nem ugyanaz a szinezetet kapja a meg a lesugarzott hang a

hangszertdl kissé felfele, vagy oldal irdnyban, megkdzelitdleg a hangszer sikjaban.

A lemez modusainak sugdrzasi irdnyat grafikusan vizsgéltuk. Az elemzéshez az egyes
moddusalakokat normalva jelenitettiik meg, igy jol megfigyelhetd, hogy mig példaul az
elsé modus csaknem kizarolag felfelé sugaroz, addig példaul a kilencedik modus esetén
jelentds az oldalirdnyt sugarzas. Ez egyarant elmondhat6 az izotrop és ortotrop esetrdl
is. Itt fontos megjegyezni, hogy az alkalmazott szimulacids beallitasokkal az izotrop
esetben a rezondnslap elsé sajatfrekvenciaja 26 Hz koriil van, mig az ortotrop esetben

ez az érték 12 Hz.

(a) 25Hz (b) 25Hz (c) 172 Hz (d) 172 Hz

4.3 Izotréop rezonanslap modusai (elsé (a), kilencedik (c¢)) és a kialakult nyomastér ((b) és (d))
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A

() 11 Hz (b) 11 Hz (©) 92 Hz (d) 92 Hz

4.4 Ortotrop rezonanslap modusai (elsé (a), kilencedik (¢)) és a kialakult nyomastér ((b) és (d))
A lemez moédusainak sugarzasi irdnyan tal érdemes vizsgadlni, hogy a hur
sajatfrekvencidit milyen iranyban sugarozza le a lemez. Ehhez a két kivalasztott térbeli
pont adatait vetettiik dssze. Megallapithatjuk, hogy a lemeztdl felfele az elsé moddus
erdsebben jelenik meg a lesugarzott jelalakban, mig az oldaliranyban definialt pontban a
masodik modus valik a legerésebb komponenssé. Mivel hasonld pozicidban
helyezkedik el a két pont, az eltérés nem jelentds. A térbeli megfigyelési pont

elhelyezése nincs hatassal a hur sajatfrekvenciajanak lecsengési idejére.

A sugarzasi irdny befolydssal van a tér egyes pontjaiban tapasztalt hangnyomas
idofiiggésére. Természetes, hogy minden vizsgalt pontban jellegére azonos,
exponencialisan lecsengd jelalakot kaptunk, de az alkalmazott lemezmodelltdl fliggéen

mas-mas maximalis amplitdddval és lecsengési idOvel.

A két csomopontban kialakult nyomas-id6 fiiggvényeket lathatjuk 4.5. dbran.
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(a1) 17 (b1) 317

(a2) 17 (b2) 317

4.5 A tér definialt pontjaiban kialakult nyomas-idé fiiggvény izotrép (1), illetve ortotrép (2)
esetben

4.3.2.1 A szimulalt hang spektruma

Abban az esetben is, ha a lesugarzott hang nyomasspektrumat vizsgaljuk, szdmos
érdekes megfigyelést tehetiink. Ezek koziil a legszembetiindbb, hogy a rezonanslap
,megszolal”. Azaz a nyomasspektrumban a hur alapfrekvencidja (220 Hz) alatt
megjelend csucsok, a lemez anyagi ¢és formai tulajdonsagai alapjan meghatdrozott
frekvencidk. Ezek a komponensek megkozelitéleg azonos energiaszinten vannak jelen a
jelben, mint a hir alapfrekvencidja. A hur elsd sajatfrekvencidjanak megjelenése a
spektrumban jol kivehetd, €s a tovabbi magasabb energiaszintii csucshelyek annak
egészszamu tobbszordseinél jelennek meg a magasabb frekvenciatartomanyokban.
Azonban ha a spektrum iddbeli alakulasat is vizsgaljuk megallapithatjuk, hogy a
rezonanslap alapharmonikusa az egész szimulacio soran jelen van a jelben, s6t az id6
elérehaladtaval egyre dominansabba valik, igy a lesugarzott hang karakterén jelentds

mértékben mddosit. Ez a hatés a lesugarzott hang meghallgatasakor is jol hallhato.
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Erdekes 6sszevetni a nyomasspektrumot a huron az iitési pontban megfigyelt, illetve a
hurlezarason tapasztalt sebesség spektrumaval is. igy példaul az izotrop esetet vizsgalva
(Id. 4.6. abra) megallapithatjuk, hogy a lesugarzott hangban a rezonanslap valamelyest
kompenzalja a kalapacsiités hatasat, ugyanis a sebességspektrumbdl annak hatisara a
hir negyedik modusa csaknem egészében hianyzik, mig a nyomasspektrumban
megjelenik. Az ortotrop esetnél (Id. 4.7. abra) szembetiind, hogy mig a
sebességspektrumban a hur masodik moédusa a dominans, addig a szimulaci6 kezdetén a

lesugarzott hangban a hur alapharmonikusa jelenik meg nagyobb amplitadoval.

M¢ég vizsgaljuk azt a paraméterezést, amivel a lemez ,,dondiilése” kikiiszobolhetd,
hiszen ezt a hangszergyartok is igyekeznek minél jobban elkeriilni. Erre befolyassal van
mind az anyagi tulajdonsdgok inhomogén modon valé definidlasa, mind a rezonédnslap
¢s a bordazat pontos vastagsdganak és elhelyezkedésének modellbeli pontositasa. De

egy ,,masik” faanyagot leird paraméterharmas is sokat jelenthet.
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4.6 A sebesség (kék: iitési pont, piros: hiirlezaras) (a)- és nyomasspektrum (b) a szimulicié harom
idépontjaban (fentrdl lefele 1: 0,1 s; 2: 0,5 s; 3: 4 3) izotrop rezonanslapmodell esetén
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4.7 A sebesség (kék: iitési pont, piros: hiirlezaras) (a)- és nyomasspektrum (b) a szimulacié hirom
idépontjaban (fentrél lefele 1: 0,1 s; 2: 0,5 s; 3: 4 ) ortotrop rezonanslapmodell esetén
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4.4 Tovabblépési lehetoségek

Bar a munkaban jelentdset 1éptiink eldre, a felirt modell jelen formajadban is nagyon
absztrakt, a valds hangszer komplexitasat nagyvonalakban kozeliti. gy a kovetkez6

iddszakban szamos teriileten nyilik lehetdségiink az 9sszeallitas tokéletesitésére.

Ebbdl talan legfontosabb feladatként kiemelheté a rezonanslap geometridjanak
pontosabb figyelembe vétele. Igy sziikséges egy olyan modell felirdsa, ami a lemez
anyagi inhomogenitasit pontosabban koveti, ¢és figyelembe veszi az egyes
lemezteriiletekhez tartozd vastagsagértékeken tilmenden a hid csatoldsban betoltott
szerepét. Ha ezt a problémat megoldottuk, foglalkozni lehet a szimulacids rendszer

teljes skalara valo elkészitésével is.
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5 Osszefoglalas

Dolgozatomban a zongora rezonanslapjanak zongoramodellben betdltott szerepével
foglalkoztam. Ismertettem annak jelen munka szempontjabol fontos tulajdonségait.
Bemutattam az alkalmazott numerikus modszerek 1ényegét. majd ismertettem a

modellen futtatott szimulacié eredményeit.

Osszefoglaloan elmondhatod, hogy a korabbi modellezési szinthez képest jelentds
eldrelépést jelent a rezondnslap mint sugdrz6 elem figyelembe vétele, és nagy 1épést
tettlink egy pontosabb modell felallitasdhoz azaltal, hogy ortotrép anyagjellemzok

figyelembe vételére alkalmas rendszert alkottunk.

Mindemellett szamos megoldand6é kérdés maradt, amivel az elkdvetkezé idében

foglalkozni sziikséges.
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