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I. Bevezetés

A mintafelismer6 algoritmusok napjaink intelligens rendszereinek szerves részét
képezik. Az, hogy egy ilyen rendszer képes legyen a kiilvilag ingereinek érzékelésén tul
azok felismerésére és kategorizalasara, mara mar alapvetd elvaras - legyen szé

biztonsagtechnikaroél, 6nmiikédd jarmivekrél vagy akar kozosségi oldalakral.

A megnovekedett alkalmazasi igény kovetkeztében égetd problémava valt az
optimalizalas. A cél minél pontosabb azonositas, minél rovidebb id6 alatt. A két
szempont altalaban forditottan aranyos egymassal, igy egyiken gyakran csak a masik
rovasara tudunk javitani. A korszer( szoftverfejlesztés lehet6vé tette, hogy neuralis
halékon keresztiil a lehetd legjobb id6-hiba arannyal tudjunk dolgozni, azonban egy

nagyobb adatbazis esetén még igy is jelentds valaszid6vel kell szamolnunk.

A hardver oldali fejlesztés igénye mar nagyon régen felmertlt, és mivel a szamitasi
kapacitas novelése - mint megoldando probléma - az informatika teljes tertiletére
kiterjed, évrdl évre kozelebb keriillink alternativ megoldasok realizalasahoz. llyen
alternativ és Gjszer(i koncepcié a kvantummechanikai ismereteinket felhasznalé

kvantum-informatika terilete.

E dolgozat soran felvazolom a jelenleg alkalmazott mintafelismerés alapkoncepcidjat,
majd a sziikséges kvantuminformatikai fogalmak bevezetése utan részleteiben is
bemutatom a mintafelismerés egy lehetséges kvantuminformatikai algoritmusat, illetve

annak el6nyeit és hatranyait.

II. A mintafelismerés hagyomanyos moddszere

A mintafelismerés a 21. szadzadra drasztikusan megnovekedett tarsadalmi és
technolégiai igény kovetkeztében, ma mar 6nall6 tudomanyagként emlitendd. Az
algoritmusok az éppen aktualis bonyolultsagu feladat fiiggvényében a legegyszer(ibb

adatbazis-kezel6 programoktol akar egészen 0sszetett neuralis-halokig terjedhetnek.




Altalanossagban elmondhaté, hogy az egyszerti algoritmusok altalaban sokaig futnak,
vagy nagyobb hibaval dolgoznak, az optimumot megcélz6 neuralis-halok pedig
esetenként akar igen bonyolult statisztikai modellek alapjan miikddhetnek. Ehhez
altalaban valamilyen kompromisszumot kell kotni, példaul az egyes neuronokra esé
betdlthetd mintak szamara kell egy felsd korlatot [1] megfogalmaznunk ahhoz, hogy a
rendszer optimalis miikodésre legyen képes. Az embert mintaz6 mesterséges
intelligencia modellek épit6blokkjai is gyakran csak nagyon kreativ programozasi

technikaval birhat6ak megfelel6 miikodésre.

A kvantum-informatika ezzel szemben relative egyszeri algoritmussal - de mellette
bonyolult matematikaval és fizikaval - igyekszik hasonlé viselkedést produkalni. A
kvantumos mintafelismerés tipikusan ilyen eset, igy elsére komplikaltnak tinhet, am a
formalitas mogott késébb lathatéva valik, hogy az alapkoncepcidk helyes alkalmazasa

sordn rendszeriink joval egyszeri(ibbé, és intuitivabba valik.

I11. A kvantuminformatika alapjai

Ahhoz, hogy kvantuminformatikai algoritmusokrol beszélni tudjunk, tisztazni kell a
kvantumos rendszerek miikodési elvét, amihez sziikségilink lesz a kvantum-informatika
posztulatumaira. Mivel ezek a posztulatumok meglehetdsen absztraktak,

bevezetésképpen felvazolnék egy egyszeri példat.

Képzeljiink magunk elé egy pénzérmét. Amikor ezt az érmét feldobjuk, arra szamitunk,
hogy az esetek felében iras, illetve fej lesz. Ha két ilyen érmét dobunk fel egyszerre tgy,
hogy a két eredmény egylitt érdekel minket, akkor ugy tekintjiik, hogy a kisérletiinknek
négy killonb6z6 kimenetele lehet, szintén azonos valoszinliség-eloszlassal, egyenként
25%-o0s bekovetkezési valdszinliséggel. Mivel szamit a sorrend, ilyenkor permutaciorol
beszélhetiink. Anélkiil, hogy tulsagosan belebonyolédnank az érmedobalasba

belathatjuk, hogy n db érme esetén a lehetséges permutaciok szama 2", ahol az egyes

esetek bekovetkezési valoszinlisége o

Tételezziik fel, hogy a fenti n érmés rendszeriinkkel az International Space Station (ISS)
fedélzetén talaljuk magunkat, ahol a feldobott érmék nem esnek le. Ha magunk elé

képzeljiik az n db lebegd érmét, lathatjuk, hogy a rendszer egy koztes allapotot vett fel.




Nem tudjuk ugyanis eldonteni, hogy az egyes érmék milyen allapotban vannak éppen,
hiszen még nem estek le. Ekkor tekinthetiink gy a rendszeriinkre, mintha az egyszerre
vette volna fel az 6sszes lehetséges allapotat, és e lehetséges allapotokat az egyes érmék
megmeérésével - jelen esetben foldre helyezésével tudjuk csak sziikiteni. A rendszer
allapotat akkor tekinthetjiik meghatarozottnak, amikor mar egy érme sincs a leveg6ben,

tehat minden érmét megmértiink.

A fenti gondolatkisérlet anal6g a kvantum-informatika egyik legalapvet6bb
koncepcidjaval, a szuperpozicio-elvével, miszerint egy kvantumbit képes felvenni
mindkét allapotat egyazon idépillanatban, mely allapotokhoz valésziniiségi egytitthato
van rendelve. Ez annyit jelent, hogy egy kvantumbit (qubit) szuperpozicios allapotban
hasonléan viselkedik, mint egy feldobott érme, azzal a kiilonbséggel, hogy a 0 és az 1
eseményekhez tartozé bekovetkezési valdszinliség nem egyezik sziikségszertien. Ez
olyan, mintha az érme egyik oldala nehezebb lenne, igy az gyakrabban érne foldet azon
az oldalan. Tébb kvantumbit - azaz egy kvantum regiszter esetén ez a viselkedés azt az
érdekes allapotot eredményezi, hogy egy n bites regiszter parhuzamosan felveheti mind
a 2" allapotat, mégpedig ugy, hogy a szamunkra érdekes permutaciok megnovelt

valdszintliségi egyiitthatoval rendelkezzenek.

Jelen tudasunk birtokaban nyugodtan kijelenthetjiik, hogy érmék dobalgatasa soran
gyakorlatilag soha nem fogunk ilyen viselkedést észlelni, azonban fotonokbél vagy
elektronokbdl allé6 kvantum rendszerek esetében olyannyira eltéré kortilmények és

szabadsagi fokok uralkodnak, hogy a fenti példa hatarozottan megval6sithato.

Az imént szemléltetett példan tul szamos egyéb el6nye van a kvantumos rendszereknek,
azonban ahhoz, hogy részleteiben is targyalhassuk a témakort, sziikséges a kvantum-

informatika posztulatumainak [2] ismerete, hasznalata.

3.1. Els6 posztulatum (allapottér)
Bdrmely zdrt fizikai rendszer pillanatnyi dllapota jellemezhetd egy un. v dllapotvektorral -

amely egységhosszu, komplex egytitthatoji vektor eqy V Hilbert-térben - azaz egy komplex

linedris vektortérben (dllapottérben), ahol értelmezve van a belsé szorzat.

A zart fizikai rendszerek egyik legegyszeriibb példajanak egy kétdimenzios Hilbert-tér
tekinthetd. Ekkor a rendszer pillanatnyi allapota megadhat6 egy v = [a,b]T = a0 + b1




kétdimenzios vektorral, ahol 0 = [1,0]T és 1 =[0,1]Ta V Hilbert-tér ortonormalt

bazisvektorai, illetve a,b € C,melyek kozott az aldbbi dsszefiiggés all fenn:

|a]2+|b|% = 1. (1.1)
Ez utobbi 0sszefiiggés formalisan v egységvektor jellegébdl kovetkezik, fizikai

értelemben pedig annyit jelent, hogy a

P(0) +P(1) =1 (1.2)

feltételnek mindig teljesiilnie kell, miszerint:

P(0) = |a|?,ill. P(1) = |b?, (1.3)

vagyis az egyes bazisallapotokba val6é 6sszeomlas?! valoszintlisége a komplex
valészintiségi amplitidok? abszolutérték-négyzetével egyenld. Ezzel kibdvitettiik a
klasszikus val6szin(iség-szamitas értelmezési tartomanyat, igy értelmezhetiink negativ,
vagy akar komplex val6szinliségi egytitthatokat. A mérés soran ettdl fliggetleniil nem-

negativ, valos szamot kapunk valészintiségre (1.1) miatt.

3.2. Masodik posztulatum (evolucié)
Bdrmely zdrt fizikai rendszer idébeli fejlédése jellemezhetd unitér transzformdciok

sorozatdval, melyek csak a kiinduldsi és a végdllapot idépillanatdtdl fiiggenek.

Az el6bb ismertetett rendszerre a masodik posztulatum az alabbiak szerint

értelmezheto:
v'(t;) = U(t, t;)v(t;), ahol VEV

Lényegében mindez annyit jelent, hogy a kvantumallapotok kozotti atjaras
matematikailag unitér operatorokkal lehetséges, amely a bemeneti v allapotvektorbol
egy v’ kimeneti allapotvektort allit el6, igy értelmezhetd a rendszer iddbeli fejlddése.
Ezen unitér operator a hagyomanyos digitalis technikaban az elemi kombinacios

halézatok fogalmaval egyenértéki, tehat amikor unitér transzformaciok sorozatat

! Osszeomlasnak nevezziik a szuperpozicios allapot megszlinését, amelynek kdvetkeztében a kvantum-bit fix 0
vagy 1 dllapotba kerdil.

? @ és b egyiitthatékat a Schrodinger hullamfiiggvényben betoltott szerepiikbél eredéen valdszintiségi
amplitidonak szokas nevezni.




alkalmazunk egy qubitre, hasonléan beszélhetiink kapukroél, ahogyan hagyomanyos

digitalis aramkorok esetében is.

3.3. Harmadik posztulatum (mérés)
Bdrmely kvantumos mérés jellemezheté mérési operdtorok { M, } sorozatdval, ahol m

jeldli a mérés lehetséges végkimeneteleit. Annak valdszintisége, hogy adott v dllapotvektor

esetén a mérés eredménye "m" lesz a kévetkezoképpen szamolhato:
= vim T
P(m|v) = viM,,"M,,v,
tovdbbd "m" mérési eredmény esetén a rendszer kovetkezd dllapota:

M,,v

/VTMerva

Mivel a klasszikus valdszintiség-szdmitds szerint:

Z Pim|v) = Z vim,"M,v =1
m m

a mérési operdtoroknak ki kell elégiteniiik a teljességi feltételt:

ZMm*Mm =].
m

A klasszikus és a kvantum vilag k6zott mérés segitségével biztosithatunk atjarast,

!

vV =

azonban a mérésnek van egy nagyon fontos kovetkezménye : visszafordithatatlanul
beavatkozunk a vizsgalt rendszer miikédésébe, igy a vizsgaland6 kvantumallapot
osszeomlik3. Ebbdl kovetkezik, hogy a mérés egy irreverzibilis folyamat, ennélfogva
nem unitér operator, igy ugyanazon kvantumbit tobbszori mérése esetén az 6sszes
mérési eredmény meg fog egyezni az els6 mérés eredményével. Szintén az el6bbiekbdl
kovetkezik, hogy a mérést célszeri az algoritmusok legvégén elvégezni, ugyanis a mérés
soran az 0sszes eddig elvégzett transzformacio térlédik a rendszerbdl, és csak azok

hatasa - pl. a generalt val6szinliség-eloszlas - lesz érzékelheto.

* Ez a viselkedés azzal magyarazhatd, hogy a kvantum vilag a makrovilaghoz képest annyira kicsiny, hogy jelen
eszkdzeinkkel nem tudunk olyan mérési konstrukciot létrehozni, amely ne avatkozna be a rendszer
mikodésébe.




3.4. Negyedik posztulatum (dsszetett rendszerek)
Legyen egy oOsszetett fizikai rendszer dllapottere W, amely V és Y dllapotterekkel megadott

alrendszerekbdl all. Ekkor igaz, hogy W =V Q Y, vagyis az dsszetett rendszer dllapottere
az egyes rendszerek dllapottereibdl képzett tenzoridlis szorzattal dllithato eld. Mivel

definicié szerint veV és y€Y, az dsszetett rendszer pillanatnyi dllapotaw =v QK y.

A fenti posztulatum értelmében kvantum regiszter esetén az eredé w allapotvektort az
egyes qubitek v,y tenzorialis szorzatabdl allithatjuk eld, melynek kovetkezménye, hogy
az 6sszetett rendszer szuperpozicios allapotban tartalmazni fogja az alrendszerek

permutacioit hasonléképpen, ahogyan azt az érmés példaval igyekeztem szemléltetni.

3.5. Alkalmazott jel6lésrendszer
E négy posztulatum nem mas, mint egy matematikai eszkéztar, melynek segitségével

egzakt formaban fogalmazhatjuk meg a természet néhol igencsak non-intuitiv
viselkedését. Mivel a mérnoki gyakorlatban ezen absztrakt forma nehezen alkalmazhato,
bevezetiink egy masik, jéval gyakorlatiasabb megkozelitést, amely kapukon,
aramkorokon és folyamatabrakon keresztiil szemlélteti a kvantum rendszerek

miikodését.
Az els6 posztulatumban ismertetett

v = [a,b]T = a0 + b1 (5.1)

allapotvektor felirhat6 az alabbi formaban:

|v) = al0) + b|1) (5.2)
Az (5.2) esetben alkalmazott jel6lésrendszert Dirac jel6lésnek nevezziik, kiejtése pedig -
szintén az elsd posztulatum soran targyalt — bels6 szorzat: ( v|v) utani bracketbdl*

,bra” v és ket” v -nek ejtjiik. Alatin |v) allapotvektor helyett |p) vagy |y) gorog betiik
terjedtek el leginkabb.

Egyszer( (egy qubites) rendszerekre az alabbi 6sszefiiggések érvényesek:

l9) = aloy+ b1y =a[g] +b[)] =[] (5.3)

* Bracket — magyarul: zargjel.




_ _ 1 01 _gcC (5.4)
W)= clo+ dity =c| | +d[]] =g
ekkor:
(ply) = [a” b"] [2] = a*c + b*d = skalar (5.5)
_[|a PR TS ac* ad* _ ;o
)| = [b] [c* d*] = [bc* ad*] = matrix . 5.6)
Vagyais a skalaris és a diadikus szorzat a Hilbert-tereknek megfelel6en definialhat6, ahol

(5.4)-hez tartozo:

(Y| = c*[1,0] +d*[0,1] =[c* d*] (5.7)

,bra” vektor adjungalassal allithato el6 |) -bdl, azaz az egylitthatok komplex

konjugdaldsa utan transzponalni kell az allapotvektort.

Az (5.5) és (5.6) miiveleteknek fizikai jelentésége van. Az (5.5) bels6 szorzat megadja ¢ -
> 1) -be valé 6sszeomldsanak valészintiségi amplitudéjat, amely tetszéleges allapotok
esetén nehezen értelmezhetd, azonban ha |y) = |0) bazisvektor, akkor a bels6 szorzat
|) ismeretlen allapotvektor |0) -ba valé leképezddésének valdsziniiségi amplitudojat

adja eredményiil, vagyis:
(p|0) = [a" b*] [(1)] = a'l+ b*0 = a*,amely specialis esetben a € R esetén a* = a.

Ezzel szemben a kiils6 (diadikus) szorzat eredménye egy matrix (6), amely egy olyan

linearis operatort hoz létre, amely a mérések egy csoportjanal kival6an alkalmazhaté.

3.6. Fizikai implementacid
Hogy megfelel6 képet alkothassunk a kvantum-rendszerek id6beli fejlodésérdl (masodik

posztulatum) érdemes megismerkedni néhany gyakori fizikai implementaciéval, nézziik

meg tehat hogyan is miikddnek a qubitek metaszinten.

El6szor is le kell szogezni, hogy elméletileg qubitnek barmilyen anyag valaszthato,
amelyre érvényesek a kvantummechanika torvényei, tehat alkalmazhato ra a
Schrodinger-egyenlet, hullamfliggvénnyel jellemezhetd, kvantummechanikai viselkedést

produkal. Ami gyakorlatilag annyit jelent, hogy atomi szinten kell foglalkoznunk a




rendszerrel. Ahhoz, hogy mindez kvantum-informatikai szempontbdl is alkalmazhaté
legyen, arra van sziikség, hogy az adott részecskének legyen két jol elkiilonithetd

allapota.

Hogy egészen konkrét példat emlitsiink, a fotonnal a polarizaci6 ebbdl a szempontbdl
tokéletes tulajdonsag, mivel a vizszintes és fligg6legesen polarizalt fotonok méréssel
nagyon jol megkiilonboztethet6k egymastdl, tudunk tehat definidlni klasszikus 0-t és 1-
et. Az elektron esetében ez a tulajdonsag a spin, ahol szintén talalunk két jél
elkiilonithetd allapotot. Am az sem ritka manapsag, hogy atommagokat hasznalnak fel

ilyen célra.

Az, hogy melyik, miért jobb a masiknal, még a jelen kérdéskorébe tartozik, és mivel még
nem terjedtek el széleskoriien és kizarolagosan alkalmazott implementaciok ugy tlinik,
hogy egy ideig ez még a holnap problémaja marad. A f6bb szempontok ilyenkor a

stabilitas, az iranyithatosag, és az informaciétovabbitas jellege.

E dolgozatban jellemz&en fotonokkal szeretném demonstralni a kiilonb6zé viselkedési
formakat, allapotvaltozasokat. Mivel a fotonos rendszerek implementacioja és a foton
allapotanak manipulaciéja meglehet6sen intuitiv, ennélfogva viszonylag kénnyen
értelmezhetd, igy célszeriien fotonokkal képzeljiik el a kvantum aramkorok, kapuk

megvaldsitasat.

3.7. Kapuk

A masodik posztulatum értelmében a kvantum rendszerek fejlédése unitér
operatorokkal irhato le, amely gyakorlatilag az allapotvektor allapottérben valo
elforgatdsdnak felel meg. Mivel | @) altalanos allapotvektor két bazis linearis
kombinaci6jaként all el6, tovabba tudjuk, hogy |@) egységhosszu (els6 posztulatum), igy

az grafikusan abrazolhaté egy 2D koordinata rendszerben.

Ekkor az allapotvektor egy egységsugaru kor kertilete mentén helyezkedik el, ahol az
egyes bazisokhoz tartozo valdszinliségi amplitudok |¢) koordinatai. Mivel |¢)
egységvektor, ezért a |0) tengellyel bezart szoge segitségével egyparaméteresen is

definialhato:

|p) = cos(a) |0) + sin(a) |1) (7.1)

10




Ez az eset azonban specialis. Mivel az els6 posztulatum szerint a valdszinliségi
amplitud6k komplex szamok, igy azok egyenként két paramétert igényelnek (Re{a},
Im{a} ill. Re{b}, Im{b}), tehat 6sszesen négy paraméter kell egy allapotvektor leirasahoz,
amelyhez a 2D koordinata rendszer nem elegendd. Altalanos esetben az allapottér egy

egységsugaru gomb feliiletén, egy tin. Bloch-gomb feliiletén helyezkedik el.

X

[1)
1.dbra

Mivel az egységsugarusag szabadsagi fokot vesz el a rendszertdl, ezért a vektor
mindossze két paraméter segitségével jellemezhetd, polar koordinata-rendszerben az
azimutalis szoggel és a polarszoggel. Ennek részleteibe azonban e dolgozat keretein
beliil nem sziikséges elmeriilni, az allapotvektorok ily médon térténé megadasa csupan

megkonnyiti a forgatds értelmezését.

A kapuk tehat olyan unitér operatorok, amelyek valamilyen fizikai kdlcsonhatas soran
elforgatjak az allapotvektort egy masik helyzetbe, aminek kovetkeztében valtozik a
valdszinliség-eloszlas. Fotonoknal ez altalaban megfelelé anyagon valo keresztiilvezetést
jelent, ahol paraméterként szerepelhet az, hogy mennyi id6t tolt a foton az adott

anyagban.

11




A kvantum-informatika altal leggyakrabban alkalmazott kapuk [2] k6zé tartozik a Pauli-
harmas, a Hadamard-kapu, a CNOT (vagy XOR)3, illetve ezek n-bites altalanositasai, az

nCNOT és az nXOR.

A Pauli-X, vagy bit-flip kapu tulajdonképpen egy inverter:

10 1 7.2

=1 (7.2)
0 17r1a

W =xip) =[] ol[;] = 10> +aln) (73)

Megfigyelhetjiik, hogy ennek hatasara a valdszinliségi amplitud6k kicserélédnek.

Pauli-Z, vagy phase-flip kapu, amely nevébdl adédédan a fazist cseréli meg:

7= [é _01] (7.4)
w=2zl9)=[; °][}] = a0 -b1) (7.5)

Ez a transzformaci6 6nmagaban nem érzékelhetd, hiszen amikor mérést hajtunk végre,
akkor az az egyes allapotok bekdvetkezési valosziniisége |a|2 és |b|2, igy a mérés soran
elveszitjiik az el6jelet. Ennek ellenére nagyon is hasznos ez a kapu, ugyanis szamos
algoritmus alapjat képezi, mint példaul a szupersiirii kdédolas vagy az ismeretlen
kvantumallapot teleportalasa. Ezek azonban jelen dolgozat témakdrén kiviil esnek, igy

nem is részletezném Gket.

A harmadik Pauli-kapu a Pauli-Y, amelyrél szintén elmondhaté az, ami a Pauli-Z-r6l.
Mérés soran nem tudjuk megkiilonboztetni az X és az Y kapuk hatasat, azonban

algoritmusok soran effektiven alkalmazhaté.

b9
w=vier= [ J|[5] = -10) + jan .7

> Controlled NOT, ami klasszikus bemenetek esetén ekvivalens az XOR-ral.
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A harom Pauli-kapu tehat a Bloch-gomb harom tengelyére tiikroz. Itt megjegyezném,
hogy a gyakorlatban barmely tengely kortil tetszbleges szoggel tudunk forgatni, igy
értelmezhet6ek még tovabbi forgato transzformaciok, amelyek fizikailag meg is

valdsithatoak.

A fentiektdl jelentdsen eltér a Hadamard-kapu, amely szinte kivétel nélkiil minden
kvantum-algoritmus nélkiil6zhetetlen épitéeleme, ugyanis a Hadamard-transzformacio
az, aminek a segitségével szuperpozicios allapotokat lehet el6allitani. Gyakorlati

megvaldsitasa foton alapu rendszer esetén egy féligateresztd tiikor.

H = % - (7.8)
w=tie =1 [ = 0+ 7.9

Kiemelkedd gyakorlati jelentésége miatt e kapunak kiilon szamon szokas tartani

|0) és |1) bemeneti vektorokra gyakorolt hatasat, amely:

1 1 |0) + |1)
it 7.10
|} = H|0) = [ MRS S0+ I =—— (7.10)
0 10) = 1)
) = H|1) = [ MINE | ) f| )= (7.11)
Ez az eset pontosan a feldobott érme esete, ugyanis a valoszinliségi amplitudok ebben az
esetbena = b = \/_, melyeknek abszoluatérték-négyzete 0.5, vagyis az egyes

allapotokba val6 6sszeomlas valdszinilisége egyarant 50-50%.

A Hadamard-transzformacio6 példajan konnyen belathatjuk, hogy az unitér operatorok
definicioszerlien 6nadjungaltak, vagyis U*U = UU™ = I , amelybdl val6s elemek esetén
kovetkezik, hogy U™t = U. Ez viszont azt jelenti, hogy ha kétszer alkalmazzuk a
Hadamard-kaput (ami minden valés elemi kapura igaz) visszakapjuk az eredeti
kvantumallapotot. Mivel a rendszeriink linearis, a matrix-vektor szorzas ismételt

elvégzése helyett megtehetjiik, hogy behelyettesitjiik a mar meglévé H|0) és H|1)
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megoldasokat |0) és |1) helyére, igy a Hadamard-transzformaciot (7.10)6-re ismételten

elvégezve kovetkez6t kapjuk:

0 +11) , 100 =11)

H|0) + H|1) 2 2 7.12
H|p) = HH|0) = = V2 V2 = |0) (7.12)
V2 V2
3.8. Kvantum regiszterek
A negyedik posztulatum értelmében tobb qubites rendszer esetén az eredd
allapotvektor tenzorialis szorzattal allithat6 elé.
Legyen egy kétqubites kvantum regiszteriink, rendre:
lp1) = al0) + b|1) és |p,) = c|0) + d|1).
Ekkor: o) = |p1) @ |p,) = ac |00) + ad |01) + bc [10) + ad |11). (8.1)

Vagyis a tenzorialis szorzat altal megnoveltiik az allapotvektor dimenzidjat, igy az ered6
allapothoz mar nem kett6, hanem négy ortonormalt bazisvektor tartozik. Ennek
megfelelen az egyes bazisokba vald 6sszeomlas valoszintlisége is az 0j koordinata-
rendszerben kezelend, tehat a |00) - hoz tartozd valészintiségi-amplitudo ,ac”, és igy

tovabb.

Ha visszaemlékeziink a dolgozat elején felvazolt érmedobalds példara, rajohetiink, hogy
pontosan ezt a viselkedést igyekezett reprezentalni. Mi torténik ugyanis, ha a
regiszteriinket kiterjesztjiik ,n” qubit nagysagura? A tenzorszorzas kovetkeztében az
ortonormalt bazisvektorok szama éppen 2" lesz, és minden egyes bazishoz tartozni fog
egy komplex valdszinliségi-amplitud6, amelybdl az elsé posztuldtum szerint szamolhat6

az adott permutacio’ bekovetkezési valdszinlisége.

Ez azonban még csak az altalanos eset, ismeretlen val6szinliség-eloszlassal. Az érmés
példaban pedig feltétel volt, hogy az egyes permutaciok egyenletes-eloszlasban
jelenjenek meg. llyen kvantumallapot egyszeriien el6allithat6, ugyanis (7.10)-nél mar
sikertlt pénzérme viselkedést reprodukal6 qubitet 1étrehozni. Annyival kell csupan

megtoldanunk a rendszert, hogy kombinaljuk (7.10)-et és (8.1)-et, tehat kiindulunk egy

® Az 6sszefiiggés hasonléan belathaté (7.11)-re is.
7 Jelen esetben ez egy ,n” elem( bitsorozat.
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n-bites |@,) = |0 ... 0,,) regiszterbdl, amelynek bitjeire alkalmazzuk a Hadamard-
transzformacidt, majd elvégezziik a tenzorszorzast. Mivel linearis a rendszer, ezért itt is
megtehetjlik azt, hogy ahelyett, hogy 2™ X 2™ -es unitér operatorral® szoroznank be a 2"
dimenzids vektorunkat, inkabb alkalmazzuk a szuperpozicid elvét, és bitenként

végezziik el a Hadamard-transzformaciot, a tenzorszorzas szabalyait figyelembe véve.

Ezek utdn mar viszonylag egyszeriien levezethet6 az n-qubites Hadamard-

transzformacio utani allapot:

2n—1

1
9y = HE o) =—= > 10},

VT L 32)

ahol |i) binaris vektorként értendé.

Ekkor all tehat el az az allapot, amikor mindegyik permutacié azonos sullyal jelenik
meg a rendszerben. Ennek az a hatalmas eldnye, hogy kisebb mddositasokkal egy n-
qubites regiszterben 2™-bitnyi adat tarolhato, vagyis a taroldkapacitas a klasszikus
rendszerekkel ellentétben nem egyenes aranyban, hanem exponencialisan nd a bitek

szamahoz képest. Ezt ki fogjuk hasznalni a mintafelismer6 algoritmus soran.

3.9. CNOT vagy XOR
Ahogy az elektronikaban is, ugy a kvantum-informatikaban is nagyon fontos szerepet

jatszik a feltételesség, és az iranyitas. A megfelel6 logikai szabalyozhatdsag érdekében
elkeriilhetetlen, hogy kvantumosan is meg tudjunk fogalmazni klasszikus logikai
fiiggvényeket. Ugyantigy definialnunk kell az ES, a VAGY, és az XOR kapukat, mint
klasszikus esetben, melyeket fizikailag meglehetdsen kreativan kell megoldani, hiszen
gondoljunk csak bele, hogy fotonok esetében egy XOR-hoz olyan dsszeallitas sziikséges,
ahova bemegy két foton, majd kijon mindkett6 ugy, hogy az egyik kozben még
invertalodott is (feltéve persze, ha a control qubit 1-es dllapotban keriilt a rendszerbe),
ami ugyebar az XOR definiciéja. Az, hogy miért van 2 output, amikor az XOR tipikusan 2
input-1 output kapu (mint a legtobb elemi logikai fliggvény), arra az unitér feltétel ad
magyarazatot, hiszen csak gy lehet mindkét irdnyban értelmezhetd a transzformacio,

ha ugyanannyi foton megy be, mint amennyi kijon. Ennek kovetkezménye, hogy tudunk

& A transzformacios-méatrixok mindig kovetik dimenziéjukban az allapotvektorokat, tehat mig az egy qubites — 2
dimenzids — vektorhoz 2x2-es unitér operator tartozik, addig a két qubites regiszterhez mar 4x4-es, igy egy ,,n”
qubites kvantum regiszterhez 2"x2" —es matrix tartozna.
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inverz XOR miiveletet végrehajtani, amit a klasszikus informatikaban nem tudunk

értelmezni, ellenben kvantumos rendszereknél tudatosan alkalmazott eljaras.

A 2 qubites CNOT tehat:

1000
o100

CNOT = 0001 (9.1)
0010

CNOT : |x)|y) -> |x)|y © x) (9:2)

A (9.2) szerinti feliras azonban csak klasszikus allapotokra vonatkozik, tehat |x) és |y)

csak |0) vagy |1) lehet. Ekkor a CNOT kapu XOR-ként iizemel.

Ett6l fiiggetleniil (9.1) unitér transzformaciot tetszdleges |@) és |y) allapotokra is
értelmezhetjiik, azonban ahogyan az a mérndoki gyakorlatban altaldban lenni szokott,
vannak specidlis esetek, amelyek kiemelkedd jelentéséggel birnak. Ilyen eset a

kovetkezd:
Legyek |¢p1) és |@,) bemeneteink a kovetkezdk:

|91) = al0) + b|1)

[@2) = 0) 5:3)
Az ered6 bemenet:
1 0 0 0] ra
19) = 190® g2y = al00) +b[10) = || +0 [+ 59| +0[0] = |
0 0 0 11 Lo
Alkalmazva a CNOT-kaput:
1 0 0 0]ya
CNOT|@) = 8 (1) g (1’\ [2 = a[00) + b|11) (9.4)
00 1o0JL0

Kimeneti allapotvektorként tehat |¢') = a|00) + b|11).
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Az, hogy ilyen allapot el6allithato, driasi jelent6séggel bir. Belathaté ugyanis, hogy ekkor
aregiszteriink nem bonthatd le 2 kiilonallé qubitre Uigy, ahogyan azt 6sszeraktuk. Vagyis

nincs két olyan [;) és |Y,) allapotvektor, amely kielégitené az:
[¥1)® [2) = al00) + b|11) egyenletet. (9.5)

Mit jelent ez a gyakorlatban?

Ha megmérijiik |¢') -t, azt latjuk, hogy a rendszeriink |a|? valdszin(iséggel zuhan |00)
allapotba, és |b|? valdszin(iséggel |11) -be. Az egyes bitek allapotai kozott tehat fennall
egy kikotés, mégpedig az, hogy a két qubit mérés soran nem adhat kiilénb6z6
eredményt. Ha lemérjiik az egyiket, az determindlja a masik allapotat is és viszont. Ami
igazan érdekes ebben, hogy ez akkor is igaz marad, miutan a két qubitet térben
eltavolitottuk egymastol. Ezt mar szdmos kisérlet sordn bizonyitottak, de ennél tobb is
igaz: ha még a mérés el6tt (de mar a térbeli szeparalast kovetéen) transzformaciot
hajtunk végre az egyik qubiten, az kihat a mésikra is. Erre a mai napig nem sziiletett
altalanosan elfogadhat6 magyarazat, csupan annyit tudunk, hogy miikodik. Ezt a
viselkedést kvantum-0sszefonddasnak nevezzik, és a kvantum-kommunikacié teriletét
gazdagitja. Bar kozvetlen informacié-atvitelre nem alkalmas a mddszer (hiszen a mérés
soran az 0sszeomlas miatt megszakad a kapcsolat a két qubit kézott, mérés nélkiil pedig
nem tudunk informaciét kivonni a rendszerbdl), ennek ellenére nagy hasznat lehet venni
a gyakorlatban - példaul kival6an alkalmas elméletileg is lehallgathatatlan

kulcsszétosztas megvalositasara.

Mivel a kvantum-6sszefondédasnak ezt az alkalmazasat mintafelismerd algoritmusunk
soran nem hasznaljuk, csak érdekességképpen szerepel e dolgozatban, azonban
kiemelked6 jelent6sége miatt e par mondat erejéig mindenképpen helytallé alkalmazasi

példa a CNOT-ra, amit viszont aktivan hasznalni fogunk a kés6bbiek folyaman.

IV. A mintafelismero algoritmus

Most, hogy az alapvet6 kvantuminformatikai fogalmak tisztazasra kertltek, ratérhetiink

a dolgozat targyara, a mintafelismerd algoritmusra.
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A klasszikus modszer legnagyobb gyengesége, hogy az adatbazisba maximalisan
betolthetd mintak szama a neuronok szamatdl linearisan fligg, igy a tarol6kapacitas
erdsen korlatozott. Bar a rendszer a kapacitas optimum pontja felett is miikod6képes
marad, cserébe azt az arat fizetjiik, hogy az el6hivas soran hamis mintakat ismerhet fel a
rendszer, vagyis olyan patternek kertilhetnek a kimenetre, amelyek soha sem

szerepeltek az adatbazisban [1].

A kvantumos mintafelismerés esetében a szuperpoziciés allapotnak kdszénhet6en a
tarolokapacitas n qubit esetében p,,., = 2™ . Vagyis ebben az esetben a bitek szamaval
exponencialisan né a rendszerbe felvehet mintdk szama, igy a tarolékapacitas
problémaja elhanyagolhatéva valik. Emellett - ahogyan azt késébb latni fogjuk - a
felismerési fazisban definici6 szerint csak és kizarélag az altalunk betdltott mintak
egyikét kaphatjuk vissza, ugyanis a mintadink egy szuperpozicioés-allapotban 1évé
kvantum regiszterben fognak elhelyezkedni, aminek természetes viselkedése, hogy a
regiszter tartalmanak megmérésekor csak a bazisallapotok egyikébe omolhat 6ssze a
rendszer (a valoszinliségi-amplitudék fliggvényében). Mi csupan annyit tesziink, hogy
modositjuk ezeket a valdszinliségi-amplitudokat, un. sulyponteltolast végziink, aminek

kovetkeztében a valdszinliség-eloszlas ugyan megvaltozik, de ettél még a rendszer

tovabbra is csak az altalunk betoltott bazisallapotokat tartalmazhatja®.

Az algoritmus kétféleképpen keriil targyalasra. Az elején tobb regisztert, de egyszeriibb
kapukat hasznalunk fel, majd az optimalis miikédés érdekében megfogalmazzuk azokat
az unitér transzformaciokat, melyek helyettesithetik a kiegészit6 regiszterek szerepét,
vagyis képesek a rendszert kdzvetleniil a kiindulasi allapotbdl a végallapotba
transzformalni. Ez lehetséges, mivel a regiszterek megfelel allapotba hozasa
kvantuminformatikai szemszogbdl nézve egy 2" dimenzids Hilbert-térben valo

forgatassal ekvivalens, amelyhez elegend6 informacié1? birtokaban legydrthaté az adott

forgatast elvégzd unitér operator.

9Hogy egészen pontosak legylink, a regiszter valdjaban minden bazisallapotot tartalmazni fog, azonban csak
azon bazisokhoz fog nullatdél kiilonb6z6 amplitidd tartozni, melyeket mi magunk téltéttink fel a rendszerbe,
igy elGbbiekre ugy tekintlink, mintha nem léteznének.

1% Elegend6 informacié alatt azt értjiik, hogy ismerjiik a kezdeti- és végallapot legalabb paraméteresen.
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A kovetkezdkben [1] alapjan mutatom be, hogyan is néz ki egy kvantum mintafelismerd
algoritmus. A levezetés soran kiegészit6 magyarazattal, ill. lehet6leg példaval

szemléltetem az egyes lépések kozotti dllapotokat, és azok jelent6ségét.

A folyamat f6 1épései a kovetkezok:

Memoria
Osszevetése
a
bemenettel

Memoaria

regiszter Atpliiues

el6allitasa

erdsités

2.dbra

Egy kvantumos mintafelismerd algoritmus esetében egyaltaldn nem trivialis, hogyan
jutunk hozza az adatbazisunkhoz. Egy dolog azonban minden esetben bizonyos: akkor
miikodik legoptimalisabban a rendszeriink, ha maximalizaljuk a tarolokapacitast. Ez
esetiinkben akkor teljesiil, ha szuperpozicios allapotba helyezziink a regisztert, igy n
biten 2™ fels6 korlattal helyezhetiink el mintakat. Nem lehet eléggé hangsulyozni a
megoldas praktikussagat. Ez hosszu tavon (feltéve, hogy a kvantumaramkorok
helyigénye nem haladja meg a félvezet6-aramkorokét) exponencialis méretcsokkenést
eredményez - vagy forditott esetben - ugyanakkora helyen drasztikusan tobb

informaciot tarolhatunk majd.

Miutan el6allt az adatbazis, valamilyen mddon el kell azt érni, hogy az input és a mintak
kozotti korrelaciét bele tudjuk olvasztani az egyes mintakhoz tartozé valdszinliségi
amplitudokba (mivel azok alapesetben egyenletes amplitiidoval oszlanak el a
rendszerben). Erre is tobb j6 megoldas sziilethet, az altalunk vizsgalt esetben a két
bitsorozat kozotti Hamming-tavolsagot fogjuk felhaszndlni. El kell tehat érniink, hogy az
input és az egyes mintdk kozotti Hamming-tavolsag, mint sulytényezo jelenjen meg az

amplitud6kban, mindezt ugy, hogy megtartsuk a transzformaciok unitér jellegét.

Ahhoz, hogy a valészinliség-eloszlas kell6en stabil legyen!! az amplitadé-erdsitést

iterdlnunk kell, amelynek effektiv értéke a Grover-algoritmus mintajara

" Kell&en stabil alatt azt értjiik, hogy a kimeneten mar ,megbizhatd” valésziniiséggel jelenik meg a helyes
érték. Az, hogy ez pontosan mit takar, mérnoki kompromisszum kérdése.
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meghatarozhaté. Ezutan nincs mas dolgunk, mint megmérni a regisztertink tartalmat,
amely ekkorra mar (optimalis esetben) kiugréan magas valdszinliséggel tartalmazza az
inputhoz legkdzelebb all6 mintat. Ekkor a memoria megsemmisiil, tartalma pedig

megeggyezik a mért értékkel.

Ez sajnos azt vonja magaval, hogy a memdriat minden méréshez Gjra létre kell hoznunk,
ami tulajdonképpen abszolut vallalhaté ar a parhuzamos miiveletvégrehajtasért cserébe.
A nehézséget nem is ez okozza, hanem a kvantum-informatika azon tétele, miszerint
matematikailag is lehetetlen olyan unitér transzformacio létrehozasa, amely tetszdleges
kvantum-allapotokat masolni tudna. Ezt a megkotést ,,no-cloning” tételnek nevezik,

amelyek bizonyitast6l most eltekintiink (b6vebben ld. [2]).

Szerencsére nem vagyunk raszorulva, hogy a folyamat legelejérdl kelljen indulnunk -
ami nagyon jo hir, hiszen igy csak n bitet kell valahogyan lemasolnunk a szuperpozicids
allapot Gjrageneralasa helyett — amit egy Un. valdszinliségi masoléval [3] valdsithatunk
meg, ami viszont mar nem mond ellent a ,,no-cloning” tételnek. Ez tulajdonképpen egy
komprumisszum, amivel elérhetjiik, hogy néhany prébalkozassal eldallitsuk a memoria
tokéletes masolatat, ami megfelel6 mdédszertannal mindig effektivebb lesz, mintha
minden esetben teljesen el6rél kezdenénk. A valészinliségi masolo 1ényege, hogy [2], [3]-
ban szintén részletesen targyalt POVM mérés segitségével egy jelzbbit segitségével
informaciot szerziink a masolat tokéletességérdl anélkiil, hogy magat a masolat-

regisztert megmérnénk (ami ugyebar egyenld lenne annak tonkretételével).

Adott tehat a terv. Lassuk, hogyan jutunk el kezdeti allapotbdl a végallapotba.

4.1 A memoria-regiszter eldallitasa
Legyen a kezdeti allapotunk:

|¥5) = |pi, ..., pa; 01504, ...,0,) (1.1)

Ez harom regiszter tenzorszorzata, ahol az egyes regiszterek az 6ket alkot6 qubitek
tenzorszorzataibdl allnak el6. Ez els6re bonyolultnak tiinhet, de mivel valamennyi qubit
klasszikus allapotban van, a tenzorszorzas csupan a bitek egymas mellé helyezését

jelenti.
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Harom regiszteriink tehat: |p*),, ® |u), ® |m),, ahol |p*) a k-adik betdltendé minta, |u)
a segédregiszter, |[m) a memoriaregiszer, az alsé index pedig (csak ebben a példaban, a

szemléletesség kedvéért) az egyes regisztereket alkoté bitek szama.

Lathatjuk, hogy |u) és |m) csupa nulla értékkel lettek inicializalva. A |u) segédregiszter
szerepe, hogy annak u, bitjén fogjuk a Hadamart-traszformaciét végrehajtani, aminek
segitségével a rendszert szuperpozicids allapotba helyezhetjiik, és az igy szeparalt
memoriaban kiilon kezelhetjiik a mar eltarolt ( |u,) = |0) ), és az éppen feldolgozandé (

|u,) = |1) ) mintakat. Ez lehetséges, hiszen a mar ismert modon:

10) + 1)
V2

H|u,) = eléallithaté. (1.2)
A Hadamard mellett alkalmazni fogjuk még a Pauli-kapukat, az XOR-t(CNOT), illetve ez
utobbinak tobb controlbites altaldnositasat. Ezek mellé bevezetésre kertl egy CNOT-hoz

hasonlé, 2 qubites CS* kapu, amely a kovetkezSképp all el:

CSE=10X0| @ I + |1X1| ® S = diag(l, SV (1.3)
ahol [ i1 1 1 (1.4)
| i Vi
St = :
1 li-1
- :

Ez az unitér kapu az i-edik pattern betoltésekor ugy alakitja memoriaregisztert, hogy az
minden 1épés esetére matematikailag (és ezaltal fizikailag is) helyes amplitidé-eloszlast
biztositson. A kapu miikodését a késébbiek soran egy példan keresztiil is demonstralni

fogom.

A memoria-06sszeallité algoritmus célja tehat vilagos:

14
1
[$5) = 1pd, DA 01304, .00 = [m) = —= " [p")
\/5 — (1.5)

Ez nem mas, mint az egyes mintak szuperpozicids allapotban, egyenletes eloszlassal, n
biten, tehat éppen a fentebb meghatarozott igényiink matematikai megfogalmazasa.

Ahogyan azt az elején leszogeztiik, a feldolgozast végzé taghoz |u,) = |1) allapot
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tartozik, igy az algoritmus elején ennek megfelel6en inicializaltuk |u) -t (hiszen csak

feldolgozé tagunk van).

Els6 1épésként alkalmazzuk (1.1)-re az alabbi miiveletet:
n
) = | [2x0R,, . 108 (16)
j=1

Ahol |1}) -ben az alsé index jelzi, hol tartunk az algoritmusban, a felsé index pedig az
éppen betoltés alatt 4ll6 minta indexével egyezik meg. A mlivelet nagyon egyszerti:
csupan annyit tesziink, hogy 2XOR-t, azaz duplan kontrollalt negaciot hajtunk végre m;
qubitre, vagyis: ha pji- =u; = 1 - NOTm,. Ha ezt a m{iveletet mind az n bitre
elvégezziik, (1.6)-al ekvivalens eredményre jutunk. Mivel m; itt minden esetben |0}, az
XOR miivelet atmasolja pji- tartalmat m; -be. A kiegészitd feltétel arra szolgdl, hogy ez a
masolas csak akkor torténjen meg, ha a feldolgozo tagban vagyunk, vagyis a fenti feltétel
valoban teljesiil.12 A legels6 minta bet6ltésénél természetesen még csak feldolgozo
tagunk van, mivel még nem alkalmaztunk szuperpoziciés allapotot general6 kaput,

azonban az ezt kovetd mintdk esetén mar szamolni kell az el6z6leg eltarolt allapotokkal

is.

n
i) = | [NOTm,XOR ., 1) (17)
j=1

A masodik 1épés egy szintén bitenkénti miivelet, nevezetesen egy ekvivalencia
kapu(jobbrdl balra applikalva az egyes operatorokat az elzd allapotra). Itt a miiveletet
mindkét tagra elvégezziik, aminek az a kovetkezménye, hogy az |u,) = |1)-es allapothoz
tartozo tagnal a memoria-regiszter minden bitje |1) -re all be, amit a kovetkez6 1épésben

ki is fogunk hasznalni.

n

) = | [nXORm, 1) (18)

J=1

12 A tarol6 tagban ugyanis tipikusan nem-nulla értékii memériabitek szerepelnek, mert ott mar egy el6z8
korben ugyanigy elvégeztiik ezt a Iépéssorozatot.
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A harmadik 1épés egy nXOR miivelet, amely akkor és csak akkor negalja u;-et, ha az
0sszes memoriabit |1) értékre allt be. Ez (1.6) és (1.7) egyiittes hatasa miatt pontosan
csak a feldolgozo tagra fog teljestilni, mivel a tarold tagnal definiciészeriien |u,) = |0),
igy arra (1.6) nem teljesiil, (1.7) 6nmagaban pedig csak egy korabbi mintat fog
dsszehasonlitani az éppen betdltendé mintaval. igy a tarolé tagnal a (1.8)-as bit-flip csak
abban a specialis esetben valdsulna meg, ha tobbszor téltenénk be ugyanazon mintat,

amire azonban egyrészt semmi sziikség, masrészt anomaliat okozhat.
p+1-i
i) = ]_[CSMZ ) (19)

A negyedik 1épés sordn alkalmazzuk (1.3)-nal ismertetett kaput, amely a CNOT és a
Hadamard-kapuk tulajdonsagait egyesiti, igy az felfoghat6 egy CHadamard-kapuként,
annyi megkotéssel, hogy a H operatortdl eltérden itt a sulyozas aszimmetrikus.13 Ez a
1épés a tarolo-algoritmus kézponti elemének tekinthetd, ugyanis itt torténik meg

ténylegesen a szuperpozicios allapot ,bovitése”, itt agazik ketté a tarolo és a feldolgozd

tag.
n
1) = | [ nXORm, 95
j=1
R . (1.10)
) = | [ XOR, 1 NOT I
j=1

Miutdn megtortént a tarolas, visszaalltjuk a megfeleld allapotokat, elvégezziik az
invertalasat (1.8)-nak és (1.7)-nek. A fenti miivelet visszaallitja u; eredeti allapotat,

illetve a memoriat is visszaforgatja a megfelel6 allapotba. Ezek utan a kdvetkezét kapjuk:

(1.11)

i 1 l i k
i) = == > Ip’00;p) +
=

amelyre ha ismét alkalmazzuk (1.6)-ot, visszaallitjuk a feldolgoz4-tag memoria-

Ba Hadamard-kapu esetében % a szorzotényezd, a CS* -nél azonban ez az egyltthatd egyrészt [épésenként

valtozik, masrészt forditottan ardnyosan hat |0) és |1) -re.
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regiszterének eredeti (nulla) allapotat, igy az képes Gjabb mintak befogadasara,

mikodzben a tarold-tag esetében megtartjuk az eddig felépitett allapotot.
n
) = | [2X0R, gy, 1) (112)
j=1

Az algoritmust minden bet6ltend6 mintara lefuttatva el6all az |m) regiszter megcélzott

(1.5) allapota.

4.2. Amplitudé-erdsités
Mostmar feltételezhetjiik, hogy a kiindulasi allapotunk:

p
_ 1 K
m == ;m ) o1

A felismerés végrehajtasidhoz sziikségiink lesz az |i) input regiszterre, és egy un. |c)

control-regiszterre. A kiindulasi allapot tehat ebben az esetben:

p
0 _ 1 N &
[16) = [l ® M)y ® |}y = ﬁ;u,p,op...,ob) .

Alkalmazzuk a control-regiszter 0, bitjére a Hadamard-transzformaciot:

14 14
Y1) = = 316 P55 00, 0) 4 = D 155 P 1y, 0y)
1) — —F/— l:p; 1, »» Yp = l,p, 15 =, Up).
V2p & V2p & (2.3)

Ezt kovetden elballitjuk az input és az egyes mintak k6zotti Hamming-tavolsagot,
mégpedig gy, hogy az megjelenjen a valésziniiségi-amplitidéban. Erdemes
megjegyezni, hogy ez a miivelet a kvantum-parhuzamossagnak készénhetéen minden p*

elemre egyszerre hajtddik végre.

|’~/’2) = NOTm-XORi-m-wjl)
g j jmy (2.4)
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p

1) 1Zrdko 0,) + — p|'dk1 0,)
2 B S — l; ; 1, =2 Yp — I,; ; 1, »=» VYp
V2p £ V2p &=

=1

Az (2.5) alakban feltiintetett d}‘ akkor, és csak akkor [1), ha i; = p}‘ , egyébként |0). A két

bitsorozat kozotti Hamming-tavolsag ekkor megegyezik d*-ban talalhaté |0) allapot

qubitek szamaval. A feladat tehat ezek megszamlalasa.

A megoldashoz vezessiik be az alabbi egyqubites U unitér-operatort:

. T
[ s
0 1 (2.5)
Tovabba ennek 2qubites CU~2 valtozatat, amely a kdvetkezSképpen all eld:
CU2=|0X0| ®I+ |1X1]| ® U2 =diag(l, U"?), ahol (2.6)
U-2 = le_i_ 0]
0 1
Ezek segitségével 0sszeszamolhatok a Hamming-tavolsagok a kovetkezdképpen:
n n
) = | [ccUDem | [Um, 102
i=1 j=1 (2.7)

p p
1 i (ipk 1 Tk
|Y3) = — E elzndn (P )|i; d*; 14, ...,0p) + — E e ~izndH (P )|i; d*; 14, ...,0p)
V Zp k=1 \J Zp k=1

A (2.7)-es transzformacié végrehajtja a memadria-regiszter 6sszes bitjére az Un;

transzformaciot, amely m; két lehetséges értekeére:

uj0) = [e 0] 1':[(3%]: 7310
107 [0 1[0- 0 e’znlo) (2.8)

o = 5 o8] = [3] =

Azt latjuk tehat, hogy ez egy olyan transzformacid, amely m; = |1) esetén nem csinal

. TT
semmit, viszont m; = |0)-ra komplex e'zn egyiitthatéval szorozza az allapotvektort,
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2
=1 (igy az elsd

. TT
aminek mérhet6 kovetkezménye ugyen nincsen, hiszen |eIZn

posztulatum is igaz marad), azonban kvanumosan ezt még tovabb tudjuk alakitani.

Amennyiben ezt |m) 6sszes bitjére végrehajtuk, az egytitthatok dsszeszorzédnak
(természetesen a |1) értéki bitekre is elvégezziik a miiveletet, de azokkal val6jaban nem
torténik semmi, igy a kovetkez6 egyenlet a szemléletesség kedvéért csak a |0) allapotu

bitekre gyakorolt hatast szemlélteti):

. TT . T . TT . TT
U|0), ® U|0), ... ® U|0),, = e'Zne'zn ...e'm|0, ...0,,) = eZn™ |0, ..0,,)  (2.9)

Tehat ha az n bites memoriaban m darab |0) szerepel, akkor a transzformacio6 soran a
. TT

teljes kvantumallapot egy e‘2n™ szorzétényezével béviil, ahol m = dy (i, p*), vagyis a

Hamming-tavolsag egy % aranyossagi tényezdéként fog megjelenni. Ha a tavolsag zérus,

tehat a két bitsorozat megegyezik (m=0), akkor

m 0 o s .
== 0, maximalis Hamming-

, , , P 77 m n
tavolsag esetén (m=n) pedig értelemszertien == 1.

A (2.7) soran még el kell végezni (CU‘Z)Cmi transzformacioét is, amely (2.9)-hez

hasonldan ,0sszeszamolja” a |0) allapot qubiteket, am negativ elGjellel, illetve|c, )
control-bit fliggvényében. Ez a transzformacié tehat csak |c;) = |1) esetén hajtodik
végre (ami csak (2.4) szuperpoziciés allapot masodik tagjara igaz). Ez tehat |y3)

elallitdsanak menete (2.7).

Latjuk, hogy kvantumosan mar megjelentek a valdszin(iségi-amplitidékban a Hamming-

tavolsagok, azonban mivel az exponencalis tag abszolutérték-négyzete tovabbra is 1, az

egyes mintakat ezek utan is > valdszinliséggel kapnank meg, ha megmérnénk a

|m) tartalmat.

A megoldashoz a |c;) control-bitre alkamazott ismételt Hadamard-transzformacidval

jutunk, ugyanis belathatd, hogy:

n
s = He, | | XORym NOT,, l1p5)
i1 (2.10)
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Ahol a H transzformacion tul, elvégeztiik (2.4) inverz miiveletét, ami visszaallitotta a

mint4k eredeti allapotat: d* — p*.

Megfigyelhetjiik, hogy a H-kapu ismételt végrehajtdsa mar mérhetd eredményt produkal.
Az exponencidlis tagok valés, harmonikus egytitthatékka alakultak, amelyek egytittes
hossza tovabbra is 1, azonban a valtozas kovetkeztében a mintakhoz tart6zé amplitidok
atszervezddtek. Figyeljiik meg, hogy a Hamming-tavolsag csokkenésével:

dH(i' pk)
n

o5 (EM) 51, (2.11)

-0

)

2 n

ik

sin (E duCp) )) -0,
2 n

tehat a cos-os tagban a val6szinliségi-amplitud ok ott lesznek maximalisak, ahol a

Hamming-tavolsag kicsi, és ennek megfelelden a sin-os taghoz rendezédnek a nagy

Hamming-tavolsaghoz tartoz6 amplituddk.

Jelen esetben minket a cos-os tag egyiitthatéi érdekelnek, hiszen az inputhoz
legkdzelebb es6 mintat szeretnénk kikeresni. Ha (2.10)-re tekintiink azt l1atjuk, hogy a
memoria-regiszterhez hozzafonddott a szuperpozicios allapotban 1évé |c; ) control-bit,
amelynek |0) oldalahoz tartozik a szamunkra relevans (cos) eset. Ha tehat megmérjiik a
|c,) control-bit tartalmat, és 0-t kapunk eredményiil, akkor biztosan tudjuk, hogy a
rendszer a cos-os tag iranyaba omlott 6ssze, tehat ha ezutan megmérjiik [m) tartalmat, a
kivant effektust tapasztaljuk, azaz a legkisebb Hamming-tavolsagra sulyozott
valOszinliség-eloszlast. Amennyiben mérésiink 1-et ad eredményiil, akkor éppen a sin-os
tagokat mérhetnénk ki a memoriabol, de minket nem az érdekel, hiszen ott az inputra
legkevésbé hasonlité mintakat kapnank meg legnagyobb sullyal (persze ehhez is

biztosan talalhato megfeleld alkalmazasi példa, de a mintafelismerés szempontjabdl ezt
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nem tudjuk elfogadni). Igy ez utébbi esetben tjra kell kezdeniink az |m) regiszter

valoszinliségi-masolasatdl kezdve a fenti algoritmust, vagyis visszaugrunk (2.1)-hez.

Ahhoz, hogy ez a stlyozas megfelel6 mértékben érzékelhetd legyen, nem elegendd 1
control-bitet alkalmazni. A control-regiszter dsszes bitjére végre kell hajtani a fenti
miveletet. Minél tobb bites a |c) regiszter, annal pontosabb eredményt kapunk, azonban
annal nehezebb lesz kimérniink a cos-os tagot. Ha |c) = |04, ..., 0;) kezdeti control-
regiszter minden bitjére alkalmazzuk az amplitidé-erdsitést, megjelenik |c)
szuperpoziciéjanak dsszes permutaci6ja, ami b biten 2°. Csak akkor mérhetjiik meg |m)
tartalmat, ha pontosan |c) = |04, ..., 0,) mérési eredményt kapjuk, vagyis a 2 esetbél
mindossze 1 esetben végezhetjiik el a mérést. A rendszer komplexitasa tehat a
pontossag fliggvényében valtozik. Ha control-regiszter 6sszes bitjére alkalmazzuk az

erdsitést, a kovetkezd allapot adodik:

lwﬁ")_f ZC"S (Ed_H) Sinlgdf)zwk;]l)‘ (2.12)

Uh

ahol {J'} jeléli a control-regiszter dsszes lehetéges permutacidinak sorozatat, amely
pontosan [ darab 1-est, és (b — [) darab 0-t tartalmaz. Ez tehat az 6sszes lehetséges
control-regiszter permutacié, kombindlva az 6sszes tarolt mintaval, a harmonikus tagok
egyiitthatdi pedig |c) fiiggényében alakulnak. Mint ahogyan azt mar emlitettiik, minket
ebbél csak az az eset érdekel, amikor J' = |0y, ..., 0, ). EKkor, mivel l = 0 a képlet a

kovetkezdképp egyszeriisodik:

Mw

[Yrin)° = ( ) li; p*; 04, ..., 0,), ahol (2.13)

k:
Zb

i) = ) [yin)
i=0

Miel6tt még megmérhetnénk a memdriat, ki kell mérni |1/1ﬁn)°-hoz tartozé control-

regiszter allapotot, aminek a valdszinlisége:

p
1 mdy
prec — _ 2b (_ )
b > § cos™\5 7 (2.14)

k=1

A sziikséges probalkozasok szamanak varhato értéke ennek reciproka, azaz:

rec .
Py
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Ha sikertilt a control-regisztert megfeleld allapotban lemérni, az egyes mintak

el6fordulasi valészintlisége:

1 md
P, (p*) = Z cos?b (Ef)' ahol (2.15)
p
b (T An
Z = pPle¢ = z cos? (57
k=1

Az 7" taggal korrigaljuk az egyes mintak valoszinliségét a control-regiszter nulla

allapotara, igy megkapjuk a mintak egymashoz viszonyitott eloszlasat.14

Valdszinliség-eloszlas

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

3.dbra

A fenti abra egy szimulalt kvantumregiszter mintainak valészin(iség-elszlasat abrazolja.
A memoéria 10000 db, véletlenszam-generatorral feltoltott 16 bites mintakat tarol. A
control-bitek szamat 200-ra allitottam. Feltételezziik tovabba, hogy a memoéria
tartalmazza a keresett inputot, és nincs ismétlodés. P}]®“értékével korrigalva a fenti abra
adddik. llyen memadria-allapot, és kalibracio esetén ~7500 probalkozasra lenne sziikseg,
mire megkapnank a megfeleld control-regiszter allapotot, és lemérhetnénk a memdria
tartalmat. Igaz, akkor nagyon jo eséllyel, ~80%-o0s valdszinliséggel a megfelel6 mintat

kapnank meg. Ez a 7500-as érték azonban egy 10000-es adatsokasag esetén nagyon

magas. J6llehet, a parhuzamos utasitasvégrehajtas és a memoria kapacitasa kompenzalja

14 . O . . ; . . .

Ha ezt nem tennénk, akkor a valdszinliségek a teljes allapottérre vonatkoznanak, ami tartalmazza az 6sszes
control-regiszter allapotot, a sin-os egyltthatokat...stb, igy az nem reprezentalna megfelel6en a mintak
eloszlasat.
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ezt a nagy szamot, azonban tény, hogy a hagyomanyos rendszerekhez hasonléan, a

pontossagért az idot kell felaldoznunk.

Valdszintiség-eloszlas
0,16
0,14
0,12
0,1
0,08
0,06
0,04
0,02 § i i } i i H
o__nL_u_J T ll.,l- A IIAI, qul Il._nl )
0 200 400 600 800 1000
4. dbra

A kovetkezd dbra egy 1024 elem{, tovabbra is 16 bites mintakat tartalmazé memoria-
regiszter, b=20 control-bit esetén. J6l lathaté mi torténik akkor, ha nem alkalmazunk
elegend6 szamu control-bitet. Az erdsités mar igy is jol 1athat6, azonban a tobbi minta
valoszinliségi-amplitud6ja még tul erds, cos-nak tovabbi hatvanyaira lenne sziikség a
pontosabb eredményhez. Bar a sziikséges probalkozasok szamanak varhatd értéke
mindossze 136, am ennek megfelel6en ~14%-os valdszintliséggel kapjuk csak meg a

megfeleld mintat, ami nagyon rossz.

Mit sz6lnank hozza, ha az el6z6 példabeli 10000-es adatbazisnal 7500 prébalkozas
helyett csupan annak téredékére, ~100 mérésre lenne sziikség? Egy ekkora memaéria-
regiszter esetén ez mar nagyon is vallalhat6 ,ar”, hiszen ha ugyanigy megkapjuk 80%

valOszinliséggel a helyes eredményt, azzal mar kivaldan lehet dolgozni.

4.3. Amplitudo4-erdsités Grover-algoritmussal
A control-regiszter megfeleld allapotba allitasa kulcsfontossagu az itt bemutatott

mintafelismerd algoritmus szempontjabol. Az algoritmus végrehajtasa utan (részben)
csalodottan tapasztaljuk, hogy rendszeriink nem elég effektiv. Vagy pontatlan eredményt
kapunk, vagy tal sokszor kell végrehajtanunk a folyamatot, hogy értékelheté eredményt

kapjunk. A j6 hir, hogy problémankra a Grover-algoritmus [4] tokéletes megoldast nyujt.
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A Grover-algoritmus egy olyan amplitidé6-erdsitési eljaras, amely valamilyen U|0)
jellegli, azaz kezdeti |0) allapotbdl unitér transzformaciokkal eléallitott
kvantumallapotbol szeretnénk egy ismert allapotot kisziirni, amennyiben tudjuk, hogy

az adott allapothoz tartoz6 valésziniiség nullanal nagyobb.

Ez a mi esetlinkre interpretalva azt jelenti, hogy adott a control-regiszter szuperpozicios
allapotal>, és tudjuk, hogy mi azon allapotokat keressiik, ahol a control-regiszterben
csupa |0) szerepel. Tobb ilyen eset lesz, hiszen |1/)fin)°miatt (2.13) minden mintahoz
tartozni fog ilyen allapot, tovabba a konstrukciébol eredben azt is tudjuk, hogy az
ezekhez tartozoé valdsziniiségi-amplitidok nem tiinnek el (s6t, végig azokat igyekeztiink

erdsiteni).

Ekkor létezik olyan Q unitér operator, amit [{)¢;, )-re m alkalommal végrehajtva, a
rendszer levetitdik az altalunk kivalasztott térrészbe, jelen esetben a |0) control-
regiszterhez tartozo térrészbe. Masképpen megfogalmazva: a nem |0) allapotd tagok

valoszinliségi-amplitidoja eltiinik. Ezt kovetéen megmérhetjiik a memoria tartalmat.

A kiilonbség tehat a két mddszer kozott az, hogy mig az elsé esetben gyakorlatilag
valoszin(iségi alapon, érmedobalassal igyeztiink megtalalni a tokéletes allapott control-
regisztert, addig a a masodik esetben pontosan, adott szdmu transzformaci6 utjan jutunk

eredményhez. Egy kérdés marad csupan: mennyi az a bizonyos 1épésszam?

Definicio szerint [4]:

" ahol

m = ——,aho
40, (2.16)

sin?(0,) = a

Mivel esetiinkben a = P}, °¢, a képlet a kovetkezEképpen alakul:
T 1
m= —

4 arcsin (W) (2.17)

> Valéjaban a teljes rendszer szuperpoziciés allapotarél beszéliink ilyenkor, hiszen a rendszer
0sszefonddott dllapotban van, mivel azonban a control-regiszter egy lehetséges allapotadhoz tartozo
térrészbe szeretnénk vetiteni, a control-regiszterre vonatkozo6an kell vizsgalni az esetet.
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5.dbra

Az abran (2.17) grafikonjat lathatjuk, kicsiny P, ¢ < ﬁ alatti értékekre(vizszintes-

tengely). Megfigyelhetjiik, hogy a fliggvény L el aranyosan valtozik csak, ami lehet6vé
Pl;”ec
teszi, hogy a fligg6leges tengelyen feltiintetett 1épésszam nagyon kicsi valoszinliségek

esetén is kezelhetd tartomanyban maradjon.

Vegyiik példaul az x-tengely P;°¢ = ﬁ -es helyéhez tartozo fliggvényértéket, ami ~50.
Amig az el6z6 modszerrel 4000-szer kell megismételniink az algoritmust, mostmar csak

50 lépésre van sziikség, raadasul ez az 50-as érték fix szam, mikézben a 4000

probalkozas egy varhaté érték. Ezen hatast nevezi a szakirodalom ,quadratic speedup”-

nak [4].

4.4 Konkluzié

Az eddigiek alapjan egyértelmden latszik, hogy a kvantumos mintafelismerés szamos
elénnyel rendelkezik. Az egyik legjelent&sebb a parhuzamos miuvelet-végrehaijtas (ezt a
Hamming-tdvolsdgok egy lépésben vald kimérésének példdjan lathattuk), a masik az

0 J_ bonyolultsagl Grover-algoritmus féle iteracios |épések szama. Ez utdbbi lehetévé
PTEC
b

teszi szamunkra, hogy hatalmas adatbazisokbdl, nagyon magas valdszin(iséggel
ismerhesslink fel mintakat, mikdzben az algoritmus bonyolultsaga kezelhet6 hatarok kozott
marad. Ez véglil ahhoz vezet, hogy nagyon pontos méréseket végezhetlink, nagyon alacsony
valasziddvel, ami az intelligens rendszerek idébeli adaptacidjat jelentdsen gyorsithatja.

A kvantum-algoritmus pozitivumai mellett sz6l még az is, hogy az absztrakt matematikan tul
nem épll bonyolult szimulaciés modellekre, hanem jellemz&en a legegyszeriibb médon
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igyekszik reagalni a problémakra, mely viselkedés azt az érzetet kelti benniink, mintha ez
lenne a folyamatok legtermészetesebb maddja.

A mintafelismerés valészinlségi alapokon nyugvdsa akar hatranyként is emlithetd volna,
hiszen kdnnyen el6fordulhat olyan eset, amikor 98%-0s valdszin(iség ellenére mégsem a
helyes mintat kapjuk meg a kimeneten, am egy masik szemszogbdl ravilagitva, az emberi agy
is hasonldképpen mkodik.

Ez a viselkedés rdaddsul felvet olyan kérdéseket is, mint a természetes szimulacio. Azaz egy
kvantum-algoritmusokra épulé intelligens rendszer jellemz&en természetes médon lehet
képes emberi funkcidk szimulalasara, aminek reprodukciéja a hagyomanyos informatika
eszkdzeivel élve gyakran embert prébalé kihivast jelent. Erdemes tehat a tudomany ezen
szegletével foglalkozni intelligens rendszerek tekintetében, hiszen végsé soron mi is
kvantumosan mdkodiink.
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