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1. Bevezetés

A kvantuminformatika alapottletéhez legegysibdren a Moore-torvényként elhiresdlt
empirikus megfigyelés alapjan juthatunk el. Gordbwore, az Intel egyik alapitdja publikalta
1965-ben [1] felfedezését arrdl a hosszu tava tigndhiszerint egy integralt aramkorben
koltséghatékonyan elhelyezBidtanzisztorok szama nagyjabdl kétévente megdugizéz
Osszefliggés maig pontosnak bizonyult, és ezzeldefjleg folyamatos méretcsdkkenés is
megfigyelhed az integralt aramkorok vilagaban, ami azt jelemiggy ha ez a trend
folytatodik, akkor edbb vagy utdbb eljutunk arra a pontra, ahol egyybitnformaciot egy
atomban kell tarolnunk.
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Date of introduction

1. abra Moore-tdrvénye logaritmikus skalan abrazolva [2].

llyen mérettartomanyban mar a kvantummechanikaétiy®i érvényesek, ami jelést
mukodésbeli kulonbségeket fog jelenteni a mostanimstdyépekhez képest. Ennek a
kihangsulyozasara az igy tarolt biteket kvantunipigd (vagy roéviden qubitnek) szokas
nevezni, az ezekkel operaldé szamitdégépeket kvartamisogepeknek, altalanossagban pedig
a kvantummechanikan alapulé informaciétarolastidigjozast és tovabbitast 6sszefoglald
néven kvantuminformatikanak hivjuk.

Ahhoz, hogy kvantumszinten taroljunk digitalis inftciot, olyan kvantummechanikai
objektumokra van szikségunk, melyek legalabb katrésekkel joI megkulonboztetibet
allapottal rendelkeznek. llyen lehet példaul azktetmok, vagy atommagok spinje
(perdulete), fotonok fuddeges, vagy vizszintes polarizacidja, esetleg mdekk jelenléte,
vagy hidnya arany és gallium-arzenid nanopottyokéegyis igen kismérét legfeljebb
néhany ezer atombal allé kristalyokon).

A terilet elméleti hattere ma mar részletesen giolnbtt, amildl pontosan tudjuk, hogy a
kvantuminformatika szamos olyan alkalmazasi l&h&get rejt magaban, ami klasszikus
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algoritmusokkal nem megvalésithat6. Példaul az éggmett Grover algoritmus [3], mely
nagy, rendezetlen adatbazisban valosit meg keresgdkivil hatékonyan, a Peter Shor
nevével fémjelzett primfaktorizacios algoritmus p&dig polinomidlis id alatt képes feltérni
az RSA titkositast. Kommunikaciéban a kvantumkmpédiai algoritmusok [5] [6] [7],
melyek tokéletes feltdrhetetlenséget biztosithateakaz ugynevezett szupeskddolas [7],
mely képes megduplazni az atvitt informacio mengyét, csak néhany példa a sok kozdil.
Ennek ellenére a kvantuminformatika relative laskgliédo tertilet, ami részben annak
készonhet, hogy a kvantummechanika absztrakt természete anatimélet nehezen érthgt
a helyzetet pedig csak rontja, hogy eddig nem éd&ttzolyan reprezentécid, mely klasszikus
analdgiaval vezetné be a tobb kvantuniitidlé rendszerek viselkedését. Ez a dolgozat egy
ilyen reprezentaciot mutat be, téglalapokkal égstiefehér szinezéssel jelenitve meg az egyes
kvantumbiteket, a bitek kozti 6sszefliggéseket pediteglalapok rekurziv egymasmellé
helyezésével, és fraktalok alkotasaval hozza 6éggétbe.



2. Kvantuminformatikai alapismeretek

Az elmélet szerint a kvantumbitek viselkedése fiiggeattdl, hogy pontosan milyen
fizikai objektum (példaul elektron vagy foton) homta az informaciét, és attol is, hogy az
adott objektumnak melyik tulajdonsagaba van kodawainformacio (példaul egy foton
polarizacioja vagy fazisa is hordozhat informagiddy a tovabbiakban éirnem beszéliink
részletesebben. Az itt kdvetkezészben azokrél az alap@etsszefliggésesir lesz szo,
melyek minden kvantuminformatikai rendszerre énesek, az alkalmazas céljatol és
megvalositas madjatol fuggetlendl.

2.1. A kvantummechanika alaptérvényei

Az allapot

Fuggetlendl attél, milyen fizikai rendszer hordozza informaciot, az ilyen rendszerek
allapotait minden esetben az ugynevezett Hilberéd§ vektoraként reprezentaljuk. Ez egy —
komplex szamtest felett értelmezett — linearis ogkt, mely altaldban végtelen dimenzios, de
a kvantuminformatikdban Aaltaldban csak kétdimenzidkereivel foglalkozunk. A
kétdimenzios altérben valasztott ortonormalt baeistorait tekintjik a bit 0 és 1 értékének,
és az altérben taladlhatd vektorokat az uUgynevezettket formalizmus szerint specidlis

zarojelekbe tett békkent, vagy szamokkeént szokas jeldini. A bazisvektigele péIdéuI10>

és|1) . Mivel a vektortér linearis, ezért egy kétallapfittikai rendszer nem csak|@) és|1)

allapotok valamelyikében lehet, hanem ezeknek dktges komplex szdmokkal képzett
lindrkombinécidja is lehetséges:

W) =40)+HL abOC (1)
Ez az ugynevezett szuperpozicio.
Idofejlédés

Az allapotok idbeli megvaltozasat a Hibert tér vektorira hato @ndperatorokkal lehet
leirni. Ezeket jel6lésben kalappal ellatott nagiikieel szoktuk megjeleniteni, példaul:

Uly) =|w') 2)

Mivel a leiras statisztikus jellég(vagyis szemben példaul a newtoni mechanikaval,
melyben arra a kérdésre kerestik valaszt, hogyadgitt idépillanatban milyen allapotban
van egy adott test - példaul hol van, vagy milyegbességgel mozog - addig a
kvantummechanika olyan kérdésekre ad valaszt, hatpen valdszifiséggel van egy adott
pillanatban a vizsgalt részecske egy adott allapotb példaul egy adott helyen). Az
allapothoz tartoz6 valosZiség nem mas, mint a megféléllapotvektorhoz tartoz6 komplex
egyutthato abszolut érték négyzete.



Pl0) =

Ez alapjan a komplex egyitthatokat val6fiségi amplitidonak, vagy roviden
amplitadénak nevezzik. (Ennek fényében az is lafHaigy az 6sszes lehetséges allapothoz
tartozd egyiltthatd abszolat értékének négyzetteszagyet kell, hogy adjon, hiszen a
részecskének biztosan lennie kell valamilyen atlaqo).

0)=1a"] _ -
P01>)=|b|2} " +[H" =1 (4)

m»:4®+un:{w°”4dz ®

Mérés

Azt, hogy pontosan milyen allapotban van a részascsiéressel allapithatjuk meg, ami
(szemben a klasszikus fizikaval) befolyasolja adszert. Azt, hogy mik a lehetséges
allapotok, amiben a rendszeriinket talalhatjuk, aésiésszedllitds hatarozza meg: példaul
egy flugdleges és vizszintes polarizaci6 mérésére alkalneasntlezés a beérkefotont
mindig e két allapot valamelyikében fogja talawviszont ha negyvendét fokkal elforgatjuk a
berendezést, mindig két atlés polarizaciot regizeiz eszkdzink. Azt viszont, hogy a
részecskét milyen valosfiseggel talaljuk egy adott allapotban, ezzel neratlelefolyasolni,
tehat fuggetlentl a mérés eldktkét médsmiszer nem ad mas mérési eredménitt, @& sem
valtoztatjia meg a meért allapotok valésHégét, ha mas lehetséges allapotokat kezdink
keresni. Ha elforgatjuk a detektorunkat, az 0] saidiségeket a Hilbert tér egy bazis
transzformacidja alapjan lehet szamolni. Fontositudogy két allapotot csak akkor tudunk
egyértelniien megkilénbdztetni egymastol, ha azok egymasritharHtérben ortogonalisak.

Ha egy altalanos normalt allapoton valositunk meg@rést, akkor a kovetkéz

valosziriséggel kapunk egy adq¢> normalt vektorhoz tartozo allapotot:

W) =a,|0) +ay1)
|9) =b,[0) +b,[ D) 5)
P())= (0] W) = ‘aobou + aibf\

Ahol a (¢|, ugynevezett bra vektor|&) ket vektor adjungaltja. (Ha a rendszer leirasara

hasznalt vektorunk nem normélt, a valogséget még le kell osztanunk annak hosszaval.)
Amennyiben a ket vektorokat komplex éfiekszlopvektoroknak képzeljik, akkor a bra
vektorok ezek konjugalt transzponaltjaiként soreedk lesznek, a kettejuk szorzata pedig a
szokasos értelemben vett skalarszorzat.

Amennyiben a mérést ugyanabban a bazishan végeamiiken leirtuk a rendszert, mas

szoval annak a valésZisegét keressiik, hogy a rendszerink |e'gynormélt bazisvektornak

megfeleb allapotban van, akkor az 6sszefliggés a (6) kéeghetmegfeleben egyszdisodik,
vagyis visszakapjuk a (4) dsszefliggést.



|W)=40)+ 1)

P(0))=(0]w)" =[d” (6)
Ha:

A tovébbiakban feltételezzik, hogy a mérés a leoahasznélatos bazisban torténik, és
bazis transzformaciot sehol nem alkalmazunk.

A masik méréssel kapcsolatos fontos tudnivalé, hogyel befolyasolja az allapotot,
vannak olyan informaciok, amiket egyidigg (vagyis egymas utani mérésekkel) nem lehet
kinyerni a rendszeti. példaul nem lehet megallapitani egyideg egy részecske helyét és
sebességét, mivel az egyik mérése a masikat betdjga (A vizsgalt rendszeriink a mérés
utan a mért¢) allapotba keril.)

Erdemes még megjegyezni, hogy mivel a mérésekkeharaplitidok abszollt érték
négyzetasl szerezhetlink informéciot, ezért egy egységnyzalis értéki komplex szammal
valdé szorzas nem valtoztatja a mérés vegeredmeéhyéta szamot globalis fazisfaktornak
szokas nevezni, és mivel ez nem mérhakinthetjik a leirds altal mesterségesen behozot
faktornak és teljes egészében elhanyagolhatjuk.

def0) +b{1) =0} +53, hald’ =1 (a,bcrC) )

Osszetett rendszer

Osszetett rendszer esetén, vagyis ha egynél tohbtlkwmechanikai objektum egylittes
viselkedését akarjuk leirni, az egyes objektumoketgéges allapotai altal kifeszitett
vektorterek tenzorszorzatat kell venniink, mely miagaearis tér. Az egyszéség kedvéert
az 0sszetett rendszerek leirasakor a jelblésbemvimguk, és kozos zarojelben abrazoljuk a
ketvektorokat. A kovetker (8) példa azt mutatja be, hogy az 5.1. mellékletmegfeleben
hogyan lehet kiszdmolni két tetdeges kvantumallapot tenzorszorzatét, illetve hagya
szoktuk elhagyni a tenzorszorzat jeleket.

a'0|0a> D b1|1b> = a0b100a> D |1b>) = aOb1| 0a1b> (8)
A tovabbiakban az alsé indexel@stmely azt hivatott jelezni, hogy melyik érték miél

bithez tartozik, eltekintiink, és ezt egysimsr a bitértekek sorrendjének megtartasaval fogjuk
jelélni. Tehat ebz6 példank végeredménye a tovabbiakban igy jelenik meg:

a,b,|0,1,) =ayol) (9)
Ha példaul két bittl allo, altalanos kvantumregisztert akarunk leiakikor az egy kétszer

két, vagyis négy dimenzios térben fog torténni. d&8al a négy szokvanyos allapot mellett
ezek linearkombinacioi is lehetségesek:



g 00)+b/01) +d10) +d|11), ahol|d’ +|d” +|d” +|d|" =1és(a,bcdOC) (10)

Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy a tenzorsz@réditiearitasa miatt olyan allapotok is
eléallhatnak, melyeket nem lehet felirni egy bitea@ditok tenzorszorzataként. Példaul:

| Boo) = 109 +[19 oo>}2|1]> = 2971277 (11)

Ez azt bizonyitja, hogy a linearkombinacié a teszorzatképzéssel alkotott allapotok
halmazabdl kivezet, vagy mas szavakkal: egy tolbtes rendszer joval tébb, mint az egyes
bitek 6sszessége.

Az ilyen allapotoknak az alkalmazasok szempontjaladly jelenisége lesz.

2.2. Maveletek, 6sszefont bitek

Kérdés, hogy a Boole-algebraineleteinez képest milyen Ujitveleteket végezhetiink a
kvantumbiteken. Az egy bites logikai kapuk kozul gypé alapniiveletet szokas

megkulénbdztetni a kvantuminformatikdban, ezeKetY, Z, ésH operatorokkal jeldljuk.

Az X operaciot végrehajté kapu a klasszikus NOfilivatet kvantumos kiterjesztése,
mely a két lehetséges allapothoz tartozé valdisgigi amplitidokat cseréli fel:

%(d0) +bj1) =t0) + 1) (12
Amennyiben a két allapot kozll barmelyik amplittadjulla (és ennek megfelein a
masiké egy), visszakapjuk a klasszikus negalasreieteb hataresetet, és ebben az esetben

ugynevezett klasszikus bemerdgtvagy klasszikus bitl beszélunk.
A tobbi operatornak nincs klasszikus megigkel ezek hatasa rendre:

V(e0) +51)) = i(b0) - al1)) (13)
Z(al0) +b{1)) = al0) - Bl1) (14)

Aelo) +bi2) =% 720} +

Ezeket a miveleteket végrehajto egy bites kapuk rajzat |a8dabra.

-b
2 i (15)
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2. abra Egy bites kvantumkapuk aramkoéri rajza.

A tobb bites operatorok kozil csak a legfontosgbhakontrollalt NOT, vagy réviden
CNOT operatort emliteném. Ez aiinelet két biten operal, melyek kozul az egyiketagy
kontroll bitnek, a mésikat, vagyis target bithnek szokas nevezni. Klasszikastleen,
amennyiben a kontroll bit értéke 0, a target bitozatlan marad, viszont ha 1, a target biten a
kapu egy negalast hajt végre. Vagyis klasszikusaN@Tigazségtablgja:

A kvantumbiteken végrehajtotCNOT mivelet eredménye klasszikus bemenetekre
megegyezik, altalanos esetben pedig (mivel, mimdem kvantummechanikaiiimeletnek,
ugy ennek is linearisnak kell lennie), ezek szupeigidja lesz, igy:

|c) O]t) = (al0) +b|2)) 0 (d 0) + d|1)) = ad00) + ad|01) +bd11) +bd|10)  (16)

Ahol a O jel a CNOT miivelet végrehajtasat jeloli. AANOT kapu aramkoéri rajza a

lathato.
c) )

t) o—1t)

3. abraEgy CNOT kapu aramkori rajza. Feliil az ugynevezeittroll, alul a target bit.
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Di Vincenzo bizonyitotta azt a tételt, miszerintCNOT operatorral, és az egybites

alapmiveletek kozul tetslegesen valasztott két operatorral — leggyakraldzaX és aH
operatort valasztjadk — minden lehetséges kvantami&ir felépithdt [8]. (Megjegyzend,
hogy bar a biteknek nem feltétlenll van kozik aktebmos aramhoz, példaul a dolgozat
hatraléw részébendieg fény alapu informacidatvitélr lesz sz4, ennek ellenére az egymas
utan kovetke& kapuk rendszerét tovabbra is aramkornek szok&s. hiv

Szintén aCNOT miivelet egy sajatos tulajdonsadga eredményezi a legpetesebb
kétbites kvantumallapotokat, az ugynevezett Ossitefoagy Bell-allapotokat. Az ezek
eléallitasara szolgalé aramkor, és az egyes bemeretalaitozé kimenetek listaja az alabbi,
4. abréan lathato:

D=

‘ Bij

[ ANy
\L/

4. abra Osszefont, tgynevezett Bell-allapotok Iétrehoz@isaplgald kvantumaramkor.

Be Ki
_|00)+11)

|00) |Boo) =5
_|01)+]10)
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Ezeknek az allapotoknak az a sajatossaga, hogy leayak biten mérést hajtunk végre,
annak végeredménye teljesen véletleriszazonban a masik biten a mérés eredménye
hatarozottan korrelal az élsmérés eredményével. Ebben az az érdekes, hogyegie
ismereteink szerint semmiféle paraméter nem roglite egy mérés eredmeényeét [8], és a ket
mérést egymastol tetfleges tavolsagban, és tetkeges idpontban végrehajthatjuk, igy
elérheb, hogy a két bit kozo6tt még fénysebességgel sesgimelétre informaciocsere [9], a
korrelaci6 mégis fenn fog allni. (Ennek ellenérevédetlenszeiség miatt nem lehetséges
informaciot tovabbitani fénysebességnél gyorsabbiaaen — mint arrol a 2.1. fejezetben sz6
volt — a méréssel nem lehet befolyasolni annak negtppényét.)

Tovabbi fontos tudnivald, hogy ez a négy Bell-aia@ Hilbert térben ortogonalis
egymasra, vagyis lehetséges olyan mérést konstruahmivel egyértelrien
megkulonboztethéek. (Gondoljunk csak aiket eballité aramkoér megforditasara.)

2.3. A sdrdségmatrix

A strtiségmatrixok az ¢sszetett kvantumrendszerek, vaggze§ kvantumrendszerek
sokasaganak leirasara szolgalo matematikai objelktuAitalanos formajuk:

pzzpj\%X%\' Op; UR,  Op; 20, Zj:pi -1 (17)

Ahol p-k nem-negativ valdés szamok, melyek 0sszege la adktort pedig itt is ugy lehet
elképzelni, mint a ket oszlopvektor konjugalt trgpenaltjat (kettejik szorzata egy matrixot
ad). Ez a leiras azért érdekes, mert példaul etbptt olyan sokasag, melynek 50%-a egy
adott, j=n kvantumdllapotban van,§i/2), 50%-a pedig egy masik j=m allapotban tal&lha
(pm=1/2). Ezt nevezzik kevert allapotnak, és abbaasatben, ha azonos bazisban meérunk,
mint amiben leirtuk a rendszerlnket, méréssel mégkodztethetetlen a szuperponélt
allapottol. A kilonbség abban rejlik, hogy a keve¥s szuperponalt allapotok a
bazistranszforméaciora masképp reagalnak. Eppen fenéos lesz, hogy a tovabbiakban nem
alkalmazunk bazistranszformaciot, igy nem lesz segka, hogy mindenhol kdz6ljuk, kevert
vagy szuperponalt allapotokrél beszéliink-e.

A siiriségmatrix egy adott nm eleme ez alapjan:

w)=2cli) P =ijcjn(cfn)* (18)

A siiriségmatrixot elésorban azért szoktdk hasznalni, hogy egyetlen nadilean
objektummal le lehessen irni egy egész sokasagutartya viszont, hogy bar a ket
vektorokbol tortédd megalkotdsa egyértelina visszatranszformalas mar nem. Mas szoéval ez
annyit tesz, hogy mig egy adott ket vektorhoz ngnelgy és pontosan egyréségmatrix
tartozik, addig €ifordul, hogy egy @riiségmatrix tobb ket vektornak is parja lehet.

2.4. Bloch-gobmb

Kétéllapoti kvantumrendszereket kénnyedén lehetizéltmi az ugynevezett Bloch-
gombon, melyet Felix Bloch vezetett be 1946-ban|,[E8 azOlta is valtozatlan formaban
hasznaljak a kvantuminformacio vizudlis megjelesété.
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A reprezentécio lényege, hogy a globalis fazisfaktaatt mindig fel lehet irni egy qubit
egyutthatoit ugy, hogy eﬁO) allapothoz tartoz6 valos4iségi amplitudd valés szam, az
amplitaddkat pedig kifejezhetjiik trigonometrikuspsfiiggéseken keresztuil:

|p)=40)+H1) = co{g) 0)+e? sin(gjm; a6,0p0R; bOC  (19)

A trigonometrikus 0sszefiiggésekben szekepabgeket felhasznalva, a qubit értéke egy
egyseégnyi sugaru gémbfellletre mutato vektorralaegntalhato:

1)

5. abra Az Ugynevezett Bloch-gémb egyetlen kvantumbit rakgjitésére alkalmas [11].

A klasszikus bitértékek a gomb északi és déli sakéalalhatéak, a gombfelilet tobbi
része pedig a szuperponalt allapotokat jeldli.

A Bloch gombon az egy qubites, Y és Z kvantumkapuk ax, y ész tengely kordli,
180°-0s forgatasokat valdsitanak meg (innen kaptadviket).

Az egyik probléma a Bloch-gémbbel, hogy haromdiné@nzreprezentaciét ad, amit
mindig nehezebb vizudlisan kodvetni, mint egy kéwhxosat. (1drol idére ebkeril az a
probléma, hogy az allapotot reprezental6 vektdklads kifelé, vagy a sikba befelé mutat, ami
sokszor nem egyeértelin)

A masik probléma, hogy a Bloch gémb hasznalhataflarélik, ha tobb qubites, komplex
rendszerekil van sz0. Ez kilbénésen az dsszefont qubiteketignrelyek elengedhetetlenek a
kvantumszamitégépek thodéséhez. Bar ma mar tdbb olyan geometriai ohjeétuis
ismertink, melyek matematikailag ekvivalensek solitgs rendszerekkel [12] [13], ezeknek
sokszor megvannak a maguk korlatai (példaul kizéydhaximalisan dsszefont rendszereket
képesek abrazolni), raadasul altalaban komplikakaknehéz réluk praktikusan hasznalhat6
inform@ciot leolvasni.
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3. Uj reprezentacio fraktalokkal

Az itt kovetked részben az Adltalam kidolgozott reprezentaciokrés azok
tulajdonsagairdl lesz sz6.

3.1. Egy qubit reprezentalasa
A 2.1. fejezet (1), (3) és (4) Osszefliggései atapgésdleges qubitre igaz, hogy:
w)=d0)+H1;  abOC [ +[" =1 (20)
Mas széval egy tetéleges kvantumallapot az egyes klasszikus bitértékadaplex
linearkombinaciéjaként all & ahol a kombinacié egyitthatdinak, az uagynevezett
valosziriségi amplitiddknak az abszolutérték-négyzetdossegget ad. Ezt kiinduldpontnak

hasznalva egy bitet reprezentalhatunk a kovélaapen. Eszor is irjuk fel a komplex
valbsziriségi egyltthatokat Euleri alakban:

@) =A€°|0)+Be®|1);  A,B,a,BOR (21)

Erre a kdvetkek 6sszefliggések teljesilnek:
0<A,B<l 0O<a,p<2n (22)
A?+B? =1 (23)
Vagyis a valtozokkal visszatértiink a valés szamolatos halmazara, ami megkdnnyiti
majd a dolgunkat az allapotok reprezentalasakoek&izaz dsszefiiggéseket felhasznalva, a

komplex szamsik vektorainal’&s B hossznégyzeteit &brazolhatjuk a kdvetkegztott sav-
diagrammal:

X

Vo '
6. abra Egyetlen kvantumbit reprezentalasara alkalmasiagraim. A fekete rész szélessége a 0 érték
mérési valdsziilségét, a fehér részé az 1 érték mérési valibszfét mutatja.
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A szirke kerettel ellatott sav fekete fele tartozzo0 bitérték amplitidéjanak abszolat
erték négyzetéhez, a fehér fele pedig az 1 biténigk Ez azért lesz hasznos askégekben,
mert, mint azt a 2.1. fejezet (3) dsszefliggéshen lattuk, a savok szélessége igy rogton
megadja a mérési valos#gegeket. Példaul, ha az egész csik fekete, a quiBtgzett meéres
1 valészifiséggel ad 0 értéket, ha az egész fehér, 1 valssxjgel talaljuk a rendszeriinket
az 1-es értekhez tartozo allapotban, mig ha félgrf, félig fekete, a mérés 50-50% eséllyel
ad 0-at vagy 1-et.

Ez a kép egyéle nem tartalmazza aw-val ésp-val jelolt fazisokat. A fazisinformacio
megjelenitéséhez hasznalhatunk a savok egyes feddgzott vizszintes csikokat. A csikok
magassaga fogja meghataroznicazs 3 Euler-szogek 0 éstlkdzti nagysagat, illetve a
hozzajuk tartozé exponencidlis fliggveny egyseghgrallt értélk eredmeényét. A csikokhoz
hasznaljuk a sav szinének komplementerét (fehgoaléeketét, fekete alapon fehéret), és ha
a csik magassaga a sav tetejére vagy aljara edmetstik agy, hogy a csik a szirke keret
mogott van, igy nem latszik. Ha ezt betartjuk,dkdsnem fordulhat majd &l hogy a csikot
véletlenll 6sszekeverjik a sav szirke szegélyével.

2N ————> +] ———>

3n/2 ———» —f —
N — 1 —>

I

n/2 —»I
0 —»

(a) (b)

7. abra A fazis megjelenithéta savok fekete és fehér felére behuzott, vizszicgékkal. A csik
magassagabdl leolvashat6 az Euler-sz6g nagysagag)az exponencidlis fliggvénnyel képzett egygégn
abszolut érték komplex szamérték (b).

Az eddigiek alapjan lassunk néhany egyszedat:

0)
0

(0)-0)/V2

1) (0)+iID)/V2
8. abra Néhany egyszébb példa egy qubit dbrdzolasara. A fekete savr@seértékhez, a fehér az 1-hez

tartozik. A savrészek szélessége a mérési valifszfet, a rajtuk elhelyezett vizszintes vonal maugsa fazist
jeléli. (Amennyiben nincs vizszintes vonal, Ugyitejik, hogy a fazis 0° és a csik a szirke kergigit” van.)
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Erdemes még megemliteni, hogy a globdlis fazis tmimelysl a 2.1. fejezet (7)
0sszefliggésében volt sz0, a sav két felén a csksleges magassagban lehetnek, egészen
addig, amig a magassagok relativ értéke megegyabibgy az a 9. abran latszik. Ehhez
kapcsolddik, hogy sokszor érdemes olyan globalisfaalasztani, ami a legkisebb bitéfigk
nem nulla valosziiséggel eforduld allapothoz 0°-os Euler-szoget rendel.

_:

(o)~ |D)/~2 (0)-11))/~v2

9. dbra A globdlis fazis miatt a fazisokat hordoz6 vizéemvonalak tet€iteges magassagban lehetnek
egészen addig, amig egymashoz viszonyitott refadigassaguk megegyezik.

A késibbiekben nem lesz igazan érdekes, de mivel egyreliyd ekvivalencia van a
kétdimenzios komplex vektorterek, és az ilyen gl@sztott savok kozott, bizonyitottnak
tekinthe®, hogy a savok maguk is vektorteret alkotnak. Aogaterében a ftveletek az
ekvivalencia szabalybol kovetkeznek. Altalanos esetegy komplex szammal val6 szorzas a
savon a szam abszolut-érték négyzetével valod, miesziranyd medileges affinitast, illetve a
fazist reprezentald savok eltolasat jelenti. Azzégzés alatt pedig egymasra ortogonalis
allapotok esetén az allapotokat reprezentald ségyknas mellé illesztését kell érteni. Mi a
tovabbiakban a tér (4) szerint értelmezett meg&man dolgozunk, melyet a sav egységnyi
hossza biztosit.

1 1-1/v2[ =1/2
=
1
0) 2L oz
1/2
|0)/~/2 - =(1/\/§)2+(1/\/§)2:1/2+1/2=1=
/2 (0)+)/v2

1/2
10. abraAz egy qubit reprezentalasara szolgalé savok vkt alkotnak. Egy komplex szammal valo
szorzéas a szam négyzetével valo dtegres affinitasnak, és a fazisinformacio repredéséa szolgalo vizszintes
vonal eltolasanak felel meg (fent). Az 6sszeadégetete ortogondlis allapotok esetén a savrészekagmyellé
rajzolasaval egyenértéKlent).
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Bar a tovabbiakban nem foglalkozunk kevert allagkéah megemlitjik, hogy a kevert és
szuperponalt allapot kozti kilénbséget egy apr@méedg beillesztésével reprezentalhatjuk
egyetlen qubit esetén.

_1 1
pl_E pz—E
_AL _AL
r Y
[0)+]D) lw,)=10) w.)=11)

W)= 2

11. abraBalra egy szuperponalt allapot lathatd, jobbra @ediy kevert allapotot jelenitettiink meg. Feliil a
kis fekete haromszdg mutatja, hogy itt valojabam gy qubitél, hanem egy egész sokasagroél beszéliink,
melyek kozott két eltérqubit is megtalalhatd Y2-Y% valosigeggel. A tovabbiakban kevert allapotokkal nem
foglalkozunk.

3.2. T6bb qubites rendszerek reprezentalasa

Tobb qubitél allé rendszerek esetén nagyon hasonléan jarhalrkioszor is a biteket
rendezzik olyan sorrendbe, ahogyan a protokoll wvégerni akarjuk éket, majd a
bitértékeket jeldljuk szinekkel, feketével a O{&hérrel az 1-est, majd a bitsorozat értékét
fentrdl lefelé egymas ala illesztett, megfélelszini savokbdl alkotott oszlopokkal
reprezentaljuk. (Mas széval a bitértéket féhiizfelé olvasva a savok szine jeleniti meg.)

|000) |001) 1010) 111)

12. 4braT6bb bites rendszerek esetén a bitérték sorozatodgjelenithetjik fuggeges oszlopok
segitségével. Ferdirlefelé olvasva a fekete 0-at jelent, a fehér.1-et

A tobb qubitl all6 kvantumrendszert az egy qubiteshez hasonlagy fogjuk
megjeleniteni, hogy a fugteges oszlopokat egymas mellé illesztjik, a bik&készerinti
novekw sorrendben. Ezek szélessége az adott bitsorozasnvaloszifiségeét reprezentalja
(a teljes szélességet tovabbra is egységnyinehtjigk), a fazisinformaciot pedig az oszlopok
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legalsé savjaban elhelyezett vizszintes csik fogjaozni. A kéébbi [épések egyszisitése
erdekében a savok kozotti sziirke keretet féligfelé haladva mindenhol elhagyhatjuk, ahol
azonos szifh, azonos fazisu savok érintkeznek, és a folottd IBavban nincs elvalaszto
vonal.

Egy &ltaldnos, hdrom qubites kvantumrendszeren tadwvau

| L|J> = Cooo exdiyooo)i OOO> + Cooy exdiV001)| OO]> +..+Cyy exdiyln)|11]> (24)

COOO ’C001’ te ’Clll D R’ O s COOO’COOl’ . 'Clll < 1 (25)
) 111 2
c’=pP(i), >c’=1 (26)
i=000
yOOOl yOOl' e ylll D R' 0 < yOOOl yOOl’ RS ylll < 2T[’ (27)

Ahogy az az Osszefliggésékbatszik, a valtozok ebben az esetben is valéssk é
korlatosak.

Hiw

Vooo{
SR "2
Cooo  Coo Ciu

13. dbraEgy tetsdleges, harom qubites rendszer megjelenitéséreadaalkgprezentacio.

3.3. Tenzorszorzatok és fraktalleiras

Bizonyos tdbb qubites rendszereket fel lehet irngy equbites rendszerek
tenzorszorzataként. Ehhezéstor az €iz6 fejezethez hasonléan sorba kell rendezniink a
gubiteket ugy, ahogy az algoritmusunk végén majchivakarjukoket. A kdvetked lépésben
vesszik az efs két qubitet reprezentalé savot és a méasodikbéelaz sav két fele ala
masolunk egy-egy peéldanyt ugy, hogy a vizszintegegly mentén vett méleges affinitassal
a masolatok szélességét a felettlls I8&v részeinek szélességéhez igazitjuk.
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W) =|w) O|w,) Oy,

14. braHarom tetséleges qubitbdl alkotott rendszer reprezentéciofsiib be fogjuk latni, hogy ez a
fazisinforméacié megjelenitésének kis atalakitasa mtegegyezik azzal, amit a 3.2 fejezetben isnetirtsik
gubites megjelenitésébkapnank ugyanezen harom qubit tenzorszorzataegjédyzend, hogy a voros
keretekre val6jaban nincs sziikség, azokat csak laagzrnaljuk itt, hogy jobban latsszon, mit hovasatdnk.

Ezek utdn a harmadik quldtr készitink a vizszintes tengely mentén zsugoritott
példanyokat, és bemasoljukket a masodik sdv minden egyes fele ala, majd weptan
megismételjik a negyedikkel, és igy tovabb. A kapmakzat minden egyes Uj qubit
hozzaadasaval egyre bonyolultabb lesz.

A kialakulé kép tulajdonképpen nem lesz mas, may eéletlen fraktal. Ez leirhaté az
ugynevezett Lindenmayer rendszerben [14] [15], melyfraktalok gyartdsara szolgalo
formalis nyelv. Ehhez szikségink van egy axidmanakezett elemre, mely a fraktal
kialakitasa soran a kezdeti feltételnek felel mmegjd Ugynevezett konstansokat és valtozokat
kell valasztanunk, melyek a rekurziv Ujrairasi sgylsoran megmaradnak, vagy atalakulnak.

w210)= 20 - 2

Masodik konstans

a
\

Valtozok ) .
/D
|
{
|
|
|
Valtozok ‘
|
|
|
|

\

)

\

0)+iD

Els6 konstans Harmadik konstans

15. abraA harom kvantumbithez tartozé savok részei mibinelenmayer formalizmus konstansai és
valtozoi, illetve a kezdeti feltételként szolgal@ynevezett axioma.

Jelen esetben az axibma egy egységnyi szélgssedrke, vizszintes csik, mely teljes
egészeben valtozo. Az él&konstans az ebsqubitet reprezentalé sav lesz, mely majdnem
teljes egészében konstans is, leszamitva a széret &lsé részét, a sav mindkét fele alatt.
Mivel két fele van a savnak, ezért ez tulajdonképkét valtozot jelent, még akkor is, ha a
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sav teljes egészében fehér, vagy fekete — ekkoavansasik felét nulla-szélesddmpk
tekinthetjik. A rekurziv szabaly, mely alapjan aktalt megalkotjuk, hogy a szirke keretek
also részeit cseréljuk a rakdvetkapubitet reprezental6 savra.

Kiindulas

%abéﬂy

Végallapot

16. abraA fraktalalkotasi algoritmus szabalya.

A véletlenfraktal-jelleget az adja, hogy a szabdéym teljesen determinisztikus, hiszen
nem hatarozza meg a kovetkaekurzios 1épés savjait, melyek a konstansokataéiezokat
hordozzak.

Ha a végeredményt 6sszehasonlitjuk azzal, amR.d€jezetben kaptunk, lathatjuk, hogy
az egyetlen kiloénbség, hogy ott a teljes fazismfwmié a legalsé savokban volt. A
tenzorszorat alakot konnyen at lehet alakitani r&lido fejezetben emlitett kifejtett formaba
ugy, hogy az dsszes fazisinforméaciét hordozo vieezivonalat az oszlopok legalsé savjaba
masoljuk, és dsszeadjuk a magassagukat. (Ha améngdnagasabb lenne, mint maga a sav,
akkor torusz-széen alulrél tériink vissza ateriodicitas miatt.)

_ |p) = J%\ooo)n\/%oo:}—J%om)—i\/%ouw

(W)=l )0 (W )0 [ws)=

= ‘OZ/J%M O [\/EO% \/§1>] O % - +\/g\100>+i\/%101>—\/%110>—i\/%111>

17. dbra A fazisinformacio legalsé savba masolasaval Iézbhtjuk ugyan azt az brat, amit a 3.2-es
fejezetben leirt médszerrel kapnank az egyes dutstezorszorzatéara.

A fazisok két eltéd megjelenitési modja nem jelent Iényegi kiulonbségetészen
egyszeilen a bra-ket formalizmusban ugyanazon allapot eggfajta felirasdnak felelnek
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meg. Ez a melléklet (38) Osszefliggéddhtszik, ami kimondja, hogy tenzorszorzatképben
nem lehet egyérteltien megallapitani, hogy egy adott komplex szorzéfdkd tenzorszorzat
melyik vektora hordoz.

Azt, hogy a fazisok legals6 savba masolasaval eadigyan azt a képet kapjuk, mint
amit a 3.2. fejezet eljarasaval kapnank, ugy latkabe, hogy egyenként bebizonyitjuk az
Euleri amplitidok négyzetére és az Euleri szogakrekvivalenciat. Ehhez ismét a melléklet
(38) Osszefiiggését hivjuk segitséguil.

Ez alapjan a kdvetkézsszefliggés érvényes:

10,) = C, expliv, ) w,) 0 C, exliv, ) w,) 0. 0C, exiliy, ) w,) =

. (28)
:C1 [Cz D--@:n @Xdl(yl"'yz +---+Vn)}|llJ1LUz---LUn>

Ahol minden‘qu> egy egybites, klasszikus allapotnak felel megzné(ﬁarab‘¢j> allapot

létezik, melyek mind kdlcsbéndsen ortogonalisak egsra. A 3.2. fejezetben leirt altalanos
abradzolas az Euleri amplitidok szorzatdanak négyzgtdéniti meg a szélességben, a
tenzorszorzat 4brazolas, pedig a ¢regges affinitasok segitségével, grafikusan szarkitg
négyzetek szorzatat, ezek megegyeznek egymassal:

(c,c, 0.t )? =(c,)* dc, )’ o..dc, )? (29)

A tenzorszorzat dbrazolasanal, amikor a teljessiidrmaciot a legalsé savba masoljuk,
a fazisinformaciot megjelessit vonalak magassaganak osszeadasakor tulajdonkégpen
Euleri szogek 6sszegét szamitjuk ki, igy a telgsiszer megalkotasanak kétfajta modszere
eblbl a szempontbdl is megegyezik.

A 3.2. fejezetben definialtunk egy modszert, madisBleges sokbites allapotot képes
reprezentalni. Mivel az itt kozolt fraktalleiras tanzorszorzatképet allitja égl ami6l a
fentiekben belattuk, hogy valéban azonos az alteslanegjelenités tetdleges tenzorszorzat
allapotra alkalmazott esetével, igy azt is belathdgy a fraktalalkotasi algoritmus ebben az
adott bazisban valéban ekvivalens a tenzorszorizassa

3.4. Osszefont allapotok és szétvalaszthatdsag

Az elozé fejezetben lattuk, hogyan kell egy qubites renddd®l megalkotni egy
tenzorszorzatot reprezentald képet, most lassukanept forditva. Bizonyos esetekben
tudnunk kell, hogy egy sok qubites rendszer egyabitjgi hogyan viselkednek egy
algoritmus végén. Ahhoz, hogy erre a kérdésre zalastudjunk, meg kell forditanunk a
Lindenmayer rendszer szabalyat és ki kell emelrdimegfelad elemeket a teljes kéfb Ez
tulajdonképpen pontosan ugy zajlik, ahogy azt a d@ran lattuk, csak a nyilak iranya
forditott. Amennyiben a fazisokat a legalsé savlisaiva elvégeztiik a tenzorszorzast, Ugy
ehhez dlszér 17. abranak megfebein ki kell emelnink azokat (ez szintén a nyilak
megforditasa mentén zajlik, mikdzben nem szabaelegni, hogy az n-edik qubit
kiemelésekor ?* példanyt akarunk kiemelni, még akkor is, ha ezkik egyesek szélessége
nulla).

Fontos megjegyezni, hogy az ilyen kiemelés nem minvégezhet el. Ez egy régota
ismert jelentség, mely szerint egy télsges sokbites kvantumrendszer nem mindig bonthat6
szét egy qubites allapotok tenzorszorzatara. Ez@kafejezetben mar emlitett 6sszefont
allapotok, és nagy jelefgégik van a legtébb kvantumalgoritmusban. Az desefottsagot
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a 3.2. fejezetben leirtak alapjan jelenithetjik nmgddaul a 18. abran a Bell-bazis allapotait
lathatjuk.

00+113 )= 210
2

‘ Boo> = 2

=22 p) =220

18. abraA Bell bazis.

Mar ranézeésre latszik, hogy ezek egyike sem szasxthlatd, hiszen nincs olyan egy
gubites allapot, amit az élsgubit két fele ala masolva megkaphatnank a temmaratot,
hiszen a masodik qubitot reprezentalé sav szin@wglszer fehérnek, egyszer feketének
kellene lennie.

By) = 00) +]12) _[0)+|1) 1999

J2 V2

Ry

19. abraNem szétvalaszthato allapotok megjelenitése. Aardz egyik Bell allapoton jol latszik, 1éteznek
olyan allapotok, melyeket nem lehet felirni a telszorzas megjelenitésére szolgalo rekurziv fralkidtassal.
Ha a két qubit szétvalaszthato lenne, létezne afydoit, amit az elskét fele ala masolva megkaphatnank az
Osszetett képet, azonban ennek az egyik oldalmseésl fehérnek, a masik oldalon teljesen feketé&aé&ne
lennie, ami nem lehetséges, igy a Bell allapot seétvalaszthaté.

//

Az igazan érdekes ebben a reprezentacioban, hogy egyértelmien meg tudja mutatni,
ha egy sok qubites rendszer egyes részei szétidasak, masok viszont nem. A 20. dbran
egy négy qubitbl allé rendszer latszik, mely két Bell-allapot terszorzata, melyeket viszont
kilon-kalon mér nem lehet tovabb bontani.
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20. dbraEgy részlegesen szétvalaszthato allapot. Azlelsés masodik két qubit egy-egy nem
szétvélaszthatd Bell allapotot alkot, a négy quithiéllé teljes rendszer azonban két két-qubitesndiseerre
oszthato.

A kiemelés ebben az esetben nagyon hasonléan adjiikdenmayer rendszerbeli szabaly
megforditasahoz, itt azonban az egyes qubitek Kémmehelyett egész bitcsoportokat
emellink ki. A 20. abran a szaggatott nyil azt aidjaz hogy az n-ediknek szamitd
bitcsoportbdl tovabbra is"2 példany van jelen, igaz ezek kozil néhany nenzilgthiszen

nulla a szélességuk. (A lathatatlan példanyok a# két qubit|01) és |10) értékeihez
tartoznak.)

3.5. Mérés és feltételes valdszin dségek

Ha a teljes rendszeren mérést akarunk véreznirakkoedik bitsorozathoz tartozei)

valésziriség a 21. dbranak megféleh G-lesz. (Jelen esetben az i sorszamot binaris atakba
kell elképzelni, a szamozas nullatél indul, a wljendszer reprezentalasara szolgalé abra
szélességét pedig tovabbra is egynek vessziik.)
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21. abra Az els qubiten végrehajtott mérés utan kitakarhatjuktaa &gyik felét. Tegyuk fel, hogy a
mérési eredmény 0, ebben az esetben a fehér salaésallapotokat takarhatjuk ki (ha mérés 1-dda a
fekete savrész oldalaval tennénk ugyan ezt). Hagnmmaradt oldal szélességét tekintjiik 1-nek, akkor a
oszlopok ehhez viszonyitott szélessége a feltételegsziiségeket jeldli. Ezt az eljarast tobbszor is
ismételhetjik.
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Azonban sok qubites kvantumrendszerek esetifordlil, hogy az algoritmusunk kézben
le kell mérnink egy qubit értékét, a tobbivel pethgabbi niveleteket kell végeznink.
Ekkor valik hasznossa az, hogy a sok qubites remtdseprezentald abra megalkotasakor
abba a sorrendbe rendeztik a biteket, ahogy majdirakarjuk 6ket. Ugyanis ha az dis
gubiten hajtunk végre egy mérést, annak az ereden@mwpagy 1 lesz, a mérés utani allapotot
pedig az abranak az a fele fogja megadni, amelyilegfeleb szin alatt talalhaté. Példaul, ha
az el$ biten végzett mérés 0-at ad eredményiil, akkobeaa ldaloldalat kell a tovabbiakban
figyelembe venni. Ha ennek az oldalnak a szélesséegszik 1-nek, akkor az itt talalhato
fliggoleges oszlopok € szélessége a feltételes valods#gét fogja megadni a masodik és
harmadik qubit értékének, az &lgubit mérési eredményének fliggvényében. Példaldl. a
abran, ha teljes reprezentacio szélességét vedsnigk, akkor az efs oszlop szélessége
megadja, mekkora a valésigege, hogy a teljes rendszeren veégrehajtott méees Q00
bitsorozatot kapunk eredmeényuil.

Ha azonban csak az élgjubiten hajtunk végre mérést, és tegyuk fel, heggek az
eredménye 0 lesz, akkor a mérés utani allapototitaa bal fele reprezentalja, ami —
készbnheaten a fraktalok dnhasonlésaganak — maga is egyhibb kvantumrendszert ir le.
Ekkor, ha ennek a szélességét tekintjik egységkyiae el$ oszlop szélessége azt a
feltételes valosziiséget adja meg, hogy a masodik és harmadik quivégzett mérés
eredménye 00, feltéve, hogy azéelsvégzett mérés eredménye 0.

Azt, hogy ez valdban igy van, viszonylag kénnyenldieet latni az 5.3. mellékletben
kozolt, oszlop és sorvektorokon alapulo leirastségével. Egy bitbél allo rendszert egil
elemi, komplex érték oszlopvektor ir le, ahol:

N =n? (30)
A mérés utani eredmény vizsgalataho&sebdr meg kell alkothunk a mérés métrixat a

teljes rendszeren. Mivel a legélgubitet mérjik, az ezen végzett mérés 2x2-es xddiak, €s
a tobbi qubiten végzett identitdsnak a tenzorszarza

IVIO
. 0
M, O 10 10 M,
P, = 0 0 - (31)
0 M, 01 01 M,
%f_/ %,_/ %,_/ .
1 2 n 0
L M, |
Ahol attdl fugden, hogy melyik bazisallapotot merjiuk:
M, =1ésM, =0 vagy M, = 0ésM, =1 (32)

Ennek hatdsa egy tetdegesn qubitksl allé ket vektorra:
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_Mo 1 G 11 Mo m:1 |
0 E :
Mo Cny2 — |vlo l]:N/Z (33)
Ml C(N/2)+1 Ml E:(N/2)+1
0 ' :
L Ml__ Cvn | L Ml l]:N |

Amennyiben a mérés eredménye 0, a vektor masoldilntdlazodik le, amennyiben 1, az
elss fele. Ez felel meg annak, hogy a mérés utan aa égyik felét elhagyjuk (amennyiben
nem is volt olyan fele, amit el kellene hagynunk, annak felel meg, hogy lenullaztuk a
nullaszélessdg részt). Ez a (33) kifejezés lesz a melléklet (4Bpletének szamlaloja a
neved pedig a (33) kifejezés eredményvektordnak hossxgyis ez felel meg annak, hogy a
megmaradt rész szélessegeét tekintjik 1-nek.

Ezt a logikat pedig tovabb lehet folytatni a télgobitre is, ha a masodik qubiten végzett
meérés eredménye is 0, a lésitett rendszert is tovabb #adthetjik. Az Uj, egységnyinek
tekintett szélességhez viszonyitva pedig az @zlop szélessége azt adja meg, hogy mekkora
a feltételes valdsziisége, hogy a harmadik qubiten végzett mérés natlaha az etskét
qubit mérési eredménye 00. (Jelen példankban etoszirfisédi, vagyis biztos esemény.)

Ezt természetesen tebdézges bitkombinaciora el lehet jatszani, igy a tblalakzatban
egyuttal hatalmas mennyidémformacié van a feltételes valdsigegekél.

3.6. Qubitek sorrendjének cseréje, rendezés

Ahogy arr6l mar kordbban szé volt, a bitértékekeprezentalé flgigdeges savokat
nagysag szerint novekvsorrendbe rendezzik. Abban az esetben azonbawal&milyen
oknal fogva menet kdzben meg akarjuk valtozatngyhmilyen sorrendben mérjik a qubitet
meérjuk az algoritmusunk végeén. Ekkor éelepésben megcseréljuk a savok sorrendjét, ami
meg fogja zavarni a nagysagszerinti rendezésraz édvalasztd savokra vonatkozé korabbi
konvenciodinkat. Masodik lépésben az dlt&azinkombinacioju, fugileges savok mentén
felvagjuk az éllapotot reprezentald képet, majdar@ndezzik, és az eredményen ismét
elvégezzik felulil lefelé haladva a sziikségtelen elvalaszto keretékolitasat.

25



22. dbraHa meg akarjuk cserélni a qubitek sorrendjét, akksavok felcserélése utan sziikség van egy
tovabbi Iépésre is, mellyel az oszlopokat cserdljiélg, hogy megtartsuk a bitértékek ndvekerrend;jét.

26



3.7. Logikai kapuk hatasa

A 2.2. fejezetben leirt alapimeleteket vizualisan is meg lehet jeleniteni, l&sswst
ezeket.

3.7.1. X operator

Ahogy azt a negalasnal lattuk, & operator a (12) képletnek megféken |0) allapotba
viszi az |1)-et, és forditvall)-be a|0)-at. Ez vizudlisan annyit tesz, hogy a negalt sav
részeinek szine feketéfehérré, fehérdl feketévé valtozik.

Természetesen sok qubites rendszer esetén ez raduaa a bitsorozatok nagysagrendi
sorrendjére vonatkoz6 konvencidnkat, ezért még teggbbi rendezési 1épésre is sziikség

lehet. Ebben a 3.6. fejezethez hasonl6an a défaggs savok mentén felvagjuk a
reprezentaciot, és az egyes savok sorrendjét félesealakitjuk ki a végleges képet.
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23. dbraNegalas esetén meg kell valtoztatnunk a negaltésreinek szinét, majd at kell rendezniink az
oszlopokat, hogy megtartsuk a bitértékek novesarrendijét.
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3.7.2. Y operator

Az Y mivelet a (13) képletnek megfebein a bitértékek megvaltoztatasan tul, egy
faziseltolast is bevisz a rendszerbe. Ez az elfdigg a bitertékdl, igy fekete és fehér alapon
mas-mas vizszintes vonalak fognak megjelenni. MazlEuler sz6gek 6sszeadddnak, ez a
fajta fazistolas a feket@rfehérre valtozé mdkben a sdv magassaganak haromnegyedével, a
fehéril feketére valtoz6 mében egynegyedével tolja folfelé a medigfazist jeld
vonalakat. (Emlékezzlnk, hogy ha nincs lathato Woalekor az azt jelenti, hogy az adott
vonal legalul, a sziurke keret mdgott van, illethiegy a 2p periodicitas miatt a sav alja és
teteje torusz-széen kapcsolodik egymashoz.)

Megjegyzend, hogy a megvaltozott fazisinformaciénak nem fédudil van értelme
abban a savban, ahol a véltozas tortént. Amennydearaltozas azt eredményezi, hogy
egyetlen qubitet reprezentdld allapot masolatajtjéa (mint ahogy ezt a 24. 4bran is
lathatjuk), akkor érdemes megtartani a fazisinfandtd Ha azonban nem ez a helyzet
(példaul ha az abran feldlra masodik savban a két fekete és két fehér remzya nem
egyezik meg), akkor érdemes a fazisinformaciot kumdv fraktalalkotasi eljarashoz
hasonléan a legalsé savba masolni, és a magassémgieriodicitas szem @&t tartasaval
0dsszeadni.

Mivel a sokbites allapotok sorrendje itt is felblwat, szilkség lehet egy tovabbi, rentlez
Iépésre, Ugy, ahogy azt a negalas esetében lattuk.
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24. abraY kapu esetén a szin az ellenijére valtozik, a feketét fehérre valtoz6 savban a fazist

reprezental6 vonal ¥%-el felcsuszik, mig a fekétékhérre valtoz6 savrészekben csak ¥s-el. A szidékzasa
miatt sziikség van az oszlopok sorrendjének fellEssbee is.

30



3.7.3. Z operator

AZ operator nem valtoztatja a bitértékeket, igy nilgan szinvaltozas sem, ami miatt a
bitértékek nagysédg szerinti sorrendje megvaltozha. operator egyetlen hatdsa a (14)
Osszefliggés szerint egy fazistolas a fehér tisaitedkon. Az Euler szogek itt is
O0sszeadddnak, igy abban az esetben, ha a fehérssinak mar volt nem 0°-os fazisa, a
fazist jeld vonal folfelé tolodik a sdv magassaganak feléleis igaz, hogy a periodicitas
miatt, ha a sav teteje folé emelkedne, a vonatd@ltér vissza, illetve, hogy altalanos esetben
érdemes a fazisinformaciot a legals6 savba masobayok magassagat dsszeadva.

N>

25. abraA Z operator hatdséara a fehér savrészeken a fépstzentalé vonal %4-el felcsiszik.
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3.7.4. CNOT operéator

A CNOT operator hatdsa a negalashoz igen hasontmban mivel ez egy kontrollalt
operator, a hatasat csak akkor fejti ki, ha a lkikhit értéke 1, mas szoval azokban a
fuggoleges oszlopokban, ahol a kontroll-bitet fehér égxmreprezentalja.

Hasonlbéan az ék6ekhez itt is sziikség lehet egy rendezési |épé&@ abra azonban e
helyett egy masik érdekes jelenséget mutat be:ahpigy a harmadik, klasszikus bitérték az
elss bitrél vezérelve 6sszefont allapotba kertl a kontratiehi

CNOT

26. abraA CNOT operator hataséara a kontroll bit fehér axzei alatt a target bit savrészeinek szine
megvaltozik. Természetesen ez utan sziikség lehetadezési |épésre is, amit az abran nem jeldltink

3.7.5. H operator

Az 0Osszes alapvét logikai kapu kozul a Hadamard kapu hatadsat a legrebb
vizualizalni. Ez azért van, mert ez a kapu a s&etie és fehér részeinek aranyat valtozatja,
meéghozza a savrészek szélességéenek medgeleEzért azt javasoljuk, hogy ennél az
operatornal inkabb papiron végezzik el a szamiédshaz eredményt abrazoljuk Gjra a fenti
reprezentacio segitsegeével.
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Inkabb érdekességként, mint praktikus jelleggelrtaite most kozdljik azt is, hogyan
lehet egy egy-qubites allapoton a Hadamard opdrgradikusan elvégezni.
A (15) képletben a komplex szdmokat &tirva Euliedklza:

F(A explia) 0) + Bexp(ip) 1) =

_Aexadia)+ Bexb|rm|o>+AexadiO()—Bexb|cm|l> (34)
BN 72

A savrészek Uj szélességének meghatarozasahozekzeknabszollt-érték négyzetére
lesz szikségunk. Ennek megfékat alakitsuk tovabb a kovetkekifejezést, mely 410> erték

valbsziriségi amplitidéjanak abszolut-érték négyzete:

la+ b|2 =(a+ bj[Ea+ bJD _
= T E e
_[d +[o" +ab’+a

2
_A’+B? Aexglia)Bexp(~iB)+ A exp-ia)Bexdip) _ (35)
2 2
_1, ABexgi(a-p} +ABexi(B-a)}
2 2

Az atalakitdsok soran kihasznaltuk, hogy az Eudariplitidok négyzetének 6sszege
mindig egy (lasd (26) képlet), illetve, hogy az &ulamplitidd négyzete megegyezik a
komplex szam abszolut-érték négyzetével. A * a Kemgonjugalast jeloli.

Szavakban kifejezve a (35) Osszefiiggés veégeredmamygt tesz, hogy a Hadamard
operator hatasara a fekete sav az 1/2-ed hosszrsképest annyival tér el, amennyi a Il.-vel
jelolt erték, ami tulajdonképpen egy komplex szamos része. Ahhoz, hogy ezt a komplex
szamot abrazolni tudjuk, szikségunk lesz még nélrdilicre. A kérdés egysadrbik része
az a—3 sz6g meghatarozasa. Ehhez elég vennink a sae fékdehér felén talalhato, fazist
jelolé vonalakat, majd az egyik magassagat a periodicit@sn eltt tartasaval kivonni a
masikbdl (Ienyegében mindegy melyiket vonjuk ki yilddol).

Masrészt ki kell szamolnunk az AB hosszusagot. Eltigunk segitséguil egy parabolat,
amit majd a ké&sbbiekben is felhasznalhatunk. A parabolan végzetitésekkel konnyedén
megszerkeszthetjik hosszlUsagok négyzetét és gyaketban van egy kevésbé ismert
osszefliggés is, amit felhasznalhatunk: Ha egy wgyenleti parabolan feky (-a,&), (b,b)
pontokat 6sszekotjik egy egyenessel, akkor az egyarf0,a-b) pontban fogja metszeni az y
tengelyt. (Természetesen csak akkor, ha a és bnegativ, valés szamok.) Az 6sszefiiggés
levezetését az 5.2. mellékletben lehet megtalalni.

Ennek ismeretében az AB szorzat ugy szamolhatidolgy ebtszor felmérjik a sav fekete
es fehér felének hosszat a parabola szimmetridiggrge(27. abra folytonos nyilak), majd
melegesen egyeneseket szerkesztiink a parabola i®gig@ metszéspontokat egyrészt
levetitjuk a szimmetriatengellyel parhuzamosantag@szaggatott vonal), masrészt egymassal
0sszekotve meghatarozzuk a metszéspontot a szirateegellyel (vastag szaggatott vonal).

Ez a pont fogja megadni a szorzat értekét, a feeghatarozott sz6g segitségével pedig
megalkothatjuk a komplex vektort (vékony szaggatgit), melyet a valos tengelyre vetitve

33



meghatarozhatjuk, hogy mennyivel tolodik el a s#kefe részének szegélye az 1/2-hez képest
(vékony szaggatott nyil). Azt hogy ez az eltol6tlidlajdonképpen ndveli, vagy csokkenti a
fekete sdv méretét, a fazisok kulonbségének éfftedia meghatarozni.n(2-ig névekedés,
W2 és 372 kozott csokkenés, majdi® felett ismét ndvekedés tapasztalhatd.)

27. dbraAltalanos estben a Hadamard operator hatasana#iligznegjelenitése rendkiviil bonyolult lehet.

Az (] fazisok meghatarozasahoz részben ismét abpldita segitségével meghatarozott
gyOkoket hivjuk segitségul (vastag szaggatott Jonalelyek az dsszeadandd vektorok
hosszat fogjak adni (szaggatott-pontozott nyigzb&n pedig a kiinduld qubit fazisértékgib
olvassuk majd le (szaggatott-pontozott nyil) a klempszamsikon abrazolt vektor szdgét.
Miutan a vektorokat 6sszegeztik, allasukbdl ledulisa qubitiink fazisat (pontozott nyil).
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Erdekesség, hogy bar ebben az esetben csak a édiésa érdekes, hossza nem, de ahhoz,
hogy ezt helyesen meghatarozzuk, mégis szikségimlkaymasolas soran a korrekt hosszak
megtartasara.

Szintén egy rejtett buktatd, amire felhivjuk a #fpet, hogy a Hadamard kapu az
egyetlen a kordbban ismertetett aldipeietek kdzil, mely alapvéen masképp reagal a
szuperponalt és kevert allapotokra (a 27. abraldgdott példaja egy szuperponalt allapotra
vonatkozik). Amennyiben kevert allapoton végezzikniaveletet, akkor az &llapot 6sszes
lehetséges értéken kulon el kell végeznink azt, dgptha mindegyik egységnyi hosszu
lenne, majd a végeredményeket a valdsasggel, mint egy vizszintes tengely mentén
végrehajtott medileges affinitas egyutthatojaval eltorzitva kell ZeBeszteni. Ez a dolgozat
alapveten nem foglalkozik sem sokasagokkal, sem baziszfarmaciokkal, igy itt most
ennél részletesebben nem térink ki erre.

A legtobb kvantumalgoritmusnal jol viselkid nevezetes bitértékekre hattatjuk a
Hadamard operatort, igy az eredményt szerkesztkslnfejbsl is konnyi reprodukalni, de
mint azt lattuk, az altalanos eset vizudlis megijgése nem egysZerA 27. abran lathat6
példa a szamsik valds tengelyén marad (a szirkeakoegysegkort jel6li), de el lehet
képzelni, hogy ha nem igy lenne, mennyire kompti&&alna a szerkesztés. Eppen ezért a
Hadamard operator hatasanak targyalasatol tobkiegubsetben eltekintiink, és inkabb azt
javasoljuk, hogy egyéb maddszerekkel szamolja kéedekbdé a végeredményt, majd azt
forditsa vissza a mar ismertetett modszerek segived a vizualis reprezentaciora.

3.8. Kapcsolat a s driiségmatrixszal

Az eddigiekben ismertetett képet felhasznalhatjul,dogy szerkesztéssel megallapitsuk
beble a diriségmatrix egyes elemeinek adatait. Miveligiségmatrix egy komplex érték
matrix, ezért minden eleménél a nagysagot és f&ilén kell megallapitanunk. Mint eddig
altalaban, itt is tiszta allapotokkal foglalkozuniMinden kiléndsebb szamolgatas nélkiil
megallapithatjuk, hogy ha eltekintink a fazisinfaoidtol, akkor a flug§eges oszlopok
szélességei didiségmatrix éatldjat adjak.

A tobbi elem nagysagat azoéeb 3.7.5. fejezetl mar ismert parabola segitségével
szerkeszthetjik meg. Ekkor érgségmatrixnm elemének nagysagahodstor felmérjik a
képunk n-edik ésmedik fuggleges oszlopahoz tartozd szélességeket (vékonggaixdt
nyil) a parabola szimmetriatengelyéreet ésm-et binéris alakban képzeljuk el, a szamozés
0-t6l indul, az oszlopok sorszamanak meghataropasaigyeljink arra, hogy egyes
sorszamokhoz 0 szélesség is tartozhat), majd agrélagesen a parabola ivéig vetitjik, és a
metszéspontokat 6sszekotve egyenest huzunk (vastaggatott vonal). Az 5.2. melléklet
szerint az egyenes szimmetriatengellyel vett mefa#janak magassaga adja a két hossz
gyokének szorzatat, ami egyuttalimisegmatrix megfelélelemének abszolut ertéke.

Mar csak a fazisra van sziikségunk. Ennek meghditsdbpz élszor vesszik am elem
fazisat reprezentald vizszintes vonalat, tukrbzalksav magassaganak felénél hazéodoé
képzeletbeli szimmetriatengelyre (pontozott vone#, a nfivelet felel meg a komplex
konjugalasnak), majd az igy kapott magassagot laolpzd az n-edik elem fazisanak
magassagahoz atdperiodicitas figyelembevételével (szlrke, szagigtontozott nyil — ez a
mivelet felel meg a komplex egységvektorok 6sszessarmak).

Az eredményt abrdzolhatjuk a komplex szamsik vek&mt, ahol a vektor hosszéat a
parabolarol, iranyat pedig 6sszegzett fazisboélsiasjuk le (duplapontozott-szaggatott nyil).

35



4 Im(z)

Re(z)

N =

witl)

E
I
Y

28. abraA siirliségmatrix egyes elemeinek megjelenitése tisztpdilkesetén.

Abban az esetben, ha kevert allapotrél van székassig minden egyes elemét leird tiszta
allapot esetén el kell végezni ezt az eljarast,dmat eredményt megszorozni @
sulyfaktorokkal, és az igy kapotirdségmatrixokat elemenként dssze kell adni.

3.9. Altalanositas véges allapoti, diszkrét kvantum  rendszerekre

Az itt leirtak el$sorban a qubitek megjelenitésére szolgalnak, amiedeneti, hogy
kétallapoti kvantumrendszereket, és az ezek teromaest terén értelmezett Osszetett
rendszereket reprezentdljak. Azonban abban az restige ketbnél toébb, de véges (és
altaldban nem nagyszamu) kvantumallapottal rendélkendszert akarunk megjeleniteni,
akkor kovethetjik a kovetézeljarast. Ebszor is megszamozzuk az allapotokat, és minden
egyes allapothoz rendelliink egy szint.

Példaul tegylik fel, hogy egy elektron véges szanefjegztett allapotat akarjuk

megjeleniteni egy atomban. Ekkor az alapéllapcﬁtdiﬂjetjijk|0> -val és fekete szinnel, az
elss gerjesztett éllapototl} -el és fehér szinnel, és igy tovabb, a masodik hdikmés
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negyedik gerjesztett allapotot rend& -vel, |3)-al, |4) -el, illetve vorossel kékkel és zolddel.

Az eddigiekhez hasonloan az adott szinnel kitoltédzekil allé vizszintes savokban
abrazolhatjuk az egyes kvantumallapotok megtalalasbsziriségét, a fazisokat pedig a
komplementer szinnel jel6lt vizszintes vonalak egpntéljak.

W) = Coexpliv, ) 0)+ C,exp(iy, J1) + C, expliy, ) 2) +
C,exp(iy,)3) + C, expliy, ) 4)+...

—
.

- >4 < L L >

2 2 2 2 2
29. abraHa kettnél tobb, véges szamu ortogonalis allapotban letke@antumrendszeriink, a tovabbi

allapotok megjelenitésére hasznalhatunk egyébleineéldaul egy elektron alapallapotat jelolhefgketével,
elss gerjesztetett allapotéat fehérrel, a masodikatgs@ba harmadikat z6lddel, a negyediket kékkel, stb

3.10. Altalanositas egyéb reprezentaciok alkotasaho  z

Bizonyos esetben fontos lehet, hogy olyan reprémékat alkossunk, melyek
matematikailag ekvivalensek az eddig leirtakkal,edgéb tulajdonsagaikban kilénbdznek.
Példaul amiatt, hogy ugy dontéttink, az Euleri amgbk négyzetét abrazoljuk, a
reprezentacionkbdl koénidyleolvasni az egyes meérési eredmények valdsegét, és a
feltételes valOsziiségeket, ugyanakkor ennek az az é&ra, hogy éaltalésetben bizonyos
miveleteket, mint példaul a Hadamard operator hatas#@folult abrazolni.

Az itt kdvetked részekben a teljesség igénye nélkil, csak endiégjén bemutatunk
néhany egyeb reprezentaciot, majd altalanositjukt cimkézett éjjeles binaris fakon
keresztul.

3.10.1. Reprezentacié perec diagramokkal

Az eddig ismertetett, sdvdiagramokra épitett regwio egyik gyengesége, hogy
nagyon gyorsan ,tomoérodik”. Ez alatt azt kell értdmogy szerencsétlen esetben az n-edik
qubitot reprezentalé sav akdt szl is allhat (a szamozas &Hindul). Ezen a helyzeten
sokszor segit az Osszefonodottsdg, de erre terteéeme altalanos bitsorozat
reprezentalasakor nem szamithatunk, ami megneb&z#hsok qubitbl all6 rendszerek
reprezentalasat.

A helyzetet némileg javithatjuk azzal, ha a sdweentacid két végét dsszeillesztve savok
helyett egymasba agyazott perecdiagramokat has#nas a sugarasan, béhtkifelé indulo
szeleteket Ugy rendezzik at, hogy azok az oramyéaésa szerint ndvekvsorrendben
mutassak a bitértékeket. Mivel a perec keruletéolgamatosan névekszik az Gjabb bitek
hozzaadaséaval, ezért egyre tobb helylink van a lbbeabletek reprezentalasara.

Természetesen, mivel a szeletek szama hatvanyfilggsZerint névekszik, a kerulet
viszont csak négyzetesen, a reprezentacio igynéridni fog, de nem olyan gyorsan, mint a
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savdiagramok esetén. A mddszer hatranya, hogy&issjubit esetén feleslegesen pazarol
helyet.

r

o o = =R
< = < N

/0

N Y

30. abraHa gyiiriibe zéarjuk az eddig ismertetett reprezentéciot,eegysb helylink lesz a tovabbi savrészek
reprezentalasara, hiszen a kerilet folyamatosaeksiik.

3.10.2. Reprezentacio szinezett csucsu kockakkal

Egy masik lehetséges megkozelités, hogy a faziezeptalasra a szinkort hasznaljuk. Ez
sok esetben azért természetesebb, mint az eddigvieszintes vonalak hasznélata, mert
minden tovabbi feltételezés nélkul teljesiti a péicitast. Ha egy pont szine reprezentalja a
fazist, mérete pedig az abszolut értéket (vagy kamémyzetét), akkor ezzel a mddszerrel
egyetlen ponttal tudunk reprezentalni egy kompleansot. A bitértékeket a pontok
elhelyezkedése jeldlheti, példaul egpitbsl allé kvantumrendszert reprezentalhatunk agy
dimenziés hiperkocka csucsaira elhelyezett szihgzettokkal. Ennek az eljarasnak az
elénye az, hogy hdrom dimenzidig koring mérés utan kapott feltételes valogzéygeket
meghatarozni ugy, hogy a kocka lapjaival parhuzaszasmetriatengelyeknek csak az egyik
vagy masik oldalat nézzik. A modszer hatranya agy tharom dimenzio felett nem koriny
atlatni hol vannak a keresett sikokprgle, hogy nem szikségessrel tudnunk, milyen
sorrendben akarjuk mérni a bitértékeket.
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Im(z)

N Re(2)

/

Bit #1

31. abraHa a qubitek fazisat szinekkel, nagysagat a sgoesnagysagaval jel6ljik, akkor egyjubithsl
allé rendszert megjelenithetiink eggimenziés hiperkocka cslcsaira elhelyezett szinesokkal. A médszer
elénye, hogy a szinkdr természetesen visszaadja @dpetast, és a reprezentacio ugyan ugy viselkedik
barmilyen sorrendben is mérjik az allapotokat.

3.10.3. Reprezentacio Bloch gdbmbokb 6l alkotott fraktalokkal

Természetesen a mar jol ismert, és megszokott Biirnboket is hasznalhatjuk a
sokbites kvantumrendszerek reprezentalasara. bgpseg, hogy a korabbi, fekete és fehér
oldallal ellatott savok helyett a parokba rendekethplex szamokat a j0ol megszokott Bloch
goémbon jelenitjik meg. Azt a kapcsolatot, amit ki@ az egyes qubitek kozott a savrészek
egymasalattisaga jelenitett meg, most jel6lhetgidefe és fehér nyilakkal. (Ha egy mérés 0-at
ad az el§ biten, a fekete nyil mentén elindulva kaphatjukgmee tobbi bitldl alkotott
alrendszer allapotat, mig ha a meérés eredmények@nt kapunk, a fehér nyil mentén
haladunk tovabb.) Ennek a reprezentacionak éayel hogy példaul a Hadamard operéator
hatasat konnyebb rajta nyomon kovetni, hatranyayhsok helyet pazarol, nem mutatja
tisztdn a mérési valostiségeket, és a mérés utani allapot abrazolasahozellegovelni
pontok méretét.
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32. abraSok qubites rendszerek abrazolasa Bloch- -gomid@tkotott fraktalokkal.

3.10.4. Altalanositas el 8jeles cimkézett binris fak segitségével

Az itt emlitett reprezentécion tal természetesesakat is alkothatunk. A kd6zos ezekben,
hogy mind egy dljeles, cimkézett binaris faval egyeznek meg matiémiketg. A binaris fa
cimkéi komplex szadmok lesznek, a graf éleingleddi pedig a 0 és 1 bitértékeket jelenitik
meg.

A 3.2. fejezetben mar lattuk, hogyan képes tdtges allapotot leirni egy savokbol
alkotott fraktal. Az ott bemutatott fraktal mindegyes savja™darab komplex szamot jelenit
meg, aholn a sav sorszama (a szamozas féljilb-t6l indul). Csak a levél elemeknek van
nem 0°-os fazisuk, a gyokérelem cimkéjének abszmidk négyzete 1, a cimkék abszolut
értéke monoton csdkken az élek mentén a graf mbhbasantjei felé haladva, tovabba a
levélelemek cimkeéinek abszolut érték négyzettssdegekell, hogy adjon a (24) és (26)
Osszefluiggések miatt. Megjegyzéndchogy bar a grafban a gydkérelem jelenitheti meg a
globdlis fazist, addig ez a savokra épidprezentacioban nem jelenik meg.

Globalis fazis

Els6 qbit

Masodik qbit

Masodik qbit

ct c? c? o

33. dbraA tobb qubites rendszert reprezentalhatjuk e@jekds cimkézett binaris faval, melyben csak a
levélelemeknek van nem 0°-os fazisa.
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A mérés utani allapotot a binaris fa részfaja fagggadni, de ehhez a részfa cimkéit le
kell normalni a levélelemek abszolut érték négyzstégével, hogy a (26) Osszefiiggés
tovabbra is teljesiljon. Mivel az informacio tulmgo tébbségét a levélelemek hordozzak (a
savdiagramokon alapul6 abrak esetén ez a legal®b jgdenti), ezért sok esetben, példaul a
3.10.2. fejezetben emlitett, szinezett csucsu Karkaelegend azokat megjeleniteni.

|

1 2 3 4
C!} C C; C,
34. abraA mérés utan a rendszert reprezentalo fa egyaesefyyszdisodik.

A 3.3. fejezetben leirt rekurziv eljaras itt anrtgisz, hogy az ét6 qubiteket reprezentald
rendszer levélelemeit cseréljik le ugy, hogy a hadando, harom csuccsal rendetkezgy
gubitet reprezentalé fa globalis fazisat a helgétémd levélelem fazisanak konjugaltjara
allitjuk be. Ezek utan a levélelemet lecseréljikdeomeleni grafra, az Uj graf cimkeéit pedig
beszorozzuk a lecseréléndsucs cimkéjével (ez felel meg a savokon alapepdezentaciod
esetén a fazisinformécié legalsdé savba masolas&mka szélességoeb savrészekhez
igazitasanak).
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35. abraA tenzorszorzat képzésre szolgal6 rekurziv algurit egy |épése a binaris fak esetén megegyezik
a levélelemek és a cimkék lecserélésével.
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4. Osszefoglalas

Végezetil foglaljuk 6ssze eddigi eredmeényeinkeyessink egy pillantast a tovabblépési
lehetiségekre is.

4.1. Eredmények

A kvantuminformacié vizualis reprezentélasara saldigelenlegi modszerek vagy rosszul
kezelik a tets@leges allapotokat, vagy nem alkalmasak arra, hogly gubitlsl allé
rendszerek informéciotartalmat jelenitsik meg obdon, hogy az kénnyen éatlathaté legyen.

Mi itt most egy olyan mddszert vazoltunk fel, melgyszeii eszk6zokkel, téglalapokkal
és fekete-fehér szinezéssel jeleniti meg az egyesntlmbiteket, a bitek kozti
O0sszefuggéseket pedig a téglalapok rekurziv egyelésnmhelyezésével, és fraktalok
alkotasaval hoztuk 6sszefiiggésbe. igy sok qobiflé rendszereket reprezentalhatunk
attekintheden.

A téglalapok szélessége a mérési valdsgiget, az egyes téglalapokon elhelyezett
vizszintes vonalak magassaga a fazist jeloli. Eeleendezés leh&té teszi, hogy kénnyen
atladssuk a mérés utan kapott egyes allapotok alfsggét, €s sok-qubites rendszerek esetén
bepillantast nyerhetiink az egyes méréskombinacrékineenye utan kialakulo feltételes
valdsziriségekbe is.

A rekurziv egymasmellé helyezés, és a fazisok atasa egyik téglalaprél a masikra
lehetivé teszi, hogy tenzorszorzat allapotokat is konépednegjelenitsiink. A folyamat
megforditasaval megallapithatjuk, hogy egyes solbitigél all6 kvantumrendszerek
szétvalaszthatoak-e illetve, hogy hanyat lehet Kikzszétvalasztani.

A két tulajdonsag egydutt letiaté teszi, hogy felismerjik az 6sszefonddottsadetvid
annak mértékét, a fraktalok dnhasonlésagat kihdszngedig alrendszerek viselkedésébe
nyerhetlink bepillantast.

Végul megmutattuk, hogy a fenti reprezentacioé tégjai altal hordozott informacio
matematikailag ekvivalens egy cimkézetjeles binaris faval. Ezen keresztil mas
reprezentaciokat is lehet alkotni, melyre emlit@stgen lattunk par példat.

4.2. Tovabblépési lehet 6segek

A tovabbiakban érdemes lehet megvizsgalni, hogyamtnadk a reprezentaciora a
bazistranszformaciok, hogyan lehet leirni, ha nebazsvektoroknak megfetelméréseket
hajtunk végre, illetve pontosan hol, és miben jileneg a kilonbség az dsszefont és kevert
allapotok kozott.

A miivelettel kapcsolatban érdemes tovabbi, egystemaodszereket keresni a Hadamard
kapu leirasara, érdekes lehet megvizsgalni az elggpek infinitezimalis generatorainak
hatdsat, és esetleg megvizsgélni, lehet-e valamigdbsat mondani a reprezentacidoban egy
tetsdleges kvantumkapu hatasarol.
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5. Melléklet

5.1. Tenzorszorzat

Tegyuk fel, hogy adott két vektortér,, Vi dimenzios és YW m dimenzids. Képezzink a
vOV, éswOW, vektorokbol alkotott rendezett part, melyet a k&eaképpen jelolink:

v O w. Ezt akkor tekintjik tenzorszorzatnak, ha a resttgzarokon értelmezett 6sszeadas és
komplex szammal val6 szorzs teljesiti az alabbzéftiggéseket:

0v,v,v, 0V, és0W,w,, W, W, esetén
vO (W, +W,)=vOw, +VOW, (36)
(v, +v,)0Ww=v,0W+Vv, O0W (37)
OallC esetén
ax0y)=(ax)0y=x0(=y) (38)

A fenti relaciok kovetkezménye, hogy, Ha )", tetsdleges bazis }ben, és{fj}

m

=1
tetsdleges bazis W-ben, akkor aze; =¢€ ij elemek is bazist alkotnak, mely az
ugynevezettV, O W, tenzorszorzat-teret fesziti ki.

5.2. Szorzat szerkesztés parabola segitségével

Ha van egy y=X egyenleli parabolank, és a rajta fekv(-a;&), (b;i¥) pontokat
0sszekotjuk egy egyenessel (a és b nem-negativogzaakkor az egyenes a (0;a-b) pontban
fogja metszeni az y tengelyt.

Ennek belatasdhozésizor szamoljuk ki az 6sszekdtgyenes meredekseégeét:

:bz—azz(b+a)[ﬂb—a):b_a (39)
b+a b+a

A levezetés soran feltesszik, hogy a és b nem eggs®d (ez esetben a szorzatuk
természetesen 0). Amig az egyenes ad-@@ntbdl az y tengelyig eljut, meredekségének a
szorosaval &ia magassaga, vagyis a végleges érték:

y=a’+alfb-a)=ab (40)

Tehét az egyenes y tengellyel vett metszéspontjoaidinataja valéban (0;a-b).

46



1\ IR J X
Y 4

a b

36. abraHosszlUsagok szorzata szerkes#legly parabola segitségével.

5.3. Bra-ket formalizmus vektorokkal

A bra-ket formalizmus absztrakt vektorait valddi zlop és sorvektorokkal is
megjelenithetjik. Ekkor a nulla és egy értékhdevié egy altaldnos ket vektorhoz tartozé
komplex érték vektorok [9]:

o=/3} =g} w=d0ru=allnil<0 @

abOC, |d"+|o" =1 (42)

Ahol:

A tenzorszorzat ekkor nem més, mint a Kroneckerzs [9]:

u,vV u,V
uov={u,V u,V (43)

A ket vektorhoz tartozé komplex bra vektor pediget vektor transzponalt konjugaltja

[9]:
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W) = m = (] =[a" b7] (44)

A rendszeren végrehajtott mérés matrixa pedig, tatektor a bazisvektorokhoz tartozo
allapotndl, illetve egy tetsieges vektorhoz tartozo allapotban szolal meg bartd9]:

10 00 ’ ab’
O I S B S el

Ha egy qubites rendszeren hajtunk végre mérésiprakiknak valdszitsége, hogy a
rendszert egy adoftn) allapotban talaljuk [8]:

M[w)
P(m))= ——L—
(m) T, (46)
Ahol M™ az M matrix konjugalt transzponaltja.
Tobb qubites rendszerek esetén egy altalanos keinf®]:
Co..00
c
| @) =Cg.00|0--00) +Cg 0| 0-- 0D +... + ¢, |1 1D =| 70 (47)
Ciaa

Ha egy n-qubitbl all6 rendszer ets qubitjén hajtunk végre egy mérést, akkor a mérés
matrixa [8]:

P, =(m)ml),01,01,0...01, (48)

Ahol |-k identitAsmatrixok. A teljes rendszer mérés utalhdpota pedig, ha a mérés
eredménye m [8]:

__ P9
P(m))= <(p|M—+M|(p> (49)
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