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1. Bevezeto

A kvantumszamitogéprdl nagy nyilvanosséig el6tt elszor Feynman beszélt [2|. Ebben az
el6adasaban a fizika szamitogépes szimulaciojarol volt szo, és kifejtette, hogy klasszikus
szamitogépekkel nem lehet a kvantumfizikit hatékonyan szimulalni. Ezért felvetette, hogy
ha lehetne olyan szamitogépet épiteni, ami a kvantumfizika elvei alapjan mikodik, azon
lehetséges lenne hatékonyan szimulalni a kvantumfizikai jelenségeket. Am ekkor még nem
figyeltek fel a témakdrre. A nagy attorésre egészen 1994-ig kellett varni, amikor Shor pub-
likdlta azota hiressé valt algoritmusat a szamok faktorizalasdra. Ennek fontossdga abban
all, hogy tetszéleges szamot polinom idében tud faktorizalni. Ha létezne elég nagy kapa-
citdsit kvantumszamitogép, ezzel feltérhetévé valna az interneten legelterjedtebb aszim-
metrikus titkositas, az RSA. Ez utan fellendiilt a kvantumalgoritmusok kutatasa, annak
reményében, hogy valamikor lesz miikod6 kvantumszamitogép.

Erre ugyan még varni kell, de addig is sziikséges a kvantumalgoritmusokat ellenérizni,
ezért kiilonbo6z6 szimulacios modszereket taldltak ki. Ez, mint Feynman is gondolta, nem
kivitelezhets hatékonyan. De megfelel§ adatszerkezeteket hasznélva az exponencidlis fu-
tasid6 bizonyos algoritmusok esetén polinomiélisra cstkkenthetd. Egy ilyen adatszerkezet
a Viamontes, Markov és Hayes altal publikalt QuIDD [6], ami a matrixok struktirajara
alapozva tomorit, és magan a tomoritett adaton tudja végrehajtani a sziikséges miivele-
teket.

A dolgozat ennek az adatszerkezetnek vizsgalja a potencialis 1épésszamat Grover kere-
sGalgoritmusén. Ehhez el6szor bemutatom a kvantumszamitas alapjait, majd Grover ke-
resGalgoritmusdnak miikédését. Ez utan a QulDD adatszerkezet miikddését irom le nagy
vonalakban [6] alapjan. Majd az 5. fejezetben részletesen ismertetem észrevételeimet,
hogy a mar bemutatott keresGalgoritmus lépésszama hogy fiigg az algoritmus lépéseinek
végrehajtéasi sorrendjétol.

2. A kvantumalgoritmusok attekintése

2.1. A qubit

Kvantumszamitdgépnek olyan rendszert neveziink, amiben az informéciét nem klasszikus
bitek, hanem tgynevezett qubitek, azaz kvantum bitek taroljak. A qubitek kiilénleges-
sége a hagyomanyos bitekkel szemben, hogy nem csak két allapotban lehetnek, hanem
fel, hanem példaul 0.25 valoszintiséggel 0 és 0.75 valoszintiséggel 1. Egy masik érdekes
tulajdonsdguk a kvantum dsszefonddds jelensége. Fz egy olyan érdekes allapot, amikor
két qubit egy rendszerként viselkedik, azaz az egyiken végzett valtoztatas pillanatszert-
en végrehajtodik a masikon is, a két qubit tavolsagatol fiiggetleniil. Pontosabban akkor
neveziink egy allapotot dsszefonddottnak, ha nem all el6 két kisebb &llapot tenzorszorza-
taként. Ilyen allapot példaul \/ié |00) + \/iﬁ |11). Ha pedig elgallithato kisebb allapotokbdl
egy allapot, azt szepardbilisnek nevezziik.

Mivel a qubit egyik meghatarozé tulajdonsaga, hogy két allapot szuperpozici6jaban
talalhato, ezért jelolésére a szokasos 1 és 0 nem igazan alkalmas. Epp ezért a fizikusok altal
kedvelt bra-ket jelolésrendszert szokas alkalmazni, amit Paul Dirac vezetett be 1939-ben.
Ennek lényege, hogy az oszlopvektorokat egy ket jeldli: |x). Ekkor egy A operator hatasa



az x vektorra A |z)-ként irhato fel. A sorvektorok jele a bra: (y|. Nagy el6nye a jelolésnek,
hogy a belss szorzat intuitiven adodik, ugyanis (y| és |z) belss szorzata (y||z) = (y|x), a
bra-ket.

A szuperpozicio azt jelenti, hogy egy qubit két bazisvektor, a nulla bazisvektor és az
egy bazisvektor linedris kombinacioja. Ezek szokdsos jeldlése |0) és |1). Altalanos eset-
ben a linearis kombinacioban komplex egyiitthatok vannak, de ez ritkan sziikséges, tehat
nyugodtan lehet valos szdmokként gondolni rajuk. A szokasos jeloléssel igy egy qubit
felirhato « |0) + 5]1) alakban. Lathato, hogy egy qubit tarolasa klasszikus szamitogépe-
ken a két egyiitthato taroldsanak felelne meg, ami legegyszertibben (valos egyiitthatokat
feltételezve) két float tipusi szammal lehetséges.

De egy qubit nem igazan elég komolyabb algoritmusokhoz. T6bb qubitet jelolhetiink
ugy, hogy a ket vektort egymas mogé irjuk, azaz példaul |0) |0). Ami kicsit bonyodalmas,
és a sok ket miatt gyorsan attekinthetetlen lesz, ezért szokas a |00) jelolést is alkalmaz-
ni. Lathato, hogy egy n bites rendszerben ez a jellés az n bites binaris szamokat fogja
tartalmazni a ket belsejében. Hogy ne kelljen folyton n darab egyest vagy nullast le-
irni, szokés a binaris szam tizes szamrendszerbeli alakjat hasznalni, azaz |0101) = |5).
Ezek utan kénnyen belathato, hogy egy n bites rendszer a kévetkez6 alakban irhaté fel:
a0 |0) +ay [1) +. ..+ agn_1 |27 — 1). Tehéat 2" darab egyiitthaté sziikséges hozzé. Es pont
ebben rejlik a kvantumrendszerek szimulalasanak nehézsége, legalabbis klasszikus szami-
togépeken. Egy n bites kvantum rendszerhez ugyanis 2" egyiitthatot kell eltarolni, tehat
a rendszer méretével exponencidlisan novekszik az ercforrasigény klasszikus szamitogép
esetén.

Egy n bites kvantum rendszer tehat lathatolag exponencialis informaciot tartalmaz.
Am ez az informacio jelenlegi tudasunk szerint nem nyerhets ki belsle. Ugyanis a qubit
allapotat nem tudjuk csak gy nézegetni, mint a klasszikus bitét. Ahhoz, hogy egy qubit
allapotat megvizsgalhassuk, egy mérést kell rajta végezniink. Ez azonban destruktiv ha-
tassal van ra, ugyanis 6sszeomlik a hullamfiiggvénye, és a két allapot szuperpoziciojabol
az egyik allapotba keriil. Az a |0) + 8]1) qubit |a|* valoszintiséggel a |0) allapotban lesz,
|8)? valoszintiséggel pedig a |1) allapotban. Ehhez az kell, hogy |a|” +|8]* = 1 teljesiiljon.
Valos esetben az abszolutérték elhagyhato, és mivel a tovabbiakban az egyiitthatok valo-
sak lesznek, ezt meg is tessziik. A mérésrél megfogalmazottak altalaban is elmondhatoak,
az ag [0) + a1 [1) + ... 4+ agn_1 [2" — 1) rendszer a mérés utan of valoszintséggel a |0), o
valoszintiséggel a |1) allapotban lesz, és igy tovabb, minden allapotra. Természetesen itt
is fenn 4ll, hogy o2 + a3 + ... + a3, = 1.

Mérni azonban nem csak a teljes rendszert lehet, hanem annak egy részét is. Ekkor
a mért qubitek keriilnek ki a szuperpoziciobol, a maradék allapota megmarad. Tehat
peldaul egy o |00) +ay [01) + sz [10) + a3 |11) rendszernek ha megmérjiik az els6 qubitjét,

akkor af + aF valoszintiséggel |0) ( C;OJF = 0) + ‘121 = 1)) allapotba keriiliink, a3 + o3
ao al ao 041

valoszintiséggel pedig az |1) (\/a‘;r—ag |0) + \/;‘;Tag |1)) allapotba.

Az 6sszefonodott allapot a méréssel is igen érdekes kapcsolatban van. Vegyiik a kovet-
kez6 rendszert: \/LE |00) + \% |11). Ez egy ugynevezett EPR pér, ami az Einstein, Podolski,
Rosen harmasrol kapta a nevét. Ha itt az egyik qubiten elvégziink egy mérést, akkor a
masik qubit allapota is az lesz, amit az els6n mértiink. Még akkor is, ha a két qubit
egyméastol tetszélegesen tavol van, s6t, a masodik qubit azonnal az elsén mért allapotba
keriil.




2.2. A kvantumszamitas lépései

A qubitek nem sokat érnek, ha nem tudunk rajtuk kiillénb6z6 miiveleteket, transzformaci-
okat végezni. Erre az unitér matrixokat hasznalhatjuk. Egy matrixot unitérnek neveziink,
ha az inverze megegyezik a transzponalt konjugaltjaval, azaz az adjungaltjaval.

Ezek a matrixok természetesen invertalhatoak, tehat qubiteken csak invertalhat6 mii-
veleteket végezhetiink. Es mivel ezek a matrixok négyzetesek, ezért n qubitbél csak n
qubitet képezhetiink.

A legfontosabb ilyen operator a Walsh matrix, Hadamard matrix vagy Hadamard-
1 1

1 —-1)
Ennek hatésa: H, |0) = 75(|0) +[1)) és Hy |1) = 55(|0) —[1)). Tovabba H,(H, |0)) = [0),
valamint Hy(H;|1)) = |1). Ttt érdemes megjegyezni, hogy szokdsosan H,, az n qubiten
hat6 Hadamard matrixot jeloli, melynek mérete 2™ x 27,

Egy k dimenziés operatorbol k? dimenziosat tudunk csinalni, ha vessziik az onmagéval
vett tenzorszorzatat. Igy Hy = H,® H,. Hasonlo modon egy k és egy £ dimenziés operator
tenzorszorzatabol egy k - ¢ dimenzi6sat kapunk.

Egy méasik hasznos transzformécio a vezérelt nem, azaz a cnot. Legyen ennek a méat-
rixa M.,.;. Ez egy két qubites rendszeren végez el egy transzforméaciot. A lényege az,
hogy az els§ bit vezérli, hogy a masodik negalva legyen-e, vagy sem. Tehat M., |00) =
|00) , Mepot |01) = [01) , Mepor [10) = |11) , Meper |[11) = |10). Ennek is felirhatjuk a matri-
xat, ami a kovetkez6 alakot Olti:

Walsh méatrix néven ismert. Ez 2 x 2-es esetben a kovetkez6képp néz ki: H, = \/Li

M, cnot —

o O O
o O = O
_— o O O
o= O O

3. Grover keres6 algoritmusa

Az els6 hires, és nagy gyorsulast eléré kvantum algoritmus Shor faktorizaciés algoritmusa
volt [5]. Azonban ennek az algoritmusnak a felhasznalhatosaga erésen korlatozott. Ilyen
szempontbol sokkal altalanosabb Lov Grover 1996-os keresGalgoritmusa [3|. Ugyanis a
keresés nagyon sok probléméban el6fordul, mint részfeladat. Raadasul az algoritmus altal
hasznalt amplitid6é amplifikicié egy mas problémakhoz is igen jol hasznalhaté modszert
adott. Az alabbiakban ezt a keresést fogom ismertetni. [4]

Legyen adott egy
1 Jhax=y
Julw) = {0 Kiilénben

fiiggvény, aminek segitségével y-t szeretnénk meghatarozni. Ehhez el6szor definidljunk
két kvantum operatort.

Legyen az els6 R,, ami n qubiten hat. Legyen R, |0) = —|0), és R, |z) = |z), ha
x # 0. A masik pedig legyen V, ami egy elGjelbe kodolja egy f(z) fiiggvény értékeét.
Tehat Vy |z) = (—1)/@ |z).

Ezeket felhasznalva el is allithatjuk a sziikséges operatort: G, = —H, R, H,V}, ahol
H, az n qubiten hato Hadamard operator. Erdemes megfigyelni, hogy H,R, H, felir-
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hat6o I — 2P alakban, ahol I a 2" x 2"-es egységmatrix, P pedig egy 2" x 2"-es veti-

tési matrlx aminek minden eleme 2% Ez abba az egydimenzios altérbe vetit, melyet a
= —= Z |z) vektor general.
\/T z€{0,1}"

A (—H,R,H,) transzformaciot az atlag koriili tiikrozésnek is szoktak hivni. Ugyanis
vegyiink egy tetszoleges > ¢, |z) allapott. Jelolje A = 5= ¢, az atlagos amplitadot.
Ekkor > ¢, |x) = A |x) + > (cx — A) |x) az eredeti allapotunk felbontasa két meréleges
altérbe esg vektorra.

Tehat Py c,|x)y = A |z), ahonnan (—H,R,H,) > ¢, |z) = 2P —1)> c,|z) =
> (24 — ¢;) |z). Tehat minden amplitadot a -1-szeresére valtoztat, majd az atlag kétsze-
reséhez ad. Ennek a haszna a keresés soran az, hogy a keresett elem amplitidojat, azaz
a mérésnél az el6fordulasanak valoszintiségét, megnoveli, mig a tobbi elemét lecsokkenti.

Ezt a kovetkez6 modon teszi. Kezdetben vegyiik a \/127 > |x) allapotot, aminek egyen-

letes az amplittudoeloszlasa. V; ekkor a keresett elemnek megforditja az el('ijelét fgy
A=5(2"- 1) — =) = 7=(1 — 5¢), ami nagyjabol megegyezik a kezdeti, —=-nel.
Viszont ha ezen Vegrehajtjuk a(— H R H ) transzformaciot, a keresett elem amplitidoja

1
3 5=

Most Vlzsgaljuk meg, mi van akkor, ha f( ) tobb helyen is 1 értéket vesz fel. Legyen
T € {0, 1}"™ a megoldasok halmaza, és F' = {0,1}"\ T pedig a nem-megoldasoké, |T'| = k,
és |F| = 2" — k. Ekkor (—H, R, H,Vy) r-szeri alkalmazésa utan a kovetkezé allapotban
lesziink: ¢, Y |z) + f, > |z). Ha most megint alkalmazzuk Vi-et: —t, > |z) + f. > |z),

zeT zeF zeT zeF
ahol az atlagos amplitado A = 5 (—tk+ f(2"—k)). Ha most (—H, R, H,)-et alkalmazzuk,

try1 Y ) + for1 D @) allapotot kapjuk, ahol ¢, =24 —t, = (1 — 2%)¢, + (2 — 2k)f?q,

zeT zeF 2"
valamint f.,.; =2A— f, = —;—,’ftr +(1— ;—,’f)fr.
Mivel egyenletes amplitidoeloszlasbol indulunk ki, ezért tg = rg = \/%7 kezdeti felté-

teleket hasznaljuk. Tovabba tudjuk, hogy kt?+ (2" — k) f? = 1-nek minden r-re teljesiilnie
kell. Vagyis (., f,)-et egy ellipszis pontjai hatarozzak meg. Azaz felirhatjuk, hogy

t, = ﬁsin@
f,,_ = c0s 0,

valamilyen 6,-re. Ezt behelyettesitve a rekurzwba a kovetkez6 Osszefiiggéseket kapjuk:

sinf,, = ( 2’““) sin @, + 22,1 Var — \/Ecos 0,
cos O, = \/ 2" — kvVksin®, + (1 — ) cos 6,

Mivel k < mn,ezért 1 — 28 € [—1,1]. Ezért valaszthatun kw € [0,7]-t, hogy cosw =
1 — 5. Ekkor sinw = —\/2" \/_ Ezzel az el6z6 egyenletek egy kellemesebb alakba
irhatoak

sinf,,1 = sin(6, + w)
cos b, = cos(0, + w)

A kezdeti feltételekbsl megkapjuk, hogy sin? 6, =
hato. Igy a rekurziéo megoldasa a kivetkezs:

{t —fsm((Qr—i— 1)6o)

2n, ami 0y meghatarozasihoz hasznal-

fr= cos((?r + 1)6o)
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Mivel k& megolddsunk van, ezért egy megoldds megtaldlasanak valoszintisége kt?2 =
sin?f, = sin®((2r + 1)6). Ehhez szeretnénk olyan, minél kisebb r-er talalni, hogy a
valoszintiség maximalis legyen, tehat (2r 4 1)0y legyen a legkdzelebb 7-héz. Ez 6, =~

,/%—nél lesz. Ekkor annak a valészintisége, hogy L[TOJ iteracio utan megtalaljunk egy
megoldést, legalabb }1.
Az algoritmus Osszefoglalva:

1. Ha k> %2”, akkor valasszunk egy véletlenszerid y-t, az j6 megoldas lesz.

2. Kiilonben szamoljuk ki r = LJTOJ -t, ahol 6y € [0,7/3] és sin® 0y = £-bol szamolha-

to.

3. Allitsuk el§ a kévetkezd allapotot: \/127 > |x), az Hadamard transzformacioval.
4. Alkalmazzuk a G,, = —H, R, H,V; operatort r-szer.
5. Mérjiink, hogy megkapjuk y-t.

Ekkor az eredményiil kapott y legalabb 411 valoszintiséggel jO megoldas lesz. Ha en-
nél nagyobb valoszintiséggel szeretnénk a helyes megoldast megkapni, az r-t nagyobbra
valasztva a hiba tetszdlegesen kicsire csokkenthetd.

4. A QulDD rendszer

A kvantumszamitogépek klasszikus szamitogépen szimulalasahoz a legkézenfekvébb mod-
szer az, ha az operatorokat matrixokkal reprezentaljuk. Ekkor a kvantumszamitas lépései
egyszert matrixszorzasok lesznek. Azonban egy n qubites allapot téroldsadhoz 2" klasszi-
kus bit kell, és az ezen hatod operatorok 2" x 2"-es matrixok lesznek. Ezek a matrixok
altalaban mutatnak valami struktirat, amit kihasznélva lehetGség nyilik arra, hogy to-
morebb formaban taroljuk a matrixokat, és a szdmolas is tomorebb lehessen. Erre ad egy
adatszerkezetet a kvantuminformacios dontési diagram (Quantum Information Decision
Diagram, QuIDD) [6].

Az adatszerkezet alapja egy binaris dontési diagram (Binary Decision Diagram, BDD).
Ezt el6szor logikai fiiggvények abrazolasara hasznaltak, ahol a graf cstucsai egy-egy val-
tozot jeleztek, és a két gyereke a valtoz6 igaz illetve hamis értéke esetén vizsgalando
kévetkezs valtozo volt. A fa levelei a fiiggvény értékeit taroljak olyan valtozoértékek mel-
lett, amilyenekkel oda eljutottunk. Azonban ez a szerkezet nem tomoriti az adatokat. Ezt
a hianyossagat potolja a csokkentett, rendezett binaris dontési diagram (Reduced Ordered
BDD, ROBDD). Ez két egyszertisitési szabélyt vesz a BDD-hez, amik a kovetkezok:

1. Nincs olyan v és v’ csomépont, hogy a v és a v' gyokert részgrafok izomorfak.
2. Nincsenek bels6 csicsok, melyeknek a két gyereke azonos.

Koénnyen belathato, hogy a valtozok sorrendezése nagy hatassal lehet a kialakult fa
méretére. Raadasul az optimalis sorrend megtalédlasa NP-nehéz probléma. A gyakorlatban
hasznalt esetek egy részében ezzel a mddszerrel a valtozoknak polinomialis fliggvénye lesz
a fa mérete.



A QulDD tarolasi modszere ezen az ROBDD elrendezésen alapul. Azonban csak a
tarolds nem elég ahhoz, hogy a szamitasok sebessége megnévekedhessen, sziikség van
ezeken a fikon végrehajthatdé miiveletekre is. FErre valdé az Apply miivelet. Ez bejarja
mindkét fat, és a megfelel csomopontok kozott végrehajtja a megadott miveletet.

11 1 1
2 2 2
1 1 1 1 1
2 2 2 T2 0 )
i1 _1 _1 1 1
2 2 2 2 2
1 _1 _1 1
2 2 2 2

1. dbra. Hy, a két qubiten hato Hadamard kapu, és QulDD reprezentacioja

Az Apply rekurzivan bejarja a két fat, és minden 1épésnél megvizsgalja a csomdpontot,
ahol épp Aall. Legyen az egyik fadban az aktualisan vizsgalt csomoépont vs, a masikban pedig
vg. Ekkor ha vy el6bb van a fakhoz hasznélt sorrendezésben, mint v,, az 4j faba vy keriil,
¢és a mivelet meghivja magat rekurzivan vy egyik gyerekére és v,-re, valamint vy mésik
gyerekére és vg-re. Azaz ha T'(vy) jeloli az egyik gyereket, és E(vs) a masikat, akkor
Apply(vy, vy, 0p) az Apply(T(vys), vy, op) és az Apply(E(vy), vy, op) fliggvényeket hivja.

Hogyha a v, van el6rébb, akkor ugyan ez torténik, csak épp v, gyerekeivel. Mig ha a két
csomopont azonos valtozordl szol, az Apply (T (vy), T (v,), op) és az Apply(E(vy), E(vy), 0p)
fiiggvények indulnak el. A rekurzié akkor ér véget, ha mindkét csomopont egy levél. Ek-
kor az Apply végrehajtja a két levélben tarolt értéken az op miveletet. Lathato, hogy

v

csomopontjainak szama, b pedig a masiké.

Sl= 3=

ol

2. abra. Egy egyenletesen elosztott kezddvektor, és QulDD reprezentacioja

3=

Sl e

A QulDD is ezt az Apply algoritmust hasznalja a mitveletek végrehajtasahoz. Vala-
mint a levelekben nem a konkrét értékeket tarolja, hanem egy mutatot egy tomb megfelels
elemére, ami az értéket tarolja. Tovabba sziikséges, hogy ezek az értékek komplex szdmok
legyenek. A valtozok sorrendje altalaban olyan, hogy sorok és oszlopok egymast felvaltva
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kovetik, ugyanis a kvantum algoritmusokban hasznélt operatorokat igy lehet hatékonyan
tarolni. Ugyanis ez a blokkos szerkezeteket helyezi el6térbe, ami igen gyakori a tenzor-
szorzassal elGallitott matrixoknal.

A tenzorszorzashoz elGszor at kell alakitani a sorrendezést. Pontosabban a mésodik
matrix valtozéit el kell tolni az els6 valtozoi utan. Igy az elsé fa minden levele utan
fejtodik ki a masodik fa, ami pont a tenzorszorzasnak felel meg. Ugyanis Igy a masodik
méatrix minden elemét megszorozza az elsé méatrix elemeivel.

A tenzorszorzés akar nagy méretnovekedést is okozhat. Ugyanis egy n X n-es métrixot
egy mésik n X n-es matrixszal szorozva a keletkezd méatrix n? x n2-es lesz. Azonban ez
bizonyos esetben nem fog bekévetkezni.

Lemma: Adott @); QulDD-ek esetén ezek ®! ,Q; tenzorszorzatanak QulDD-je

[In(Q;)| + ;|]n(QZ)] ‘Term(@é-;ll@jﬂ + |Term(®1,Q;)| csomopontot tartalmaz. Itt

i=
In(Q;) a QulDD belsé csicsait jelenti, Term(Q);) pedig a leveleket.

Ha a tenzorszorzat végeredményében a levelek, azaz az el6forduld kiilonb6zG elemek
szama nem novekszik, akkor az egész reprezentacié mérete n-ben linearis marad. Ezért ha
egy operator el6all kisebb operatorok tenzorszorzataként, és nem tartalmaz sok kiilénb6z6
elemet, annak mérete O(n) lesz.

N =

W N = O
— | O | NI

3. abra. H|00) = 3(|00) + |01) + [10) + |11)), métrixszorzas QuIDD formaban

A matrixszorzas végrehajtasa felirhaté skalérszorzasok sorozataként is. Azonban a
skalaris szorzashoz nem elég csak siman az Apply-t hasznalni, ezért Bahar et al. matrix-
szorzd algoritmusat [1] hasznalja a QuIDD. Aminek a legnagyobb elénye, hogy magan a
tomoritett QulDD szerkezeten is miikodik, nem kell visszaallitani bel6le az eredeti méat-
rixot. Ennek az algoritmusnak a lépésszama O((ab)?). Valamint, mint az dsszes ilyen fan
végrehajtott algoritmus esetében, a létrehozott Gj fa mérete is ebben a nagysagrendben
van, azaz O((ab)?). Azonban, ahogy a 3. abran is lathato, a szorzas utdn az j matrix
reprezentacidjanak mérete akar csdkkenhet is.



5. A Grover-féle keresés 1épésszama QulDD hasznalata-
val

5.1. Egy j6 elem esetén

A QulDD adatszerkezetet leir6 cikkben a polinomialis 1épésszam megmutatasara Grover
hires keresGalgoritmuséat hasznaltak. Erre egy igen durva, O(|A|'® n'4) felsG becslést adtak,
ahol |A| a V; méatrix, azaz az ordkulum QulDD reprezentacidja csomopontjainak szama,
n pedig az allapotvektor mérete, azaz 2" darab elem kozott folyik a keresés. A cikkben
nem részletezik, hogy hogyan jott ki ez a becslés, ezért itt levezetem.

A matrixszorzas lépésszama QuIDD reprezentacioval O(|A|* |B|?), ahol |A] illetve |B]
a két matrix reprezentici6janak csomopontszama. Az algoritmus elsé 1épése az allapotvek-
tor inicializalasa, azaz n qubit nullaba allitasa. Ez utan a H,, |x) szorzast kell végrehajtani,
hogy |x) az sszes éllapot szuperpoziciojaban legyen. Mivel az Hadamard matrix O(n)
csomoponttal dbrazolhato, |r) pedig egy csomopont, ennek a lépésszama O(n?). Eddig
tartott az algoritmus inicializalo része, ami O(n?) lépés, viszont az eredmény tarolhato
egy csomoépontban, mivel az allapotvektor minden eleme azonos.

Az algoritmus ismétlend§ része leirhato (—H, R, H,V; |x)) alakban, ahol |z) az el6z6
lépésben elgallitott vektor, azaz egy csomoponttal tarolhaté. Vi mérete legyen |A| =
|V¢|, hogy a végeredmény a cikkben levGvel azonos alakban legyen. Ekkor az els6 szorzas
lépésszama O(|A|?). Bz lesz a kovetkez szorzés jobb oldalan levs elem mérete. A H,-nel
valo szorzas O((n |A]*)?) = O(|A|* n?) 1épéssel megoldhato.

Allitas: R, szintén megadhato O(n) csoméponttal.

Bizonyitds. R, egy diagonalis métrix, aminek a bal fels§ eleme (—1), a f64atlo t6bbi eleme
pedig 1. Koénnyen lathato, hogy egy azonos méret egységmatrix kisebb egységmaétrixok
tenzorszorzataként elGallithato. Rdadasul mindegyik QulDD-nek két levele van. Valamint
egy olyan matrix, ami a jobb fels¢ sarokban (—2)-t tartalmaz, a tobbi helyen pedig 0-t,
négy csomoponttal tarolhatd. Egy a sort, egy az oszlopot kodolja, a tovabbi ketts pedig a 0
és a (—2) értékeket tarolja. Majd az egységmatrixhoz hozzdadva ezt a matrixot megkapjuk
R,-et. Az Gsszeadas lépésszama O(ab), ahol a az egységmatrix csomopontjainak szama,
ami O(n), b pedig a (—2)-t tartalmaz6 méatrixé, ami 4. Ugyanis az Apply-t kell hasznélni
op helyére +-t téve. Tehat R, mérete O(4n) = O(n). O

A keres6 algoritmus kovetkezs lépése az R,-nel val6 szorzés, amihez emiatt elég
O((n|A[* n®)?) = O(JA® n®) lépeés.

Végiil ismét H,-nel kell szorozni, ami tovabbra is O(n) mérett, igy a lépésszama az
ismétlsds részben O((n|A|* n%)2?) = O(|A|" n'*) lesz, ahogy a cikkben is irtak.

Allitas: A Grover algoritmus egy iteraciojanak lépésszama O(| A" n'*), azaz polinomiélis
a qubitek szamaban.

Bizonyitds. Az algoritmus inicializdlasa tehat O(1) lépéssel megoldhato az eredmény
struktirdja miatt. Ezutdn az egy iterdciohoz sziikséges (—H, R,H,V;|r)) kiszamitasa
az elébbieket felhasznalva O(|A|" n'). O



Allitas: Az |z) allapotvektor leirasahoz sziikséges allapotok szama nem valtozik egy
Grover-iteraci6é utan.

Bizonyitds. Az algoritmus miikddése soiran a keresett elemekhez tartozo értéket noveli,
a tobbihez tartozot pedig ennek megfelelGen cstkkenti minden iteracié. Azonban minden

keresetthez tartoz6 érték megegyerzik, és minden nem keresetthez tartozo is megegyezik.
O

Az O(|A|" n'%)-es becslés nagyon tag, ezért megvizsgalom, hogy lehetne finomitani.
Egy kézenfekvs otlet, amit sok helyen, példaul a szamitogépes grafikiban mér rég ota
széleskortien hasznalnak, hogy a matrixszorzasokat elég egyszer, el6re elvégezni. Ugyanis
a matrixok szorzasa asszociativ, igy nem szamit, hogy hogyan zarojelezziik Gket. Tovabba
mivel a keresés folyamén a sziikséges operatorok nem valtoznak, ezt megtehetjik. H,
egy bemenettdl fliggetlen transzforméacio, tehat az biztosan nem fog valtozni. R, szintén
valtozatlan, ugyanis a |0) allapotot negalja, fliggetleniil a keresett elemtél. Az egyediili
matrix, ami fiigg a konkrét kereséstdl, az a V. De az is csak magatol a keresends elemtél
fiigg, ami a keresés folyaman nem valtozik, ezért az algoritmus inditdsakor lekérdezhets
az ordkulumtol, és a végrehajtas folyaman nem fog valtozni. Tehdt a H, R, H,V} szorzat
elére kiszamolhato.

Allitas: A H,R, H, matrix O(n) csoméponttal tarolhato.

Bizonyitds. Mint azt mar korabban lathattuk, H, R, H,, = [ —2P, azaz egy olyan matrix,
ahol a f6atlo elemei azonosak, és a fatlon kiviili elemek is megegyeznek. Tehat 6sszesen
két féle elem talalhaté a matrixban, méghozza egy diagonalis elrendezésben. A fGatloban
levs elemek 1 — 2%, a tobbi elem pedig —2%. Legegyszertibben ez a matrix [ — 2P alakban
allithato el6. Egy n X n-es egységmatrixot el¢ tudunk allitani tenzorszorzatként, igy az
O(n) csomoponttal tarolhato. A P matrix elgallitasahoz olyan 2 X 2-es matrixbol indulunk
ki, aminek minden eleme % Ezt onmagaval tenzorszorozzuk addig, mig a megfelel méret
matrixot nem kapjuk, aminek az elemei pont 2% lesznek. Ez a matrix egy csomoponttal
tarolhato, ugyanis minden eleme azonos. Két matrix kiilonbségét az Apply algoritmus
minusz operatorral valo meghivasaval szamolhatjuk ki, aminek a lépésszama O(ab), azaz
ebben az esetben O(n - 1). Mivel I — 2P-t szamolunk, kétszer kell a méasodik konstrualt

matrixot kivonna az egységmatrixbol, ami igy 20(n) = O(n) lépés. O

Allitas: V; matrix eltarolhaté O(n) csomoéponttal.

Bizonyitds. V; egy olyan matrix, ami csak a f6atloban tartalmaz elemeket. Azon beliil is
mindenhol 1, kivéve a keresett elem helyén, ugyanis ott (—1). Az egységmatrix tovabbra
is tarolhato O(n) csomoéponttal, tovabba egy olyan métrix, aminek egy eleme (—2), a
t&bbi pedig nulla, négy csoméponttal tarolhato. Igy V; mérete O(n - 4) = O(n) lesz. [

Ekkor H, R, H,-t jobbrol megszorozzuk a V; matrixszal, ami O((ab)?) lépés, ami jelen
esetben O((n-n)?) = O(n*) lépés, ami azt jelenti, hogy H,, R, H,V} tarolasahoz is elegend6
ennyi csomopont.

Allitas: H,R,H,V; eltarolhaté O(n) csomoéponttal.
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Bizonyitds. A négy matrix szorzata egy olyan méatrix lesz, ami abban kiilonbozik az I —2P
matrixtol, hogy a keresett elem oszlopa (—1)-el meg van szorozva. Tehat ha vesziink egy
X métrixot, amiben a keresett elem oszlopa ;in, és ezt kivonjuk az I — 2P-bél, az mar
majdnem jo. Ekkor ugyanis a f6atlobeli elem még nem lesz megfelels, de a tobbi méar
igen. A f6atlonak a keresett elem oszlopaban levé elemének (—1 + 2 )-nek kell lennie, de
igy 1 — 2% — % lesz. Tehat egy olyan maétrixot adunk hozza, amiben a f6atlo megfelels
eleme (—2 + 2), mindenhol mashol nulla. Ez négy csomoéponttal leirhat6. Az X matrix
harom csomo6ponttal adhaté meg, ugyanis ki kell valasztani a megfelel6 oszlopot, az egy
értéket vesz fel, az Osszes tobbi elem értéke nulla. Ezekbdl a matrixokbol V; elGallithato

O(n -4) és O(n - 3) lépéssel, tehat O(n) méreti lesz az eredmény. O

Tehat az iteracio egy lépése egy O(n) méretd matrixszal valo szorzés, ami O((n - 3)?)
l1épés, ugyanis az allapotvektor egy kivételével minden eleme megegyezik. A keresett elem
helyén all6 érték kiilonbozik csak, igy egy bels6 cstics és két levél elég a tarolasahoz.

Erdekes lehet megvizsgalni, hogy ennek a szorzatnak az elallitasa mekkora szamités-
igényd. Ehhez a H, R, H,V; szorzat kiszamitasanak lépésszamat kell vizsgalni. Mindegyik
métrix O(n) méretd, igy a mivelet lépésszama O((((n - n)? - n)? - n)?) = O(n??). Innen
adodik a kovetkezo Allitas.

Allitas: Ha a Grover-féle keresGalgoritmusban az iteracios lépésben a H, R, H,V; mat-
rixot el6re kiszamoljuk, és csak ezzel szorzunk, QulDD reprezentacié hasznalata esetén
O(n??) 1épés az inicializalas, valamint O(n?) lépés az itericios szakasz. O

Azonban a matrixszorzas asszociativitdsa miatt megvizsgilhatunk mas felbontast is.
Vizsgaljuk a (H, R, H,)- (V})-|z) alakot. Ekkor az inicializal6 szakaszban csak a H,, R, H,,
szorzatot szamoljuk ki. Ez O(((n-n)?-n)?) = O(n'%) lépés. Viszont az algoritmus magja-
ban ekkor két szorzast kell végrehajtani. El6szor a Vy |x) szorzést kell végrehajtani, ami
O(n?) lépés.

Allitas: A V;|x) szorzat harom csomdponttal tarolhato.

Bizonyitds. |zr) allapotvektor harom csomoponttal leirhato, ugyanis csak a keresett elem
helyén all6 érték kiilonbozik a tobbitdl. V; pedig ennek az elemnek forditja meg az elgjelét,
vagyis a vektor felépitése nem véltozik. Ezért tovabbra is harom csomépont elegendd a
tarolasahoz, amibdl egy bels§ csomopont, ketts pedig levél.. O

Allitas: Ha a Grover-féle keresGalgoritmusban az iteracios 1épésben a (H,, R, H, ) matrixot
elére kiszamoljuk, és (H, R, H,) - V;|x) zardjelezéssel szamoljuk, QuIDD reprezentacio
hasznéalata esetén O(n'?) 1épés az inicializalas, valamint 2-O(n?) lépés az iteracios szakasz.

Bizonyitds. Az inicializalé szakaszban most csak a H,R,H, szorzast kell elvégezniink,
ami O(((n-n)?-n)?) = O(n'?) lépéssel elvégezhetd.

Az iteracio lépésszama a két szorzas lépésszamanak Gsszege lesz. Az elsé a Vi |X),
ami O((n - 3)* 1épés, a masodik pedig ennek megszorzasa a H, R, H, méatrixszal. Mivel
az el6zd szorzas eredménye harom csomoponttal tarolhatd, a méasodik szorzés lépésszidma
szintén O((n - 3)?) lépés lesz. Ezek Gsszege 2 - O(n?) lépés. O
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Megnézhetjiik azt is, hogy milyen eredményt kapnank, ha az eredeti becslést finomi-
tanank a szorzésok utan kapott struktira elemzésével, azaz ha a négy matrixszal egymés
utan szoroznank. Azonban ez az Gt nem célravezets. Ugyanis az Hadamard méatrixot épp
azért hasznaljuk, mert, szemléletesen szolva, elkeni az allapotvektort, igy az azzal valo
szorzas csak az O(n) csomopontu becslést hasznalhatnank. Ugyan a cikkben levd becs-
lésnél ez is jobb lenne, mivel ott csak a polinomidlis kapcsolat bizonyitasa volt a cél, az
el6z6 ketté modszerhez képest nagyon rossz eredményt kapnéank.

Tehat az eredmények egy tablazatban Gsszefoglalva:

modszer inicializéalas SzZOrzas
eredeti O(n) O(| A" n'%)
(H, Ry H,\Vy) - |x) O(n*) O(n?)
(HRuf) - (V) -[5) | O™ | 2-0(?)

1. tablazat. Lépésszamok egy keresett elem esetén

Mivel az egész iteraciot R = H, / %J -szer kell elvégezni, ahol jelen esetben M =1 a

keresett elemek szama és N a bemeneti adatok szama, azaz n = log(N). Ezért az iteraciok
szama n-ben exponencialis. Vagyis az inicializacioban levs 1épések szama Osszességében
elhanyagolhat6 az egész algoritmushoz képest, sokkal inkdbb az iteracioban résztvevs
feladatok lépésszamét éri meg csokkenteni. Emiatt dgy tiinik idealisabb, ha az egész
H, R, H,V; szorzatot elére kiszamoljuk.

5.2. Tobb j6 elem esetén

Abban az esetben, ha tobb jo érték is talalhaté az adathalmazban, a szamitasok kis mér-
tékben médosulnak. Mivel H,, R, H, nem fiigg a bemenettsl, csak n-t6l, ezért amit arrol
megallapitottunk, nem fog valtozni. Ellenben V; az el6z6 konstrukcioval nem allithato els
O(n) méretben, ugyanis akar 2- jo elem is lehet. Ezért itt bevezetjiik az eredeti cikkben
is hasznalt | A| jelolést.

Az elsé felbontasban, ahol a négy matrixot szorozzuk Ossze, H,R,H, tovabbra is
O(n) méretd, ezt szorozzuk meg az O(|A|) méretd V; matrixszal. Ez O((n|A|)?) 1épés.
fgy az iteracio egy lépése is ilyen nagysagrendben lesz. Az inicializalas 1épésszama ebben
az esetben pedig O((((n-n)?-n)?-|A|)?) = O(n'0|A[*) lesz.

A masik modszerre is hasonléan szamolhatjuk a lépésszamokat. Ezeket a kovetkezd
tablazat tartalmazza.

mobdszer inicializalas SZOrZzAas

eredeti O(n) O(|A|" n'%)
(HnRn H V) - |2) O |A]") | O@n?|A]%)
(HoRoHy) - (Vy) - 2) | O(n*[A]°) | O(*|A]")

2. tablazat. Lépésszamok tobb keresett elem esetén
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Ebben az esetben is tigy tiinik, hogy az optimélis eset az, ha az 6sszes méatrixot 0ssze-
szorozzuk elGre, és csak egy méatrixszal szorozzuk az allapotvektort az iteracio 1épéseiben.

6. Tovabbi lehet6ségek

Sajnos a programot nem sikeriilt megszereznem a cikkiroktol, de érdekes lenne megnézni,
hogy az implementaciéban hogy szamol a program. Elvégzi-e a matrixok elére 6sszeszor-
zasat, vagy mindegyik szorzast kiilon-kiilon végzi el.

A programban természetesen lehetség van egy kvantumallapoton mérést végezni. Ezt
a cikk alapjan egy M, operatorral valo szorzassal (M, |¢)), majd a kapott vektor nor-
malasaval végzi el. Ttt egy optimalizalasi lehetGség lehet az, hogy a normélashoz a [6]
cikkben lefrtakkal ellentétben nem szamolja ki a (1| M M,, |1} szorzatot (ahol MH az
M,, matrix adjungaltja, vagy més néven a konjugélt transzponaljta), hanem megszamol-
ja a graf egyszeri bejarasaval, hogy melyik csomopont hanyszor szerepel, és ez alapjan
szamolja ki a vektor normajat.
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