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Osszefoglalo

Az igazsagvizsgalat egy viszonylag fiatal, de annal fontosabb tudomanyag. Annak
egy specialis alfejezete a munkateher-szétosztas, ahol arra kell térekedni, hogy az

alkalmazottak minél egyenletesebb munkateher elbiralast kapjanak.

Tobb kiilonb6zé mddszer és eljaras keriilt kidolgozasra az évtizedek alatt, én egy
uj, Lipschitz-interpolacion alapuld eljarast dolgoztam ki, hogy kiszdmitsam egy-egy
alkalmazott munkaterhét. Az eljdras a zardvizsgabeosztds egy egyszerisitett
részproblémdjan dolgozik, de bdvithetd a teljes zardvizsgabeosztas igazsdgossanak
eldontésére is az altalanos megkdzelitése miatt. Valodi teszthalmaz részhalmazan lett
vizsgalva az eljaras, ami a Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

zardvizsgabeosztasan alapult.

Ezt az ) megkozelitést vetettem Ossze az irodalomban mar ismert mdodszerekkel.
Az eredmények alapjan kijelenthetd, hogy az interpolacios eljarassal igazsagos

munkateher allapithaté meg..



Abstract

Examining fairness is a relatively new, but indeed very important field of study.
A special case of it is the scheduling problem, where the main goal is to assign workers

where their workload is balanced and fair.

Many approaches were proposed over the years, and | created a new algorithm
based on Lipschitz interpolation to determine a worker's workload. The algorithm works
on the subproblem of the original final exam scheduling problem, but it can be expanded
to cover the whole problem since it has a general approach. The algorithm was tested on
a real dataset, which was based on the Budapest University of Technology and

Economics's final exam scheduling.

This new approach was compared with other, already defined methods. The

results show that a fair workload can be calculated with the interpolation method.



1 Bevezetés

A kovetkezd fejezetben eldszor bemutatom az igazsagkutatas hatterét, a
személyes motivaciomat a téma irant. Ezutan kitérek a felhasznalt matematikai tételek,

eljarasok alapjaira, és hogy miért tudtam Oket felhasznalni kutatdsom soran.

1.1 A probléma leirasa

Az igazsag egy nehezen megfoghato, filozofikus téma. Gimnéaziumi éveim alatt
szamtalanszor éreztem azt, hogy bizonyos, az osztalyom hétkdznapjait is nagy mértékben
befolyasold dontéseket kifejezetten igazsagtalanul hoztunk meg. Ezek kdzott szamtalan
kiilonféle kérdéskor volt, kezdve a kiillonbozo szakkorok idépontjaira, a szalagavatodi tanc
parjaira, illetve hogy az osztalykirdndulds sordn az osztdlypénzzel hogyan banjunk.
Akkor sok dontés igazsagtartalmat vitattam, de nem volt alkalmam "fellebbezni".
Mesterképzésem soran kezdtem tobbet foglalkozni az igazsdg metrizalasaval, és akkor
jottem ra, hogy az altalam tapasztalt problémak nagyobb volumenekben,
nagysagrendekben is szereplenek az élet minden teriiletén - mint példaul az egészségiigy,

kozgazdasagtan, menedzsment.

A legljabb informatikai trendeknek megfelelden a szadmos kiilonb6zd
mesterséges intelligencia modellre €piilé rendszert terveztek. Habar elsére azt gondolnak
- féleg az informatikaban kevésbé jartas dontéshozok -, hogy a mesterséges intelligencia
képes teljesen, de legalabb nagy mértékben objektiv dontéseket hozni, ez sajnos nem
feltétleniil az igazsag. Szamtalanszor lathattunk példat arra [1] [2], hogy egy helyteleniil
betanitott MI képes rasszista és szexista dontéseket hozni, rdadasul a betanitas

félresiklasat észrevenni nehezebb, mint gondolnank.

Munkém soran tobb igazsdgdefinicidval taldlkoztam, amit a kiilonboz0 teriiletek
kiilonboz6 kérdései, problémai megoldasara készitettek, de minimalis absztrakcio
segitségével atiiltethetdek majdnem barmilyen maésik teriiletre. Ilyen nagyobb
problémakdr volt példaul az eréforraselosztas, aminek egy specidlis részproblémajat, a
beosztastervezéseket vizsgaltam. Kiilonbdz6 beosztasok rengeteg cég mindennapjainak a
része, igy kifejezetten fontos, hogy ezeket az alkalmazottak igazsdgosnak érezzek, é€s
illeszkedjenek a preferenciaikhoz. Mar-mar szallbige az a versenyszféraban, hogy egy

alkalmazottat nagysagrendekkel olcsobb megtartani, mint lecserélni egy ujra, emiatt



kifejezetten fontos lehet az, hogy az alkalmazottak ne égjenek ki a preferencidik
semmibevétele miatt, €s mondjanak fel cégiiknél egy ilyen egyszeriien orvosolhato dolog
miatt. Raadasul beosztasok igazsagtalansagat nehéz észrevenni - mind az
alkalmazottaknak, mind az akar szantszandékon kiviil igazsagtalansagot elkdvetd
dontéshozok szamara - igy mindenki szamara fontos, hogy legyen egy transzparens és az
alkalmazottak szemszogébdl szimmetrikus metrika, ami segit észrevenni az esetleges

problémakat, illetve segithet a munkateher megallapitasaban.

A dolgozatom tovabbi részeiben egy altalam kidolgozott rendszert fogok
bemutatni. A bevezetés hatralévo részében a kutatdsom matematikai alapjaira térek ki. A
masodik fejezetben Osszevetem az elméleti alapjait par ismertebb igazsagdefinicioval,
azok felhasznaldsaival. A harmadik fejezetben ismertetem kutatdsom menetét, miképp
formalodott a végsd gondolat, és hogy a felmeriild kiilonféle problémakra milyen
megoldasok allnak rendelkezésre. A negyedik fejezetben az eredményeim fogom

Osszevetni egy beosztastervezd algoritmus kimenetelével.

1.2 Matematikai képlet az igazsaghoz: a Lipschitz-tulajdonsag

Kutatdsom soran zarovizsgakat vizsgaltam a munkateher szemszogébdl. Ezek a
beosztdsok komplexebbek, mint a hagyomanyos munkabeosztasok a kiilonb6zo
megkotések és szerepkorok miatt. Ez a bonyolultsagi faktor késdbb meg is jelenik majd
a munkateher megallapitasanak kérdésénél. Amikor igazsagos munkaelosztasrol
besz€liink, azt szeretnénk, hogy hasonlé bemeneti tulajdonsagu emberek hasonlo
elbanasban részesiiljenek. Ezt a gondolatot nehéz formalizalni, €s tobb probalkozas is
tortént ra. En legjobb formalis megfogalmazasnak a fiiggvények Lipschitz-tulajdonsagat

talaltam. [3].

A Lipschitz-tulajdonsag  [4] matematikai  képlete a  kovetkezo:

If G —fDII <M+ |lx =yl
ahol x és y f fliggvény értelmezési tartomanyanak két pontja, M pedig egy maximalis
megengedett meredekségi érték. A tulajdonsag kovetkeztében kdzeli pontok kimenetének
bizonyos meredekségen beliil kell lenniiik, tehat nem torténhet meg, hogy hasonlo
tulajdonsagu elemek sokkal eltéré banasmodban részesiiljenek, de képesek vagyunk

diverzifikalni.

Innen adddott a gondolat, hogy a munkateher kiszamitasa legyen egy Lipschitz-

tulajdonsagu fiiggvény, ahol a bemenet egy-egy alkalmazott. Az alkalmazottakat
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abrazolhatjuk egy m-dimenziés pontként, ahol minden dimenzid egy-egy
tulajdonsaganak felel meg. Ez a tulajdonsdgmegvalasztas 6nmagéban is egy komplex
probléma, amire kivald példa a Német Hitelbank esete [5]. Zarovizsgabeosztasok esetén
ilyen tulajdonsag lehet a tanitott targyak szama, a kurzusokon részt vevo 6sszes hallgato,
a kurzusok atlagos hallgatdészama, vagy akar a betdlthetd szerepkorok szama. Ezutan
sziikség volt egy olyan fiiggvényre, aminek a kimenete lehet a munkateher, és Lipschitz-
tulajdonsaga. Mivel egy ilyen fiiggvényt trivialisan talalni lehetetlen, igy a problémat
tobb részproblémara hasitottam. Az els6 részprobléma az volt, hogy képes vagyok-e
megallapitani egy alkalmazott munkaterhét az 6sszes tobbi alkalmazott munkaterhének
ismeretében. Itt az eredeti probléma valdjaban at is alakult egy interpolacios problémava,
¢és mar nem volt sziikségem az "eredeti" fiiggvényre. Ezutan mar csak egy olyan
interpolacids eljarast kellett taldlnom, ami megtartja a fiiggvények Lipschitz-

tulajdonsagat.
1.3 Lipschitz-interpolacio6

1.3.1 Lipschitz-interpolacio tulajdonsagai, megkotései és elonyei

Az interpolacio egy matematikai eljards, aminek lényege, hogy minddssze a
fiiggvényértekekbdl képesek vagyunk nagyon pontos becsléseket végezni a kornyezd
pontokra. [gy tehat nem sziikséges ismerniink magat az egzakt fiiggvényt — s6t, altalaban
még a nagysagrendjét sem — mindossze a fliggvény altal produkalt kimeneti pontokra van
sziikség tovabbi fliggvényértékek nagyon kozeli becsléséhez. Raadasul a legtobb
interpolacids eljaras polinomialis idOben kiszdmithatd, igy egy viszonylag olcso
szamitasrol van sz6. Viszont fontos megjegyezni, hogy minél jobban eltdvolodunk a
megadott pontoktol, amik alapjan az interpolaciot végezziik, anndl nagyobb lesz a hiba —
sOt, az is eldallhat, hogy az eredeti fiiggvény monoton csdkkend azon az intervallumon
mar, mig az interpolalt monoton ndvekvé. Eppen ezért interpolaciot csak bizonyos pontok

kozelében lehet értelmesen alkalmazni.

Az interpolécios eljarasok nagy eldnye a transzparencia, igy nemcsak a kimenetet
tudjuk, hanem a szamités teljes menetét, igy a kimenet "miértjeit" is. Masik elénye az
interpolacids eljarasoknak, hogy tetszélegesen sok dimenzidra miikodnek altalaban, igy
az eljaras konnyen atiiltethetd a zarovizsgabeosztasok problémajarol sok masik, hasonld
jellegli er6forraselosztdsi problémara. Fontos még, hogy a matematikai jellegiikbdl

adddoan az interpolécios eljarasok szimmetrikusak.
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Szerencsére a matematikdban az elmult években megnyilt az igény arra, hogy
specialis tulajdonsagu fiiggvényeket interpolaljunk tigy, hogy az eljaras megdrizze ezeket
a specialis tulajdonsagait is az eredeti fiiggvénynek. Gleb Beliakov kidolgozott egy olyan
interpolacios eljarast[6] ami képes fiiggvények Lipschitz-tulajdonsagat megtartani - a
Lipschitz-interpolaciot. Ennek az eljarasnak viszont van par bemeneti megszoritasa, hogy
az interpolécid helyes értéket adjon. Mivel itt egy matematikai képletrdl besz¢liink, az
interpoléciot akkor is el tudjuk végezni, ha ezek az elofeltételek nem teljesiilnek, viszont
ekkor - értelemszeriien - hibas eredményeket kapunk. Fontos, és egyaltalan nem trivialis
feltétel az, hogy a pontjaink egy zart intervallumbol/térbél szarmazzanak. Ennél
logikusabb megszoritds az, hogy a bemeneti pontoknak egy Lipschitz-tulajdonsaga

fiiggvény kimeneteinek kell lenniiik, tehat a pontoknak lipschitz-eseknek kell lennitik.

Az interpolacid egyik fontos tulajdonsaga, hogy a bemeneti pontokban megtartja
az eredeti fliggvényértéket, a tobbi pont értékének megallapitasahoz pedig felhasznal egy

also- és felso becslést, és ezek matematikai atlagat vessziik.

Xk-1, F(Xk-1)

K+1, f(Xk+l)

H Iower(X)

1. abra A Lipschitz-interpolacio alsé és felsé becslései
az k-1 és k+1. pontok kozott. Az interpolalt fiiggvény
9(X), Hupper a felsé, Hiower pedig az alsé becslés

fiiggvénye, Gleb Beliakov abrazolasaban [6].

1.3.2 Az interpolacio menete

Ahhoz, hogy ez az atlag miikddhessen €s szamitsanak a pontok tavolsagai, a
becslés felhasznal egy specialis tavolsagi metrikat. Ez a simplified distance, jele dp. Egy
feltevés volt, hogy az interpolacié m-dimenzids pontjai egy zart térbdl szarmazzanak,

legyen az a tér P. Legyen m darab kanonikus vektorunk, amik rendre:



hi=(vy 0,0, ... 0), ha = (0, -v2, 0, ... 0) és hm = (0, ... -vm) alaktak. Vegyiink fel egy

specialis Nm+1 = (-Vm+1, -Vm+1, ... -Vm+1) alaka vektort is, ez az m+1 darab vektor altal

m
dp(x,y)=max{ max v;i(y;i — Xi), Un+1 Z (xi — ¥i)
i=1,....m i—1

2. abra simplified distance metrika Gleb Beliakov [6]

felirasaban, még a kétszeres maximumszamitassal

bezart simplex lesz P, amire értelmezziik a simplified distance metrikat.

Vezesslink be egy slack valtozot, aminek értékét fejezziik ki m segitségével! A
slack valtozd értéke legyen x4 +1=1— X", x;! Ennek a slack valtozo
felhasznalasaval egy atrendezés utan ki tudjuk kiiszobolni a kétszeres maximum
szamitast, és az alabbi képletet kapjuk, ahol rdadasul az m+1. vektorunk nem képez

kivételt a tobbi m kanonikus vektorhoz képest: dp = max v; * (yi —x;) Az
1=1.m

egyszerliség kedvéért a képletben szerepld minden Vi-t 1-nek valasztottam Ez egy jo
valasztas, hiszen ugyanugy eldall a zart P simplex, raadasul a szamitasok is jelentésen

egyszertisodnek.

A két becslésiink egyenletei pedig a kovetkezéek lesznek  [6]:
H¥PPeT (x) = mkin(yk + Mdp(x, x*)

Hower (x) = mI?x(yk — Mdp(x, x¥*)

p* (x*.f(x5))
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3. abra az interpolacio6 alsé becslése két dimenziéban, Gleb Beliakov

abrazolasaban [6]
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Vegyiik ¢észre, hogy a Lipschitz-interpolacié képletében a felsé becslés
kifejezhetd az als6 becslésbdl atrendezésekkel. Emiatt az interpolacio becsléseinek
oldalai paronként parhuzamosak, meredekségeik egymas ellentettjei. Emellett vegyiik
¢észre, hogy mindkét becslés értéke valojaban 1-1 pont értékétdl fiigg. Ez egy nagyon
fontos tény, amikor azt keressiik, hogy a kapott interpolalt érték "miért" annyi, melyik

(legfeljebb) 2 pont miatt kapta az értékét.
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2 Az igazsagvizsgalat kutatasa

Ebben a fejezetben meg fogom vizsgalni az igazsagkutatds irodalmi hatterét.
Bemutatok par ismertebb, elfogadott igazsagdefiniciot, és azok felhasznalasi teriileteit.

Ezek utan 6sszevetem az elméleti hattereiket, alapjaikat az én modszerem elviségével.

2.1 Az igazsagvizsgalat eredete

Az igazsag kutatdsa az 1960-as évektdl kezdve egyre fontosabb teriilet lett.
Nagyon széles spektrumot fed le, kezdve repiilogépek késleltetésérdl [7], szervdonorokon

[8] [9], halozatiranyitason [10], kdzgazdasagtanon [11] at, egészen a hitelbiralatig [5].

Sokaig az volt a f6 iranyvonal, hogy minimalizaljuk az 6sszkoltséget - ahol az
0sszkoltség lehet az 0sszes repiildgép varakozdsanak ideje, az alkalmazottak megszegett
preferencidinak szdma, haldzaton kézbesitetlen csomagok szdma - viszont ez az elmult
években valtozott. A "hagyomanyos" megkozelités inkdbb volt egy matematikai
optimalizaciés probléma, és probaltadk meg a valo élet problémait megoldani egy mar jol
ismert és kutatott matematikai problémara visszavezetni, amire hatékony algoritmusok
armaddja all rendelkezésiinkre. Ilyenek példaul hagyoméanyosan a maximalis parositas
[12], linearis programozas [13]. Ezek a megkozelitések valoban minimalis 6sszkoltségi
megoldasokat produkaltak, de ennek érdekében akar "felaldoztak" bizonyos egyéneket.
A beosztastervezések problémajanal egy klasszikus példa az, hogy egy kis 1étszami
cégnél minden alkalmazott egy kényelmes, preferenciaihoz illeszkedd beosztast kapjon -
egyik kivételével, akinek a beosztdsa ugy épiil fel, hogy a senki altal sem preferalt
idépontokba osztjadk be, nem torédve a puha megkdtésekkel, mint példaul kényelmes

ebédsziinet.

Pont emiatt sokkal inkabb eldtérbe keriilt az tgynevezett "max-min fairness" [7].
Ahogy neve is mutatja, a hangstly athelyezddik arra, hogy minimalizaljuk a maximalis
koltséget. Tehat itt mar nem az 6sszkdltségrdl van szo, hanem arrél, hogy egyik egyén se
kapjon kiugrdan rossz elbandst a tobbihez képest. Matematikai értelemben véve az ilyen
megoldasok szinte esélytelenek, hogy optimalisak legyenek a hagyomanyos értelemben,

mégis sokkal igazsdgosabb eredményekhez vezetnek.

12



2.2 Modern igazsagdefiniciok

Az irodalomban leggyakrabban 6t igazsdgaxiomat [7] hasznalnak fel, ezek a
kozgazdasagtanbdl erednek, de altalanosan is felhasznalhatoak, minimalis médositassal

kiterjeszthetdek kiilonboz6 problémakdrdkre is.

I.  Axioma: Pareto-optimalitds: az elosztas sordn nem keletkezik veszteség,

az ero6forras teljes mértékben szétosztasra kertil
Il.  Axidéma: Szimmetria: két azonos elem elbanésa egyenld lesz

1. Axioma: Affin invariancia: tranzformaciofiiggetlenség, az eloszlas nem
valtozik meg maés referenciaértékek hasznalatdban (ez utdbbi

kozgazdasagtani definicio)

IV. Axioma: Fiiggetlenség az irrelevans alternativakra nézve: A elem

kivalasztasa B helyett nem fligg a t6bbi elemtol.

V. Axioma: Monotonitas: Egyik elem elbirdlasanak valtoztatdsa a masik

elem elbiralasanak valtozasaval jar.

Az axiomak érdekessége, hogy nincs olyan eljaras, ami mind az 6t axiomat
teljesitené. Nash [8] eljarasa az els6 négy axiomat teljesitette, de id6vel megjelentek
alternativak [9] is amik kiilonbozé axiomakon [10] alapultak. Az én eljarasom a 2-5

axiomak szerint késziilt, a szimmetridért felaldoztam a paretooptimumot.

2.2.1 Osszevetés a Max-min fairness-el

A max-min fairness egyik hagyomanyos modszere a Kalai-Smorodinsky modszer
[10]. A moédszer az elsé harom és az 6todik axiomat elégiti ki, par megszoritassal. Az
egyik ilyen kikd6tés az, hogy két jatékos szerepel, maskiilonben az elsé axioma, vagyis a

paretooptimalitas,— amit az én modszerem sem tud teljesiteni — néha csorbul.

Ez a modszer azzal operdl, hogy a lehetd legkisebb legyen a legnagyobb
veszteség, mig az én megkozelitésem szerint hasonld egyedeknek hasonlo elbandsuknak
kell lenniiik. Emiatt nalam nem prioritas a legnagyobb veszteség minimalizalasa, sokkal

inkabb annak a ,,jutdnyossaga”, aranyossaga a fontos.

A max-min fairness foleg és elsésorban hdlozati kommunikacids problémakra
alkalmazzak — amikre példat lathattunk Huang és Bensaou [11] esetében, Hahne

Osszevetésében [12], vagy Sridharan és Krishnamachari eljarasaban [13] — , amire
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igazsdgosabb megoldast eredményez, mint az ¢én, eredetileg beosztasokra tervezett

megoldasom atiiltetése.

2.2.2 Osszevetés Nash modszerével

Nash modszere egy hagyomanyosabb megkozelités, mint Kalai-¢ké, ¢és a
kozgazdasagtanbol ered, de szintén sokszor hasznaljak halézati kommunikécios
problémakon. Nash modszere altaldnosabb, mint az elébb emlitett eljaras, és habar az
eredeti verzidban ott is két szerepld kapcsolatardl irtak, ennek van altalanositott valtozata

tobb szerepore is [14].

Nash modszerének a 1ényege, hogy egy nem kooperativ helyzetben két szerepld
(akik ismerik egymas stratégidit) egyensulyi pozicioban vannak, ha a szerepldk ismerik
egymas stratégiaikat, és azon valtoztatva nem tudnak nagyobb nyereséget szerezni. Ennek
a kozgazdasagtani definicionak az igazsadgvizsgélatban proportional fairness néven
1étezik alkalmazésa, amit szintén gyakran hal6zatok esetében alkalmaznak, mint példaul
Jiang és Liew lokalis és ad hoc haldzatokra kidolgozott modszere [15], vagy Li, Pal és

Yang savszélességelosztasra kidolgozott eljarasa [16].

A modszer tehat igazsagosnak egy elosztast a tobbi lehetséges elosztashoz képest
viszonyitva nevez. Ezzel szemben az én megkozelitésemben nem vizsgadlok meg
kiilonbozd lehetséges elosztasokat ahhoz, hogy egyet igazsdgosnak nevezzek, hanem

szigoruan csak az elosztas szerepldinek egymashoz viszonyulasat nézem meg.
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3 Kutatasom menete

Ebben a fejezetben bemutatom kutatasom folyamatat, kitérve a problémakra,
amikbe iitkdztem az Otlet megsziiletésétél a megvaldsitasig, €s azok megoldasaira.
Ismertetem a bemeneti adathalmazt, és annak feldolgozasat. Végiil bemutatom az

interpolacion alapuld eljardsom Iépéseit, amiket eljarasom felhasznal.

3.1 A bemenet, adathalmaz

A bemenet valodi zarovizsgak lesziikitései voltak — eltekintettem a parhuzamosan
foly6 vizsgak lehetdségétdl, valamint az MSc és BSc vizsgak eltérd hosszat sem vettem
figyelembe. Hagyomanyosan egy zardvizsgan tobb specidlis szerepet betdltd tanar
szerepel. A vizsgazo didkhoz tartozik a konzulense, akinek személye elére meghatarozott,
illetve ritkabb esetben (specialis, kiilsé témak esetében) egy kiils6 tag, aki nem all
kozvetlen jogviszonyban az egyetemmel. Minden vizsgéhoz tartozik egy elnok, titkar és
bels6 tag, akiknek kiilonboz6 kovetelményeknek, hard constraint-oknak kell
megfelelniiik a pozicid betdltéséhez. Par szerepkdr Osszevonhatd, tehat egy vizsga
esetében egy személy tolti be egyszerre a két tisztséget. A konzulens lehet egyszerre
titkar, vizsgaztato, de elndk is akdr, viszont az elndknek ¢és a titkarnak a személyének

szigortian kiilonbozének kell lennie miden esetben.

48 tanar és 100 diakot tartalmazott egy XlIsx adatfile, amin a munkaterhet
vizsgaltam. Tobb kiilonféle mérészam lett felhasznalva, melyek egy része egy szumma,
masik része pedig valamilyen atlag. Figyelembe vettem, hany targynal tolthet be
vizsgéaztatd szerepkort az egyén. Szempont volt, hogy atlagosan hany oktatdé van a
targyaknal, ahol tanit, és ezek alapjan atlagosan hany hallgaté jutna az adott oktatora.
Ezen feliil szempont volt még az is, hanyan hallgattdk Osszesen a targyait. Fontos

megjegyezni, hogy a konzultalt hallgatok szamat, mint paramétert nem hasznaltam fel.

Habér a zarovizsga sordn egy tanar tobb kiillonbozd, nem egyenléen megterheld
szerepkort is betolthet, én végiil a vizsgaztatoként, elndkként, titkarként és bizottsagi
tagként eltoltott ordk szamat neveztem munkatehernek. Ezen kiviil a teljesen nulla
értekkel rendelkezd elemeket kivettem, mivel a modellem nem tdmogatja azoknak a

hasznalatat, ennek okat késébb még taglalom.
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Eredményeim 1011 bemeneti adatfile-on alapulnak, amik a mar emlitett médon

épiiltek fel. Ezekrol részletesebben az Eredményeim fejezetben fogok foglalkozni.

3.2 Egy személy vizsgalata egy beosztasban

Mint mar korabban emlitettem, Lipschitz-interpolacidt hasznaltam fel, mivel ez
az eljards megorzi egy — megszoritdsokkal rendelkezé — fiiggvény Lipschitz-
tulajdonsagat. Minden személy egy m dimenzids pont volt, a dimenzidi pedig egy

valamilyen tulajdonsaga, jelen esetben az el6zdleg emlitett oktatoi tulajdonsagok.

Kutatasom soran megvizsgaltam tobb lehetséges szempontot arra, hogy egy
oktatot metrizalhassak. Sok olyan tulajdonsdg van, ami nehezen szamszertsithetd. A
logikai értékekhez kézenfekvd volt a {0,1} halmaz elemeit valasztani, habar ez nem
mindig volt j6 megoldéas. Tul nagy értékek esetén ez az extra dimenzid nem igazan
szamitott, igy ilyenkor ardnyosan nagyobbitani kell ezt az értéket. Zardvizsgabeosztasok

kezelése soran ilyen eshetdség nem allt fent.

Masik ilyen probléma volt a felsoroldsos értékek kezelése. Erre az volt a
gondolatom, hogy annyi 1j dimenzidt vegyek fel, ahdny lehetséges felsorolasi érték
szerepelhet, és mindegyik érték legyen 0, kivéve azt a dimenziot, amelyiket
megfeleltettiink az adott értéknek. Ekkor is sziikséges lehet bizonyos esetben valamilyen

foku aranyositas, de zardvizsgabeosztasok esetén ez sem allt fent.

3.3 A Lipschitz-interpolacio hasznalatanak problémai

3.3.1 A bemeneti adatpontok szarmazasanak problémaja

Tobb problémaba {itkoztem eldszor a Lipschitz-interpolacid hasznalata soran,
amik mind a szigori megkotésekbdl szarmaztak. Ezek a megkotések azért kellettek, hogy
az interpoléacio elvégzése utan is Lipschitz-tulajdonsag legyen a kimenet. Az egyik
megkotés az volt, hogy az adatok egy lipschitz-es fiiggvénybdl szarmazzanak,
igazsagtalan beosztas esetén viszont ez értelemszeriien nincs igy. Igazsagtalan beosztasok
esetén ugyanis hasonld tulajdonsagti alkalmazottak elbandsa nagysagrendekkel eltér,
tehat a fliggvény, ami a munkaterhiiket allapitja meg, nem lehet Lipschitz-tulajdonsagu.
Masik szemszogbdl: nem Lipschitz-tulajdonsagn fiiggvényt nem lehet interpolacioval

ugy ,.eléallitani”, hogy lipschitz-es legyen.
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Ennek a megkotésnek a figyelmen kiviil hagyasa anomalidkhoz vezetett az
interpolacid elvégzése soran, mint példaul az als6 becslés nagyobb értéket vett fel, mint
a felso, ez pedig szemlatomast ellentmondas. Szerencsére ezeket az anomalidkat nemcsak
athidalni sikertilt, hanem eldnyomre fordithattam amikor igazsagtalan elbiralast kerestem
annak segitségével, hogy az interpolacié mitkddésének jellegébdl eredéen képes voltam
megvalaszolni, melyik adatpontokon alapult ez a helytelen szamitas, és emiatt melyik

adatpontok kozott van potencialisan igazsagtalan elbanas.

rer

3.3.2 Megoldas az adatpontok szarmazasanak problémajara

Egy polinomidlis algoritmust fejlesztettem ki a probléma megoldaséara, melynek
lényege pontelhagyason alapult. Az algoritmus végigiteral minden egyes adatponton, ¢és
elhagyja azt a ponthalmazb6l, minden alkalommal pontosan egyet — tehat a korabban

elhagyott pontokat valteztatas nélkiil visszahelyezi mindig az algoritmus.

FindUnfairs(allTeachers: Teacher[], outerElements: Teacher[])
unfairs := []

for currentTeacher : allTeachers
{
if currentTeacher not in outerElements
{
otherTeachers = filter(allTeachers, (teacher: Teacher) => { return teacher.name != currentTeacher.name })
lowerBound = Hlower(currentTeacher, otherTeachers)
higherBound = Hupper(currentTeacher, otherTeachers)
expectediWork = (lowerBound.workload + higherBound.workload)* @.5

if (floor(expectedWork) - margin > original_workload(teacher)) or (ceil(expectedWork) + margin < original_workload(teacher))

{
)

hits.add(teacher.name, lowerBound.name, higherBound.name)

}
}

return unfairs

4. abra Az interpolaci6 pszeudokédja. Az outerElements az intervallumok szélén val6 elhelyezkedés problémaja miatt

kell, ezt a 3.3.3. fejezetben taglalom részletesebben.

Az elhagyott pontot ezutan megprobalja az algoritmus ,,megsaccolni”, elvégezni
rd az interpolaciot. Amennyiben az eredmény — egy bizonyos hibahataron beliil —
megegyezik az eredetivel, akkor igazsagos az elbanas. Ellenkezd esetben pontosan
megallapithato, hogy melyik (legfeljebb) két pontbdl szarmazik az interpolalt érték, igy
visszakereshetd, hogy melyik (legfeljebb) harom adatpontot kell megvizsgalni
manudlisan. Az algoritmus ilyen mértékii transzparencidja a valé életben nagyon eldnyos
lehet azzal szemben, minthogy annyi a végeredmény, hogy a beosztas igazsagos-e vagy
sem, de még annal is joval tobb informacioval szolgal, minthogy ha csak annyit allapitana

meg, melyik konkrét alkalmazott elbanasa igazsagtalan.
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Az algoritmus pszeudokodjat a 4. dbra mutatja be. A Hlower és Hupper a két
interpoléacios becsldfiiggvény valtozata. Optimalizacidés szempontbol nemesak a becsiilt
értéket adja vissza, hanem azt a pontot is, ami alapjan a becslést elvégezte — jelen esetben
egy tanart. A fiiggvény kimenete, az unfairs egy rendezett harmas, aminek elsé eleme az
igazsagtalan elbant elem, a masodik és harmadik pedig azok az elemek, amik alapjan az

interpolacio késziilt.

3.3.3 Zart intervallumon valo értelmezés problémaja

A Lipschitz-interpolacio masik bemeneti kritériuma a zart téren vald értelmezés
problémadja, ugyanis az interpolacié az utols6 pontokon til 0 meredekséggel rendelkezik.
Ennek oka az, hogy az also ¢€s felsé becslések fliggvényének adott pontbéli meredeksége
megegyezik, és a sz¢&lsé pontokon til mindig ugyanazokat a pontokat fogja felhasznalni,

igy a két becslés azonos ardnyban csdkken illetve nd.

Value
5 Value 45 a4 Value

3 4 5 6 1 2 3 4 2 3 4 3 6

5 ;
Data point # i i
p Data point # Data point #

5 Value .5 Value 5 Value

4 5 8 : 1 2 3 4 e 3 4 5 6 7
Data point # Data point # Data point #

5. abra A pontelhagyas szemléltetése, nem Lipschitz-tulajdonsagu fiiggvényeken

Emiatt ha sz€lrdl hagyunk el pontot, akkor mindenképp rossz interpolalt
eredményt fogunk kapni, hiszen ekkor 0j széle lesz az interpolacionak, €s azt az értéket
fogja a pontunkra vetiteni, ezaltal esélytelen, hogy helyes eredményt kapjunk arra az adott

becslésre.
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A pontelhagyéas menetével az 5. abra foglalkozik. A zold fliggvény esetében az
utolso, a sarga fiiggvény esetében a masodik pontot hagyja el az eljaras. Becslés szerint a
téglalapban veheti fel a lehetséges értékeit, viszont ettdl kiviil esnek, igy megallapithatod
azt is, hogy a fiiggvény nem Lipschitz-tulajdonsagt. A piros fliggvény esetében az utolsd
el6tti pont elhagyasa van soron, és az emlitett becslési anomalia all fent, ami miatt itt is

észrevehetd, hogy a fiiggvény nem lipschitzes.

3.3.4 A zart intervallumon valé értelmezés problémajanak megoldasa

A legkézenfekvobb és legegyszeriibben megvaldsithatd megoldas az, ha nem
hagyunk el iterdcionk sordn olyan pontokat, amik valamelyik dimenzié legszélén
helyezkednek el. Ez a kézenfekvo megoldas viszont azt a veszélyt rejti magaban, hogy
ezaltal nem iteralunk végig minden ponton, igy egy esetleges rossz elbanast nem fogunk

kisziirni. Eppen ezért ki kell kiiszobolniink, hogy ez megtorténhessen.

Szerencsére nincs sziikség semmilyen extra lépésre vagy valtoztatdsra, ugyanis ha
a sz€len 1évo érték olyannyira kiugro lenne, akkor a tobbi pont becslését torzitand és
anomaliat idézne eld, vagy egyszertien csak a mar emlitett hibahataron kiviilre

interpolalna a pontot.

Réadasul mivel nemcsak a helytelen értéket kapd pontot tudjuk, hanem azt is,
hogy melyik pontoktdl szarmazik ez az érték, igy barmilyen extra 1épés nélkiil is tudjuk

azt, hogy melyik pont miatt sériilhetett a Lipschitz-interpolacio feltétele.

3.4 Az osszes tanar munkaterhének megallapitasa

Az elobb bemutatott eljaras képes volt egy tandr munkaterhét megallapitani.
Adoddik a felvetés, hogy ennek a modositasaval kiszamithato-e az 6sszes alkalmazott
munkaterhe anélkiil, hogy barmelyiket is eldre ismernénk. A gondolat onnan tamadt,
hogy egy elhagyott pontot képes vagyok potolni. Ezutan a kérdés az, hogy kettd, hadrom,
m elhagyott pont esetében is képesek vagyunk-e.

Mindenféle mddositas nélkiil ez nem lehetséges sajnos, hiszen az interpolacio
csak zart térben hajthatd végre, és egy id6 utan egy ujabb pont elhagyasa csokkenti a

ponthalmaz geometriai méretét, ami ahhoz is vezet, hogy a csokkentett méreten tulra
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visszakeriil® pontok interpolalt értékei helytelenek lesznek. Emiatt tobb gondolat mentén

indultam

Populating with some average workers:
Name: Artur

Students: 28 No. subjects: 2 Workload: 21
Name: Bela
Students: 15 No. subjects: 1 Workload: 18
Name: Cintia
Students: 24 No. subjects: 2 Workload: 22
Teachers:
[*Artur®, 'Bela', 'Cintia"]
Hits:
(1
FREW

Adding a highly underused employee:

Name: Naplopo

Students: 20 No. subjects: 2 Workload: 1
Teachers:
[*Artur’, 'Bela’, 'Cintia®, 'MNaplopo']

Hits:
[(*Artur’, ‘Maplopo’, ‘Cintia‘), (’'Bela’, ‘Naplopo’, ‘Artur"), ('Cintia‘, ‘Naplopo‘, ‘Artur'), ('Maplopo’, ‘Artur’, ‘Artur’)]

Adding a highly overused employee:
Name: Sztahanowv

Students: 2 No. subjects: 1 Workload: 100
Teachers:
[*Artur®, ‘Bela’, ‘Cintia‘, ‘Sztahanov']

Hits:
[(*Artur’, ‘Bela', *Sztahanov'), ('Bela’, "Artur', 'Sztahanov'), ('Cintia’, 'Artur’, 'Sztahanov'), ('Sztahanov', 'Bela’, "Bela')]

Adding both of the previous two:

Teachers:

[*Artur®, ‘Bela’, °'Cintia‘, "Naplope’, ‘"Sztahanov']

Hits:

[(*Artur’, ‘Naplope®, "Sztahanov'), ('Bela®, 'Maplope’, ‘Sztahanowv'), ('Cintia’, °Maplope’, ‘Sztahanov'), ('Naplepo’, ‘Artur®, 'Sztahanov'), ("Sztahanov', *Naplopo’, 'Bela’)]

e

Adding one with lower and one with higher workload:

Name: Denes

Students: 23 No. subjects: 3 Workload: 25
Name: Emese
Students: 9 Mo. subjects: 1 Workload: 8
Teachers:
[*Artur®, ‘Bela’, °'Cintia‘, ‘Denes’, 'Emese’]

Hits:
[(‘Emese’, ‘Bela‘, "Bela")]

Adding two more average employee:

Name: Fulop

Students: 12 No. subjects: 1 Workload: 13

Name: Gerda

Students: 18 No. subjects: 1 Workload: 18
[eachers:
[ "Artur", "Bela’, 'Cintia’, "Denes', 'Emese’, "Fulop', 'Gerda']
Hits:
[1

6. abra Utkézoharmasok szemléltetése egy fiktiv adathalmazon.

Eszrevehetd, hogy a modszer tobb hibas pont esetén (legyenek a hibak tal- vagy
alulfoglalkoztatasbdl ereddek vegyesen) mindegyiket észreveszi, valamint tjjabb pontok
képesek lehetnek korabbi hibak korrigalasara. Ezzel részletesebben a 6. abra foglalkozik,

ahol bemutatom az titk6z6harmasok detektalasat.
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3.4.1 Egyenletrendszerek, korlatok hasznalata

Az egyik els6 gondolat az volt, hogy minden pontra allapitsunk meg kiilonb6z6
megszoritasokat, feltételeket, korlatokat, amik a tobbi pont matematikai értelemben vett
helyébdl és értekébol fakad. Ezutan folyamatosan egyre tobb, minél sziikebb feltételt
szabok meg, ardnyositok, és amikor valamelyik pont konkrét értéket vesz fel, akkor

behelyettesitek.

7. abra Korlatok hasznalatanak problémaja. Habar latjuk, hogy egy dimenzos terek esetében

mindig vannak abszolit szélséértékek, két dimenzié esetén ez nem egyértelmii

A gondolat egy egyszeriisitett probléman kdnnyen vazolhato. Legyen N az dsszes
elvégzendd munkaora, €s M az alkalmazottak szama, és keressiik azt az nj értéket minden
i-re 1 és N kozott, ami az i. alkalmazott munkaterhe. Konnyen belathatd, hogy a legkisebb
értekekkel rendelkezd pont munkaterhe 1 (hiszen legalabb 1 egység munkat el kell
végeznie) és N/M (hiszen ,,legrosszabb” esetben mindenki egyenld mennyiségii munkat
végez) kozé kell esnie. Ehhez hasonléoan megkaphaté az is, hogy a legnagyobb
munkateherrel rendelkez6 alkalmazott értékei N/M (hasonléan ha mindenki egyenld) és
N-M+1 (mivel mindenkinek legalabb 1 egység munkat el kell végeznie) korlatokkal

becsiilhetd.

Ez az elgondolés egydimenzios terek esetén mitkdddképes volt, és a tobbi pontra
is hasonl6 jellegli korlatokat, aranyositasokat tudtam elvégezni. Sajnos két vagy tobb
dimenziéra nem sikeriilt absztraktdlnom a modszert, és nem ¢€letszer(, hogy egyetlen egy
paraméter alapjan — vagyis esetiinkben egyetlen dimenzid alapjan hozzunk barmiféle

dontést.

A 7. dbran szemléltetem ezt a problémat, ahol az egyik dimenzi6 szélsdértékei A

¢s G, a masiké pedig E és H. A dimenzidjukra merdleges egyenesek behtzéasaval
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érzékeltetem ezt, idealis esetben lenne két abszolut sz¢éls6érték — ezek az egyenesek altal

alkotott paralelogramma egy tetszéleges atlgjanak két csucsan helyezkednének el.

Ezutan megvizsgaltam tobb aranyositod eljarast, szelséértékkivalaszto modszert,
kiilonbozo jellegli becslési modszereket, hogy hogyan lehetne ezt a gondolatot t6bb
dimenziora atvezetni, de sajnos egyik moddszer sem jart sikerrel,, ezekrdl a kovetkezd
alfejezetben értekezem. Mindezek ellenére a gondolat nem volt zsakutca, egy fontos

részét késobb felhasznaltam., amire a 3.5 fejezetben ki is fogok térni részletesebben.

3.4.2 Konvex burok hasznalata

Logikus tovabblépés volt a szélsOértékkeresés tobbdimenziora vald
absztaktalasaban a konvex burok. Nagy elénye a konvex buroknak, hogy tetszdlegesen
sok dimenzidban egyértelmiien eléall. A konvex burok egy geometriai fogalom, ami
tetszélegesen sok dimenzioban torténd altalanositassal rendelkezik. Egy ponthalmaz
konvex burkanak azt a minimalis méretli konvex alakzatot nevezziik, amely a halmaz
Osszes elemét tartalmazza. Két dimenzi6 esetében a tartalmazéas egyenesekkel, harom

dimenzdban mar sikokkal, felette pedig hipersikokkal torténik.

A masik nagy gondolat a konvex burok mogott az volt, hogy ki tudom hasznélni

crer

pontokra azaltal, hogy mely pontok zarjak kozre.

8. abra Konvex burok az el6zé kétdimenzios téren

A probléma ebben az esetben viszont az volt, hogy nem egyértelmii, hogy a burok

egy-egy oldala milyen jellegli korlatként funkciondlhat. Ezutdn megvizsgaltam a
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gondolatot, hogy csak valamilyen specidlis ,,als6 illetve felsé burkot” szamitsak csak ki,

ami als¢ illetve fels6 becslésként szolgélhat.

Jel

ONO
A
N Olo
C 7 5
D 3 6
N O YO
G 2 9
o O

9. abra Példa bemenet és a hozza tartozo korlat-graf

Sajnos ez a modositas sem vezetett eredményre, viszont a gondolat egy modositott
valtozata késdbb beépitésre keriilt mégis a végleges valtozatba. A végleges, mar
grafokkal miikodé modszerben ez a gondolat adta a , korlat-graf” fogalmanak otletét, és

erre igy is fogok hivatkozni a késdbbiekben.

3.5 A korlat-graf hasznalatanak alapelvei

A kovetkezd gondolat 1ényege az volt, hogy megvizsgalom, egy adott pont értéke
mely tobbi pontnal biztosan nagyobb, hogy azt majd becslésekhez felhasznalhassam.
Ezaltal egy iranyitott G grafot szeretnék épiteni, amit korlat-grafnak nevezek, ahol A, B
€ v(G) csticsok kozott akkor és csakis akkor fut iranyitott é1 A-bol B csucsba, ha B feliilrl
korlatolja A-t. Ez a gyakorlatban azt jelenti, hogy B vektorértékei rendre nagyobbak A
megfeleld vektorértékeinél. Konnyliszerrel belathatdo, hogy igy az eredmény egy

kormentes graf a valos szamokon értelmezett 6sszehasonlitas tranzitiv tulajdonsaga miatt.
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3.5.1 Tl sok felesleges él problémaja

Mar kevés teszt utan is belattam, hogy az elébb vazolt grafban nem minden ¢l
tartalmaz )  informacidt, viszont a  rendszer komplexitdsat  noveli.
Legyen A, B és C € v(G), ahol létezik ut A-bol B-be, és B-bél C-be. Ekkor a korlat-graf
definicioja szerint (szintén az 0sszehasonlitas tranzitivitdsa miatt) vezetni fog egy él A-
bol C-be is, €s ez az ¢l semmilyen 1j informaciot nem adott, hisz B-vel feliilr6l becsiilve

egy pontosabb felsé korlatot lehet kapni A-ra, mint C-t hasznalva.

£ |

10. abra Az el6z6 példa grafja eredeti allapotaban és élelhagyas utan

Ezutan a graf kezdeti felépitése utan elsd lépésben azonnal elhagyok minden
olyan A->C élt, ahol 1étezik olyan B csucs, hogy legyen A>B és B>C ut is a grafban.
Ahhoz, hogy ezt megtehessem be kell 1atni eldszor, hogy nem torténik informaciovesztés
ezaltal, illetve egy Osszefliggd graf megdrzi ezt a tulajdonsagat. Ezt az allitast konnyt
belatni, hiszen akkor €s csakis akkor hagyunk el élt A és C kozott, ha egy A->C élet fel
nem hasznald, tetszdleges B cstcsot érintd Uton eljuthatunk A-bol C-be, ezaltal egy

Osszefiiggd graf mindenképp Osszefliggd marad.

3.5.2 A graf osszefiiggéségének problémaja

Az eldz6 alfejezetben nagy figyelmet szenteltem arra, hogy a kapott korlat-grafot

a tranzformaciok soran Osszefliggdnek tartsam meg, de magyardzatot még nem adtam
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arra, hogy ez miért volt kiemelten fontos. A kdvetkezd interpolalando csucs kivalasztasa
a grafban elfoglalt pozicidja alapjan torténik, ezért nagyon fontos, hogy ez a graf

Osszefliggd legyen.

Sajnos ez az Osszefliggdség nem mindig adodott magatdl valddi adatokon. Ezen
kiviil sokszor egynél tobb bemeneti csucsunk volt a grafban, ami szintén problémat

okozott. Hasonl6 helyzet 4llt fent a fels6 becslésekkel €s a kimeneti csucsokkal

Ezeknek a problémaknak megoldasaképp felvettem egy-egy imagindrius
minimum és maximum csucsot. A vektorialis értékeik megallapitidsa egyszeriien tortént:
minden cstics minden dimenzidjara vettem a minimum illetve maximum értékeket, és
ezeket rendeltem hozza az imaginarius csucsok megfeleld értékeihez. Ezaltal egy urna
alaku (tehat pontosan egy bemeneti és pontosan egy kimeneti csucsa van), dsszefiiggo,
irdnyitott és kormentes grafot kaptam minden esetben, ahol a bemeneti csucs az

imagindrius minimum, a kimeneti pedig az imagindrius maximum.

11. abra Az eredeti graf az dsszes tranzformacioé utin. Az imaginarius csicsok

beillesztését kovetden pontosan egy abszoliit eredé és egy abszolit nyelé

csucsunk lesz

Ritka esetekben valodi példakban is eldallt, hogy volt abszolit minimum vagy
maximum érték. Ilyen esetekben nem sziikséges felvenni egy 10j csucsot, a valddi cstcs

hasznalata mint minimum vagy maximum csucs tokéletes. Olyan ritka esetben, ha
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megtdrténne az, hogy van valédi minimum vagy maximum cstcs, de nem pontosan 1-1
darab, akkor felvehetd imaginarius csucs fiktiv értékekkel, mint példaul a nullvektor,
vagy egy vektor mindennél magasabb értékekkel. Ez el6bbi miatt dobtam ki a bemeneti
adataink koziil a nullvektorra alakulo tanarokat, ugyanis ilyen esetben nem képes a

modellem imaginarius minimum csticsot képezni.

Abréakon és kodban az imaginarius csticsokat mindig ,, ” jellel kezdve abrazolom
ezeket a cstucsokat, konvencioként arra az esetre, ha a jovoben tobb ilyen cstcsom is
lenne. Az ,, ibl” az ,imaginary bottom left” roviditése, és a minimumot jeloli, mig az
, _itr” az imaginary top right” kifejezésbol szarmazik, utalva a kétdimenzids

matematikai koordinatarendszerben elfoglalt pozicidjukra.

Az Osszes tranzformacids 1€épés végreahajtasat a 11. dbran szemléltetem. Elsd
lépésként elhagytam a tranzitiv tulajdonsag miatt fennallo éleket — példaul az A>C élet
— majd pedig egyetlen abszolut eredé és egyetlen abszolut nyeld cstcs hianyaban
beszlurtam a két imaginarius csticsot a korabbi abszolut nyeldk utan, illetve az abszolut

ereddk elé.
3.6 Az interpolacio futasa a korlat-grafon

3.6.1 Az elso iteracio menete

A kovetkezd kérdés az volt, hogy milyen sorrendben kezdjem el interpolalni a
graf csucsait. Emlékeztetoként fontos megjegyezni, hogy a Lipschitz-interpolacionak két
csucsra van sziiksége ahhoz, hogy j6 eredményt adjon. Mivel mar kikiiszoboltem a graf
Osszefliggdségének problémajat, valamint tudom, hogy minden esetben pontosan egy
minimum és maximum csucsom van, kézenfekvd valasztas ez a két szélsoérték csucs.
Korabban, az egyenletrendszeres megoldasnal bemutattam, hogy a két sz€lsdértékcsucsra
tudok egzakt értékkel rendelkezé szambecsléseket adni — ezek rendre az 1, N/M, illetve
az N-M+1 értékek. A legkisebb hiba elvét haszndlva a minimum értéke az elébbi kettd

szamtani kdzepe, mig a maximum utobbi kettd atlaga lett.

Ezutan az interpolacidé mar rendelkezik két csticcsal, de a kovetkezé csucs
kivalasztasanak problémaja nem lett rendezve. Ekkor a kovetkezd gondolat az volt, hogy
mindig felezzem meg az intervallumot, amiben a csucsok elhelyezkednek. Igy mindig a
legnagyobb intervallum kozépsd csticsat interpolaltam kovetkezOnek, amig a csticsok el

nem fogytak. Formalisan kifejezve a azt az A € V(G) csucsot valasztottam ki, ahol
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min(succ(A)/(pred(A) +1) — 1) fenndllt, vagyis ahol a rakdvetkezd ¢és az Ot
megeldzé még fel nem dolgozott csticsok aranya a legkdzelebb all az 1-hez. A nullaval
valo osztast elkeriilend6 adtam hozza 1-et a nevez6hoz, ahol pred(A) értelemszeriien nem

lehet -1.

3.6.2 A masodik iteracio menete

Az els6 iteracio egy nyers becslés a munkateher megallapitasdhoz. Ezutdn egy
ujabb iteraciot végrehajtok, ahol megint minden csticsra alkalmazom az interpolaciot. Itt
a korabban emlitett csucselhagyasos mddszert alkalmazom. Az algoritmus egyszerti, csak
veszek minden valodi csucsot G grafban, és az elsd iteracid utan kapott eredmények

alapjan — 6nmagat elhagyva — leinterpolalom.

Fontos megjegyezni, hogy az 0j értéket nem visszairom, hanem egy 1j tablazatba
tarolom le, ez mar a végleges kimenet lesz. Emiatt konnyen belathat6, hogy a kimenete a
masodik iteracionak végrehajtasfiiggetlen. Rdadasul az imagindrius sz€lsd csticsok miatt
az sem allhat eld, hogy sz€Irél hagyjunk el csticsot. Abban a ritka esetben, ha valodi lenne
valamelyik széls6érték csucs (ami eleve felvet egy puha kérdést, hogy igazsagosak-e a
paramétereink) tobb kiillonbozd lehetséges modszer alkalmazhatd. Az egyik ilyen a
struccmegoldas, ami jO megoldas lesz, ha a szélséértékcsucs be- vagy kifokszdma
(szélsbértek jellegébdl adododan) legalabb kettd, ugyanis igy lesz meredeksége az
interpolalt fliggvénynek, €s jo értéket kapunk rd. Amennyiben ez sem all fenn, meg lehet
vizsgalni, hogy ahhoz az egy csucshoz képest milyen M meredekséggel kell eltolni a
pontunkat ahhoz, hogy a Lipschitz-tulajdonsagot megdrizze a ponthalmaz. Ehhez viszont
végre kell hajtani a teljes masodik iteraciot, és annak a végeredménye alapjan kell ezt a

szamitast elvégezni.

3.6.3 Utofeldolgozas

A masodik iterdci6 végrehajtasa utdn viszont nincs garanciam arra, hogy a kapott
O0sszmunkateher megegyezik az eredetileg elvarttal. Konnytszerrel orvosolhaté ez a
probléma. Minddssze annyi dolgom van, hogy ,,normalizéljam” az értékeket, vagyis az
0sszes kapott munkaterhet megszorozzam az 1j munkateher szummajanak €s az eredeti
elvart munkatehernek a hanyadosaval. Ez a normaliz4cié miatt viszont valdszintileg tort
értékeket fogok kapni, amiknek az alsdéegészrészét veszem. Ez a miivelet az oka annak,
hogy az eljardsom — par szerencsés kivételtdl eltekintve, amikor az interpolalt értékek

egészek, ¢és a hanyados kerek szam — nem paretooptimalis, vagyis veszteségmentes.
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3.7 M kivalasztasanak problémaja

Tobbszor emlitettem M-et, mint a Lipschitz-tulajdonsag egyik legfontosabb
paraméterét, valamit tobbszor is felhasznaltam szamitasaim soran, de nem magyaraztam
még meg azt, hogy M értéke miket vehet fel. Kisérleteim soran tapasztalati uton lattam,
hogy M 1-nek val6 valasztasa a legtobb esetben jo valasztasnak bizonyult. Minél nagyobb
volt 1-nél M, annal nagyobb lett az adatok szorasa, és minél kdzelebb keriilt a 0-hoz, annal

inkabb osztotta sz&ét a munkaterhet az interpolacié szinte egyenlé mértékben.

Az Ujabb kutatasaimban viszont kiprobaltam tobb M szamitast is. Ilyen volt a
pontok egydimenzidsitasa (példaul a vektorértékeik szummadja, produktuma, atlaga),
majd ezeknek az értékeknek a szorasa. Erdekes eredményeket kaptam igy is, de egy mésik

eljaras jobbnak bizonyult.

Abban a két imaginarius csucs kozotti tavolsdg és a két, az imagindrius
csucsokhoz legkozelebb esd 1-1 csucs tavolsaganak a hanyadosat hasznaltam fel, mintegy
képzeletbeli 4tlok aranyat M-nek. Ertelemszeriien minél kozelebb esnek a csticsok az
imaginarius csticsokhoz, annal kozelebb lesz a hanyadosuk 1-hez. Amennyiben
valamelyik széls6érték valodi, igy azt haszndltam. Erdekes megjegyzés, hogy

amennyiben nincs imaginarius csucsunk, igy ez a hanyados 1 lesz.
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4 Eredményeim

Alabb mutatom be a gyakorlati eredményeim Osszevetését egy konkrét
implementacié kimenetével. Ezutan eredménystatisztikat ismertetek, kitérve a két

modszer eredményeinek hasonldsagaira és kiilonbségeire, €s ezek okaira.

4.1 Osszevetés egy fairness through awarness alapjan késziilt
eljarassal

Kutatasom eredményeit egy beosztastervezd algoritmussal vetettem Ossze, ami a
fairness through awarness megkozelitést [17] alkalmazta. Fontos megjegyezni, hogy az
egy komplett beosztast készitett, ezaltal a ,puha megszoritasokat”, tigynevezett Soft
constraint-okat is figyelembe vett, és elvégezte az id6beosztast is, ami miatt egy masabb
problémat oldott meg. Fontos megjegyezni, hogy gyakorlati lehetetlenség minden soft
constraint kielégitése, igy az a beosztastervezd algoritmus valdjdban egy minimalizalo

problémat old meg, ahol az idealis beosztas a lehetd legkevesebb soft constraint-et hagja

at, és egy hard constraint-et sem szeg meg.

Viszont a program futdsanak kimenetébdl képes voltam megéllapitani az
eredmények munkaterhét, amit mar Ossze tudtam vetni a sajat eredményeimmel. Az
adatokon minimalis tranzforméaciot végre kellett hajtanom, ami annyiban meriilt ki, hogy

a teljesen O-sorokat eltavolitottam a bemenetbdl.

Number of input files:1811

a2
22
35
EL

3 N
@

12. abra A bementi adatok tablizata. A tanarok neveit személyiségi okokbdl kitakartam, csak a vezetékneviik és az utolso

utoneviik kezdébetiiit hagytam meg.

Annak az algoritmusnak egyik fontos mérdszama, célfiiggvényértéke, a

megszegett soft constraint-ok szama, sulyozva azok fontossagaval. 1011 beosztast
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vizsgéltam meg, amit azzal a moddszerrel készitettek. Az 1011 beosztasban a
célfiiggvényértékek egész nagy intervallumon mozogtak, -100 és -34 kozott mozogtak,
ahol minél koézelebb volt egy beosztas célfiiggvényértéke a 0-hoz (ami a teoretikus
tokéletes beosztas, amde gyakorlatban nem Iétezhet a részben ellentmond6 soft
constraint-ok miatt) annal jobbnak volt nevezve. Az 1011 beosztas ugyanazon az eredeti
adathalmaz alapjan késziilt, ¢és kiilonbozdek voltak. Megjegyzésként fontos
megjegyeznem, hogy egy meglepben kevés személybdl allo beosztas is hatalmas
kombinatorikus probléma, igy ez az 1011 eset kozel sem az 0sszes lehetséges beosztas
volt, ami eléallhatott az egyszeriisitett zarovizsga beosztasra. Viszont mindegyik a maga
modjan mar legalabb elfogadhaténak, de inkdbb jonak nevezhetd volt, igy valodi

mindségli adattal lett Gssszevetve az eredményem.

4.2 Eredmény statisztika

Alabb bemutatom az dsszehasonlitasok soran érdekesebbnek talalt statisztikakat.
A probafutasban vizsgaltam két tanar kozotti sz€élsOséges eltéréseket is, mint ahogyan
beosztasok kozotti (tandrok aggregacidjaval végzett) kiilonbségeket is. Az
eredményekben emlitett kiilonbségek mértékegysége a munkadra. Az dbrakon a Python
dictionary kulcsai némi magyarazatra szorulhatnak. A target value kulcs a beosztas
célfiiggvényértéke, az avg diff az atlagos kiilonbség a két eljaras altal szamitott tandri
orak kozott. Min- illetve maxdif kulcsokkal jeloltem az adatsor minimalis és maximalis
eltérését, az eltérés ,,helyét” — tehat a tanarokat, akiknél ez az eltérés el6allt — pedig min-
illetve maxdifname kulcsok ala szerveztem. A konnyebb Gsszevetés érdekében azokhoz
a tanarokhoz letaroltam a munkaterhet is az adott adatsorbol, ezek az alabbi formatumban
voltak: (minjmax)dif (origijint), ahol az origi az ,.eredeti”, fairness through awarness

eljarast jeloli, az int pedig az interpolacios eljarasra utal. A kényelmesebb visszakeresés

érdekében az adatsor filenevét is letaroltam.

Lowest difference  Highest difference Lowest average Highest average Lowest target value Highest target value

target value -84 -59 -93 -88 -30 -100
average difference 4,7 55 B 5.0 4,5 5,1
maximal difference 15 26 15 16 17 22
maximal difference position K_A K_A K_A K_A K_A K_A
original value for maximal difference position 25 36 25 26 27 32
interpolated value for maximal difference position 10 10 10 10 10 10
minimal difference 0 1 0 1 0 1

Count (number of objects with same examined value) 494 1 1 1 3 16
minimal difference position B_Z G_B I_G G_B I_G M_I
original value for minimal difference position 12 7 8 7 8 3

interpolated value for minimal difference position 12 6 8 6 8 4

13. abra A Kimeneti statisztika elsé része, a nevek a korabban emlitett médon Kitakarva
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Az egyes beosztasokon végzett futtatdsok soran majdnem minden alkalommal
volt olyan eset, hogy a miniméalis munkateher-kiilonbség 0 volt, vagyis volt alkalmazott,
akinek az én metrikam alapjan megallapitott munkaterhe megegyezett azzal, amit a
beosztas szerint kapott. Atlagosan a minimalis munkateher eltérése a két eljaras kozott
~0,5 volt, ez is mutatja, hogy legalabb egy alkalmazottra a munkateher gyakran — egészen
konkrétan 494 alkalommal — megegyezett.

Az legmagasabb eltérés mar joval nagyobb volt, ami a két megkdzelités merdben
mas paradigmaira hivja fel a figyelmet. Egyetlen alkalommal az interpolacioalapu és a
fairness through awarness megkozelités kiilonbsége 26 volt. A célfliggvényérték arra a
beosztasra -59 volt, ami a célfiiggvényértékek eloszlasa alapjan a generalt beosztasok
kozott egy gyengébbnek mondhat6 volt — de tovéabbra is persze egy életszert, jo beosztas

volt.

A legmagasabb atlagos eltérés viszonylag alacsony volt, mindossze ~5,7. Ez a
beosztas azon beosztasok egyike, ahol a minimalis eltérés sem 0 volt — szam szerint 1 -,
a maximalis eltérés pedig 16, ami, habar nagy, jelentdsen kisebb a korabban emlitett 26-
nal. Ennek a beosztasnak a célfiiggvényértéke -88 volt, ami kifejezetten gyenge

eredménynek szamit a tobbi beosztas célfiiggvényéhez képest.

Ami az dszinte meglepetésemre szolgalt, az az, hogy a legkisebb atlagos eltéréssel
bird adatsor célfiiggvényértéke is kifejezetten magas volt, egészen konkrétan ez az érték
arra a beosztasra -93 volt. Itt az atlagos eltérés minddssze 3 volt, ami szerintem
kifejezetten alacsony. Ami még ennek a bemenetnek az érdekessége, hogy a maximalis
kiilonbség itt is egészen magas volt, 16.

Number of being the highest difference teacher

Name

Al 1
AM 1
sk |86
oA I 5

o I 55

Number of being highest difference

14. abra Osszesitett statisztika a legnagyobb kiilonbség személyérol
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A fairness through awarness eljaras altal készitett legjobb beosztas — melynek
célfiiggvényértéke -30 volt — atlagos kiilonbsége nem volt sokkal magasabb, mint a

legalacsonyabb atlagos kiilonbség, minddssze ~4,5 volt.
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15. abra Az atlagos kiilonbség (elsédleges tengely) és célfiiggvényérték (masodlagos tengely) nem

korrelalt

Készitettem Osszesitett statisztikat is az 1011 bemeneti adatrél. Atlagoltam a
kiilonbségeket, illetve megvizsgaltam a legtobbszor eldallo legmagasabb kiillonbséget
okozo tandrokat. K A kiugroan sokszor szerepelt, igy elkezdtem vizsgalni, hogy ennek
mi lehetett az oka. Arra jutottam, hogy ezt a kiilonbséget a gyenge megkdtések okozzak.
Ugyanis K A szamos konzultalt hallgatdval rendelkezett, amit az én modellem nem vett
figyelembe (mint ahogy a konzultdciét magat sem, hiszen a konzulensi jelenlét nem
kotelezo). Viszont a masik modellben egy preferencia volt, hogy a konzulens valamilyen
beosztasban szerepeljen a zardvizsga soran. Mivel K A sok konzultalt hallgatoval
rendelkezett, és litkozésmentesen beoszthatd volt, igy a tobbi szamadata alapjan elvartnal
nagyobb mértékben keriilt beosztasra. D_A tobbszords feltiinésére szamitottam korabban,
ugyanis amikor az egy ember terheltségét vizsgaltam litkzoharmasok segitségével, akkor
(mésféle) bemenet esetén tobbszor eldfordult a tesztfuttatdsaim soran. Ott megvizsgalva

az értékeket, arra jutottam, hogy D_A egyszeriien tobb vizsgat véllal, mint paraméterei

alapjan logikus volna.
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5 Kutatasom osszegzése, téma tovabbyvitele

Bemutattam kutatdsom eredményét, az interpolacioalapu igazsagvizsgalatot, és
annak egy konkrét hasznalati teriiletét beosztastervezéseken. A modellem kell6en
altalanos és rugalmas ahhoz, hogy kiilonb6z6 problémakra, problémakordkre atiiltethetd
legyen a jovoben, ezt pedig mindenképp érdemes lehet megvizsgalni. Osszevetettem az
eljarasom elméleti alapjait mas, az irodalomban népszerti igazsagvizsgalati iranyzatokkal,
amik alapjan egy ujfajta igazsagdefiniciot alkottam. Ezutan pedig eredményeim
Osszehasonlitottam egy madsik eljarassal, amik alapjan 4allithatd, hogy -eljardsom
felhasznalhatd beosztasok igazsaganak vizsgalatara, képes igazsagtalan elbandsokat

megtalalni, rdadasul akar egy konkrét beosztas elkészitéséhez is mankot adhat.

Az eljarasom hatalmas el6nye, hogy az ot igazsagvizsgalati axidomabdl olyan
négyet hasznal fel, amire korabban nem volt elterjedt, ismert példa. Ez a fajta
megkozelités miatt akar mas igazsagvizsgalati metrikakkal egyiitt is lehet alkalmazni,
hogy egy atfogdobb, pontosabb eredményt kapjunk egy beosztasrol. Hatalmas elénye még

az eljarasomnak a transzparencia, a szamitasok teljes mértékben torténd atlathatosaga.

Ugy gondolom, hogy ebben a gondolatban nagy potenciél rejlik. Az eredmények
tovabb javithatoak azaltal is mar, ha tobb dimenziot valasztok ki, illetve a kivalasztott
dimenzidkon finomitok. Mindenképpen érdemes lehet megvizsgalni az interpolacidban
felhasznalt M konstans masféle megallapitasanak madjait is, ami kozvetleniil azzal jar,

hogy az eredményeim javulni fognak, pontosabb beosztasokat fog késziteni az eljarés.
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