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1. Bevezetés

Jelenleg egy videokartya koriilbeliil 50-100-szor akkora szamitasi kapacitassal
rendelkezik, mint egy hasonlo6 kategorias CPU. A kozeljovGben ennek az aranynak a
videokartyék javara torténé tovabbi eltolodasa varhato, mivel a hagyomanyos pro-
cesszorok sebességének novekedése az utobbi években gyakorlatilag megallt (a pro-
cesszormagok szamanak novekedésétdl eltekintve), a videokartydk esetén viszont a
processzorok szaménak és ezzel egylitt a szamitasi kapacitasnak tovabbi névekedése
varhatd. A videokartydkban rejls teljes szamitasi kapacitas kiaknazasahoz tobbek
kozott arra van sziikség, hogy egy probléma megoldasa erésen parhuzamosithato le-
gyen (sok ezer szalon) és a felhasznélt adatok mennyiségéhez képest sok, de egyszertd
miveletet kelljen végrehajtani.

A videokartydkban rejlé szamitasi kapacitasok komoly lehet&ségeket nytijtanak
a miiszaki problémak megoldasa terén, mivel a GPU-k &altal nyujtott szamitasi ka-
pacitas gyakorlatilag mindenki szaméra elérhetd, aki viszonylag modern szamitogé-
pet hasznél. Jelenleg még aranylag kevés szoftver hasznélja ki ezt a lehetGséget (a
MATLAB példaul néhany méatrix mivelethez kihasznalja), ami azzal magyarazhato,
hogy csak az utobbi években valt széleskoriien is elérhetévé és jol hasznalhatova a
videokartydk altalanos szamitasokra torténs hasznalatanak lehetGsége. A mérnoki
gyakorlatban hasznalt bonyolult szoftverek pedig csak viszonylag lassan valtoznak a
nagy komplexitasbol és a komoly megbizhatosagi igényekbdl eredé magas fejlesztési
koltségek miatt.

Sok miiszaki (és egyéb) probléma megfogalmazhato linearis programozasi feladat-
ként. Ezeknek a problémaknak a megoldasa komoly szamitési kapacitast igényel,
ezért megfelel§ algoritmus és implementécié valasztasa esetén a GPU-k hasznéala-
taval a futasidé csokkenését lehet elérni. Ennek az el6relépésnek azért van fontos
szerepe, mivel ugyanannyi id6 alatt bonyolultabb modelleket hasznalva is ki lehet
szamolni egy adott probléma megoldasat, és ezzel az eredeti probléméra egy ponto-
sabb eredményt lehet adni.

A dolgozatom 2. fejezetében bemutatom az altalanos céli GPU programozéas
torténetét és a benne rejls lehetségeket. Fzt kovetSen a 3. fejezetben lefrom egy 1P
hélozat forgalmi métrixa meghatarozasanak problémaéajat, amit illusztracioként hasz-
nalok a szimplex algoritmus GPU alapt megvaldsitasanak gyakorlati alkalmazasara.
A 4. fejezetben bemutatom a lineéris programozés GPU-val torténd megvalositasa-
nak lehetGségeit, majd az 5. fejezetben felhasznalom a linearis programozas GPU-s
implementalasaval elért eredményeket a forgalmi matrix meghatérozasahoz. Végiil
a 6. fejezetben Osszefoglalom az elért eredményeket és felsorolom a tovabbi kutatéasi
lehetGségeket.

A piacorientalt kutatas fejlesztés tamogatasara a Nemzeti Fejlesztési Ugynokség palyazatan a
Flexiton Informéaciotechnologiai Kft. és a BME Halozati szolgaltatiasok és Rendszerek Tanszéke
altal a Tavkozls halozatok kozéptavu tervezérendszere (ARTADNE/MtP) kidolgozasara kozosen
elnyert tdmogatés alapjan (KMR_12-1-2012-0131) a GPU alapt megoldasok halozattervezési al-
kalmazasainak kidolgozésa is folyik. Ennek a munkanak egyik célja hatékony forgalombecslési
modszerek kidolgozasa egyszert halézati mérések eredményeire és azokat kiegészité informaciokra
alapozottan. A TDK dolgozatban bemutatott eredményeim ehhez az alkalmazéasorientalt kutatas-
fejlesztéshez kapcsolodnak.



2. Az altalanos céli GPU programozas

2.1. A GPGPU programozas és a CUDA torténete [12]

Az els6 videokartyak kifejezetten a grafikus megjelenités felgyorsitasat szolgaltak
és kizarolag az ehhez sziikséges viszonylag bonyolult célfiiggvényeket tamogattak
hardveres implementacio segitségével. Az 1990-es évektdl viszont a videokartyak
fejlédésével ezeket a fiiggvényeket mar nem kizarélag hardveresen valositottak meg,
hanem részben szoftveresen, aminek hatésara a videokartyak programozhatova val-
tak. Az 1990-es évek végére mar nemcsak a grafikusok és jatékfejlesztk hasznaltak
ki intenziven a videokartyakban rejlé lehetéségeket, hanem a kutatok is felismer-
ték, hogy a videokartyak nagyon hatékonyan hasznalhatoak miveletek elvégzéséhez
lebeg6pontos szamokon. Ekkor indult meg az altalanos céli GPU programozés, a
GPGPU (General Purpose GPU) programozas.

Ebben az idében a GPGPU programozéas meglehetésen bonyolult volt, mivel
a fejlesztknek a tudoményos szamitasokat haromszogek és poliéderek segitségével
kellett leirniuk ahhoz, hogy a GPU végre tudja ket hajtani. Ehhez sziikség volt a
grafikus API-k részletes ismeretére és grafikai programozéasbol szarmazo tapasztala-
tokra is (példaul OpenGL programozas).

Az els6 komoly eredményt 2003-ban érte el egy Ian Buck altal vezetett kutato-
csoport, amikor a C nyelvhez kifejlesztettek egy forditot, amelyik tartalmazott egy
olyan kiegészitést, aminek a segitségével sokkal kényelmesebben lehetett GPU-ra al-
talanos céla programokat fejleszteni. A konnyebb hasznalhatosagon kiviil ezzel a
forditéval sokkal jobb futési sebességet lehetett elérni a fordités kozbeni optimaliza-
cibnak koszonhetéen, mint a kézzel irt kodokkal.

Ezekre az eredményekre tamaszkodva az NVIDIA Tan Buck vezetésével kifejlesz-
tette a sajat altalanos céla GPU programozasi platformjat, a CUDA-t (Compute
Unified Device Architecture), amit 2006-ban mutatott be. Ez volt a vilag els6 va-
l6ban altalanos célu videokartya programozasi keretrendszere. Azdta mar a 3.5-0s
eszkoz architektiranél és az 5.5-6s driver verzional tartanak gy, hogy minden egyes
féverzid valtasnal 4j funkciok keriiltek a keretrendszerbe.

A GPGPU és a CUDA jelenlegi erésségét mutatja, hogy a vilag legnagyobb szu-
perszamitogépeiben a szamitasi kapacitas jelentSs részét mar a GPU-k nyujtjak.
Példaul a Titan (Oak Ridge, USA, jelenleg a vildag masodik legerésebb szupersza-
mitogépe), teljes 27 PFLOPS-os elméleti teljesitményébdl tobb mint 10 PELOPS-ot
mér a GPU-k adnak. (PFLOPS: 10'? Floating Point Operation Per Second). A
BME szuperszamitogépében pedig a teljes 6 TFLOPS-os teljesitménybdl Gsszesen 2
TFLOPS-ot nytjtanak a videokartydk annak ellenére, hogy mindossze 4 videokar-
tya van benne a 60 CPU mellett. A mérnoki gyakorlatban jelenleg sokkal kisebb a
GPU-k jelentGsége, ami elsGsorban azzal magyarazhato, hogy egy meglehetGsen 1j
(7 éves) technologiarol van szo, ezért még kevés szoftver tamogatja. Mivel a CUDA
képes videokartyak viszonylag olcsoak, ezért varhatod, hogy azokon a helyeken, ahol
sziikség van a komolyabb szamitasi kapacitasokra, hamarosan el fognak terjedni.



2.2. Jol parhuzamosithaté problémak

A mai videokartyak szamitasi kapacitasa sokszorosan meghaladja a hagyoméanyos
processzorok szamitasi kapacitasat, ennek ellenére nem minden probléma oldhato
meg veliik hatékonyabban. Ennek oka, hogy a legtobb, hagyomanyos processzorokra
kifejlesztett és optimalizalt algoritmus nem tudja kihasznalni a videokartyakban rejlé
szamitasi kapacitast, mivel a legtobb algoritmus ehhez nem (eléggé) parhuzamosit-
hato.

2.2.1. A hatékony GPU-s implementalhatosag feltételei

Ha egy probléméat a GPU képességeinek kihasznalasaval szeretnénk megoldani,
akkor a legfontosabb elvaréds az alkalmazott algoritmussal szemben, hogy egyszerre
(nagyon) sok szalon lehessen végrehajtani, mivel a mai GPU-k teljesitményének
kihasznalasahoz legalabb tobb tizezer, de sok esetben akir néhany millié szalra is
sziikség van. Ha ennek a feltételnek megfelel a felhasznalt algoritmus, akkor sok
esetben a videokartyan futé algoritmus végrehajtasa gyorsabb lesz, mint ha ugyanazt
az algoritmust CPU-n futtatnédnk. A probléma ezzel a megkozelitéssel az, hogy ha
csak arra figyeliink, hogy elég sok szélon fusson az algoritmus, akkor annak ellenére,
hogy a videokartya tobb szézszor akkora szamitasi teljesitménnyel rendelkezik, mint
a processzor, a futasidé csak kis mértékben lesz jobb.

Az elegendd szal létrehozasa mellett a méasodik legfontosabb dolog a nagy sza-
mitasi sebesség eléréséhez a megfelel6 memoriakezelés. A jelenleg hasznalt CUDA
kompatibilis videokartyakban tobbféle memoria all rendelkezésre. Ezek koziil a 3
legfontosabb a globalis memoria, amelyik minden szal szdmara elérhetd, a megosz-
tott memoria (shared memory), amelyiket az egy blokkon beliil 16v6 szalak érik el, és
a regiszterek, amelyek csak az adott szal szamara hozzaférhetéek. Ezeken kiviil még
vannak specialis memoriak, mint példaul a konstans memoria, de azoknak az alap
szintl sebességoptimalizalas szempontjabol kisebb a szerepiik. A memoriak mérete
a felsorolas sorrendjében csokken (altalaban 1-4 GB globalis memoria, blokkonként
32-64 KB megosztott memoria, és blokkonként 32768-65536 darab regiszter), vi-
szont a sebességiik ezzel egyidében né. Ha egy algoritmus minden memoriairasnal
és -olvasésnal a globalis memoriat hasznalja, akkor a futési sebességet a memoria
hozzaférések nagyon erdsen limitaljak. Ezt a limitaciot tovabb noveli, ha a memoria
hozzaférések nem strukturaltan torténnek.

A szalak szama és a memoria hozzaférések optimalizaldsa mellett még két dolog
befolyasolja jelentGsen a teljes algoritmus futasidejét a bemend adatok megkapasatol
a kimend adatok kifrasaig. Az egyik az, hogy a GPU-n egy kernel ! elinditasa idébe
telik. Az ehhez sziikséges id6 egészen rovid (altalaban kevesebb mint 1 ms), vi-
szont ha sok, rovid kernelt futtatunk, akkor szignifikinssa valhat. A masik tényezs,
ami a teljes algoritmus futasidejét erésen befolyésolhatja, az a CPU memoéridja és a
GPU memoriaja kozotti adatmozgatasok szdma és a mozgatott adatok mennyisége.
Ennek az az oka, hogy a videokartya egységnyi id§ alatt sokkal tobb adatot tud fel-
abban az esetben, ha egy adattal, csak kevés miiveletet kell végrehajtani. Az ilyen
jellegti adatmozgatasokbol szarmazo6 id6t sok esetben le lehet csokkenteni a teljes
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futasid6hoz képest abban az esetben, ha minden mtveletet a videokartyan végziink
el, mivel akkor nem kell minden miivelet el6tt és utdn atmasolni az adatokat a CPU
és a GPU memoéridja kozott.

2.2.2. MaAtrix szorzas

Az egyik legjobban parhuzamosithaté és CUDA-ban hatékonyan implemental-
hato probléma a matrix szorzas. A tovabbiakban megvizsgalok 5 kiilonb6zd imple-
mentéciot (2 CPU alapua és 3 GPU alapu) a futasidé szemszogébdl, ezzel bemutatva,
hogy mire képes egy GPU egy hasonlé kategorias CPU-hoz képest.

A két CPU-s implementécio koziil az els6 a hagyoméanyos O(n?)-6s matrix szorzo
algoritmusnak a trivialis implementaci6ja C+-+-ban, a mésodik pedig a GNU GSL-
ben [4] szerepls CBLAS implementécio, amelyik egy sokkal bonyolultabb és hatéko-
nyabb algoritmust valosit meg egy erésen optimalizalt koddal. (BLAS: Basic Linear
Algebra Subprograms). A két algoritmus futasideje a 1. &bran lathato kiilonbozs
méretl, négyzetes matrixokra, ahol a matrix minden eleme egy egyenletes eloszlasi
véletlen szam a [0;1) intervallumon.
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1. dbra. CPU alapt matrix szorzé algoritmusok futasideje

A GPU-s implementéciok koziil az elss a hagyomanyos O(n?)-6s algoritmust valo-
sitja meg a legegyszeriibb médon. Konkrétan tgy, hogy az eredmény matrix minden
egyes elemét egy kiilon szal szamitja ki mindenféle memoriaolvasési optimalizaléas
nélkiil.



A masodik GPU-s implementécié ugyanezt az algoritmust hasznalja, viszont a
globélis memoriaolvasasok szamat drasztikusan lecsokkenti tigy, hogy a bemeneti
méatrixokat 32 x 32-es tigynevezett csempékre osztja, és minden egyes beolvasasanal
egy teljes csempét beolvas a blokk szinten megosztott memoriaba, és utana azt
onnan olvassa ki az adott blokkban 1év6 Osszes szal. Ezzel a technikaval a sziikséges
globélis memoriaolvasasok szamat a 32-ed részére le lehet csokkenteni. Erre azért
van sziikség, mivel az elsé algoritmus futasidejét a memoriaolvasasok limitaltak.

A harmadik GPU-s implementacié az Nvidia altal irt CUDA SDK részét képezd
CUBLAS [11] osztalykonyvtéarat hasznéalja a matrix szorzas elvégzéséhez. Ez a CPU-
s CBLAS-hoz hasonloan egy hatékony (de bonyolult) algoritmust hasznal egy erGsen
optimalizalt implementacioval péarositva.

A harom GPU-s algoritmus futasideje a 2. abran lathato ugyanazokkal a beme-
neti adatokkal, mint amit a CPU-s algoritmusok 6sszehasonlitasénal hasznaltam. A
grafikonrol leolvashaté, hogy a blokk szinten megosztott memoria hasznalata jelentds
javulast eredményezett a futasidében, illetve az is latszik, hogy a sokkal hatékonyabb
algoritmust hasznal6 CUBLAS osztalykonyvtar sokkal gyorsabban miikodik, még a
megosztott memoriat hasznald algoritmusnél is, viszont a kiilénbség itt kisebb, mint
a CPU esetén az alap implementécio és a GNU GSL-ben 1évé6 CBLAS implementécio
kozott volt. Ennek az az oka, hogy a CPU esetén sokkal nagyobb jelent&sége van
magéanak az algoritmusnak, mint a GPU esetén, mivel a legtobb (nagyon) 6sszetett
algoritmus nem implementalhaté hatékonyan GPU segitségével.
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2. abra. GPU alapt matrix szorzo algoritmusok futésideje



A CPU ¢és a GPU alapu algoritmusokat sszehasonlitva (3. abra) azt latjuk,
hogy nagy matrixok szorzasa esetén még a legegyszertibb GPU alapt algoritmus
is jelentsen gyorsabb mint a nagyon erésen optimalizalt CPU-s algoritmus (GNU
GSL CBLAS). Az er6sen optimalizalt CUBLAS implementaci6é pedig koriilbeliil 3
és fél nagysagrenddel gyorsabb mint, a leggyorsabb CPU-s verzi6. Viszont még az
itt tapasztalt sebességnovekedés sem éri el a CPU és a GPU kozotti elméleti telje-
sitménykiilonbséget. A nagy sebességkiilonbségnek az oka, hogy a nagy maéatrixok
szorzasa az egyik leghatékonyabban megvaldsithato algoritmus CUDA segitségével.
Két n x n-es matrix dsszeszorzasahoz dsszesen O(n?) adat mozgatésara van sziikség.
Ez nagy n-ek esetén jelentésen kevesebb, mint az elvégzendd miiveletek szama, ami
a hasznalt algoritmustol fiiggden altaldban O(n?) és O(n?8!) (Strassen algoritmus
[14]) kozott van. A jelenleg ismert algoritmusok, amelyek ennél aszimptotikusan
hatékonyabbak, a gyakorlatban nem teljesitenek jol (a tulsdgosan nagy konstans
miatt). Szintén a hatékony CUDA-s implementalhatosagot javitja az, hogy mind a
legegyszeriibb O(n?)-6s, mind a Strassen algoritmus csak nagyon egyszerti miivele-
teket hasznal (Gsszeadast, kivonast és szorzast).
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3. abra. CPU és GPU alapt matrix szorzo algoritmusok futasideje



2.3. A GPU alapu algoritmusok sebességének Osszehasonli-
tasa

Az egy szélon futd algoritmusok sebessége jol jellemezhets az algoritmus sziik-
séges lépésszamaval, mivel egyszerre mindig egy miveletet hajt végre a processzor.
Ezzel szemben a GPU esetén a sziikséges mitiveletek szdma csak részben tudja jelle-
mezni egy algoritmus (elméleti) hatékonysagat. GPU-k esetén a sziikséges lépések
széma mellett még egy mérGszamra van sziikség ahhoz, hogy egy algoritmus haté-
konyséagat lehessen jellemezni. Ez a paraméter az iteraciok szama (step complexity),
ami azt mutatja meg, hogy hany lépésre lenne sziikség az algoritmus végrehajtasahoz
abban az esetben, ha tetsz6leges darabszamu processzor allna rendelkezésre, tehat
minden olyan miveletet, amelyik elméletileg egyszerre végrehajthato, azt a rendszer
ténylegesen egyidében végre is hajtja.

Altalaban igaz, hogy kis mérett problémak esetén az iteraciok szamaval, nagy
problémék esetén pedig a sziikséges lépések szdmaval lehet jobban kozeliteni a valos
futasids skalazodasat. Ennek az az oka, hogy kis problémék esetén elég jo kozelitéssel
teljesiil az, hogy az Osszes parhuzamosan elvégezheté miiveletet el tudja végezni
a GPU egyszerre, mig nagy problémék esetén a GPU-ra fejlesztett algoritmusok
kevéshé jol parhuzamosithato részei is ki tudjak hasznalni a GPU-ban 16v6 6sszes
processzor szamitasi kapacitasat.

Péarhuzamos redukcional példaul a sziikséges 1épések szama O(n), ami megegye-
zik a soros implementacio 1épésszamaval, viszont a sziikséges iteraciok szama csak
O(log(n)). Az elsé iteracio soran viszont dsszesen 3 miiveletet kell végrehajtani, amit
méar nem til nagy n-ek esetén sem tud egyszerre elvégezni a videokartya. Ezért kis
n-ek esetén a videokartyas implementécio futasideje O(log(n)) szerint skalazodik,
majd n novekedésével a skalazodas O(n)-essé valtozik.



3. Forgalmi matrix szamitasa linkterhelésekbdl

Egy IP halozat forgalmi matrixa megadja, hogy a halozat egyes végpontjai kozott
mennyi adat dramlik. Ez az informaci6 jol hasznalhato a halozat fejlesztéséhez, de
a kozvetlen megmérésére széleskortien alkalmazhatd gyakorlati megoldés nem &ll
rendelkezésre. Ezért a forgalmi matrixot az egyszertien megmérhetd linkterhelések
alapjan és a halozat allapotarol rendelkezésre allo egyéb adatok (mint példaul a
pont-pont kommunikéciokhoz hasznalt utak) alapjan szokas becsiilni.

3.1. Jelenleg ismert és hasznalt megoldasok
3.1.1. Gravitaciés modellen alapulé megoldasok

A legegyszertibb és legrégebb 6ta létezd megoldéasok a forgalmi matrix meghata-
rozasara a gravitaciés modelleken alapulnak ([8, 9, 13]). Ezeknek a megoldasoknak
elénye, hogy nagyon kis szamitasi kapacitast igényelnek, viszont nagyon pontatla-
nok, ezért manapsag mar nem hasznaljak Gket.

Ezek a megoldasok a kovetkezs egyenlGségre alapulnak:

R - A
Xij = il :
17]

ahol X, ; a halozat i. pontjabol a hélozat j. pontjaba tarté forgalom mennyisége, R;
a halézatba az i. pontban belépd, A; pedig a j. pontban kilépd forgalom mennyisége,
fi; pedig az arany matrix megfelel§ eleme. A; és R; egyszertien megmérhetd, de
az egyenlet megoldasahoz sziikséges f méatrix pontos meghatarozasa egy ugyanolyan
bonyolultsagu feladat, mint az X méatrix meghatarozasa. Ezt a gravitacios modellek
ugy oldjak meg, hogy az f matrix elemeit valamilyen nagyon egyszeri algoritmussal
becstilik (példaul a matrix Osszes eleme 1) és ez alapjan szamoljak ki az X méatrix
elemeit.

3.1.2. Halozati tomografian alapulé megoldasok

A halozati tomografian alapulé forgalmi matrix becsld algoritmusok ([2, 10, 15])
abbdl indulnak ki, hogy a forgalmi méatrix elemei valamilyen konkrét valosziniiségi
eloszlast kovetnek. Ezek az algoritmusok feltételeznek egy (altaldban nevezetes)
eloszlast, aminek a paraméterei a megmeért linkterhelésekbdél kinyert adatok. Ezen
adatokat és a feltételezett valoszintiségi eloszlast felhasznélva adnak egy becslést
a forgalmi matrixra. Bizonyos algoritmusok ezt a becslést a linkterhelések és a
héalézatban szerepls utak egyiittes felhasznalasaval pontositjak.

A gravitacios modellnek és a halozati tomografianak az egyiittes hasznéalataval a
tobbi algoritmushoz képest kifejezetten jo eredményeket értek el 2003-ban [16]. Az
amerikai gerinchal6zatbol szarmazo adatokra alkalmazva az algoritmusokat, sikertilt
elérniiik, hogy a forgalmi matrix elemeinek 90%-anak relativ hibaja kisebb lett mint
23% tgy, hogy a relativ nagy hibakat a kis értékii (ezért kevésbé jelentds) elemeknél
kovették el.



3.1.3. Neuralis halézatokon alapuldé megoldasok

Az utébbi par évben elkezdték a neurélis halozatokon alapulé megoldasok hasz-
nalatat is a forgalmi matrixok kiszamitasédhoz (|3, 6, 7]). Ezeknek a megoldésoknak
az a hatranya, hogy nagy mennyiségii adatra van sziikség a betanitasukhoz, ami
altalaban nem all rendelkezésre. Amennyiben viszont valamilyen adatokkal megfele-
16en be tudtuk tanitani ¢ket, akkor az 6sszes tobbi megoldésnal nagyobb pontossagot
tudnak elérni. Mivel a neurélis halozatok egy jelenleg is aktiv kutatési téma, ezért az
ott elért eredményekkel parhuzamosan varhatéak j megoldasok a forgalmi métrix
becslésének neuralis halézatokon alapulé megkdzelitésében is.

3.2. A probléma matematikai modellezése

A probléma hatékony szamitdgépes kezeléséhez fel kell allitani egy matematikai
modellt, amelyik jol leirja a mérnoki probléma egyes paramétereit, viszont elég egy-
szerti ahhoz, hogy megoldhato legyen. En a probléma megoldasahoz felhasznalom
a halozatot reprezentald graf strukturajat az egyes végpontok kozotti kommuniké-
cibhoz hasznalt utvonalakkal egyiitt (két végpont kozott tobb kiilonbozd ttvonal
az ECMP (Equal Cost Multi-Path) miatt lehetséges). Ezen kiviil felhasznalom a
héalozat egyes Osszekottetésein (iranyitott élein) ataramlo adat mennyiségét, ami a
konkrét mért adat. Ezen kiviil felhasznalok egy becslést a forgalmi méatrixra, ame-
lyik a hal6zat minden egyes végpont parjara tartalmaz egy becslést az azon két pont
kozott aramlo forgalomra. Ez a becslés a héldzat egyes végpontjaiban szerepld fel-
hasznalok ismeretén (példaul adat kozpont, web szerver, lakossagi felhasznélok, ...)
alapul.

A matematikai modellezés célja, az adatok egyenletek, egyenlGtlenségek és fiigg-
vények segitségével torténd leirdsa azért, hogy utédna hatékonyan fel lehessen dol-
gozni szamitogép segitségével. A halézat jol modellezhet§ egy iranyitott graffal,
ahol a graf pontjai a halozat csomopontjainak felelnek meg, a graf élei pedig a ha-
lozatban szerepld Osszekottetéseket reprezentaljak. A halozatban szerepld kétiranyt
Osszekottetéseket két, ellentétes iranyu, iranyitott éllel reprezentalom. A graf min-
den éléhez és minden csomoépontjihoz hozzarendelek 1-1 indexet, és a tovabbiakban
az i. élre [;-ként, az 1. pontra pedig p;-ként fogok hivatkozni. A tovabbiakban n
fogja jelolni a graf pontjainak a szamat, m pedig a graf éleinek a szamat.

A meghatarozandé forgalmi matrixot jeldlje X, ahol X egy n? elemt oszlop-
vektor, ahol a vektor 7. eleme (0-t6] kezd6d6 indexelést hasznalva) a <] indext
csomo6pontboél a i mod n indexd csomoépontba mend forgalmat jelenti (4. &dbra). Az
oszlopvektor hasznalatara azért van sziikség, mivel igy a tovabbiakban elkeriilheté
lesz a 3 dimenzidés matrixok hasznalata, amelyek matematikai kezelése viszonylag
bonyolult. Szamitastechnika szempontbol pedig minden méatrix 1 dimenziéban van
tarolva a memoriaban, ezért ez a dontés ott sem okoz problémat.

A halozat és a meghatarozand6 adat modellezése utan ehhez a modellhez hozzé
kell illeszteni a rendelkezésre all6 mért adatokat is. A mért linkterhelések jol repre-
zentalhatoak egy L oszlopvektorral, ami m elemet tartalmaz, ahol a vektor i. eleme
az [; €l terhelését jelenti. Az egyes végpontok kozott hasznélt utak reprezentacioja-
hoz pedig egy R matrixot hasznélok, amelyiknek m sora és n®oszlopa van. A métrix
minden egyes oszlopa a halozat adott két végpontjat 0sszekots utakat reprezentalja

10



ugy, hogy a j. oszlop a L%J indexi csomépontbdl a j mod n indext csomoépontba
vezetd utak adatait tartalmazza. Egy oszlop i. eleme megmutatja, hogy az adott
oszlop &ltal reprezentalt csomoépontpér kozotti kommunikacié hany széazaléka halad
at az [; élen. A matrixok ilyen moédon torténd megvélasztasa esetén a mért link-
terhelésekbdl és a végpontok kozotti utakbol szarmazo feltétel megfogalmazhato a

kovetkezs egyenlettel:

R-X=1L
A linkterheléseken kiviil még be kell
épiteni a modellbe a forgalmi méatrix 0 1 n-2 n-1

becslését, amivel a probléma megoldasat
egyértelmisiteni lehet, mivel az el6z6
egyenletrendszer erdsen alul hatarozott. n. n+1. 2n-2. | 2n-1.
Ennek az az oka, hogy egy héal6zatban
mindig sokkal kevesebb ¢él van, mint
ahany csomoépont par (a valés héaloza-
tok soha sem felelnek meg egy teljes
grafnak). /A f’orgalmi. rr‘l'é‘trix becslését nZn |nzn+1| N2 | n21.
tartalmaz6 matrixot jelolje £. Ennek

a matrixnak a felépitése egyezzen meg
az X matrix szerkezetével. FEzen ki- 4. abra. Az X vektor indexeinek jelentése
vill vegyiink fel egy f fiiggvényt, ahol 2D-s matrixban

[ R x R™>! 5 R. Ez a fiiggvény hatérozza meg, hogy a szamitott és a becsiilt
matrix mennyire hasonlit egymasra gy, hogy a fliggvény értéke csokken, ha a két
matrix hasonlosidga né. Két matrix hasonlosagat tobbféleképpen is lehet definiélni,
ezért a forgalmi matrix meghatarozasanal tobb kiilonbozé f fiiggvényt is meg fo-
gok vizsgalni. A probléma megoldasa soran a cél, hogy ennek az f fliggvénynek az
értékét minimalizaljam dgy, hogy kozben az X maétrix kielégiti a linkterhelésekbsl
adodo matrix egyenletet is.

Ez a matematikai modell arra a feltevésre épit, hogy a rendelkezésre 4ll6 forgalmi
métrix becslésiink gyakorlati szempontbol elfogadhatd pontossagu, viszont nem kon-
zisztens a mért linkterhelésekkel. A modell altal specifikalt probléma megoldaséaval
ezt az inkonzisztenciét lehet feloldani ami azért lényeges, mivel a forgalmi matrix fel-
hasznalasa soran problémat jelenthet az, ha a benne szerepl adatok ellentmondanak
az egyéb rendelkezésre allo adatokkal.
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4. Linearis programozas

A lineéaris programozas egy elterjedt technika olyan optimalizalési feladatok meg-
oldasara, ahol egy célfiiggvénynek a maximumat vagy a minimumat szeretnénk meg-
hatarozni valamilyen feltételek kielégitése mellett. A linearis programozés abban az
esetben hasznalhato, ha mind a célfiiggvény, mind a feltételek felirhatoak a dontési
valtozok linearis fliggvényeként. Amennyiben a dontési valtozok tetszGleges valos
értéket felvehetnek (amelyek megfelelnek a linearis feltételeknek), akkor a problé-
mara létezik legrosszabb esetben is polinomidlis idejd megoldas. Ugyanakkor a gya-
korlatban a szimplex algoritmust szokas hasznélni, melynek a futésideje bizonyos
esetekben exponencialis, de a gyakorlati problémak esetén gyorsabb, mint a polino-
mialis algoritmusok. Amennyiben a dontési valtozok csak egész értékeket vehetnek
fel (egész értékd probléma), akkor az optimalizalasi probléma mar NP teljes, tehat
jelen ismereteink szerint nem oldhat6é meg hatékonyan. Az egész értékd problémak-
kal a tovabbiakban nem fogok foglalkozni.

4.1. A szimplex algoritmus

A szimplex algoritmus a nevét onnan kapta, hogy geometriailag leirhato ugy,
hogy egy n dimenziés komplex poliéder (szimplex) csticsain ugralunk és ezzel keres-
sitk az optimalis megoldast. Ugyanez az algoritmus leirhato lineéris algebra segitsé-
gével is. Mivel ez a szamitogépek szamara egy sokkal kedvez&bb reprezentacio, ezért
a tovabbiakban ezt fogom hasznalni.

Minden lineéris programozasi probléma leirhat6é a kovetkezd alakban:

max CT T

A-xz>0
x>0
Ez az alak tovabba atirhato gy, hogy bevezetem az x, segédvaltozokat és ezzel az
eredeti feltételeket egyenlGségekként irom fel.

max CT T

Az —x2,=0
x>0
Tz, >0

Ezt az alakot szokas a probléma sztenderd alakjanak hivni. A tovabbiakban ezt
az alakot fogom hasznalni. Tovabba n jeloli az eredeti problémaban szereplé don-
tési valtozok szamat, m pedig az eredeti problémaban szerepld feltételek szamat (a
dontési valtozok nem negativitasat kikots fenti feltételek nélkiil).

A szimplex algoritmus egy két fazisbol allo iterativ algoritmus. Az els6 fazisban
az algoritmus a problémanak egy olyan megoldasat keresi meg, amelyik az Gsszes
feltételt kielégiti, de nem optimélis. Ezt kivetGen a mésodik fazis az elsé fazis
eredményébdl kiindulva keresi meg a probléma optimalis megoldasat. A két fazis
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megvalositasat tekintve gyakorlatilag megegyezik (ugyanazt az algoritmust kell vég-
rehajtani két kiilonboz6 adaton), ezért a tovabbiakban csak a masodik fazissal fogok
foglalkozni. Az algoritmus egy allapotéat az

.CI?B:b—l-A'.CENB

z:co—i—cT-xNB

egyenletekkel lehet leirni, ahol xp a bazist alkot6 valtozokat tartalmazo vektor, az
xnp pedig a bazisban nem szerepl§ valtozokat tartalmazo vektor. A két vektorban
szerepld valtozok diszjunktak, és az x és az x, vektorok Osszes eleme szerepel az
egyik vektorban.
Az iterativ algoritmus minden iteré-

cidja harom lépést tartalmaz (5. abra).

Az els6 lépésben meghatarozza, hogy
melyik valtozo 1ép be a bazisba és me-
lyik valtozé 1ép ki a bazisbol. Amennyi- > Bézisba be- és kilépd
ben nem talalt olyan valtozopart, ame- valtozé meghatarozasa
lyek lehetnének be- és kilépd valtozok,
akkor kilép az iterativ algoritmus, mivel
ebben az esetben az algoritmus megta-
lalta az optimalis megoldéast vagy arra
az eredményre jutott, hogy a probléma-
nak nem létezik optimalis megoldésa (az
optimalizalandé fiiggvény a megadott
feltételek mellett feliilrsl nem korlatos).
Amennyiben viszont talalt olyan be- és
kiléps valtozot, amely megfelel a felté-
teleknek, akkor az iteracié utolso lépé-
sében egyszerid linearis algebrai mitive-
letek segitségével megvaltoztatja az A,
a b és a ¢ matrixokat és megvaltoztatja
co értékét tgy, hogy az egyenletek jelen-

tése ne valtozzon meg. Tehéat ugyanazok

az v értékek elégitsék ki az atalakitas

Van lehetséges
belépd valtoza?

Kovetkezd allapot meghatarozasa

utani egyenleteket, mint amik az atala- 5. dbra. A szimplex algoritmus
kités el6tti egyenleteket is kielégitették. folyamatéabraja

Az egyenletrendszer egy megoldasa, ha a béazisban nem szerepld véltozok értékét
O-nak vessziik. Ekkor a célfiiggvény (z) értéke meg fog egyezni ¢y értékével. Az
algoritmus el6rehaladéasa sorédn ez az érték soha sem csokken.

4.2. A szimplex algoritmus CPU-s implementacidja

Jelenleg nagyon sok nyilt forraskodu, illetve fizetés megoldd szoftver érheté el
linearis programozasi problémék megoldasara. Ezek koziil gyakorlatilag az Osszes a
szimplex algoritmust hasznélja, esetenként egyéb optimalizaciokkal tovabbfejlesztve.
A fejlettebb szoftverek példaul a szimplex algoritmus lefuttatasa el6tt végrehajta-
nak egy el6feldolgozast, amely altalaban le tudja csokkenti a problémaban szerepld
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valtozok és feltételek szaméat gy, hogy az eredeti probléma ne valtozzon meg. Mivel
a dolgozatomnak nem témaja ezeknek az el6feldolgozo algoritmusoknak az elem-
zése és implementalésa, ezért elkészitettem a szimplex algoritmus CPU-s referen-
cia implementaciojat. Ennél az implementacional minden iteracioban a legnagyobb
egyiitthatoju beléps valtozot valasztom ki a bazisba belépd valtozonak.

A referencia implementéciora azért van sziikség, hogy a GPU alapi implemen-
taciomat egy hasonld bonyolultsagu és hasonld szinten optimalizalt CPU-s imple-
mentécioval is Ossze tudjam hasonlitani. Az el6feldolgozas kihagyasa nem jelent
szamottevd kiilonbséget a CPU és a GPU alapt implementéciok futasidejének ara-
nyaban, mivel mind a két esetben koriilbeliil ugyanakkora javulast jelentene a futas-
idében (az eldfeldolgozd futéasideje altalaban elhanyagolhaté a szimplex algoritmus
futéasidejéhez képest).

4.3. A szimplex algoritmus GPU-s implementaci6ja

A kovetkezSkben megvizsgalom, hogy a szimplex algoritmus egyes lépései (op-
timalitas vizsgalat, be- és kilépd valtozo meghatarozasa, kovetkezs allapot megha-
tarozasa) hogyan valosithatoak meg GPU segitségével. Minden lépésre bemutatok
tobb kiilonb6z6 implementaciot, és osszehasonlitom Gket futasids és egyéb felhasz-
nalhatosagi szempontok alapjan.

4.3.1. A bazisba be- és kilépd valtozok meghatarozasa

A legtobb algoritmus, amelyik a bazisba be, illetve onnan kilépé valtozot ha-
tarozza meg, csak O(n) lépést igényel, ami nagy problémak esetén is kevés id6t
vesz igénybe. Ezek az algoritmusok a CPU esetén igen kedvezéek, viszont a GPU
esetén nem hasznéljak ki a teljes szamitasi kapacitast. GPU hasznalata esetén ér-
demes olyan algoritmusokat is megvizsgélni, amelyek jelentGsen nagyobb szamitési
kapacitast igényelnek, mivel a szamitési igény novekedésénél lassabban fog néni a
sziikséges futasids. Ezzel egy, az optimalis megoldashoz viszonylag gyorsan konver-
galo, viszont CPU esetén tulsagosan idGigényes algoritmus hasznélata GPU esetén
kifejezetten kedvezd eredményeket nytujthat.

A kiilonb6z6 algoritmusok tesztelésénél olyan problémakat vizsgalok, ahol a prob-
léméban szereplé konstansok egyenletes eloszlasu véletlen szamok, és kétszer annyi
feltétel szerepel a problémaban, mint ahany ismeretlen. Az algoritmusok 6sszeha-
sonlitasahoz az optimalis megoldashoz torténé konvergencia sebességét és az egy ki-
és belépd valtozo par meghatarozasahoz sziikséges idét veszem alapul.

Legnagyobb egyiitthat6ji belépé valtozd valasztasa. Ezt a heurisztikat a
szimplex algoritmus kitaldloja, George Dantzig javasolta. Az algoritmus lényege,
hogy mindig azt a valtozot valasztja ki a belépd valtozonak, amelynek a legnagyobb
az egyitthatoja a célfiiggvényben. T6bb azonos egyiitthatoju valtozd esetén vélet-
lenszertien valaszt. Ez az algoritmus O(n) lépést igényel és GPU esetén O(log(n))
iteracioval megoldhatd. A megoldas egy egyszerii maximumredukcié segitségével
meghatarozhaté annyi modositassal, hogy a maximum értéke helyett itt a maxi-
mum helyét kell meghatarozni, ami viszont nem okoz tovabbi nehézségeket. A be-
lép6 valtozd meghatérozasa utan egy masodik redukcio segitségével a kiléps valtozo
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meghatéarozasa O(m) lépésben és 6sszesen O(log(m)) iteracioval megoldhato. Tehat
az algoritmus teljes futasideje O(n+m) lépés és dsszesen O(log(n)+log(m)) iteracio.

Legnagyobb el6relépést biztositdé belépd valtozoé valasztasa. FEzt a heurisz-
tikat szokds moho heurisztikanak is hivni, mivel mindig azt a valtozot valasztja a
bézisba belépé valtozonak, amelyik a jelenlegi iteracioban a legjobban megndéveli a
célfiiggvény értékét. Ez tgy valosithaté meg, hogy minden egyes lehetséges belépd
valtozo (ahol a valtozo egyiitthatoja a célfiiggvényben pozitiv) esetén meghatarozza,
hogy annak a valasztéasa esetén mennyivel névekedne a célfiiggvény, majd azt va-
lasztja, amelyik esetén ez az érték a legnagyobb.

Minden egyes lehetséges beléps valtozohoz meg kell hatarozni a célfiiggvény meg-
valtozasat és ezzel egyidSben a hozzatartozo kiléps valtozot is. Ez sszesen O(n-m)
lépésben oldhat6é meg, viszont optimélis implementécié esetén mindéssze O(log(m))
iteraciora van hozza sziikség. Ezt kovetSen a legnagyobb el6relépést biztosité belépd
valtozo meghatarozasa mar csak O(n) lépés és O(log(n)) iteracio. Ezeket Gsszeadva
megkapjuk, hogy ennél az algoritmusnal a sziikséges lépések szama O(n - m) és a
sziikséges iteraciok szama pedig O(log(n) + log(m)). Tehat ez az algoritmus sokkal
tobb miiveletet hajt végre, viszont elméletben (ha a szalak szaménak noévekedése
nem lassitand az egyes széalak futésidejét) kozel ugyanolyan gyorsan le tud futni,
mint a legnagyobb egyiitthatoji belépd valtozot valaszté algoritmus. Mivel ennek
az algoritmusnak az els§ része (minden lehetséges valtozora a célfiiggvény megvéal-
tozasdnak meghatéarozasa) bizonyos koriilmények kozott képes kihasznalni a GPU
szamitasi kapacitasanak jelentds részét, ezért megvizsgalok 4 kiilonbo6z6 implemen-
taciot is az optiméalis megoldas kivalasztasahoz.

Belépé6 valtozonként egy szal hasznalata. A legegyszertibb megoldas, hogy
minden egyes belépd valtozohoz tartozik egy szal, amelyik meghatarozza az elérhetd
novekményt az adott valtozonak a kivilasztasa esetén. Ennek az implementacionak
a f6 problémaja, hogy minden egyes szalnak m elem koziil kell kivalasztani a legki-
sebbet, amihez O(m) iteraciora van sziikség és minddssze n szal fut egyszerre. Ez a
mennyiség még viszonylag nagy problémak esetén is kevés ahhoz, hogy a GPU teljes
szamitasi kapacitasat kihasznélja.

Belépé valtozonként egy blokk hasznalata. Az el6z6 algoritmus problé-
méjara egy egyszeri megoldas, hogy minden egyes lehetséges belépd véaltozohoz egy
szal helyett egy egész blokk tartozik. Ekkor a blokk be tudja tolteni az adatokat a
blokk szinten megosztott (shared) memoridba és utdna ott hatékonyan végre lehet
hajtani a legkisebb elem megkeresését egy redukcio segitségével. Ez az algoritmus
méar képes lenne kihasznalni a videokartya teljes szamitasi kapacitasat, viszont az
adatok betoltése a blokk szinti memoriaba nem hatékony. Ennek az az oka, hogy
az egyszerre futd (egy warp-ban levd) szalak az adatokat tartalmazé témb egy osz-
lopéat olvassdk be, aminek az elemei a memoridban egymastol messze helyezkednek
el a C nyelv tomb kezelése miatt (sor alapti elrendezés). Igy a memoria sévszéles-
ségének csak kis részét képes kihasznalni ez az algoritmus, aminek kévetkeztében a
memoriaolvasasok sebessége a futésidét limitalo tényezdvé valik. Az adatokat tar-
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talmazo6 tomb transzponaltjanak tarolasa megoldast jelentene a problémara, viszont
ez a kés6bbiekben komoly probléméakat okozna.

Csempék hasznalata a memoria hozzaférések javitasahoz. Az eléz6 al-
goritmusban szerepldé nem optiméalis memoriaolvasasi mintdnak a megoldaséara egy
elterjedt megoldas a csempék hasznalata. Jelen esetben a csempék hasznéalatat ugy
célszerd megoldani, hogy egy blokk 6sszesen 16 valtozohoz szamolja ki, hogy annak
a valasztasa esetén mekkora ndvekedés érhetd el a célfiiggvényben. Ekkor egy lehet-
séges belépd valtozo esetén a célfiiggvényben elért novekedést a blokkméret / 16 szal
szamolja ki, ami a jelenlegi GPU-k esetén elemenként 32 vagy 64 szélat jelent. Ezzel
a modositassal a GPU szamitasi kapacitdsanak kihasznéltsagat a két elézd algorit-
mus kozotti szinten lehet biztositani - ami a gyakorlatban jo kihasznaltsédgot jelent,
viszont a méasodik algoritmus futésidejét novels tényezst, a globélis memoria hozza-
férések idejét le lehet csokkenteni. Ennek az az oka, hogy 16 egymas utéani szal (fél
warp) az adatokat tartalmazé tomb 16 darab egymas utani elemét olvassa ki, ami
8 byte-os (példaul double) elemekkel szamolva 128 byte. Ez azért optimalis, mivel
a GPU-k globélis memoridja gy miikodik, hogy minden esetben 128 byte-ot olvas
ki és amennyiben nincsen sziikség az Osszes adatra, akkor a feleslegesen kiolvasott
adatot eldobja.

Valés munkat nem végzd szalak eltavolitasa. A csempék hasznalataval
méar egy elég jo eredményt sikeriilt elérni, viszont abban az implementaciéban a
szalaknak jelentGs része semmilyen érdemi munkéit sem végez. Ennek az az oka,
hogy amelyik valtozénak a célfiiggvényben szerepld egyiitthatdja negativ, az bizto-
san nem léphet be a bazisba, ezért azoknal nincsen arra sziikség, hogy kiszamoljam
az elérhetd elérelépést. Ennek ellenére az el6z6 implementécio ezekhez a valtozokhoz
is hozzarendeli a megfelel6 darabszamu szalat, amik nem csindlnak semmit, viszont
ennek ellenére ugyanannyi ideig foglaljak le a GPU egy processzorat, mivel nagy
valoszintiséggel egy futtatasi egységben (warp) lesznek legalabb egy olyan széllal,
amelyik tényleges munkat is végez.

Ez a probléma tgy oldhaté meg, hogy el6szor minden véltozora megvizsgalom,
hogy beléphet-e a bazisba, és ennek alapjan a kdvetkezs kernelt tgy inditom el, hogy
csak azokhoz a valtozokhoz tartozzon szél, amelyek célfiiggvényben 1év§ egyiittha-
toja pozitiv (beléphet a bazisba). Ennek a megvalositasdhoz egy olyan témbot kell
létrehozni, amelyiknek az els6 k elemében vannak azon elemek indexei, amelyek
beléphetnek a bézisba. Ezt a legegyszertibben egy particionélas segitségével lehet
megvalositani, ahol a particionélas feltétele az, hogy az adott indexti elem beléphet-e
a béazisba. A particionalas megvalositasanal a Thrust [5| osztalykényvtarban 1éves
stabil particional6 algoritmust hasznaltam. A stabilitasra azért volt sziikség, hogy
az egymashoz kozeli memoria cimeket olvasé szalak egymas mellett maradjanak. A
particionalashoz 6sszesen O(n - log(n)) lépésre és O(log(n)) iteraciora van sziikség.

A 4 implementacié 6sszehasonlitasa. Mivel a négy implementécié csak a
GPU-s kernel megvaldsitasaban kiilonbozik egymastol, ezért a szimplex algoritmus
mind a négy esetben pontosan ugyanolyan gyorsan fog konvergalni az optimalis
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6. abra. A legnagyobb el6relépést biztositd beléps véaltozd meghatarozasat végzs
implementaciok Osszehasonlitasa

megoldashoz. Ezt kihasznalva, az Osszehasonlitasukhoz elég az egyes implementéa-
ciok futasidejét vizsgalni. A négy implementacié futasideje az 6. abran latszik a
probléma méretének a fiiggvényében.

Az abrarol latszik, hogy az els6 algoritmus kis n-ek esetén lassabb, mint a maso-
dik és a harmadik, viszont nagy n értékek esetén mar a mésodik implementacional
jobban teljesit. Ennek az az oka, hogy nagy problémék esetén mar az elsé imple-
mentécio is elég sok szalat hasznél ahhoz, hogy jobban teljesitsen, mint a masodik
implementacio, amelyik a memoria savszélességét nagyon rosszul hasznalja ki.

A masodik és a harmadik implementéaciot dsszehasonlitva egyértelmien latszik,
hogy milyen sokat szamit a memoria savszélességének hatékony kihasznalasa. A
hatékonyabb memoria hozzéaférési mintat hasznalé algoritmus koriilbeliil feleannyi
id6 alatt lefut, mint a masik, annak ellenére, hogy kevesebb szalat hasznal.

A negyedik implementacio futasideje kicsit mashogy skaldzodik, mint az el6zd
két implementacié futasideje. Kis problémak esetén sokkal lassabban fut le, mint
a tobbi algoritmus, mivel a particionalashoz relativ sok idére van sziikség a teljes
futasidéhoz képest. Ennek az az oka, hogy a Thrust osztalykonyvtar elsésorban
nagy adatmennyiségek kezelésére lett optimalizélva. Nagy problémék esetén viszont
méar egyértelmiien megéri kisztirni azokat a valtozokat, amelyek nem léphetnek be
a bazisba és ezzel optimalizalni a sziikséges szamitasi kapacitas mennyiségét. A
legnagyobb vizsgalt problémak esetén ezzel a megoldéassal kortilbeliil 1.6-szor olyan

gyorsan futott le a ki- és belépd valtozot kivalaszto algoritmus, mint az optimalizacio
nélkiil.
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Az implementaciokat Nvidia Visual Profiler segitségével vizsgalva jol latszanak
a kiilonb6z6 implementéaciok gyenge pontjai. Az els§ implementacional a legkritiku-
sabb pont a processzorok terhelése a kevés szamu szal miatt, viszont ez a probléma
a bemend adat méretének novelésével csokken. Elég nagy méretii bemend adat ese-
tén sebessége elérhetné a harmadik implementacié sebességét is, viszont ehhez olyan
nagy mennyiségl bemend adatra lenne sziikség, ami mar nem férne el a videokértya

A masodik implementacio esetén a legkritikusabb limital6 tényezd a memoriaol-
vasasok sebessége. A méréseim szerint a mésodik implementacio a beolvasott adat
mennyiségnek mindossze a 6%-at hasznalja fel, ami nagyon erésen lelassitja a futasi
sebességet. Ugyanez a szam a tobbi implementacional 25-30% koriil mozog, ami
szintén alacsony, viszont a méasodik implementécional mérhets 6%-nal sokkal jobb.
A mésodik implementécional az alacsony értéket a szalak nem megfelels elrendezése
okozza. A tobbi implementéacional pedig azért ilyen alacsony ez a szam, mivel a
memoria miikodésébdl kovetkezGen azokhoz a véaltozokhoz tartozd adatokat is beol-
vassa, amelyek nem lehetnek belépé valtozok és azokat az adatokat egyik szal sem
hasznalja fel.

A negyedik implementécio altal elért sebességnidvekedést az okozza, hogy a valds
munkat végzd szélakat egymas utanra csoportositottam. Ez a hatéas a profilozas
soran is egyértelmten latszik, mivel a masodik és a harmadik implementacional a
végrehajtas hatékonysaga 30% koriil mozgott, a negyedik implementacionél viszont
méar kozel 65% volt.

A végrehajtas hatékonysaga azt jelenti, hogy az elvégzett miiveletek hény sza-
zaléka volt ténylegesen hasznos. Az alacsony végrehajtasi hatékonysagot az okozza,
hogy minden egyes szal elvégzi az Osszes sziikséges miiveletet, és utana amelyiknek
nem kellett volna elvégeznie egy adott miveletet, az nem tarolja el az eredményt a
megfelels helyre. A legtipikusabb probléma, ami alacsony végrehajtasi hatékonyséa-
got eredményez, az a "warp divergency" néven ismert jelenség. Ez azt jelenti, hogy
a kozvetleniil egymas mellett 1év6 szédlak nem ugyanazokat az utasitasokat hajtjak
végre.

A kiilonb6z6 algoritmusok Osszehasonlitasa. A ki- és belép6 valtozo megha-
tarozésara bemutatott két kiillonbo6z6 algoritmus Osszehasonlitédsa lathatd a 7. és a
8. dbran. Egyértelmiien latszik, hogy a legnagyobb elérelépést biztositoé valtozo va-
lasztésa a vizsgalt probléméak esetén gyorsabb konvergenciat biztosit, viszont sokkal
tobb idére van sziikség a ki- és belépd valtozok meghatarozasahoz. A két kiilonbség
egylittes hatasa azt eredményezi, hogy a CPU-s esettel ellentétben itt a moho algo-
ritmus teljesit jobban, mivel a gyorsabb konvergencidnak koészonhetGen a kovetkezd
allapot meghatarozéasat is kevesebbszer kell végrehajtani. Ennek az az oka, hogy a
GPU komoly szamitasi kapacitasat a mohd algoritmus jobban ki tudja hasznalni,
ezért relativ kevesebb id6t veszt el a GPU a bonyolultabb ki- és beléps valasztés
miatt, mint amennyit a CPU.
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4.3.2. A kovetkezg allapot meghatarozasa (pivoting)

A szimplex algoritmus legfontosabb része a kovetkezs allapot meghatarozésa.
Altalaban ez az algoritmus legidGigényesebb része, ezért ennek az implementalasara
komoly figyelmet kell forditani.

Kettss pufferelés hasznalata. A kettds pufferelés lényege, hogy Osszesen két
vasom ki a jelenlegi allapotot és a masik pufferbe from bele a kovetkezs allapotot,
majd megforditom a két puffer szerepét. Ezt kihasznélva a kovetkez§ allapot kisza-
mitasa soran az nem okozhat problémat, hogy egy elemet korabban moédositott le
az egyik szal, mint amikor egy masik szal ugyanarrél a helyrél még az el6z6 értéket
probalta kiolvasni. Igy elég egy kernel ahhoz, hogy meghatérozzam a szimplex algo-
ritmus kovetkezs allapotat. A kettds pufferelés hatranya, hogy a megvalositasahoz
Osszesen kétszer akkora teriiletet kell lefoglalni a memoriaban, mint amire a szimplex
algoritmus egy allapotanak az eltaroldsdhoz sziikség van.

Egyszeres pufferelés hasznalata.
Amennyiben nincsen elég memoria a
GPU-ban ahhoz, hogy a szimplex alla-
potéanak tarolasahoz feltétlentil sziiksé-
ges memoriamennyiség kétszeresét fog-
laljuk le, akkor egyszeres pufferelés hasz-
nalatara van sziikség. Ez az eset
konnyen bekoévetkezhet, mivel a szimp- e,

c stz

nak skaldzodasat legkomolyabb a GPU-
ban elérhetd memoria mennyisége (alta-
laban 1GB) limitalja. Az egyszeres puf-
ferelés megvalositasahoz fontos, hogy az
allapotot reprezentald tomb egyes ele- i «-—B
meinek a kiszamitdasahoz melyik egyéb
elemekre van sziikség. Legyen a bazisba
belépd valtoz6 az e. sorban, a bézisbol
kiléep6 valtozo pedig az [. oszlopban.
Ekkor az i. sorban és a j. oszlopban
1év6 elem az e. sor j. elemétdl és az
i. sor l. elemétdl fiigg (9. abra). Ez
alapjan el6szor azokat az elemeket kell
kiszdmolni, amelyek sem az e. sorban, sem az [. oszlopban nincsenek benne. Ezt
kovetSen ki lehet szamolni az e. sor és az [. oszlop elemeit az e. sor [. elemét
kivéve. Végiil a harmadik 1épésben lehet kiszamolni az e. sor [. elemét. Az utols6
két fazis Osszevonhat6é abban az esetben, ha az elsé fazis sorédn az e. sor [. elemét
egy ideiglenes tertiletre elmentettiik. (Ennek a memoriaigénye legfeljebb 8 byte, ami
elhanyagolhato. )

9. abra. Az egyes elemek fliggGsége a
kovetkezd allapot meghatarozasa soran
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10. dbra. A kovetkez§ allapot meghatarozasat végzé implementéciok
osszehasonlitasa

A kétféle implementacié 6sszehasonlitasa. A két implementéciot 6sszehason-
litva (10. A&bra) azt tapasztaltam, hogy a kettds pufferelés koriilbeliil 20-25%-al
gyorsabb. Ezt a sebességkiilonbséget tobb dolog egyiittesen okozza. Egyrészt a me-
moria hozzaférések optimalisabbak, és a szalak kozti kiilonbségek (warp divergency)
kisebbek abban az esetben, ha egy kernel végzi el az 6sszes szamitast. Ezen kiviil a
kettds pufferelés hasznalata esetén eggyel kevesebb kernelre van sziikség, ami azért
lényeges, mivel egy kernel elinditasa id6t vesz igénybe és a plusz egy kernel miatt
sziikség van plusz egy szinkronizaciora is (automatikusan megtorténik), ami szintén
id6t vesz igénybe. A némileg jobb sebesség ellenére nagy problémak esetén csak az
egyszeres pufferelés hasznalhato, mivel nagy problémak esetén nincsen annyi me-
moria a videokartydkban, amennyi a kettds pufferelés megvalositasahoz sziikséges
lenne. Ez a limitacio egy 1GB memoriaval rendelkezd videokartya esetén koriilbeliil
akkor jelentkezik, ha n - m legaldbb 64 milli6.

4.3.3. Az algoritmus végének meghatarozasa

Az iterativ szimplex algoritmus akkor ér véget, ha nem lehet olyan be- és kilépd
valtozot valasztani, ami kielégitené a feltételeket. (Ha belépd valtozot nem lehet
valasztani, akkor megtalaltuk az optimalis megoldast, ha pedig kilépé valtozot nem
lehet valasztani, akkor nem létezik véges értéki megoldas.) Ezt a vizsgéalatot a be- és
kiléps valtozo par minden kivalasztasa utén el kell végezni. A megvalésitasara tobb
lehetGség is rendelkezésre all, viszont méréseim szerint a futasidejiik az algoritmus
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tobbi részéhez képest elhanyagolhato (koriilbeliil a teljes futasids 0.25%-a), ezért
nem elemzem részletesen a futésidejiiket.

Az els6 lehetGség, hogy a ki- és belépd valtozé meghatarozésa utan dtmasolom
a ki- és belépd valtozo értékét a GPU memoriajabol a CPU memoriajaba, majd
ez alapjan a CPU donti el, hogy kell-e folytatni az algoritmust (meg kell-e hivni a
kovetkezd allapot meghatarozasat végzs kernelt).

Ugyanezt az algoritmust gy is meg lehet valésitani, hogy a be- és kiléps val-
tozonak a CPU memoridjaba torténd atmaéasolasat egy mésik végrehajtasi sorban
(stream) hajtom végre tgy, hogy a masolassal egyidében méar elinditom a koévet-
kez6 allapot meghatarozasat végrehajto kernelt. Ezzel a megoldéssal gyakorlatilag
eltiinik a GPU és a CPU memoéridja kozotti méasolasra forditott idg, viszont le kell
kezelni azt esetet, hogy a kovetkezé allapot meghatarozasat végzé kernel olyan be-
és kiléps valtozokkal is meg lesz hivva, amelyek azt jelzik, hogy mar véget ért az
algoritmus (ebben az esetben nem kell semmit csindlnia).

A CUDA 3.5-6s verziot (vagy magasabbat) tdmogato videokartya hasznélata
esetén lehetGség van a dinamikus parhuzamossag hasznalatara is, ami azt jelenti,
hogy egy kernel indithat tovabbi kerneleket és szinkronizalhat azok elkésziilésére.
Ezt kihasznalva az iterativ algoritmusnal az algoritmus magjat képzd iterécid is
megvalosithato magén a GPU-n abban az esetben is, ha egy iteracié tébb kernelbdl
all. Ezzel a megoldéssal gyakorlatilag teljesen meg lehet szabadulni a szimplex
algoritmus futasa kozben a CPU és a GPU kozotti kommunikaciotol. Jelenleg csak
az altalanos céli GPU programozasra fejlesztett videokartyak tamogatjak a CUDA
3.5-0s verziojat, mint példaul az Nvidia Tesla sorozat.

Amennyiben a hasznalt videokartya tamogatja a dinamikus parhuzamossagot,
akkor az azt kihasznélé implementaciot ajanlott hasznélni, mivel ezzel megsziinik
a CPU szerepe az algoritmus futasa soran, ezért amig a GPU a linearis programo-
zasi feladatot hajtja végre, addig a CPU egy masik algoritmust hajthat végre. Ha a
dinamikus parhuzamossag nem tamogatott, akkor pedig a stream-eket hasznal6 imp-
lementaciot célszerd alkalmazni, mivel ha a CPU és a GPU kozotti adatkapcsolatot
més folyamat is hasznalja, akkor az adatok atmasolasa el6tt esetlegesen véarakoz-
nia kell a rendszernek. Ez elsGsorban szamitasi felhd hasznalata esetén fordulhat
el6, mivel ott hasznalja tobb folyamat is ugyanazt az eréforrast. Nem felhGben
lévs szamitogép esetén az elsd két opcid koziil gyakorlatilag mindegy, hogy melyiket
hasznaljuk, mivel nem mérhets ki a két megvalositéas kozti futasids kiilonbség.

4.3.4. A GPU-s algoritmusok futasidejének Gsszehasonlitiasa

Az eddigiekben bemutattam az algoritmus minden lépésére t6bb lehetséges meg-
valositast is. Most ezek koziil az alabbi 4 kiilonbozé verzio futasidejét fogom Gssze-
hasonlitani:

1. Egyszeres pufferelés, legnagyobb egyiitthatoju belépé valtozo
2. Egyszeres pufferelés, legnagyobb elGrelépést biztositdé belépd valtozo
3. Kettds pufferelés, legnagyobb egyiitthatoju beléps valtozod

4. Kettds pufferelés, legnagyobb el6relépést biztosité beléps valtozo
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11. abra. A 4 GPU alapt szimplex implementacié ¢sszehasonlitasa

Az Osszehasonlitdshoz ugyanazokat a problémakat hasznalom, amelyeket eddig
is hasznéaltam a futasi id6k mérésére. Ezekben a problémékban n darab ismeretlen
valtozo és 2 - n darab feltétel szerepel és mindegyiknek létezik optimélis megoldasa.
A legnagyobb elérelépést biztosito algoritmus 4 implementacidja koziil a csempéket
hasznalo, de a felesleges szalakat nem eltéavolito verziot valasztottam, mivel az min-
den bemend probléma méret esetén jol teljesit. A kovetkezd allapot meghatarozasara
pedig mind a két bemutatott algoritmust hasznalom az 6sszehasonlitas sorédn, mivel
a kettds pufferelés gyorsabb, viszont bizonyos esetekben csak az egyszeres pufferelés
hasznalhato.

A négy algoritmus futasideje a 11. adbran lathato. Az abréardl egyértelmiden lat-
szik, hogy GPU esetén a legnagyobb elérelépést biztositd beléps valtozot hasznald
algoritmus futasideje jelent&sen kisebb. Szintén megfigyelhets a kétszeres pufferelés
nyujtotta sebességjavulés, ez a kiilonbség viszont sokkal kisebb, ezért nem bir ak-
kora jelent&séggel. A grafikon jellegébdl az is latszik, hogy a szimplex algoritmus
futasideje a vizsgalt bemenetekre exponencialisan skalédzodik.

4.4. A CPU-s és a GPU-s algoritmusok 6sszehasonlitasa

A GPU alapu algoritmusok hatékonysagat legjobban tgy lehet jellemezni, hogy
a futasidejiiket Osszehasonlitom az ugyanazt a probléméat megvalosito CPU alapt
algoritmusokkal. Az Osszehasonlitashoz a leghatékonyabb GPU alapi algoritmust
(kettds pufferelés, legnagyobb elérelépést biztosito belépd valtozo valasztésa) hason-
litom Ossze két CPU alapu algoritmussal. Az egyik CPU alapu algoritmus a sajat
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12. abra. A CPU és a GPU alapu szimplex implementaciok 6sszehasonlitasa

referencia implementaciom, amelyik a legnagyobb egyiitthatoji belépd valtozot va-
lasztja, mivel CPU esetén ez a hatékonyabb algoritmus. Ennek az az oka, hogy a leg-
nagyobb elérelépést biztositoé belépd valtozé meghatarozésa tobb idét vesz igénybe,
mint amennyit a hasznélataval nyeriink. A mésik CPU-s implementécié pedig a
népszert nyilt forraskoda linearis programozas megoldé az Ip solve 5.5 [1]. Ennek
a megoldonak nagyon sok kiilonb6zé paramétert meg lehet adni (példaul a belépd
valtozd meghatéarozasara hasznélt algoritmust is), de én a futési id6k méréséhez az
alapértelmezett beallitasokat hasznalom.

A futésidé mérésénél minden esetben szoveges formatumban adtam meg az éppen
vizsgalt algoritmusnak a lineéris programozasi probléma leirasat (Ip_solve 5.5 ese-
tén az alapértelmezett formatumban, sajat implementaciok esetén pedig egy sajat,
kénnyen feldolgozhato szoveges formatumban). Az id6 mérésénél az adott prog-
ram teljes futasidejét mértem a probléma beolvasasat és kifrasat is beleértve Unix
alapi kornyezetben a beépitett time fliggvénnyel. A probléma beolvasasidhoz és
az eredmény kifrasahoz sziikséges id6 mar kis problémak esetén is gyakorlatilag el-
hanyagolhat6 a szimplex algoritmus futésidejéhez képest ezért ez nem befolyasolta
szamottevfen a mérési eredményeket.

A kiilonb6z6 algoritmusok futasideje a 12. abran lathato. A két CPU-s imp-
lementaciot Osszehasonlitva jol latszik, hogy a kis problémak esetén a sokkal egy-
szertibb sajat implementéacié teljesitett jobban, viszont nagy problémaéak esetén az
Ip_solve 5.5 jelent&sen gyorsabb. Ennek az az oka, hogy az Ip solve 5.5 tartal-
maz egy eléfeldolgozot és bonyolultabb algoritmust hasznal a bazisba belépé valtozo
meghatarozasara is. Ez a két megoldas nagy problémak esetén jelentGsen gyorsitani
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tudja a probléma megoldasat, viszont kis problémék esetén tobb id6t vesz igénybe,
mint amennyit nyerni lehet vele.

A GPU-s implementéaciot sszehasonlitva a CPU-s implementaciokkal az latszik,
hogy kis problémak esetén nem éri meg a GPU-t hasznalni, mivel az adatok atma-
solasa és a kernelek elinditasa tilsagosan sok idét vesz igénybe a teljes futasidéhoz
képest. Ennek az idének a dominancidja okozza azt, hogy kis problémak esetén a
GPU-s algoritmus futasideje gyakorlatilag nem valtozik (mivel a mésolas és a kerne-
lek elinditasa tobb id6, mint maga a szamités). A probléma méretének névekedésével
viszont a GPU-s implementécio egyértelmten a leggyorsabba vélik. A legnagyobb
vizsgalt probléma esetén (2500 valtozo és 5000 feltétel) a sajat CPU-s implementécio
futasideje koriilbeliil 50-szer nagyobb, mint a leghatékonyabb GPU-s implementécio
futasideje. A GPU-s algoritmus futasidejét az lp solve 5.5 futasidejéhez hasonlitva
azt latjuk, hogy a bizonyos szempontbol hatékonyabb algoritmust hasznal6 lp _solve
5.5 is t6bb mint egy nagysagrenddel lassabb, mint a GPU-s implementacio.

A sajat CPU-s implementécio és az Ip__solve 5.5 k6zotti futasids kiilonbség nagy
problémak esetén koriilbeliil fél nagysagrend. Ez a kiilonbség azért lényeges, mivel
ezt az algoritmusban 1év6 kiilonbségek okozzak. Ezeknek a kiilonbségeknek egy része
implementalhaté a GPU alapi algoritmusban is, aminek koszonhetGen a GPU-s
algoritmus sebessége tovabb javithato. Varhatoan az igy elérhets javulas kisebb,
mint a sajat CPU-s implementaci6 és az Ip _solve 5.5 kozotti futasidé kiilonbség,
viszont valdszintileg ezek segitségével a GPU-s algoritmus futasideje akar a felére is
csOkkenthetd.
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5. Forgalmi matrix meghatarozasa linearis progra-
mozassal

Az eddigiekben bemutattam, hogy egy linearis problémat altalanossagban ho-
gyan lehet hatékonyan megoldani GPU segitségével. A kovetkezGekben a forgalmi
matrix meghatarozasanak kérdésével fogok foglalkozni olyan megkozelitésbél, hogy
hogyan lehet az eddig bemutatott technikakat erre a konkrét mitszaki problémara
alkalmazni.

5.1. A linearis programozas probléma meghatarozasa

A 3.2. fejezetben bemutattam, hogy hogyan lehet modellezni a forgalmi mét-
rix meghatarozasanak a problémajat. Most azt a modellt felhasznalva bemutatom,
hogy hogyan lehet ugyanezt a problémat linearis programozasi problémaként meg-
hatarozni.

A linkterhelésekbdl szarmazo matrix egyenlet (R - X = L) egy linearis egyenlet-
rendszert reprezental, amit mindenféle modositas nélkiil bele lehet tenni a linearis
programozasi probléma feltételei kozé. Ahhoz, hogy megfeleljen a szimplex algo-
ritmus sztenderd alakjanak, az egyenletrendszert fel kell bontani a kévetkezs két
részre:

R-X>L
—1-R-X>-1-L

A két vektor kozotti egyenlStlenséget elemenkénti egyenlGtlenségként kell értelmezni.

A linkterhelésekbdl szarmazod egyenleten kivil az f fiiggvény minimalizalésat,
mint optimalizalasi célt kell beleépiteni a linearis programozasi probléméba. A
legegyszertibb eset az, ha az f fliggvény a szamitott forgalmi matrix (X) linea-
ris fliggvénye, mivel ebben az esetben egyszertien meg lehet adni az f fliggvényt
az optimalizalasi feltételnek. Ez az eset viszont semmilyen jol hasznéalhato f ese-
tén sem all fent ezért a kovetkezGkben bemutatok néhany kiilénbozé f fiiggvényt és
mindegyikre egy lehetséges megvalositést.

Az egyik lehet6ség, hogy definidlok egy hibafiiggvényt, amit a forgalmi méatrix
Osszes elemére alkalmazok és az optimalizalas soran a legnagyobb hibat (C') probalom
meg minimalizalni. Ilyen fiiggvényeknek egy csoportja leirhat6 az alabbi formaban,
ahol A; ; a becsiilt, X; ; pedig a szamitott forgalmi matrix egy elemét jeldli, ¢ pedig
egy konstans:

|Aij — Xij| _
(Aig)t  —
Ez a fliggvény az abszolut érték képzés miatt nem lineéris, viszont konnyen felbont-
hat6 az alabbi két linearis feltételre, amelyeknek egyszerre kell teljesiilnie:

(A )1
Ai,j — X@j > _C
(Aij)e
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A ¢ paraméter értékének kiilonb6z6 megvalasztasaval ennek a fliggvénynek kii-
16nb6z§ jelentéseket lehet adni. Ha ¢ = 0, akkor az abszolut hibanak felel meg, ha
pedig ¢ = 1, akkor a becsiilt értékhez viszonyitott relativ hibanak. A ¢ értékének
ezen két szélsG érték kozotti valtoztatasaval be lehet allitani, hogy mi az a metrika,
amelyik szerint a szamitott matrixot a becsiilt matrixhoz kozeliteni szeretnénk. Kis
q érték valasztasa esetén a kis értékek relativ hibaja a tobbi értékhez képest viszony-
lag nagy lesz. Nagy q érték esetén pedig a nagy értékek abszolat hibaja lesz relativ
nagy a tobbi értékhez képest.

A legnagyobb hiba minimalizaldsa gyakran nem vezet til jo eredményre, mivel
néhény hibas adat nagyon konnyen meg tudja novelni a legnagyobb hiba értékét. Ez
elkeriilhet6 azzal, ha a legnagyobb hiba helyett a hibak abszolat értékének Gsszegét
probaljuk meg minimalizalni. FEz megoldhat6 gy, ha az el6z6 esethez képest a
kovetkezs célfiggvényt és feltételeket hasznaljuk (az abszolut érték az elgbbiekben
bemutatott atalakitassal eltiintethetd):

min E Cz',j
1,J

[Aij — Xij| <O,

(Aig)r =

Az optimalizaland6 fliggvény megvalasztasaval ezeken az eseteken kiviil is nagyon

sokféleképpen lehet paraméterezni az optimalizalasi folyamatot. Példaul van arra is

lehetGség, hogy a két oldali hibat kiilonb6z6 mértékben vegyiik figyelembe, vagy akéar

arra is, hogy a hibat valamilyen nem linearis fliggvény torott vonalas kozelitésével
szamoljuk. Ezeket a feltételeket valositja meg a kovetkezd feltételrendszer:

i<q,.
(Aij)e !
> . C’i .
(Aij)e = o Y
’ =< —= 4
(A ) g 7
(Aij)e @] B

Ebben a feltételrendszerben amennyiben a szamitott érték kisebb, mint a becsiilt
érték, akkor azt a hibat a-szor akkora siullyal veszem figyelembe. Ha pedig a hiba
abszolut értéke nagyobb mint ~, akkor a hiba ~-nél nagyobb részét [-szor akkora
sallyal.

A fentiek alapjan jol latszik, hogy Osszetett feltételeket is meg lehet fogalmazni
az optimalizélas soran. Kzt kihasznalva, ha rendelkezésiinkre all az az informécio,
hogy a kiszdmitott forgalmi matrixot mire fogjak felhasznélni, akkor van arra lehetd-
ség, hogy a felhasznalas szempontjabol kritikus értékeket hatarozzuk meg tugy, hogy
az eredeti becsléshez kozeli értéket kapjunk. Az optimalizalési feltétel bonyolultsa-
ganak novelésével viszont a sziikséges szamitéasi kapacitas is megnd, annak ellenére,
hogy nem kellett tjabb ismeretleneket bevezetni a feltételek megfogalmazasahoz.
Ennek az az oka, hogy a torott vonalas kozelités miatt a megoldand6 problémaban
szerepld feltételek szama kozel a duplajara nétt.
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5.2. A linearis programozasi probléma értékelése

Az elébbiekben véazolt modell kiprobaldsahoz a valodi IP halozatok szerkezetéhez
nagyon hasonld szerkezetd hélozatokat generaltam. Feltettem, hogy a halézatban
az egyes csomopontok kozotti kommunikicié mindig a legrévidebb ut mentén torté-
nik. Ezt kovetGen a héalozathoz tartozo forgalmi matrixot gy generdltam le, hogy a
forgalmi adatok eloszlédsa megfeleljen a hélézati tomografidan alapulé megoldasoknél
hasznalt eloszlasoknak. A forgalmi matrix és a hal6zatban szerepld utak ismeretében
egyszertien (és determinisztikusan) ki lehet szamolni a halozat egyes éleinek terhelé-
sét. A halozat paramétereinek meghatarozasa utan a forgalmi matrix becslését ugy
allitom el@, hogy a pontos forgalmi matrix minden egyes értékét megszoroztam egy
normal eloszlastu (1 kozépértékd, (0;2) intervallumra korlatozott) zajjal. A becsiilt
forgalmi matrix, a linkterhelések és a halozati topologia alapjan kiszamitott for-
galmi matrixot végiil az eredeti kiindulasi értékeket tartalmazo forgalmi matrixhoz
hasonlitottam.

A bemend adatok ilyen modon térténd generalasanak az elénye, hogy a becsiilt
és a szamitott forgalmi matrix hibaja is kiszamithato és ezzel a hasznalt algoritmus
értékelhets. Az éaltalam hasznélt algoritmus a méréseim szerint a forgalmi métrix
becslés hibajat kis mértékben (koriilbeliil 5%-al) rontotta, viszont az igy kiszami-
tott matrix mar eleget tesz a linkterhelésekbdl szarmazo feltételeknek, ami az eredeti
becsiilt matrixrol szinte soha sem mondhat6 el. A linkterhelésekbdl adodéd egyen-
letek kielégitése azért fontos, mivel ezzel biztosithaté az, hogy a kiilonb6z6 adatok
koherensek legyenek, azaz ne mondjanak egymasnak ellen. A koherencia az adatok
tovabbi feldolgozasa soran bir komoly jelent&séggel, mivel az egymasnak ellentmondo
adatok sokat ronthatnak a kiilonb6z6 numerikus szamitasok stabilitasan.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatomban bemutattam, hogy hogyan lehet a szimplex algoritmust haté-
konyan implementalni GPU-ra a CUDA segitségével. A szimplex algoritmus fon-
tosabb lépéseinél megvizsgaltam tobb lehetséges algoritmikust és implementacios
megoldést is az optimalis kivalasztasahoz. Ennek koszonhet&en sikeriilt egy olyan
implementaciot Osszeallitanom, amelyik nagy problémak esetén a sajat CPU alapu
referencia implementaciomnal koriilbelil 50-szer gyorsabb. A népszertd lp solve
5.5 nevd programnal pedig koriilbeliil 12-szer gyorsabb annak ellenére, hogy sok-
kal egyszertibb algoritmust és kevésbé optimalizalt kodot hasznal. Ezek a sebbés-
ségkiilonbségek elég nagyok ahhoz, hogy legyen értelme a gyakorlatban jelentkezd
linearis programozasi feladatokat a GPU segitségével megoldani, mivel az elérheté
sebességnovekedés legtobb esetben atvalthatdé a pontossag novelésére. A GPU-s
implementaciom skaldzodéasat leginkabb korlatozo tényezd a GPU-ban rendelkezésre
allo memoria mennyisége (altalaban 1GB), mivel a hatékony miikddéshez arra van
sziikség, hogy a teljes probléma beleférjen a GPU memoriajaba.

A linearis programozas hasznalhatésagat egy halozattervezésbdl szarmazd pél-
dan, a forgalmi matrix meghatarozasan illusztraltam. A jelenleg hasznalt megolda-
sokhoz képest, arra mutattam be egy lehetséges megoldast, hogy ha mar rendelke-
ziink egy olyan becsléssel a halozat forgalmi matrixat illetGen, ami nem koherens
a halozat egyes linkjein ataramlé forgalom mennyiségével, akkor hogyan tudunk
meghatarozni egy olyan forgalmi matrixot, amelyik nagyon hasonlit az eredeti becs-
lésiinkre és még a linkterhelésekbdl adodo egyenleteket is kielégiti.
részeken kiviil még nagyon sok lehetdség rejlik. Egyrészt a bazisba be- és kilépé val-
tozok kivalasztasara léteznek a bemutatott algoritmusoknal hatékonyabb, de sokkal
bonyolultabb algoritmusok is amiket érdemes lehet GPU-ra is implementalni. Ezen
kiviil a valos problémék esetén egy gyakori eset az, hogy a feltételeket tartalmazo
matrix ritka (kevés nem 0 elemet tartalmaz). A méatrixnak ezt a tulajdonsagat ki
lehet hasznalni az algoritmus memoria igényének csokkentésére és sebességének no-
velésre. Mivel a szimplex algoritmust a gyakorlatban nagyon sokat hasznéljék, ezért
az itt felsoroltakon kiviil még szamos kisebb nagyobb triikk 1étezik amikkel az algo-
ritmus futésideje csokkenthets. Ezek egy része biztos, hogy nem implementalhato
hatékonyan GPU segitségével, viszont a tobbi optimalizaci6 GPU-s implementacioja
tovabbi sebességndvekedést eredményezhet.
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7. Roviditésjegyzék

BLAS
CBLAS
CPU
CUBLAS
CUDA
ECMP
GNU GSL
GPGPU
GPU
PFLOPS
TFLOPS

Basic Linear Algebra Subprograms

C Basic Linear Algebra Subprograms
Central Processor Unit

CUDA Basic Linear Algebra Subprograms
Compute Unified Device Architecture
Equal Cost Multi-Path

GNU Scientific Library

General Purpose Graphical Processor Unit
Graphical Processor Unit

Peta floating point operation per second

Tera floating point operation per second
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