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Kivonat

Napjainkban egyre gyakrabban hallani hireket a kvantuminformatika vilagabol, példaul
1) kvantumszamitégépekrdl vagy kvantumkommunikaciés attorésekrdl. Ezekkel
Osszefiiggésben  egyre  fontosabb  szerep  juthat a  kozeljovében a
kvantumalgoritmusoknak.

A kvantuminformatika a kvantummechanikabol ismert jelenségeken alapul, amelyek
szerint a mikrorészecskék mozgasa valoszinlis€égi modon irhatéd le. Ilyen részecskével
valdsithaté meg egy kvantumbit: egyszerre van a két, jol megkiilonboztethetd klasszikus
Ilyen modon egy n kvantumbites rendszer egyszerre 2™ allapotban van, ennek leirasara
(azaz az egyes allapotok valoszinliségének eltarolasara) klasszikus esetben 2™-nel
aranyos darabszamu bit kell. Ett6l lehet hatékonyabb sok probléma megoldasa
kvantumszamitogéppel, mint klasszikusan: pl. primtényezdkre bontds, rendezetlen
halmazban keresés!Hl?,

A kanadai D-Wave Systems vallalat volt az els6 a vilagon, amely kvantumszamitogépet
adott el, a legutobbi szamitogépiik 2048 kvantumbitest®l. Bar megoszlanak a vélemények
arrol, hogy valdban kvantumos elven miikodé szamitégépekrdl van-e szo, ettdl
fiiggetlentil érdemes foglalkozni azzal a szamitasi modellel, amely a gépek mogott van.
A modell alapja a Kiméra graf (Chimera graph), amelybe be kell 4gyazni a problémaékat!*l.

A dolgozat célja, hogy segitségiil szolgdljon a modell megértéséhez. Ezen kiviil
elvégeztem néhany NP-teljes grafelméleti probléma bedgyazasat (pl. van-e egy grafban
megadott méretli klikk; van-e olyan részgrafja, ami adott méretii teljes paros graf). Ehhez
mar megoldott problémak alapétleteit hasznaltam fel™, amelyeket szintén ismertetek.
Mivel nem kevés hétkoznapi probléma megfogalmazhatd grafelméleti Gton (pl. nagy
halézatokban kozosségek keresése), remélhetdleg idovel néhany ilyen feladat hatékony
megoldasahoz vezethetnek a leirtak.



Abstract

Nowadays quantum computing is getting more and more publicity. For example, we can
hear news about new quantum computers or breakthroughs in quantum communication.
These may cause quantum algorithms to become more and more important in the not too
distant future.

Quantum computing is based on quantum mechanical effects which describe the
movement of microparticles probabilistically. A quantum bit can be realized with a
microparticle which can be in a superposition of 0 and 1 at a time with probability p and
1 — p, respectively. So, an n-quantum bit system encodes 2" states at a time, while in a
classical computer the number of bits used to store the probabilities for each state is
proportional to 2™. That is why several problems can be solved more efficiently on a
quantum computer than on a classical one. E.g. factorization, searching in unordered
sets[2],

The Canadian D-Wave Systems was the first company in the world to sell quantum
computers. Their latest model is a 2048-quantum bit system!®l. Although, it is
controversial that these computers really work by quantum principles, the computational
model that they provide is worth to investigate. This model is based on the Chimera graph,
in which we should embed our problems!l.

One goal of the work is to help to understand the model. | embedded some NP-hard graph
theoretical problems (e.g. find the maximum clique size in a graph, determine the
maximum size of a complete bipartite subgraph). These use some ideas from earlier
results® that | also present. Plenty of everyday problems can be translated to graph theory
problems (e.g. community search in large networks), so there is hope that in time this
method will lead to efficient solutions of such problems.



|I. Bevezetés

A kvantuminformatika teriilete egyre népszeriibbé valik, ahogyan sziiletnek az attdrésnek
szamitd eredmények ezen a teriileten. Idén nyaron példaul arr6l hallhattunk, hogy
Kinaban kvantumkommunikacios miiholddal kisérleteztek sikeresen, oktdber elején
pedig megvalosult a vilag elsé kvantumkulcsszétosztassal titkositott videohivasal®l,
Ennek az a jelentdsége, hogy kvantumkriptografidval matematikailag bizonyitottan
feltorhetetlen kodokat Iehet eléallitani a biztonsdgos kommunikacidhoz.

A dolgozat Il. részében egy rovid kvantuminformatikai ismertetd kovetkezik, majd az
egyes kvantumszamitogép-modellekr6l, és a D-Wave cégr6l — amelynek a
szamitogépeiben hasznalt modellnek a segitségével fogunk megoldani problémakat — lesz
sz6. A 11l. rész azokat a beagyazasi modszereket ismerteti, amelyeket majd felhasznalunk
a konkrét problémak beagyazasara. Ezek a gyakorlati alkalmazasokban is eléfordulo
alapvet6 feladatok keriilnek sorra a V. részben: maximalis klikket, maximalis teljes paros
részgrafot, és minimalis dominans halmazt keresiink tetszéleges grafokban. Ezek mellett
egy altalam irt programrdl is szé lesz, amellyel ellendrizhetjik a bedgyazasok
helyességét. Az V. részben az addigiak Osszefoglalasa, és tovabblépési lehetOségek
szerepelnek.



I1l. Kvantuminformatikai bevezeto

Az 1970-es évektdl kezdve mar beszélhetiink kvantuminformatikarol, de ekkor még alig
voltak eredmények. A tudomanydg az 1980-as években kezdett igazan fejlodni
(Feynmanl™), bar ekkor is még elméleti szinten maradt. Az 1990-es években késziiltek el
az els6 (még csak par kvantumbites) kvantumszamitogépek.  Fontos
kvantumalgoritmusok is sziilettek ebben az évtizedben: pl. Shor primfaktorizalo- és
Grover kereséalgoritmusa, amelyek joval hatékonyabbak klasszikus tarsaiknall®,

1. Kvantummechanikai és -informatikai alapok

A kvantuminformatika elnevezés onnan szarmazik, hogy olyan szamitoégépekkel
foglalkozik, amelyek miikodése kvantummechanikai jelenségeken alapul. Ebbdl a
szempontbol a legfontosabb jelenség példaul a kétréses kisérletben figyelhetd meg: egy
atlatszatlan lemezen két, parhuzamos rés van. Ennek az egyik oldaldn talalhat6 forrasbol
egyesével bocsatunk ki részecskéket (pl. fotonokat vagy elektronokat). A lemez tllso6
oldalan 1év0 erny6n interferencia kép alakul ki, tehat a vizsgélt részecske egyszerre
mindkét résen atmegy, €és a faziseltolddas miatt hol gyengiti, hol erdsiti 6nmagat. A
részecske helyzete valdsziniiségi modon irhatd le. Ez nem csak a mikrorészecskék
relaciok. Tovabbi fontos kvantummechanikai jelenségek az Osszefonddas és az
alaguteftektus.

Egy kvantumbit realizalasara olyan mikrorészecskét hasznalnak, amelynek valamely
jellemzdje alapjan van két, jol megkiilonboztethetd allapota (pl. foton két, egymasra
merdleges sikt polarizacidja). Ez a két allapot lesz a 0 és az 1. A részecske pedig altataban
az, ami ,,belekényszeriti” az egyik vagy a masik allapotba (v6. Schrodinger macskéja).
Pl. az emlitett kétréses kisérletben, ha a résekhez detektorokat helyeziink, azaz mérést
végziink, akkor mar nem alakul ki interferencia kép, csak azon a résen halad at a
részecske, amelyik detektora jelez.

A 0 és az 1 egy ortonormalt bazist alkotnak, egységvektorokként kezeljiik 6ket. Ezt a két
vektort braket-jeloléssel |0) és |1) formaban irjuk (kiejtése: ket null” és , ket egy”).
Ebben a bazisban egy egységvektor (a Hilbert-tér egy eleme) egy kvantumbit, ami
felirhato a |0) és a |1) linearis kombinaciojaként. Az egyiitthatokat valdszinliségi
amplitadoknak nevezziik, altaldnos esetben ezek komplex szamok. fgy egy kvantumbit
felirasa:

al0) + b|1),

ahol a, b € C. Ennek vizualizalasara a Bloch-gémbot [1. abra] szoktak hasznalni.



—a=)

1. abra: A Bloch-gomb vizlata
(forras: Wikipédia — Bloch sphere)

A mi esetiinkben azonban bdven elég a valds egyiitthatok esetével foglalkozni: ekkor egy
sikbeli derékszdgii koordinatarendszerben egység hosszu helyvektorokként abrazolhatjuk
a kvantumbiteket [2. abra]. Az x tengelyen a |0), az y tengelyen a |1) valdszintiségi
amplitadojat (rendre a-t és b-t) olvashatjuk le. Mivel egységvektorrol beszéliink, teljesiil,
hogy a® + b? = 1 a Pitagorasz-tétel miatt. Ekkor annak a valdszinlisége, hogy a bitet
0-nak mérjiik, a?; annak pedig, hogy 1-nek mérjiik, 1 — a? = b2,

2. abra: Kvantumbit egyszeriisitett abrazolasa
(eredeti kép forrasa: TrillionByte — What’s a Quantum Bit?)

Tobb kvantumbit egyiittese tekinthetd egyetlen rendszernek. Két bit esetén négy allapot
kiilonboztetheté meg, hiszen mindkét bit mérhet6 0-nak vagy 1-nek. Egy altalanos, két
kvantumbites rendszer leirdsahoz tehat mar négy egyiitthato sziikséges:

al00) + b|01) + c|10) + d|11)

Itt lathaté a kvantuminformatika erdssége: egy N kvantumbites rendszer leirasahoz
klasszikusan 2™ valos (s6t, altalanos esetben komplex) szamot kell eltarolnunk.



Ezért vannak olyan problémak, amelyek kvantumszamitégéppel hatékonyabban oldhatok
meg, mint klasszikusan. Példaul ismert probléma a szdmok primtényezdkre bontésa, azaz
a primfaktorizacid. A rendkivill elterjedt RSA nyilvanos kulcsu titkositds sem lenne
biztonsagos, ha a problémara ismert lenne polinomialis algoritmus. Klasszikusan nem
ismert, hogy létezne ilyen, azonban Peter Shor 1994-ben megalkotta a hatékony
primfaktorizalé kvantumalgoritmustl®!. Szerencsére azonban egyelére nem tudunk rola,
hogy lenne a jelenleg hasznalt, tobb szaz jegyli primek szorzatanak felbontasahoz
megfeleld kapacitasu kvantumszamitogép. Idovel persze lehet, hogy lesz, viszont a
kvantuminformatika masik aga, a kvantumkommunikéci6 segithet ezen. A bevezetdben
emlitett kvantumkommunikaciés halézat ugyanis a titkos kulcst titkositas
megvalositasahoz hasznalhatd, ami mar bizonyitottan feltorhetetlen.

Egy masik példa a rendezetlen halmazban keresés. Egy n elemii halmazban keresiink egy
X elemet. Ha a halmaz rendezetlen, nyilvanval6, hogy (legrosszabb esetben) ehhez
minden elemet meg kell vizsgalnunk, hogy egyenl6-e x-szel, azaz klasszikusan a
1épésszam n-nel aranyos. Lov Grover 1996-ban irta le azt a kvantumalgoritmust, ami
0(v/n) 1épéssel megoldja a keresést*?,

Eléfordulhat, hogy két kvantumbit olyan allapotban van, amelyben az egyikiik
bebillenése valamelyik klasszikus allapotba maga utdn vonja a masikét is. Példaul az
alabbi kétbites rendszerben 2 valdszinliséggel mindkét bit 0, és szintén %
valosziniiséggel mindkettd 1. Igy, ha az egyiket 0-nak illetve 1-nek mérjiik, akkor a
masiknak is ugyanilyennek kell lennie, akkor is, ha a mérés pillanatdban nagyon tavol
van egymastol a két kvantumbit. Ezt a jelenséget nevezziik dsszefonddéasnak, a biteket
pedig 6sszefonddott bitparnak.

L 100y + = j11)
V2 V2

2. Lehiitéses és aramkori modell

Tobb modell alapjan is megvaldsithatok kvantumszamitogépek. Elészor az aramkori
modell alakult ki Deutsch 1989-es cikke!*! nyoman. Ez valt a standard modellé. Ebben
kvantum logikai kapuk sorozatabol all el6 a szamitas. A kvantumbitek mitkodését nehéz
Osszehangolni, ezért egyeldre csak kevés bites aramkori alapu kvantumszamitogépek
vannak.

A lehiitéses szamitasi modell foleg optimalizalasi problémak megoldasara hasznalatos.
Azt hasznalja ki, hogy a fizikai rendszerek mindig az energiaminimumra torekednek. Itt
nem mi befolyasoljuk a miikddést, hanem a probléma betaplalasa utan hagyjuk, hogy a
fizikai torvényszertiségeknek megfelelé valtozasok torténjenek! 2.

A Hamilton-fiiggvény olyan fliggvény, amelybe, ha beirjuk a kvantumbitek értékeit,
akkor az eredménye ezen allapot energiaszintje lesz. Kezdetben példaul minden bit



azonos valoszintiséggel 0 és 1, ez az allapot kdnnyen eléallithato. Ekkor a paramétereket
(csucs- és élsulyok) figyelmen kiviil hagyo kezdeti Hamilton-fiiggvény szamit, ebben az
végs6 Hamilton-fliggvény értéke lesz a mérvado. Az igy eldallo legalacsonyabb
energiaszintli allapot hordozza magéban a megoldast. Ekkor mar klasszikus bitekrol
beszélhetiink, ugyanis mér nincsenek szuperpozicioban!*3l,

Tobb megkdzelités is létezik még, de ezek ekvivalensnek bizonyultak az aramkori
modellel. Az ezeken az alapokon nyugvo szamitdégépeket nevezziik univerzalis
kvantumszamitogépeknek. A D-Wave gépei nem univerzalisak[!2.

3. D-Wave

A D-Wave egy kanadai cég, amelyet 1999-ben alapitottak, igy ez az els6
kvantuminformatikai vallalat. 2004-ben dontottek gy, hogy kvantumszamitogépet
épitenek. Eleinte magas hoémérsékletii szupravezetOkkel probaltak megvalositani
kvantumbitet — ezek egyik fatajat hivjak d-wave-nek: innen szarmazik a cég neve.
2010-ben adtak ki az els6 kereskedelmi gépiiket, a D-Wave One-t, ami 128 kvantumbites
volt. A legutdbbi szamitogépiik a 2017-es D-Wave 2000Q, ami 2048 kvantumbites
[3. abra]. A szamitogépeiket hasznald szervezetek kozott olyanokat talalunk, mint a
Volkswagen, a Google vagy a NASABI4],

3. dbra: D-Wave 2000Q (Copyright: D-Wave Systems)
(forras: D-Wave — The D-Wave 2000Q™ System)



A D-Wave gépei lehiitéses kvantumszamitogépek. A szamitdsi modelljiik alapja a
Kiméra' graf (Chimera graph), amely 4+4 csucsu teljes péaros grafok (Ky4)
0sszekotésébol €s racsba rendezésébdl all [4. abra]. A kvantumbitek megfeleltethetok a
csucsoknak, az ¢élek pedig az Osszefonodassal allnak kapcsolatban. A bitek fizikai
megvaldsitasa szupravezetobdl (niobium) késziilt korokkel, és az ezekben folyd aramok

altal indukalt kis magneses mezokkel torténikl,

i s . 2 & 7]
Ak s ' - TSSO e T
S g

9 69

13
47
e e

(15

r RRL

S i 23
7

—» {12

W 13 o Y 21

4. abra: Kiméra graf

(forrds: [5] FIG. 13)
A csucsokhoz és az élekhez is rendelhetdk sulyok, amelyek minden lehetséges esethez
meghatarozzak az energiaszintet, €s igy azt, hogy mit tekintiink a legjobb megoldasnak.
A problémak beagyazasa egy ilyen gépbe tulajdonképpen ezen sulyok értékeinek
meghatarozasat jelenti. A megoldast valosziniiségi alapon kapjuk: a legalacsonyabb
energiaszintii dllapot eldallasdnak a legnagyobb a valoszinlisége. Ezért érdemes tobbszor
futtatni, €s a kapott eredmények eloszlasat figyelni.

! Kiméra (Khimaira) a gérog mitologia alakja, tobbek kozott Szphinx, Kerberosz és a lernéi Hiidra testvére.
Jellegzetessége, hogy tobb allat kiilonbozé testrészeibdl all: oroszlan, aminek a hatabol kecskefej nd ki, a
farka helyén pedig kigyo leng. A graf elnevezésének oka az lehet, hogy az kiilonalld K, , grafokbol van
Osszeszerkesztve.

[Forras: Wikipédia— Chimera (mythology): https://en.wikipedia.org/wiki/Chimera_(mythology) (2017. 10.
09.)]
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Mar a D-Wave One megjelenésétél vannak, akik szerint ez valdjaban nem is igazi
kvantumszamitogép, ugyanis nem latjak bizonyitottnak, hogy tényleg kihasznal-e
kvantummechanikai jelenségeket a gép a megoldas meghatarozasdhoz. A cég publikalt
bizonyitékokat, de azok csak kozvetve mutattdk ki az Osszefonédas jelenlététl, A
kétkedés mértéke 2007 6ta csokkent, de nem halt el teljesent].
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I11. Beagyazasi modszerek

Ebben a részben néhany altalanos beagyazasi modszer ismertetése kovetkezik, amelyeket
felhasznaltam a konkrét problémakhoz. Ezeket néhol példak is illusztraljak, amelyek
segithetik a megértést.

A D-Wave kvantumszamitogépeinek programozdsa a hagyomanyos programozastol
jelentdsen eltér. Példaul nincs memoridja, és igy allapota sincs, valamint a mikodése
valoszintiségi alapti, nem pedig determinisztikus®. Olyan moédon kell beletaplalni a
problémat, hogy meg tudja oldani azt az energiaminimalizalasra torekedve. Az
energiaszintet leir6 Hamilton-fiiggvényl®!:

N

H(s) = AWH, + BOHp = AGH, + BG) | = ) @ai+ ) bya;

i=1 %)
Az egyenletben az s € [0,1] az id6 mulasat jelzi. H, a kezdeti, Hp a végsé Hamilton-
figgvény. Az A(S), B(s) egyiitthatok hatarozzak meg H, illetve Hp stlyat a pillanatnyi
energiaszintben, A(0) =B(1) =1 és A(1) = B(0) = 0. A kvantumbitek (avagy a
Kiméra graf csucsainak) szama N, ezek koziil az i-ediket g; jeloli, aminek a sulya a;. A
graf éleinek halmaza (i, j); az i-edik és a j-edik bit (csucs) kozotti él sulya b;;.

Amikor egy potencidlis megoldast kapunk, akkor a kvantumbitek mar klasszikusnak
tekinthet6k: bebillentek a 0 vagy az 1 allapotba. Ezért q; € {0, 1} teljesiilni fog, azaz
osszesen 2V darab lehetdség van. A cél, hogy ezek koziil a ,,jok” esetén kisebb legyen Hp
értéke, mint a kevésbé jok esetén.

1. Kozvetlen beagyazas

Kozvetlen bedgyazas alatt azt értjiik, hogy a csucs- és ¢€lsulyokat direkt modon, a
megoldandd problématdl fliggden hatdrozzuk meg. A lehiitési folyamat végén kapott
eredményekbdl (tehat a minimalis energiaszinthez tartozo bitértékekbdl) valahogy ki kell
deriilnie annak, hogy mi is a megoldas, igy ezt kell kodolnunk a bitekbe. A megoldando
probléma meghataroz bizonyos kényszereket, amelyeknek mindenképp teljesiilni kell egy
megoldasban. Ezeket is be kell taplalnunk a gépbe, erre hasznaljuk a sulyokat.

A késObbiekben érdemes kiilonbséget tenni a logikai €s a fizikai kvantumbitek és ¢élek
kozott. A fizikai bitek és élek azok, amik a Kiméra grafban megjelennek, mint csticsok,
illetve élek. Hp képletében fizikai bitekr6l van szo. Sok esetben nem elegenddk a Kiméra
graf struktirdjabol kovetkezd fokszamok a bitekhez, ezért vezetjik be a logikai
kvantumbitek fogalmat. Egy logikai kvantumbit tobb fizikaibol allhat, amelyek
értékeinek meg kell egyezni. Ennek biztositasahoz sziikséges, hogy az egy logikai bitet
alkot6 csticsok 0sszefliggd részgrafot alkossanak a Kiméra grafban. A logikai bitek kozott
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futnak a logikai ¢lek. Egy logikai ¢l megvalositasahoz elég, ha a két logikai bit egy-egy
fizikai kvantumbitje kozott fut egy fizikai €l.

A kovetkezd példa forrasa a D-Wave egyik hivatalos kiadvanyal®.,

A térképszinezés problémardl lesz sz6. A feladat az, hogy az egyes teriileteket
kiszinezziik a lehetséges C db szin egyikével ugy, hogy azok a teriiletek, amelyeknek van
kozos hatarszakaszuk (nem csak kiilondllo pontokban érintkeznek), kiillonbozd szint
kapjanak. A beagyazas tobb 1€pésbol fog allni: elészor a teriiletek szinét kell elkodolnunk,
majd a szomszédos teriiletekre vonatkozo feltétel teljesiilését biztositjuk.

a. A szinek elkodolasa

Minden teriilethez tartozzon C db logikai kvantumbit, amelyeket megfeleltetiink a
szineknek. (Azért nem lehet fizikai biteket hasznalni, mert a kényszerek biztositdsahoz
szeretnénk, ha az egyes szinek kvantumbitjei teljes grafot alkotnanak. Ez fizikai bitekkel
a Kiméra graf struktiraja miatt mar C = 3 esetben sem lehetséges.) Az a logikai bit
legyen 1, ami a teriilet szinének felel meg, a tobbi legyen 0. Ezzel olyan kényszert
kaptunk, hogy néhany bit koziil egyszerre pontosan egy legyen 1. Elséként a
legkonnyebben megérthetd C = 2 és C = 3 eseteket nézzilk, utdna pedig az ezekbol
szerzett tapasztalatok segitségével egy altalanos megoldast is adunk.

Két bit (azaz két szin: C = 2) esetén Hp-nek a most vizsgalt kényszerbdl kovetkezo, egy
teriiletre vonatkozoé része E = —(a;q, + a,q,) + b12q,1q, alaku lehet. Ebben az a4, a,,
by, sulyokat ugy kell megvalasztani, hogy az E fiiggvény értéke kisebb legyen q, # q,
esetén, mint egyébként. E értékei esetekre bontva:

e ha mindkét bit 0, akkor E = 0;
e haazi-edik bit (i € {1,2}) lesz 1, a masik 0, akkor E = —a;;
e ha mindkettd 1, akkor E = —a; — a, + by,.

Példaul az a; = a, = 1; by, = 2 valasztas esetén a ,,j6” megoldasok energiaszintje -1, a
,»rosszaké” 0, tehat ez a paraméterezés megfeleld.

A tovabbiak egyszerisitése kedvéért mar most is megfogalmazhatjuk egy igényiinket.
Tobb bit esetén is az szamit jo megoldasnak, ha pontosan egy olyan i létezik, amelyre
q; = 1, a tobbi bit értéke 0. Azt szeretnénk, hogy a kiilonb6z6 j6 megoldasok azonos
eséllyel szerepeljenek. Mivel az esélyt az esetnek megfeleld energiaszint hatarozza meg,

ami a jo megoldasok esetén mindig —a; lesz, ezért feltessziik, hogy a; = a, = - = a.
Hasonloan, szimmetriaokok miatt (két kvantumbit felcserélésével ne valtozzon meg az
eredmény) legyen minden élsuly is azonos: by, = by3 = -+ = b.
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C = 3 esetén az ide tartozé energia: E = —a(q; + q; + q2) + b(q192 + 9195 + 9293).

e Ha minden bit 0, akkor E = 0;

e hapontosan egy bit 1, a tobbi 0, akkor E = —a;

e hapontosan két bit 1, a harmadik 0, akkor E = —2a + b;
e ha mindharom bit 1, akkor E = —3a + 3b.

Itt is megfelelé paraméterezés az a = 1; b = 2: a jo esetekre -1, a rosszakra 0 vagy 3 az
energiaszint. Kénnyen latszik, hogy a szinek szamanak novelésével, azaza C > 4 esetben
IS ugyanigy eljarva j6 megoldast kapunk az a = 1; b = 2 valasztassal.

Most mar beagyazhatjuk a Kiméra grafba a teriiletek szineit: minden egyes teriilet feleljen
meg a Kiméra graf egy K, 4 teljes paros részgrafjanak. A K, , egy-egy sora (két-két fizikai
kvantumbit) feleljen meg az egyes szineknek. (A négyszin-tétel miatt négy szin
mindenképp elég egy térkép megfeleld szinezéséhez.) Tehat itt tobb fizikai kvantumbit
alkot egy logikait, ezért biztositanunk kell, hogy ezek a fizikai bitek ne lehessenek eltérd
értékliek. A fenti, ,,1 a 2-bO1” mintajara azt latjuk, hogy az a; = a, = —1; by, = =2
esetben, ha azonos a két bit, akkor 0, ha kiilonb6z06, akkor 1 a végsé Hamilton-fiiggvény
értéke. Ez alapjan legyen egy-egy szin logikai bitjén beliil a fizikai bitek stlya -1, az
ezeket 0sszekoto €l stlya -2.

Masrészt sziikséges, hogy egy-egy teriilet K, 4 részgrafjan beliil a négybdl csak egy szin
legyen kivalasztva. A korabbiak alapjan az egyes szinek logikai kvantumbitjeinek sulya
1, a koztik futd logikai éleké 2. Ezeket egyenld aranyban osztjuk szét a fizikai
megfeleldik kozott. A logikai bitekhez két fizikai tartozik, ezért a fizikai kvantumbitek %2
sulyt kapnak; és mivel két logikai bit kozott mindig két fizikai €l van, ezek sulya 1 lesz.
Ha egy fizikai bit vagy ¢l tobb ok miatt is kap kiilonb6z6 sulyokat, akkor a Hamilton-
fliggvény linearitasa miatt ezek dsszegét kell venni.

British Columbia Alberta

5. dbra: Szomszédos teriiletek leképezése

(forras: [4] Figure 4)
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b. A szomszédsagi kényszer

Az egyes teriiletek szineit mar bedgyaztuk, most a szomszédsagi kényszert (a szomszédos
terliletek nem lehetnek azonos sziniiek) fogjuk elkodolni. Legyen két szomszédos
teriiletnek megfeleltetett K, , az A és a B. Ha példaul A-ban és B-ben a piros szin
kvantumbitje egyszerre 1, akkor az energiaszintnek emelkednie kell. Ha azonban mindkét
helyen 0, vagy az egyiken 0, a masikon 1 a bit értéke, akkor ne valtozzon a Hp értéke. A
korabbi, ,,1 a 2-b61” mintdjara latjuk, hogy a; = a, = 0; by, = 1 jO paraméterezés: a
mindkét bit 0 és a pontosan egy bit O esetben is 0 az echhez a kényszerhez tartozo
energiaszint, de a mindkét bit 1 esetet biintetjiik, ekkor 1-gyel né a Hp értéke.

Ennek megvaldsitasahoz két szomszédos teriilet azonos szint jelképezd logikai
kvantumbitjeit 0sszekotd élre van sziikség. Az 5. dbrén ivvel jeldlve lathatok ezek.
Elegend¢ tehat ezek sulyat 1-re allitani az azonos szinli szomszédok biintetéséhez.

M¢ég egy problémaval szembesiilhetiink: a fent leirt leképezéssel a Kiméra graf
struktiraja miatt minden teriiletnek legfeljebb 4 szomszédja lehet, és harom tertilet nem
lehet paronként szomszédos egymassal. Ebben segit a teriiletek ,.klonozasa™: egy
tertiletnek tobb K, 4-et feleltetiink meg. Ez a tobb fizikai kvantumbitbdl 4ll6 logikai
bitekkel teljesen analdog modon miikddik, annak megfelelden kell beallitani a sulyokat.
Példaként lassuk Kanada térképét [6. abra], és annak leképezését [7. abra].

Canada

Political Regions
Newfoundiand and

Manitoba

I*I ® 2003 Cruig LW, Malaz
www, Cra ghdian, com

6. abra: Kanada 13 teriiletegysége
(forras: [4] Figure 1)

Newr Brunswick
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NL ON | MB SK AB

PE Qc | NU NT AB

NB NS NT BC

w MDD - O

YT BC

1. abra: Kanada térképének leképezése
Egy cella egy K, 4-nek felel meg
A teriiletek nevét a postai kodokkal roviditették

(forras: [4] Figure 5)
Ezek alapjan az 5. dbranak megfeleld (tehat klonozas nélkiili) esetben a sulyok alakulésa:

o a fizikai kvantumbitek esetén a sulyok (kényszerek szerinti bontasban)

o egy szin logikai bitjén beliil megegyez6 értékli kvantumbitek legyenek: -1

o egy teriilet K, 4-¢én beliil csak egy szin legyen aktiv: 1/2

o aszomszédsagi kényszer miatt: 0

» a Hamilton-fiiggvény linearitasa miatt ezek dsszegét kell venni, ami -1/2
e afizikai élek esetén a stlyok (az élek helyzete szerinti bontasban)

o egy szin két fizikai bitjét 6sszekoto él: -2

o egy K, 4-en beliil kiilonb6z6 szinek kozott futo €l: 1

o két szomszédos teriilet azonos szint reprezentald logikai bitjei kozotti €l: 1

A D-Wave-nél az 512 kvantumbites szamitdgépbe agyaztak a problémat. A C = 2,3, 4
értekekre futtatdk, mindegyikre haromszor, és mindig ezer mintaval (azaz ezerféle — nem
feltétleniil kiilonb6z6é — kvantumbit-konfiguracioval). Az eredményeket mutatja az 1.
tablazat. A cellak elso értéke a kényszereknek megfeleld j6 megoldasok szama, a masodik
pedig a kapott kiilonb6z6 eredmények szama. Lathato, hogy Kanada térképét két szinnel
még nem, de hdrommal vagy tobbel mar sikertilt kiszinezni. Ez megfelel a valosagnak,
legkevesebb harom szin kell a szinezéshez.

A szinek szama (C) Megfeleld szinezések/kiilonb6zé mintak
2 0/37, 0/45, 0/34

3 252/417, 228/371, 258/393

4 837/978, 812/947, 801/955

1. tablazat: A futtatasok eredménye

(forras: [4] Table 3)
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2. QUBO

A QUBO probléma (Quadratic Unconstrained Binary Optimization problem) a
masodfoku, kényszer nélkiili, binaris optimalizalasi probléma angol roviditése. Lényege,
hogy olyan masodfoku kifejezést akarunk minimalizalni, aminek a valtozéi a {0, 1}
halmazbél vehetnek fel értéket. A QUBO egy NP-nehéz problémal'”l. Lattuk, hogy a
Hamilton-fiiggvény éppen a (végs6 soron binaris) kvantumbitek masodfoku fliggvénye,
¢és az értékét minimalizalni szeretnénk. Tehat az energiaszint minimalizalasa, és igy a
kvantumszamitogépnek adott probléma megoldasa QUBO problémaként kezelhetd.

A fejezet tovabbi részének a fo forrasa [5].

Az ilyen modon torténd beagyazasnak két 1épése van: a probléma leképezése QUBO-ra
(mapping); €és a beagyazas a hardverbe (embedding). A QUBO-boI térténd beagyazashoz
hasznalhato a D-Wave heurisztikus bedgyazé szoftvere, igy ezzel a 1épéssel itt nem
foglalkozunk.

A leképezésre tobb modszer 1étezik. Vannak altalanosan hasznalhatok (pl. id6osztasos,
CNF megkozelités), ezek azonban eréforrasigényesek, €s igy a jelenleg elérhetd gépeken
csak kis méretli problémak beagyazdsara alkalmasak. Masik lehetség, hogy minden
problémadra kiilon-kiilon készitiink QUBO-t, ezt nevezziik kozvetlen leképezésnek.

a. Idoosztasos modszer

A mobdszer 1ényege, hogy lépésekre osztjuk a kezdeti- és a végsé allapot kozotti
intervallumot, és igy egyszerre csak egy-egy kisebb valtozas torténik. Valamennyire
tudjuk, minek kellene torténni, és ami ezzel ellentétes, azt szankcionaljuk. Ezek leirasara
allapotvaltozokat, és akciokat hasznalunk, amelyeket a kvantumbitekbe koédolunk. A
biintetések dsszege adja az energiaszintet.

Pé¢ldaul a kezdeti- vagy a végallapotban ismeriink bizonyos feltételeket, amelyeknek
teljesiilni kell az allapotvaltozokra, és ha a bitek kdzott van, ami ennek ellentmond, akkor
biintetésképp noveljiik az energiaszintet. Hasonloképpen, ha egy akcid végrehajtasa eldtti
¢s az utana kovetkezd allapotban egy bit megvaltozott, pedig az akcidbol ez nem
kovetkezik, azt is biintetjiik. Valamint az akcioknak lehetnek eldfeltételei, és keriilendo,
hogy ugy hajtsuk végre azt, hogy ezek nem teljesiilnek.

b. CNF megkozelités

A CNF, azaz konjunktiv normalforma olyan logikai formula, amelyben a binaris valtozok
vagy kapcsolatai szerepelnek zarojelekben, és ezek kozott és kapcsolat van. Ha minden
zarojelen beliil k db valtozo van, akkor k-CNF kifejezésrdl beszéliink. Elérhetok olyan
szoftverek (pl. SATPLAN), amelyek elvégzik problémak CNF-ként valo
megfogalmazasat, igy abbol indulunk ki, hogy a megoldandé probléma CNF-ben adott.
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A CNF-bdl elészor PUBO-t gyartunk, ami ugyanaz, mint a QUBO, kivéve, hogy
tetszOleges foku lehet (a P betli a polinom szoéra utal). Ezt ugy érjiik el, hogy a CNF
minden zardjelben 1évo kifejezésének egy szorzat felel meg. Ebben a ponalt valtozok
helyett 1 és a megfeleld kvantumbit értékének kiilonbsége szerepel, a negalt valtozok
helyett pedig a megfelelé kvantumbit. igy példaul (aV —bV —cVd) megfeleldje
(1 — a)bc(1 — d) lesz. Lathato, hogy a kapott kifejezés pontosan akkor lesz 0, ha a neki
megfeleld logikai kifejezés igaz, egyébként pozitiv az értéke.

M¢ég a fokszamot kell csokkenteni. Az erre hasznalhato egyik algoritmus Iényege, hogy
a szorzatokban leggyakrabban el6forduld bitparokat egyetlen, j kvantumbittel
helyettesitjiik. Sziikséges bevezetni egy biintetd tagot, ami azt biztositja, hogy az 1 bit
pontosan akkor igaz, amikor az eredeti kifejezés is. Ezt addig ismételgetjiik, amig a kapott
kifejezés mar csak masodfoku.

Erre egy lehet6ség a kovetkezd: tegyiik fel, hogy egy yzw tagban az yz tényezot
kicseréljiik az Gj x valtozora. Ekkor elvarjuk, hogy x pontosan akkor legyen 1, hay és z is
1, egyébként 0 legyen. Ehhez biinteté tagnak megfelel az x(3 — 2y — 2z) + yz, amit
értéktablazattal ellendrizhetiink.

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1

z 0 1 0 1 0 1 0 1
X=yz 1 1 1 0 0 0 0 1
0 1 3 1 1 0

x(3—2y—2z)+yz 0 0

2. tablazat: A biintetd tag megfeleléségének ellendrzése

Lathatjuk, hogy a biintetd tag pontosan akkor 0, amikor x = yz, egyébként pozitiv, azaz
valdban biztositja, hogy az 0j valtozo értéke ugyanaz legyen, mint az eredeti két valtozo
szorzata. Tehat az yzw harmadfoku tag helyett irhatjuk az xw + x(3 — 2y — 2z) + yz
masodfoku kifejezést.

Magasabb fokl tagok esetén ugyanezt a 1épést tobbszor kell elvégezni, egyszerre mindig
csak eggyel csokken a fokszam. Tehat egy n-edfoku tag esetén n — 2 1épésre — €s
ugyanennyi Uj valtozéra — van sziikség, hogy az eredmény masodfoku legyen.

C. Kozvetlen leképezés

A kozvetlen leképezés nem altalanos modszer, minden problémara mas €s mas, ezért csak
példan keresztiil mutathatd be. Ez a példa a Hamilton-ut keresés lesz (iranyitatlan
grafban).

Egy n csucsu grafthoz vezessiink be n? db valtozot: x;; = 1 azt jelenti, hogy az i jelti cstics
a Hamilton-aton 1év6 csucsok soraban a j-edik pozicidban szerepel (Gigy is
fogalmazhatunk, hogy a csucsokat sorban latogatva az i csucs j-edikként keriil sorra);
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Lj€{1,2,..,n}. Az x;;-k logikai kvantumbitek, ugyanis a (szoftverrel torténd)
bedgyazas utan sokan lehetnek hatdssal egymasra, ¢és igy a fizikai bitek kozotti élek
kevésnek bizonyulnak.

Harom megszoritas van, amelyek megszegését biintetni kell.

1) Minden csucs pontosan egyszer van a Hamilton-tton.

2) Egy pozicioban pontosan egy cstcs van (avagy egyszerre nem latogatunk meg
egynél tobb vagy kevesebb csucsot).

3) Két, szomszédos pozicidban 1év6 (egymas utan latogatott) csucs kozott fut él.

1) Minden i cstcsra Osszegezziik, hogy hanyszor latogattuk meg. Ha ez nem egy,
biintetiink.

S((20])-»

L J

2) Minden j pozicidra 6sszegezziik, hogy hany csucsot latogattunk meg ekkor. Ha ez nem

egy, akkor biintetiink.
Y((Z)-

j i

2

3) Minden j < n pillanatra 6sszegezziik, ha az i’ csucs kovetkezik az i csucs utan (elobbit
a (j+1)., utobbit a j. pozicidban latogattuk meg), de nincs koztiik él a grafban.

n-1

XijXi (j+1)

J=1i,i":(i,i)¢E
Latjuk, hogy valéban masodfoki (QUBO) kifejezéseket kaptunk. Ennek a harom
kifejezésnek az Osszege lesz a QUBO probléma, amit a megfeleld szoftverrel mar be
tudunk agyazni a D-Wave kvantumszamitogépeibe.

3. Utemezési tipusii problémak

A fejezet forrasa [5]. Az un. {itemezési problémak Iényege az, hogy az egyes
részfeladatok kozott szétosztjuk a felhasznalando erdforrasokat, és iddszeleteket
rendeliink hozzajuk. Azon feladatok, amelyek ugyanazt az eréforrast hasznaljak, nem
futhatnak egyazon iddszeletben. Mindekodzben teljesiilnie kell bizonyos megszoritd
feltételeknek. Ezek alapjan az {itemezési problémak egy része megfeleltethetd
grafszinezési problémanak. A graf csucsai a feladatok, az azonos eréforrast hasznald
feladatok kozott ¢l fut, eltérd szinek jelolik a kiilonbozé idészeleteket. Igy a kromatikus
szam lesz az Gsszes feladat elvégzéséhez minimalisan sziikséges idészeletek szama.
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Példaul a grafszinezési probléma a kovetkezoképpen fogalmazhaté meg ilitemezési
problémaként. Adott az iranyitatlan, n csucst G graf, amelynek cstcsait k db szinnel
szeretnénk kiszinezni. Feleltessiink meg minden Vv csticsnak néhdny logikai kvantumbitet:

e kdb akcid, amelyeket ag-vel jeloliink, jelentése: a v csucsot € sziniire szinezziik;
o egy s? allapotvéltozo, ami azt jeldli, hogy kiszineztiik-e mér v-t;
e kdb sg allapotvaltozd, ami azt jeloli, hogy a v csucs € szinii-e.

Jeloljik C(v)-vel azon csucsok halmazat, amelyek a bemeneti grafban szomszédosak
v-vel. Minden af akcionak |C(v)|+1 el6feltétele van: egyrészt a v cstics még ne legyen
kiszinezve, azaz s; legyen hamis; mésrészt v szomszédai kozott ne legyen ¢ szinii, azaz
V v; € C(v) esetén sy, legyen hamis. Minden akcionak van két kovetkezménye is: sJ és

sg igaz lesz.

A kezdeti allapotban minden v-re és minden c-re s és s¢ is hamis. A végsé allapotban
minden cstcs ki kell legyen szinezve, azaz minden v-re sy igaz. Egy végrehajtis n db
akcid sorozatabol all, amelyek mindegyikében egy-egy cstlicsot szineziink ki.

Az altalanos modszerekkel viszonylag konnyen elvégezhetd az ilitemezési problémak
leképezése QUBO-ra, igy, ha egy feladatot meg tudunk fogalmazni iitemezési
problémaként, akkor mar tekinthetjiik ugy, hogy sikeriilt leképezni (és igy — a D-Wave
megfeleld szoftverének segitségével — bedgyazni is).

4, Teljes graf beagyazasa

Sok esetben nagyon kényelmessé teszi a bedgyazast, ha barmely két logikai csucs kdzott
van ¢€l, azaz ha mindegyik bit értéke hatassal lehet a tobbire. Ez a Kiméra grafban a fizikai
bitek kozott sajnos nem teljesiil, de ha a megfeleld fizikai kvantumbitekkel valdsitjuk
meg a logikaiakat, akkor mar elérhetjiik a célt. A fejezet forrasa [18].

A Kiméra graffal azonos szerkezetti, de altalanosabb gratba fogunk 4gyazni. Legyen ez a
graf K, 4-ek helyett K, . grafokbol allo racs. EQy m X m-es racsba az itt leirt modszerrel
be tudunk agyazni egy cm + 1 csticsu teljes grafot (azaz K., 1-€t). A fejezet tovabbi
részében a teljes graf csucsaira hasznéljuk a cstcs elnevezést, mig a Kiméra graf csucsaira
bitekként hivatkozunk — ezek ebben az esetben a fizikai bitek, mig a logikai bitek
megfelelnek a teljes graf csticsainak.

Az 1 X 1-es racsba (m = 1 eset), azaz az egyetlen K, -bél all6 gratba agyazashoz
legyenek a logikai bitek a K . sorai (mint a kozvetlen bedgyazasnal a szinek kodolasanal
lattuk), kivéve az utolso sort, ahol mindkét bit feleljen megy egy-egy 1 logikai bitnek.
fgy c+1 db logikai bitet kaptunk, és valoban barmely kettd kozott fut él, azaz a K44
beagyazasat végeztiik el.
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8. dabra: K, bedgyazasa 4 x4-es racsba
(forras: [18] Fig. 6.(b))

Minden tovabbi 1épésnél eggyel noveljiik a rdcs méretét mindkét iranyban, mondjuk
jobbra és lefelé. Ekkor az 0j jobb als6 sarokban 1év6 K. . egyes sorainak bitparjai azonos
logikai bithez fognak tartozni, de minden sor mésikhoz, és mindegyik a bedgyazando
teljes graf olyan csticsahoz, amely az el6z6 méretii racsban még nem szerepelt (igy ¢ db
Uj csticsot dgyazunk be). A bévitéssel kapott tobbi K, . fizikai bitjei annak a beagyazando
csticsnak a logikai bitjéhez fognak tartozni, amelyikhez kdzvetlen €1 koti 6ket. Mindezt
szemlélteti a 8. abra, ahol a teljes graf egyes csucsainak megfeleltetett fizikai bitek (azaz
a logikai bitek fizikai bitjei) kaptak azonos szint.
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V. Beagyazasok

Ebben a részben keriil sor az altalam kigondolt beagyazasok ismertetésére. Maximalis
méretli teljes részgraf, maximalis méretl teljes paros részgraf €s minimalis méreti
dominans halmaz keresésével foglalkoztam. Ezen kiviil irtam egy egyszerli programot,
amellyel a kozvetlen beagyazast lehet szimulalni — errdl is lesz szo6.

1. MAXKLIKK

A MAXKLIKK annak a grafelméleti problémanak a jelolése, amelyben egy bemeneti G
grafban a legnagyobb el6forduld teljes részgraf (klikk) mérete a kérdés. Ennek az
eldontési valtozata, amikor G mellett egy k paraméter is adott, és az a kérdés, hogy van-e
a grafban k méretii klikk. A probléma kézismerten NP-teljes. Bar a probléma bedgyazasat
mar korabban megoldottak, én ettdl fliggetleniil jutottam az aldbbiakra.

a. Kozvetlen beagyazassal

Egy n csucsu G graf esetén az n csucsu teljes grafot 4gyazzuk be (az elébbiekben targyalt
moédon) — de csak G komplementerének ¢leit fogjuk hasznalni. G cstcsainak stlyai
viszonylag kis abszolut értékii pozitiv szamok legyenek, pl. mindegyik legyen 1. (Mivel
pozitivak, a Hamilton-fiiggvényhez negativ értéket fognak adni, hiszen abban a csticsokra
vonatkozo6 sulyosszeg eldtt negativ eldjel szerepel.) G komplementer €leinek sulyai pedig
valamivel nagyobb abszolt értékii pozitiv szamok, pl. 3; G éleinek stlya legyen 0.

Ezek logikai cstcsok és élek sulyai, amelyeket megfelelden szétosztunk a fizikai
megfelelok kozott: egy logikai csucs fizikai csticsai kozott egyenlden osztjuk szét; egy
logikai €l fizikai megfeleldi koziil egy megkapja a teljes logikai sulyt, a tobbi 0 sulyu lesz.
(Az eredményen nem valtoztatna, ha a logikai élek stlyat is szétosztanank a fizikai
megfeleldik kozott.) A kvantumbitek értéke 1, ha bevesszilk a maximalis klikkbe a
csucshoz tartozo logikai csucsot, és 0, ha nem.

Ez valéban megfeleld bedgyazas, mert egyrészt, ha nem klikket valasztunk ki, az nem
lehet optimalis. Ugyanis ha van olyan cstcs a kivalasztottak kozott, ami nincs 6sszekotve
az Osszes tobbi kivalasztottal, akkor ennek a cslicsnak az elhagyasdval alacsonyabb
energiaszinti allapotba jutnank. Hiszen a legalabb egy darab G-beli ¢l torlése miatt
legalabb 3-mal csokken az energia szintje, a csucs torlése miatt pedig csak 1-gyel nd, mas
olyan valtozas pedig nem torténik, ami valtoztatna az energiaszinten.

Masrészt pedig, ha egy kisebb klikket valasztanank ki, mint a maximalis, akkor kevesebb
érték osszege lesz a kivalasztott csticssulyok osszege. A kivalasztott csticsok kozott pedig
ebben az esetben csak G-beli élek vannak, amelyek sulya 0, igy ezek nem valtoztatjak az
energiat. Mivel a csucssulyok Osszege negativ eldjellel szamit, nagyobb energiaszintii
allapotot eredményez, ha a maximalis klikk helyett egy kisebbet valasztunk ki.

A kvantumszamitogépen valo futtataskor azt figyeljiik, hogy a sok minta kdzott van-e
olyan, amelyik eredményében a teljes graf legalabb k méretti.
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b. Utemezési problémaként

A G graf minden csucsahoz tartozik két allapotvaltozo: bevessziik-e a klikkbe (x;),
bevehet6-e oda (y;); és egy akcid is: hogy bevessziik a klikkbe.

Kezdetben minden i-re x; =0 és y; = 1. Ahhoz, hogy az i. csucsot bevegyiik, két
feltételnek kell teljesiilnie: még ne legyen bevéve (x; = 0), és legyen bevehet6 (y; = 1).
A bevétel kdvetkezménye, hogy az i. csucs bekertilt a klikkbe, és mar nem vehetd be
(x; = 1; y; = 0). Tovabba azok a cstucsok, amelyek nem szomszédosak az i. csucesal,
mar nem vehetdk be, formdlisan: ha (i ,j) € E(G), akkor mostantdl y; = 0 kell legyen.

fgy valoban mindig teljes grafot alkotnak a bevett csiicsok és a koztik futd élek. A
maximalis klikk pedig nyilvan elérhetd, ha az ehhez tartozé csucsokat vessziik be.

C. QUBO kozvetlen leképezéssel

Két, 6ssze nem kotott csucs egyszerre nem lehet egy klikkben, €s ne maradjon bevehetd
csucs a végére. Az ezeknek ellentmondo eseteket biintetjiik az energiaszint novelésével.
Az alabbi képletben az x;-k €s az y;-k ugyanazt jelolik, mint az el6z6 alfejezetben.

XiX; + z Vi
(L,))EE(G) Vi
2. Maximalis teljes paros részgraf

Teljes paros grafon, avagy biklikken olyan paros grafot értiik, amelynek minden olyan
csucsparja kozott fut él, amelyek koziil az egyik csucs az egyik, a masik pedig a masik
cstcsosztalybol vald. Most azt a problémat vizsgaljuk, hogy egy bemenetként adott
tetszéleges G grafban mekkora a legnagyobb méretii feszitett teljes paros részgraf. Azaz
olyan A és B diszjunkt részhalmazait keressiik a csucsoknak, amelyekre teljesiil, hogy
minden A-beli csucs Ossze van kotve barmely B-belivel, de semelyik két A-beli, illetve
semelyik két B-beli cstics kozott nincs €l. Ennek a méretén a kivalasztott csucsoknak az
|A| + |B| elemszamat értjiik. Ennek is az eldontési valtozatat tekintjiik: van-e G-nek
olyan feszitett teljes paros részgrafja, amelyben a csticsosztalyok méreteinek dsszege k.
A probléma NP-teljes!*],

a. Utemezési problémaként

A tetsz6leges G graf minden (i-edik) csticsahoz tartozik négy allapotvaltozo: benne van-e
a paros részgraf egyik csticshalmazaban, A-ban: x;*, benne van-e a masikban, B-ben: x?,
bevehets-e A-ba: y{!, bevehets-e B-be: y?. Két akci6 is tartozik a csticsokhoz: bevétel
A-ba: af, bevétel B-be: a?.

Kezdetben minden i-re x* = 0; x? = 0; y/* = 1, y? = 1. Az af* elofeltétele, hogy az i.
cstics beveheté legyen A-ba (y7* = 1). Kdvetkezményei, hogy mar be van véve (x;* = 1),
mar nem veheté be (y/! = 0). Valamint az sszes, még semelyik halmazba be nem vett,
de valamelyikbe még bevehetd cstcsra ellendrizni kell, hogy még mindig bevehet6-e oda.
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Egy csucs (legyen ez a j.) pontosan akkor marad bevehetd B-be, ha szomszédos az i.
csticesal, formalisan: ha (x; , x;) € E(G), akkor mostantol y]B = 0 kell legyen. Egy csucs
pontosan akkor marad bevehetd A-ba, ha nem szomszédos az i. cstcesal, formalisan: ha
(x;,x;) € E(G), akkor ezentil yi' = 0 kell legyen. Az a} akciokkal természetesen
hasonl6 a helyzet, csak az A-kat és a B-ket kell felcserélni egymassal.

fgy valoban csak olyan cstics keriilhet be valamelyik halmazba, amely az adott halmazon
beliil 1év6 csucsok kozil egyikkel sem szomszédos, és a masik halmaz cstcsai mind
szomszédosak vele, azaz végig biklikket alkotnak a bevett csticsok. Az is konnyen latszik,
hogy ezzel a modszerrel mindenképp elérhetd a maximalis méretii teljes paros részgraf
az ebben benne 1év0 csucsok bevételével.

b. QUBO kozvetlen leképezéssel

Ha két, szomszédos csucs egyazon csticshalmazba kertilt, vagy ha két, nemszomszédos
cstcs kiilonb6z6 halmazba keriilt, azt biintetni kell. Valamint ne maradjon egyik
halmazhoz hozzaadhat6 csucs sem. Rendre ezt a harom feltételt irja le az alabbi kifejezés
harom tagja, ahol a valtozok ez eldbbi alfejezetben ismertetetteknek felelnek meg.

(xfxf +xPxf) + Z (xfxf +xPxf) + Z()’iA +y7)
(L.))EE(G) (i,J))EE(G) vi

Ha nem feszitett részgraf a cél, akkor majdnem ugyanez az eredmény, csupan az A illetve

a B halmazon beliil futé élek biintetését (azaz az elsd tagot) kell elhagyni.

3. Dominans halmaz

A dominans halmaz egy G graf cstcsainak olyan D részhalmaza, amelyre igaz, hogy
minden olyan csucs, ami nincs benne D-ben, legalabb egy D-beli csucsnak szomszédja.
Az ebbdl szarmazd optimalizalasi probléma az, hogy hatdrozzuk meg a legkisebb
elemszamu ilyen halmazt. Eldontési feladatként megfogalmazva: van-e k méretii
dominans halmaz G-ben. Ez is NP-teljes problémal?l.

a. Utemezési problémaként

Az eddigiekhez képest forditva jarunk el: kezdetben a G graf minden csucsat vegyiik be
a dominans halmazba, és majd kivesziink bel6le néhanyat. Minden cstcshoz tartozik két
allapotvaltozo: benne van-e a dominans halmazban (x;), kiveheté-e onnan (y;); és egy
akcio is: kivétel a halmazbol.

Az i. csucs kivételének elbfeltétele, hogy kiveheto legyen (y; = 1). Kovetkezménye,
hogy az i. cstics mar nincs bevéve a dominans halmazba (x; = 0), mar nem is vehet6 ki
(y; = 0). Ezen kiviil minden, ekkor még kivehetd (j.) csucsra ellendrizziik, hogy még
mindig kiveheto-e: ha Y (, x)eE(G) Xk = 0 (azaz a j. csucs egyik szomszédja sincs mar

bevéve a halmazba), akkor mar nem vehetd ki, egyébként kivehetd marad.
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fgy valoban csak olyan csucsok keriilhetnek ki a halmazbol, amelyeknek még van
szomszédja a bennmaradok kozott, azaz a bennmaradok mindvégig dominans halmazt
fogak alkotni. A legkisebb méretii dominans halmazba nem tartozo6 csucsok kivételével
pedig nyilvan elérhet6 a minimalis méretii dominans halmaz.

b. QUBO a kozvetlen leképezéssel kapott PUBO-bol

Azt kell biintetni, ha van olyan csucs, ami nincs bevéve a dominans halmazba, és ugyanez
igaz az Osszes szomszédjara is. Ezen kiviil a végére ne maradjon kivehetd csucs. A
kovetkezO képletben az x;-k és az y;-k jelentése az el6zo alfejezetben leirtaknak felel

meg.
Z 1—x) 1_[ (1—x) +Z3’i
vi

Vi (i,)EE(G)

Ez a kifejezés nem masodfoku, az elsd tagban ugyanis eggyel tobb kvantumbit szorzata
szerepel, mint ahany szomszédja van az i-edik csticsnak — ez pedig kettonél joval tobb is
lehet. Tehat egy PUBO-t sikeriilt felirnunk. A CNF megkozelités (111/2/b) alfejezetben
irtaknak megfeleléen ez mar QUBO-v4 alakithato.

Megismételjiik, hogy a modszer 1ényege az, hogy egy-egy bitpart egy Gj valtozoval
helyettesitiink, és egy (masodfoku) biintetd taggal biztositjuk, hogy az 0j valtozo értéke
valoban az eredeti kettd szorzata legyen. Ezt addig ismételjiik, amig a kapott kifejezés
masodfokt nem lesz.

Nézziik példaul az x; x, x5 ... X, tagot. E16szor az x, x, helyett vezessiik be az y; tényezot.
fgy az y1x5 ... x + y1(3 — 2x; — 2x,) + x, %, kifejezést kapjuk. A kovetkezd 1épésben
az y, = y,x3 tényezOt hasznaljuk a fokszdm tovabbi csokkentésére. A kapott kifejezés:
VoXg oo X + ¥1(3 — 2% — 2%5) + X125 + ¥, (3 — 2y, — 2x3) + Y1 X3.
Ezt addig folytatjuk, amig végiil az alabbi masodfoku kifejezést nem kapjuk.

k-2

Vi—2Xk +y1(3 — 2x; — 2x3) + x1%, + Z()’i(3 = 2Yi—1 — 2Xi41) + Yic1Xit1)
i=2

Ezt minden, ketténél nagyobb fokszdmu tagra elvégezzik, és igy az egész PUBO-t
atalakithatjuk QUBO-ra.
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4, Beagyazast szimulalé program

A Java nyelven irt szoftver?!l miikodése annyibol all, hogy a bitek Osszes lehetséges
értékére megnézi az energiaértékeket, és ezek koziil a minimalisakhoz tartozo
konfiguraciokat kiirja. Epp ezért nagyobb bemenetekre rendkiviil lassiva valik — éppen
az a kvantumszamitogépek jelentdsége, hogy azok nem exponencialis futasidejiek az
ilyen problémak esetén, szemben a klasszikus tarsaikkal.

A program bemenetként a bedgyazashoz hasznalt Kiméra graf méreteit és a sulyokat varja
el. Ezért leginkabb a kozvetlen bedgyazashoz hasznalhatd segédeszkozként. Nem csak a
D-Wave-nél hasznalt Kiméra grafot lehet hasznalni, tetszéleges méretli teljes paros
grafokbdl allhat, és ezek is tetszOleges méretii racsot alkothatnak.

A programot kiprobaltam mindkét, a dolgozatban szereplé kozvetlen bedgyazéssal
megoldott problémara (térképszinezés ¢s MAXKLIKK).

a. Térképszinezés

Az elsd kisérlet két szomszédos teriilet két szinnel szinezése volt. Ehhez egy 1x2-es, K; ,
részgrafokbol allo racsba kell agyazni. A Kozvetlen beagyazas fejezetben (111/1) irtaknak
megfeleléen minden csucs stlya -0,5; a K,,-n belill az egyes sorok két-két bitjét
0sszekoto élek stlya -2; az dsszes tobbi €l sulya pedig 1. A 9. abran az ¢leken azok sulya
feketével, a csticsokon azok sorszama kékkel, a stlyuk pedig zolddel szerepel.

9. dbra: Térképszinezés 2 teriilettel, 2 szinnel

A futés eredménye: akkor lesz minimalis az energiaszint, ha a 2, 4, 5 és 7 sorszdmu, vagy
akkor, ha az 1, 3, 6 és 8 sorszamu bitek értéke 1. Ez megfelel annak, amit varunk: akkor
¢és csak akkor a legalacsonyabb az energia szintje, ha a két teriilet kiilonb6z6 szint kap.

Harom szinre is kiprobaltam ugyanezt, ekkor hat esetben kapunk minimalis
energiaszintet. Valoban, az elsd teriilet barmilyen szinii lehet a 3 lehetdség koziil, de
ekkor a masodik szine mar csak a maradék két szin koziil valaszthato ki, ami 6 eset. A
kapott esetek tényleg a j6 megoldéasokat irjak le.

Olyan esetet is néztem, ahol nincs megoldas (hdrom, paronként szomszédos teriilet
szinezése két szinnel). Ekkor rengeteg (192 db) olyan eset volt, ahol minimalis az
energiaszint, és ha egyrdl ellendrizziik, hogy az nem megoldas, és feltételezziik, hogy az
Osszes minimalis energiaszintli allapot j6 megoldds, ha van ilyen, akkor kdnnyen
lathatjuk, hogy ennek a feladatnak nincs megoldasa.

26



b. MAXKLIKK

A MAXKLIKK probléma esetén eldszor egy hat csticst graffal probalkoztam [10. &bra].
Az abréan a graf élei a fekete szinii élek, a piros szaggatottak a graf komplementerének
élei. A MAXKLIKK-et Kozvetlen beadgyazassal megoldé alfejezetben (IV/1/a) irtaknak
megfelelden a piros szaggatottal jelolt élek sulya 3, a tobbié 0. A cstucsok sulya pedig 1.

E D

10. abra: A MAXKLIKK probagrafja

A beagyazashoz Teljes graf beagyazasat hasznalunk (I111/4). A D-Wave Kiméra grafjabol
hat csticsu teljes graf beagyazasahoz a kordbban kifejtett modszerrel 2x2-es racsra lenne
sziikség. De én kihasznéaltam, hogy a programban megadhaté a Kiméra graf teljes paros
részgrafjainak mérete. Igy egyetlen K5 s-be agyaztam a grafot: minden sor megfelel
egy-egy csucsnak (logikai bit), kivéve az also sort: itt mindkét fizikai bit egy-egy 6nallo
logikai bit, azaz a bemeneti graf egy-egy csticsa. A 11. abran a bitek mellett kékkel a
sorszamuk és zarojelben az eredeti, hat csticsu graf neki megfeleld csucsanak betiijele
szerepel; zolddel pedig a bitek stlya. A nulla sulyu élek nincsenek feltiintetve az dbran, a
nem nulla stlyu élekre azok sulya van irva.

o
10 (A)
LA)

1€ 3 6 (F)
® {

11. abra: MAXKLIKK beagyazasa

27



A bitek sulya egyrészt a MAXLIKK probléma kozvetlen bedgyazasabol ered: a legtobb
fizikai bit ebbdl kap 0,5 sulyt, mivel a logikai cstucsok sulya 1, és ez két fizikai bitbdl all.
Kivétel az 1. és a 6. bit, ezek 1-1 stlyt kapnak. A stlyok madsik forrdsa annak a
kényszernek a biztositasa, hogy az egy logikai bithez tartoz6 fizikai bitek értéke azonos
legyen. Ez a Kozvetlen beagyazas fejezetben (I11/1) irtak alapjan minden fizikai bitre,
amelyik egy masikkal alkot egy logikai bitet, -1. igy az 1. és a 6. bit sulya marad 1, a
tobbi pedig 0,5 — 1 = —0,5 lesz.

crer

adodik: a Il1/1-ben irtak alapjan ez a suly -2. A piros élek a 10. abra piros éleinek felelnek
meg. A bedgyazast firtato alfejezetben ugyanis azt irtuk, hogy a logikai bitek kozott futod
fizikai ¢lek koziil egyetlen, tetszdleges €l kapja meg a teljes sulyt, a tobbi stilya 0 lesz. Az
eredményen nem valtoztatna, ha az élsulyt is szétosztanank a fizikai élek kozott (pl. a 4.
¢és 10. bit kozotti 3 stlya €l helyett egy 4. és 10. kozotti 1,5, és egy 5. és 9. kozotti 1,5
sulyu és lenne).

A program futasanak eredménye: az 1, 3, 4, 6, 8 és 9 vagy az 1, 2, 3, 4, 7, 8 és 9 bitek
legyenek 1 értéklick. Azaz a BCEF vagy a BCDE a megoldas: valoban ez a két K, részgraf
van a bemeneti grafban, ennél nagyobb klikk pedig nincs.

C. Futasido

Mivel a szoftver minden lehetséges konfiguraciot ellendriz, a futdsidét legfoképp a bitek
szama hatarozza meg. Kisérleteim alapjan egy 28 bites térképszinezés még egy perc alatt
lefutott, de 32 bites esetben fél 6ra sem volt elég a feladat elvégzéséhez. Innen is latszik
az exponencialis futdsidd, ami miatt ilyen problémaék esetén szivesebben fordulunk egy
kvantumszamitégéphez — vagy ha ilyen épp nincs kéznél, akkor valamilyen heurisztikus
algoritmushoz.
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V. Osszegzés

A targyalt problémak beagyazasanak abban all a jelentdsége, hogy valds problémak (vagy
ezek bizonyos részei) megfogalmazhatok ilyen modon, azaz valodi problémak hatékony
megoldasat teszik lehetévé a leirt beagyazasok.

A MAXKLIKK ¢és a maximalis teljes parositas probléma példaul hal6zatokban meglévo
,k0z0sségek” keresésében segithet. A domindns halmaz pedig a haldzatoknak a
tamadasokkal szembeni ellenalloképességének ellendrzésében valhat hasznossa. (Pl. egy
elem{i dominans halmaz: SPOF — Single Point Of Failure — egyetlen csomopont kiesése
tonkre teheti az egész halozatot.)

Természetesen sok mas, klasszikusan nehéz probléma beagyazasa, vagy ezeknek egy
masik kvantuminformatikai modell segitségével torténd hatékony megoldasa
hasonloképpen  jol  haszndlhatdé  lenne. Ezért érdemes  foglalkozni a
kvantuminformatikéval. Szerencsére a mai vilagban az is motivaciot nyujt ehhez, hogy
egyre tobb teriileten latjuk kézzel foghato jelét e tudomanyteriilet jelentdségének.

Tovabbi munka targyat képezheti a leirt leképezések és beagyazasok optimalizalési
lehetdségeinek vizsgalata. Ez példaul konkrétan abban valosulhat meg, hogy minél
kevesebb fizikai kvantumbitet hasznaljuk egy-egy logikai bit reprezentalasara. Ezzel
ugyanis elérhetjiik, hogy adott méreti Kiméra grafba nagyobb bemeneti graf is
beagyazhat6 legyen, és igy nagyobb méretli problémdk hatékony megolddsara nyilik
lehetdség.
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