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Osszefoglalé

A telekommunikiciés halézatok megfeleld tervezésének és
miikodtetésének elengedhetetlen feltétele, hogy forgalmukat jol kezel-
het6 modellekkel tudjuk jellemezni. Ezek egyik széleskorlien hasznélt
csoportja a Markov modellek, ezen beliil pedig a Markov érkezési
folyamatok (Markov Arrival Process, MAP) osztdlya, melyek szamitasi
szempontbdl jol kezelhetdek, kelléen rugalmasak, és alkalmasak kiilonb6z6
forgalmi sajatossdgok visszaaddsara. A Markov érkezési folyamatok
illesztése nem trividlis feladat.  Specidlis struktirdk és heurisztikus
mddszerek alkalmazésa csokkenti a rugalmassdgot, mds, péld4ul a varhatd
érték maximalizalason alapd moddszerek altaldnosabban hasznalhat6ak, de
szdmitasigényesek. Kidolgoztak egyéb eljarasokat, tobbek kozott olyan
két 1épcsOs algoritmusokat[8, 3] is, melyek els6ként egy fazis tipusu
eloszldst (Phase Type Distribution, PH) illesztenek statikus paraméterekre
(példaul az érkezési id6kozok eloszldsira vagy momentumaira), majd ezt
a masodik 1épésben dinamikus jellemz8k (autokorreldcié vagy egyiittes
momentumok) figyelembevételével MAP-pd egészitik ki. Ez a felbontés
nagyban csokkenti a feladat szamitdsi igényét, azonban problémdja, hogy
a dinamikus jellemz&k lehetséges intervallumét az elsé 1€pés gyakran
drasztikusan behatdrolja. Munkdm sordn egy olyan optimalizaciés 1é€pést
dolgoztam ki, mely a két 1€pcsds eljardsok fent emlitett hibdjat célozza.
A moédszer 1ényege, hogy az elsé 1épés eredményeképp létrejové PH
ekvivalens 4talakitdsdval a masodik 1épés szdmara kedvez6 kiindulépontot
biztosit. Az eljaras fontos elénye, hogy az illesztésben haszndlt konkrét
algoritmusoktdl fiiggetleniil mindig alkalmazhat6, valamint hogy a benne
szerepld célfiiggvény az adott feladatnak megfeleld valtoztatasaval rugal-
massd tehet6. Dolgozatomban leirom a PH-k és MAP-ok legfontosabb
tulajdonségait, és attekintem a kordbban vazolt két 1épcsés MAP illesztési
eljarasok alapvetd jellemz6it. Bemutatok egy kordbban kidolgozott, speci-
fikus esetben haszndlt PH transzformécids eljarast[3], valamint ismertetem



az altalam megvaldsitott eljarast, illetve alkalmazasi példakon keresztiil
szemléltetem a kiilonbozé véltozatok jellemvondsait.
Kulcsszavak: forgalmi modell, illesztés, Markov érkezési folyamat.



Tartalomjegyzék

1 Fazis tipusu eloszlasok és Markov érkezési folyamatok
1.1 Markov-folyamatok . . . . . . ... ... ... ... ... ....
1.2 Fazis-tipusad eloszlasok . . . . .. .. ... .. ... ... ... .
1.3 Markov érkezési folyamatok . . . . . . ... ... ... ... ..

2 Két lépcsos MAP illesztési modszerek
2.1 PHillesztése statikus paraméterekre . . . . . . . ... ... ...
2.2 PH kiegészitése MAP struktardavd . . . . . . ... ... ... ..

3.1 A Buchholz-Kriege-féle reprezentacié optimalizalasi eljaras
3.2 A javasolt reprezentaci6 optimalizaldsi eljaras . . . . . . . . . ..

4 Numerikus vizsgalatok
4.1 PH reprezentici6 transzformdacidja . . . . . . . . . ... ... ..
41.1 Elsépélda. . .. ... ... .. ..
412 Masodikpélda . .. ... ... oL
4.2 MAP illesztése MAP segitségével . . . . . ... ... ... ...
4.3 Val6s adatsor illesztése . . . . . . .. .. ..o

5 Ertékelés



1 Fazis tipusi eloszlasok és Markov érkezési
folyamatok

1.1 Markov-folyamatok

Azokat a sztochasztikus folyamatokat, melyekre igaz, hogy jov6beli dllapotaik
valdszintisége a jelenbeli dllapotuk ismeretében egyértelmiien meghatdrozhato a
miltbeli dllapotoktdl fiiggetleniil, Markov-folyamatoknak nevezziik. X (t) sz-
tochasztikus folyamat tehat markovi, ha:

Pr(X(t,) = z,| X (th_1) = p_1, ... X (to) = o) = Pr(X(t,) = p| X (tn_1 = Tp_1)

barmely n > 1,0 < ¢t < t; < .. < 1, esetén. Ezt a
tulajdonsdgot memoriamentességnek vagy Markov-tulajdonsdgnak nevezziik.
Megkiilonboztetiink diszkrét és folytonos idejli Markov-folyamatokat. A
tovabbiakban csak folytonos idejli, véges allapotteri Markov-folyamatokat,
vagyis folytonos idejl véges Markov-lancokat fogok vizsgalni. Markov-lancok
alatt a kovetkezOkben mindig azoknak ezt a specidlis csoportjat fogom érteni,
kivéve ha ezt kiilon jelzem.

Egy n allapotd Markov-lancot jellemezhetiink egy olyan n X n méretd D
generator matrix segitségével, melyre

D, — lim Pr(X(t+A)=j|X(t) =1)

i< .

sz

vagyis D; ; az i-bll j éllapotba torténd dtmenet dtmeneti intenzitdsa minden
(1,7), @ # 7 allapotpar esetén, a fGtalobeli elemek pedig az azon kiviiliek
0sszegének minusz egyszeresével egyenl6ek, tehdt a matrix sordsszege nulla. (A
folyamat atlépéskor definicié szerint nem léphet vissza az 4tlépés el6tti allapotba.)

Ebbdl levezethetd, hogy az ¢ dllapotbdl vald atlépési id6 hossza egyenld
ming<j<,(Y;;), ¢ # j-vel, ahol Y;; D, ; paraméterli exponenciilis eloszlasu
valdszintiségi valtozo, az atlépés utan pedig abban a j 4llapotban vagyunk, ame-
lyre Y;; minimélisnak adddott. Mivel két exponencidlis eloszldst, A; és Ao
paraméterd valdszinliségi valtozé minimuma egy \; + Ao eloszlasu valdszinliségi
valtozot hatdroz meg, ezért a D matrix f6atldbeli elemei az adott allapotokbdl
valé atlépési intenzitds minusz egyszeresével egyenlok.

Egy Markov-lanc stabil, ha minden olyan : é&llapota elérhetd barmely
allapotbdl N < oo dllapotatmenettel, melyre tlggo pi(t) > 0, vagyis az dllapotban
tartézkodds valészinlisége, ha t — oo, nagyobb, mint 0 valamely p(0)-ra,
valamint aperiodikus, vagyis barmely (i, j) dllapotparra létezik olyan N,; szam,
mely esetén minden N > N, ;-re taldlhat6 olyan édllapot atmeneti sorozat, mely -
ben kezdddik, j-ben végzddik és pontosan N darab allapotitmenetbdl all. Ha
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egy Markov-lanc stabil, akkor 1étezik pontosan egy olyan, a folyamat kezdeti
allapotatdl fiiggetlen o vektor melyre tllg}o p(t) = al?], ahol p(t) a Markov-lanc
allapotvaldszintiségeinek vektora a ¢ pillanatban, melyet roviden a Markov-lanc ¢
id6pontbeli allapotanak neveziink. Ezt a o valészintiségi vektort a Markov-lanc
egyensulyi eloszldsanak nevezziik, és kiszdmithatjuk az oD = 0, ol = 1 lineéris
egyenletrendszer megoldadséval.

Minden folytonos ideji Markov-ldnc meghataroz egy diszkrét idejti Markov-
lancot is, melyet az eredeti folyamat bedgyazott folyamatdnak neveziink. Dis-
zkrét idejli Markov-lancok esetén az allapotdtmenet el6tt az allapotban toltott 1d6t
egységnyinek vessziik, és a P diszkrét generdtor métrix csak azt mutatja meg,
hogy milyen valoszintiséggel milyen kdvetkezd allapotbe megyiink, vagyis P; ; =
Pr(X(k+1) = j|X(k) =1i). A diszkrét generator matrix meghatdrozhaté a P =
A1D — T egyenlség segitségével, ahol A diagondlis métrix, melynek f64tlobeli
elemei megegyeznek a megfeleld allapotokbdl valé kilépési intenzitdsokkal, I
pedig a megfeleld méretii identitds matrix. Diszkrét Markov-lancokra a folytonos
Markov-lancokhoz hasonl6 stabilitdsi kritériumokkal definidlhat6 az egyensulyi
eloszlas: minden stabil diszkrét Markov-lancra 1€étezik pontosan egy olyan ,
melyre 7P = 7. Ezt a diszkrét Markov-lanc egyenstilyi eloszldsdnak nevezziik,
€s kiszdmithatjuk a 7P = 7, P1 = 1 linerdis egyenletrendszer megoldasaval.

Ha tehét csak a Markov-lanc egyensulyi viselkedése érdekel minket, akkor a
kezdeti dllapotot leiré 7 valdsziniliségi vektor nem lényeges, a kezdeti tranziens
viselkedés szempontjabol azonban igen. Az el6z6ekbdl levezethetd, hogy

p(t) = WoeDt

1.2 Fazis-tipusu eloszlasok

Vegylink egy nyel6vel, vagyis olyan dllapottal rendelkez6 Markov-lancot,
melybdl a folyamat nem 1ép tovabb. Ekkor a folyamat kezdeti allapotdbdl a
nyelGbe valo eljutasanak ideje ugynevezett fazis-tipusu eloszlast (phase-type dis-
tribution, PH) mutat. A pontos eloszlds természetesen fiigg a Markov-lanc g
kezdeti valészintiségi vektoratdl is. Ha nyeldnek a Markov-lanc n-edik allapotat
valasztjuk, és megkotjiik, hogy a folyamat nem indulhat a nyel6bdl, akkor a
kezdeti valdszintiségi vektor 7y = (7, 0), a Markov-ldnc generdtora pedig:

_| Do d
-7 3]
Dol = —d;1és w1 = 1, 1 pedig a megfeleld mérett, egyesekbdl 4ll6 vektort
jeloli. Ebbdl lathatd, hogy a PH leirdsdhoz elegend6 a Dy métrix és a 7 vektor.

p(t) képletébdl levezethetd, hogy a PH eloszlasfiiggvénye



F(t)=1- W@Dotl

siriségfiiggvénye
ft) = ﬂeDot@ = —W@DODOl

k-adik momentumanak varhato értéke
E(X") = kln(—Dg) "1

A PH azon éllapotait, melyek kezdeti valdszinlis€ége nem nulla, bemeneti,
azon allapotait, melyekbdl a nyelSbe jutds intenzitas pozitiv, kimeneti dllapotnak
nevezziik.

Azokat a PH-kat, melyek Dy matrixa als6 (vagy fels§) hdromszdg matrix,
aciklikus fazis tipusti eloszldsoknak (acyclic phase type distribution, APH)
nevezziik. Minden APH-nak végtelen egyenértéki reprezentacidja 1étezik, kanon-
ikus reprezentdcidjanak azt nevezziik, melynél

AN
—X2 Ao

_>\n—l )\n—l
- _>\n -

ahol \; < Xy < ... < \,. Az APH-k kanonikus formara alakitasa részletesen
le van irva a [4] forrdsban. A tovdbbiakban a w és Dy dltal meghatarozott PH
jelolésére a PH (m, Dy) jelolést fogjuk hasznalni.

Barmely fazis-tipusu eloszlds segitségével fazis-tipusu felujitasi folyamatot
definidlhatunk. Ez értelmezhet6 két egymasba dgyazott folyamaként is. A belsd
folyamat a PH eloszléasu id6t generdlé Markov-lanc, a kiils6 folyamat pedig az ed-
digi nyel6be jutdsok szama. Amikor a belsd folyamat a nyelSbe érkezik, tjraindul,
a kiils6 folyamat értéke pedig eggyel novekszik. Ezt az eseményt érkezésnek
nevezziik.

1.3 Markov érkezési folyamatok

A Markov érkezési folyamatok (Markov arrival process, MAP) a PH felujitési
folyamatok éltalanositdsaként értelmezhet6k. Utdbbiak problémdja modellezési
szempontbdl, hogy az egymds utdni id6kozok eloszldsa fiiggetlen, igy semmi-
lyen dinamikus jellemz6 nem ragadhaté meg veliik. A MAP-okat két méatrixszal
irhatjuk le: Az els6 a Dy matrix, megfelel a PH-t jellemz6 métrixnak, a masodik
a D, matrix, mely az érkezéssel jar6 allapotatmenetek intenzitdsait tartalmazza.
A két matrix Osszege az édllapotatmeneteket jellemzd D generdtor matrix, ennek
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megfeleléen Dy1+ D11 = 0. Barmely PH feldjitdsi folyamatot leirhatunk MAP-
ként is: A MAP D, métrixa az eredeti marad, és D, = d, 7.
MAP-ok esetén a bedgyazott diszkrét Markov-lanc P matrixat megkaphatjuk
a P = (—Dy) ' D; egyenlség segitségével. A MAP érkezési intenzitédsa
1 1

A= — = a1
E(XX) 7-Do 1 ‘7'

egyliittes momentumainak varhat6 értéke
E[X['X[2] = kylkylm(—Do) " P (= Dg) ™1

az érkezési idokozok lag-k korreldcicja (23l P ) pedig

Nr(—=Do) 'P*(—Dg)'1 -1
2>\2E(—D0)_1(—D0)_1 l —1 '

Pk =

Minden MAP érkezési id6koz eloszlasa jellemezhet6 a 7w, Dy altal megadott
PH-val, ahol 7 a bedgyazott folyamat egyensulyi allapoteloszlasa, D, pedig
a MAP azonosan jelolt métrixa. Hasonloképp minden PH felujitasi folyamat
kiegészithetd egy azonos eloszlasi MAP-pd. Ehhez a Dy matrix valtozatlanul
hagyasa mellett a PH kezdeti allapoteloszlasdnak meg kell egyeznie a MAP
bedgyazott folyamatdnak egyensulyi eloszldsdval. Fontos megjegyezni, hogy
a PH felyjitasi folyamat alternativ leirdisa MAP-ként nem egyenértékli a PH
felujitasi kiterjesztésével, elobbi esetén ugyanis fiiggetlen marad az egymas utani
érkezési 1d6kozok idGtartama, mig utdbbi esetében nem feltétleniil.

2 Két lépcsos MAP illesztési modszerek

Mint kordbban emlitettem, a két (vagy tobb) 1épcsés MAP illesztési eljarasok
egyik fontos el6nye, hogy segitségiikkel az illesztés bonyolult problémdja
szamitasi szempontbdl joval kezelhetdbb 1épésekre bonthatd. Az el6z0 fejezetben
mar kitértem rd, hogy egy MAP eloszldsa egy azonos rendli PH segitségével
definidlhato, illetve hogy barmely PH felujitasi folyamat kiegészithetd azonos
érkezési 1d6koz eloszlast mutaté6 MAP-pa. Ezek megfelel6 motivaciot
szolgaltatnak olyan illesztési médszerekhez, melyek két 1épcsébdl allnak, elsd
1épésiik eredménye egy PH, mely a statikus paraméterek (érkezési 1d6k6zok mo-
mentumai, vagy eloszlasa) megragadasdra szolgal. Ezt masodik 1épésben MAP
struktdrava egészitik ki oly médon, hogy az eredmény minél jobban illeszkedjen
a vélasztott dinamikus jellemzdkre (autokorrelacio, egyiittes momentumok).



2.1 PH illesztése statikus paraméterekre

Fazis tipusu eloszlasok illesztésére szdmos mddszer 1étezik[1, 2, 6, 7, 5, 9],
melyek kiilonbozé bemeneti adatok, példaul az érkezési id6kozok stirliség- vagy
eloszlasfiiggvénye esetleg mintdk vagy momentumok alapjin végzik az illesztést.
Az altalam hasznalt PhFit[7] nevli program eloszlasfiiggvény, komplementer
eloszlasfiiggvény és mintdk feldolgozdsara is képes, mig a késébbiekben még
emlitett Buchholz-Kriege-féle illesztési eljards bemenetéiil az érkezési id6kozok
momentumai szolgélnak.

2.2 PH kiegészitése MAP struktirava

A PH MAP-pd valé kiegészitésekor a D11 = —Dg és a m(—Dg) 'D;
egyenl6ségeknek minden esetben teljesiilnie kell. Ezen egyenl6ségek a kovetkez6
linedris egyenletrendszerré alakithatok:

Ime Im><m Im><m

el = |- (M

N J Q? m

wV
A,

ahol I, az m méretii identitds matrix, v = 7(—Dg)~!, dy = —Dyl, z
pedig a D, maétrix oszlopvektoraibdl képzett oszlopvektor, vagyis

B

{D1}h
{D1}2

(D1}

ahol {D;}; a D; matrix i-edik oszlopvektora. Tovdbbi korlat, hogy a D, ele-
meinek nemnegativnak kell lennie, vagyis z > 0.

Ezek mellett a korlatok mellett hatdrozhatok meg tovabbi, a dinamikus
viselkedésre vonatkozé egyenletek és célfiiggvények. Mivel a dinamikus
paraméterek legtobbszor a D matrix elemeinek nemlinedris fiiggvényei, ezért
a pontos illesztés altaldban tul szamitasigényes feladat, valamint gyakran nem
is lehetséges (elképzelhetd példaul, hogy az illesztendd paraméterek értékei kiviil
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esnek a MAP osztily altal elérhetd tartoményon), igy els6dlegesen célfiiggvények
indokolt. Szdmitdsi komplexitds szempontjabdl kivétel az E[X; X, 1] egyiittes
momentum, €s az ezzel nagyon szorosan Osszefiiggd lag-1 korreldcid, melyek a
D, matrixszal linedris kapcsolatban vannak.

3 A PH reprezentaciojanak optimalizalasa

A két 1épcsds illesztési modszereknek van egy lényeges hatranya: Az elsd
1épés eredményeképp kapott PH reprezenticié meghatarozza, hogy a dinamikus
jellemzék mekkora értéktartomanyat tudjuk elérni a mdasodik 1épésben. Ha a
masodik 1épés bemenete egy tetszOleges PH kanonikus reprezenticiéja példaul,
az eleve meghatdrozza, hogy az autokorrelacié csak nulla értéket vehet fel, az
egyiittes momentumokra pedig az E[ X X}2] = E[X**+*2] egyenl6ség teljesiil a
D matrixt6l fiiggetleniil, vagyis a dinamikus viselkedés semmilyen médon nem
modellezhet6, a MAP egy PH felyjitasi folyamat alternativ leirdsa lesz csupén.
(Ez val6jaban minden olyan esetben igaz, melyben a PH-nak csak egy lehetséges
bemeneti vagy kimeneti allapota van.) Az olyan PH illesztési modszerek tehdt,
melyek a PH kanonikus reprezentacidjat adjdk kimenetiil - ilyen eljarast alkalmaz
a PhFit program is - dnmagukban nem képezhetik a két 1épcsds modszerek elsd
1épését, egy megfeleld rugalmassagot biztosito reprezentacio taldldsa azonban kri-
tikus kérdés minden mds esetben is.

3.1 A Buchholz-Kriege-féle reprezentacié optimalizalasi
eljaras

Peter Buchholz és Jan Kriege egyik cikkiikben [3] leirnak egy olyan reprezentacid
optimalizdciés modszert, melynek bemenete egy APH kanonikus formdja,
kimenete pedig ennek egy olyan reprezentacid, melynek minden allapota kimeneti
allapot. Az alabbiakban roviden bemutatom az eljarast.

Hajtsuk végre az aldbbi 1épéseket az Gsszes (i, j), ¢ < j allapotparra lexiko-
grafikus sorrendben:

e Definidljuk ¢ < 6,4, értéket, ahol
. ~ m(2) Do, 7 . Dok,
Omaz = MAN (W(])a %, MANK <4, Dy (k,i)>0 (w(z)%)) (2)

Ha \; = )\;, a zérgjelben szerepl6 masodik kifejezést végtelennek tekintjiik.
Ha 0,4 > 0, -t szabadon megvalaszthatjuk a d,,,,, €s a 0 érték kozott.
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e A ) értékének kivalasztdsa utan hajtsuk végre a kovetkezd transzformacios

1épéseket:
w(1)+6 fork=1
w(k)=<{ w(j)—06 fork=j (3)
7(k) egyébként
( Do(i, j )Trﬂl() (A]-(—)i:&)& fork=iandl=j
Do (4, )ﬂ’;(l + Dy(7, l)ﬂ(l) fork=iandl # j
Do(k,1) =S Dy(k,7) (()z) fork<jandl=i (4)
Do(k,5) + Do(k, z) ) fork<jandl=j
[ Do(k,1) egyébként

3.2 A javasolt reprezentaci6 optimalizalasi eljaras

A fent bemutatott eljards szdmitasi szempontbdl kedvezd, de van néhany
problémédja:

e Nincs vilagos kapcsolat a dinamikus paraméterek elérhetd értéktartomanya
€s a modszer kozott

e Az eljaras eredményeképp létrejove reprezentacio fiigg a o értéktsl, melyre
ad = 0.99,,4, értéket javasoljak a szerzSk, de ez az ajanlds pusztan kisérleti
eredményken alapul.

e Az eljaras bemenete csak egy APH kanonikus forméja lehet.
e A kimenet APH, mely szintén korlatozo tényezd lehet.

o A 7, kimeneti valoszintis€égvektor (melynek i-edik eleme azt mutatja meg,
hogy mekkora a valdszinlisége, hogy a folyamat az ¢ allapotbdl megy a
nyel6be) alig vdltozik, ez pedig nyilvanvaldéan behatdrolja a dinamikus
paraméterek elérhetd értékeit.

Az éltalam kidolgozott eljaras figyelembe veszi ezeket a tényezdket, és olyan
alternativat kinél, mely nagyobb rugalmassagot biztosit. A kifejlesztett modszer
a kovetkezd tételre épiil: Vegyiink egy PH (mw, Dy) eloszlast. Ugyanennek az
eloszlasnak egy masik reprezentdciodjat kapjuk, ha alkalmazzuk a kdvetkezd tran-
szformdciot:

D} = T-1D,T
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/
o =xl

ahol T olyan nemszinguldris, nemnegativ matrix, melyre 71 = 1. A tétel
belédthat6 a kovetkezd 1épések segitségével:

J(t) = —zeP" Dol = —x Y~ =Dy’ Dol = ~x ) =Dy’ DT =
i=0 =0
- il 0 0= - il 0= - 0=
1=0 i=0

Ezt kihaszndlva végrehajthatjuk a kovetkez6 1épéseket:

o Kiszamitjuk az eredeti PH reprezentici6 egy valasztott mértékét (késdbb
megadunk néhany lehetdséget), melynek alapjan optimalizalni szeretnénk.

e Minden (i, j),i # j-re elvégezziik a fent leirt transzformaciét a T4, j) =
I + K transzformaciés matrixot alkalmazva, ahol K"

K" =a, Kl =0éa=05

= —a vagy

e Megvizsgéljuk, hogy az 1j reprezentici teljesiti-e a markovi PH
reprezentacio feltételeit, vagyis a @’ vektor valddi valdszintiségi vektor
(minden eleme 1-nél kisebb nemnegativ szdm), a Dy’ madtrixnak pedig
minden f6atlobeli eleme negativ, azon kiviili elemei nemnegativak, minden
sorgsszege nempozitiv.

e Ha az 0j reprezentacié markovi, kiszamitjuk ra az els6 pontbeli mértéket.

e Ha taldltunk a mérték szempontjdbdl jobb reprezenticidt, a legjobb Uj
reprezentacidra megismételjiik az el6z6 1épéseket. Ha nem talaltunk ilyet,
az a értékét a régi felére valtoztatjuk, és a korabbi reprezenticidval hajtjuk
végre a l1épéseket.

e Az algoritmus akkor 4ll le, ha az a elér egy elére meghatirozott,
megfeleléen kis értéket.

Ahogy azt emlitettem, tobbféle kiilonb6zd mértéket alkalmazhatunk. Munkam
sordn két tipust teszteltem. Az elsébe a PH kezdeti és kimeneti
valészintiségvektoranak entrépidjdnak (a tovdbbiakban bemeneti és kimeneti
entropia), vagyis Hi, = > m(i)log(z(i)) € Hour = 3 oy (1)10g(o(2)), ahol
T = (mDo™ ') - (—Dgl) fiiggvényei tartoznak, a masodikba a két 1épcsds

eljards masodik 1épésében elvileg elérhetd lag-1 autokorrelacidval kapcsolatos
mennyiségek.
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Az entrépia tipusu mértékek koziil a bemeneti és kimeneti entrépidt, valamint
ezek Osszegét és szorzatat vizsgdltam, az autokorrelacios mértékek koziil pedig
a lag-1 korrelacié minimélis és maximadlis elérhet6 értékét, valamint ezek
kiilonbségét. A lag-1 korrelacio képlete:

Nr(—Do) 2Dy (—=Dp) "1 -1
2X21(—Dp)21—1 ’

Ennek segitségével, a PH reprezenticié kiegészitésével elérheté korrelacid
kiszdmitdsa egy linedris programozasi feladat, melynek korlatait a korabban
leirt linedris egyenletrendszer adja meg, a maximadlis elérhetd korreldcié maxi-
malizdland6 célfiiggvénye pedig ¢!z, ahol x a kordbbi linedris egyenletrendszer-
ben is szerepld, valtozokat tartalmazo oszlopvektor, és

{Ch
{C}2

P1 =

Q:

(C}.,

ahol
1

~ 2xa(-Do)1-1

Ezen kiviil barmilyen egyéb mérték tipus alkalmazhatd, azonban figyelembe
kell venni, hogy az algoritmus sordn ezt sokszor ki kell szamolnunk. (A matrixok
rangjanak novekedésével négyzetesen nd a masodik 1€pés mértékszamitasainak
mennyisége, valamint emelkedik a ledllds el6tt végrehajtott iterdciok atlagos
szama is.)

Ennek az eljardsnak van egy nagyon fontos problémdja: A megfelel6 PH
reprezentacié megtaldlasira moh6 algoritmust haszndl, ennek kovetkeztében
pedig az eljards konnyen megallhat egy lokalis optimumban. A vizsgdlataim
alapjan a PH-k kanonikus reprezentacidjéra jellemzd, hogy mindkét mérték esetén
talalhat6 olyan, hozz4 nagyon kozel esd lokdlis optimum, melyben az algoritmus
megakad, ennek kovetkeztében az eredmény rossz reprezentacio lesz.

Figyelembe véve a két bemutatott optimalizaciés megkozelitést, logikus
1épésként kindlja magat a két mdédszer kombinéldsa: Eldszor a Buchholz-Kriege-
féle eljaras segitségével kilépiink a kanonikus reprezentacié kornyezetébdl, majd
az elobb leirt algoritmust alkalmazzuk, ezaltal kikiiszoboljiik a kordbban felsorolt
hidnyossagokat.

C

(A*(=Do) 'L z(—=Dyo)~*) = 1)
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4 Numerikus vizsgalatok

A kovetkezSkben néhany példan keresztiil szemléltetem a leirt eljards jellemzit.
Els6ként egy PH reprezentacié transzformaciéjat mutatom be, egyuttal ismertetve
a Buchholz-Kriege modszer néhdny sajatsdgat. Ezutan egy harom allapoti MAP-
ot illesztek egy masik harom dallapoti MAP segitségével, megmutatva, hogy az
elérhetd korrelaci6 hogyan befolydsolja az illesztés josagat, ezek utan pedig valds
forgalmi adatsorok illesztésének eredményeit fogom ismertetni.

4.1 PH reprezentacio transzformacioja
4.1.1 Els6 példa

Az els6 példiban egy kanonikus formaban adott, 6todrendd APH transz-
formacigjat mutatom be, melynek kezdeti reprezentacidja:

8 8 0 0 0
0-9 9 0 0
T = [0.2,0.3,0.24,0.16,0.1], Do = | 0 0—11 11 0
00 0-13 13
00 0 0-17

A Buchholz-Kriege-modszert el6szor az ajdnldsnak megfeleléen 0.9-es
0/ max arannyal alkalmaztam. Ezek utdn a kordbban leirt mértékeknek megfelels
optimalizaciét végeztem. Az eredményeket az alabbi tdblazat mutatja:

Moédszer/Korrelacid Minimum | Maximum | Tartomény
Buchholz-Kriege-médszer | -0.00868 | 0.015 0.0237
Bemeneti entrépia -0.0063 0.0073 0.0136
Kimeneti entropia -0.0229 0.0322 0.0551
Entropiak dsszege -0.0984 0.112 0.210
Entropidk szorzata -0.0975 0.112 0.210
Minimélis korrelacio -0.100 0.107 0.207
Maximalis korrelacié -0.0986 0.114 0.213
Korrel4cidtartomany -0.118 0.121 0.240

Jol lathat, hogy a Buchholz-Kriege-mddszer éltal produkalt értékekhez
képest még jelentSs tartalék rejlett az elérhetd korrelacioban, melyet mindkét

mértékcsaladdal ki is lehetett hasznalni.
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A kapott értékek alapjan ugy tlinik, hogy csak a bemeneti vagy csak a kimeneti
entropia és a korrelacid kozott nincs szoros Osszefliggés. Ez nem meglepd,
hiszen - ahogy korabban mdr leirtam - ha csak egy kezdeti, vagy kimeneti allapot
van, nem lehet nulldtdl eltérd korrelaciot elérni. Ezzel 6sszhangban, ha a be-
meneti vagy kimeneti entrépia értéke alacsony marad, nem véarhatunk szamottevé
javulast.

Kordbban mér emlitettem, hogy a 0,4te = 0/dmas értékétdl nagyban fiigghet a
Buchholz-Kriege-moddszer eredménye. A fiiggés tanulmdnyozéasara a Buchholz-
Kriege-mddszert, és a sajat optimalizacids eljarast is megvizsgaltam a teljes
0/ max spektrumra.

Buchholz—
P1 E— .
Kriege
[ Hin
| H
0.05 - o
-0.05

Abra 1:

A legszembeottlobb jelenség az elsd abrdn az, hogy a Buchholz-Kriege-
modszerrel elérhetd korrelacié nem a 0,4 = 0.9 érték esetén maximalis,
hanem a 0.4 koriili tartomdnyban. Az is jol latszik, hogy a minimalisan és
a maximadlisan elérhetd korreldcié nagyon hasonlé valtozdst mutat (ellentétes
elgjellel) a 6,4 fliggvényében minden eljarasra. Harmadik észrevételiink az
lehet, hogy a kimeneti entrépia alapu eljaras nagyjabdl ugyanott éri el a legjobb
eredményt, mint a Buchholz-Kriege-médszer. Ezen kiviil kdzepes 0,4 esetén
valamivel rosszabbul, egyébként jobban teljesit ndla. Az is észrevehetd, hogy a
bemeneti entrépia alapd mddszer ugyanott javul, ahol a kimeneti entrépia alapi
romlik.

A masodik 4bran tobb dolgot is megfigyelhetiink. Els6ként azt, hogy
az entropia Osszegét €s szorzatit optimalizald eljarasokkal elérhet6 korrelacids
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P1

Buchholz—Kriege
.10 -
0.10 i Hin+Hou Opt.
Hin*Hout Opt.
0.05+
~0.05}
~010F

Abra 2:

értékek jellemzben sokkal jobbak, f6leg a negativ korreldcid terén, mint amire
a Buchholz-Kriege-mddszer képes. Ezen kiviil az is szembetlind, hogy a
két entrépia alapu eljards majdnem teljesen megegyez6 eredményt ad. Ha
megvizsgaljuk a minimalis és maximdlis korreldcidhoz tartoz6 matrixokat, azt
tapasztalhatjuk, hogy ezek is majdnem megegyeznek a két esetben. Ezek alapjan
a két mérték az optimalizalds szemponjdbol hasonlénak mondhatd, legaldbbis
nagyjabol ilyen méreti PH-ra. Megjegyzendd még az is, hogy az el6z6 abrédhoz
hasonléan itt is észrevehetd a minimdlis és a maximadlis elérhetd korreldcid
mértékenként hasonl6 jellegli valtozasa.

Latva, hogy az entrépia alapjén ilyen jo optimaliz4cio lehetséges, vagyis a ko-
rreldcio és az entrdpia ilyen j6l lathatd kapcsolatban van, felmeriil a kérdés, hogy
a Buchholz-Kriege-mddszer vajon milyen entrépia tulajdonsdgokkal rendelkezik.

A harmadik 4bra az entrépia 6sszeg alapd optimalizalés és a Buchholz-Kriege-
modszer soran megfigyelheté bemeneti és kimeneti entrépidkat mutatja. Lathato,
hogy a két eljaras kozott az a kiilonbség, hogy eldbbi igyekszik a bemeneti és
kimeneti entrépidt is magas szinten tartani, mig az utobbi a bemeneti entropidt
folyamatosan csokkentve noveli a kimeneti entrépidt. Ez konnyen megérthetd,
ha egy pillantdst vetiink a Buchholz-Kriege-féle algoritmusra. Lathaté ugya-
nis, hogy a kezdeti valészintiségi vektor korabbi elemeit a késébbiek rovasara
noveli, ezaltal csokkentve a bemeneti entropiat. Ha a késébbi allapotokhoz tar-
tozo kezdeti valoszinliségek magasabbak, a Buchholz-Kriege-mdédszer novelheti
is a bemeneti entrépidt, azonban egyéb esetekben monoton médon csokkenni fog.
A kimeneti entropia novekedése sem meglepd, ugyanis az egyes dllapotokbdl (az
utolsé kivtelével) a nyelSbe val6 atlépés intenzitasa a d,,..-tel aranyosan nd.
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151 — (Hin)H,, +Hou
— (Hin)Buchholz
\—fw
(Hou)H, , + Hou
F ~
1.0k (Hout)Buchholz
05
0
L L L L L L L L L L L L L L L L L L P
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Omax
Abra 3:

A negyedik abrdn lathatjuk a korreldci6 alapi mértékek fiiggvényeit,
kiegészitve a Buchholz-Kriege-mddszer, és az entrépia Osszeg alapi maxi-
malizalas eredményével. A kiilonb6zé mértékek nagyjabol hasonlé eredményt
adnak, a Buchholz-Kriege-mo6dszernél mindegyik lényegesen jobban teljesit. Itt
két dolgot érdemes megjegyezni: Az elsé az, hogy a maximdlis korrelacié op-
timalizéldsaval végzett transzformdcié a minimdlis korrelacié szempontjabol a
Orate = 0.4 kornyékén jelentGsen rosszabb, mint a tobbi véltozat, azonban ez
gyakorlati szempontbdl nem lényeges, hiszen ha negativ korrelaciéji MAP-ot
szeretnénk generdlni, akkor nyilvanvaléan nem ezt a mértéket alkalmazzuk. A
masodik pedig az, hogy az entrépia Osszeg alapu (és az entrOpia szorzat alapi)
optimalizalas hasonléan j6 eredményeket produkélt, mint a tobbi, szdmitisi szem-
pontbdl kedvez6tlenebb mérték.

Mint az 6todik dbran lathato, a korrelacidés mértéket alkalmazé optimalizaciok
entropidjanak és korreldcidjanak kapcsolatarol altalaban elmondhato, hogy, ha az
entropidk nagyon alacsonyak, a korrelacid is nagyon alacsony lesz, majd a kettd
egyiitt nd, azonban nagyobb értékek esetén a korrelacié valtozasait nem tiikrozik
az entropia ingadoz4sai.

Erdemes még egy pillantdst vetni a Buchholz-Kriege-médszerrel 1étrehozott
reprezentaciokra 0, = 0.4 €s 9,4, = 0.9 esetén:

a0 = [0.517, 0.278, 0.12, 0.053, 0.032],
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Korr.
— Buchholz—Kriege

L Entr. sum
0.10 - Corr min
Corr max
[ Corr range
0.05
-0.05
-0.10}
Abra 4:
-8 441 1.04 0.804 0.521
0 -9 6.31 0.619 0.643
DY = 0 0 —11 976 0.3
0 0 0 —13 12.65
0 0 0 0 -17
illetve

709 = [0.92, 0.075, 0.00474, 0.000242, 0.0000184],

—8 3.61 1.77 0.858 0.0949
0 —9 597 0.884 0.104
D09 = 0 0 —11 749 0.281
0 0 0 —-13 7.26
0 0 0 0 —17

Jol megfigyelhet6 az, amit az entropidk alapjan, illetve a Buchholz-Kriege-
modszer dltalanos hatdsanak elemzésével is le lehetett szlirni: A bemeneti entropia
a kezdeti valoszintiség elso éllapotba tomoriilésével dramaian lecsokken, mig a
kimeneti entropia nd, koszonhetSen legf6képp annak, hogy a nagyobb 0,.,;. miatt
az (i,7 + 1) dtmeneti intenzitdsok nagyobb mértékben csokkennek, és ennek a
csokkenésnek a nagyrésze a nyel6be mend intenzitast noveli, valamint a bemeneti
entropiat csokkentd hatés egyuttal szintén noveli a kimeneti entropiat.

Hasonlitsuk még ezt 6ssze a 6,4 = 0.9-hez tartozd, a korrelacidés tartomanyt
optimalizal6 eljarassal:
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H / 10(omax—Pmin)

251 /7 — (P1)corr. max
[ » \/;/\ - (Hin*Hout)corr. max
201 V (01 corrnge
L F‘/\/\/\/ W (Hin*Hout)corr. range
15} J SN
r ~
7 %

L0 /
/4/

/
| L L L L L L L L L L 1 1 1 L

L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 Omax

Abra 5:

709 = 10.459, 0.414, 0.11, 8.48¢ — 9, 0.0179],
—8 7.65 548 —6 1.54e —7 1.79¢ —6

0 -9 6.65 7.87e —7 2.6le —7
D09 = 0 0 ~12.9 9.51 7.22¢ — 6
0 0 623¢—6 —~16.5 10.7
0 0 0.00967 0.25 ~11.6

Lathat6, hogy a Dy métrix a hozza tartozé6 Buchholz-Kriege-féle méatrixhoz
képest, melybdl a korrelacié optimalizal6 kiindult, teljesen kiiiriilt, a f64tlé és
a mellette 1évo elemek kivételével. Ezzel egy id6ben a kezdeti valdszinliségek
vektora valamelyest kiegyenlitddott, vagyis a bemeneti korreldcié megndtt. A
madsik nagy valtozas az allapotokbdl val6 kilépések intenzitdsanak (féatlobeli el-
emek) drasztikus véltozasa, melyeket a Buchholz-Kriege-mddszer minden eset-
ben érintetleniil hagy. Ezek az intenzitdsok mintegy felcserélédtek, a harmadik
allapot intenzitdsa nagyjabol megfelel a kordbbi negyedikének, a negyediké az
otodikének, az 6todiké a harmadikénak.

4.1.2 Masodik példa

A masodik példiaban egy masik, az el6z6vel azonos méretli, kanonikus
reprezenticidju, dm természetében kiilonboz6é PH transzformacidjat elemzem.

T = [0.4, 0.2, 0.21, 0.09, 0.1],
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-8 8 0 0 0

0 —29 29 0 0

Dy = 0 0 —61 61 0

0 0 0 —153 153

0 0 0 0 —170
Az el6z6 PH-hoz képest a legnagyobb kiilonbség az, hogy az atemeneti in-
tenzitdsok ardnya nagyobb. Ennek egyik kovetkezménye az, hogy a d,,,, €rtéke
altalaban csokkenni fog, aminek hatdsdra a bementi korrel4ci6 értéke kedvez6bb
marad, mint az el6z6 példaban, hiszen kisebb lesz a valdszintiség korai allapotok
felé mozdulasa. A kimeneti korrelacié valtozasit nehezebb elére megbecsiilni,
mivel az el6bbi hatas csokkenti azt, azonban a Buchholz-Kriege-eljardsban sz-
erepld Do(i, j) ity — 224 Kifejezés mésodik tagjdnak értéke az elsohoz
képest megnG, igy nagyobb csokkenés tapasztalhaté a Do matrix (i, + 1)

elemében, ami a kimeneti entrépiara nézve kedvezd.

Korr.
— (P1)Buchholz
— (PDH;,+Hou
010 (PDw,
[ (PDHg
0.05

-0.05 WW

0
= ‘ —a 016 ~ 018 T

-0.10

Abra 6:

A hatodik abrén l4thatd, hogy a kimeneti korreldcidra torténd optimalizélds
kis 0,4 €rtékekre ezittal is jobb, mint a Buchholz-Kriege-mddszer esetén, azon-
ban nagyobb §,..-ek esetén a helyzet megvaltozik. A Buchholz-Kriege-mo6dszer
elénye ekkor nyilvanvald, bar az elérhetd korreldcié minimuma —0.0883 (0,4 =
0.85), mig a kimeneti entrépia optimalizalasandl ez —0.111 (0,4 = 0.47).
Kimondhaté az is, hogy 0., = 0.9-es ajanlds csakugyan kozel van az op-
timumhoz, azonban megjegyzendd, hogy a korreldcids tartomany nagysiga itt
0.178 a maximalis korrelaci6 pedig 0.0972, mig 6,4 = 0.999-re ezek az értékek
0.218 és 0.153.
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Az igazdn nagy valtozast az entrdpia Osszeg €s szorzat alapi optimalizacid
mutatja, melynél még a kimeneti entropia alapu is jobban teljesit. Ez, és a
korédbbiak alapjan azt mondhatjuk, hogy a korrelaci6 0sszege illetve szorzata csak
kisebb értékekre hozhaté megfeleléen kapcsolatba a korrelacidval, ekkor vagy a
bemeneti vagy kimeneti korreldcié nagyon kicsi. Nagyobb értékek esetén nincs
szoros Osszefiiggés.

10(omax—pPmin) / H

2.0 (P1)Buchholz
(Hin)BuchhoIz

15 [ (Hout)BuchhoIz
10}

05/

5max

Abra 7:

Ezt tdmasztja ald a Buchholz-Kriege-mddszer esetén jelentkezd kimeneti €s
bemeneti entropia, valamint a korreldcids tartomany tizszeresét abrazold hete-
dik abra is, melyen lathat6, hogy, bar 0.8 folott a 6,4 novekedésével mind a
bemeneti, mind a kimenet entrépia csokken, a korreldcids tartomany mégis nd.
A varakozasoknak megfelelGen egyébként a bemeneti entrdpia értéke lassabban
csokken, mint az el6z6 példa esetén, a kimeneti entropia pedig a kordbban leirt
ellentétes irdanyba mozdit6 hatasoknak készonhet6en nagyjabol 6,4, = 0.8-ig nd,
majd elkezd csokkenni.

A nyolcadik abrdn a Buchholz-Kriege-mddszer és a korrelacids tartoményra
valé optimalizalas 4ltal elérhetd korreldcids tartomdny mellett a minimélis ko-
rreldciora torténé optimalizdldsal elérhetdé minimadlis, a maximadlis korreldcidra
torténd optimalizaldssal elérhetd korreldcié maximalis értéke lathatd. A Kkor-
relacié alapu optimalizalds, akarcsak az el6z6 példdban, most is minden eset-
ben jellemzen jobban teljesit. Megfigyelhet6 azonban, hogy a 9, véltozasaval
mindhédrom fiiggvény sokkal erdsebben ingadozik, példdul a minimaélis korrel4cid
alapu eljarassal 0.95-0s 0, érték esetén —0.189-es korrelacié érjets el, mig 0.97-
es Orqte €Setén csak —0.0659-es, egyébként mind nagyjabol hasonld tendenciét
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Abra 8:

mutat, mint a Buchholz-Kriege-féle fiiggvény. Ez azért 1ényeges, mert igy a d,.4se
értéke kulcsfontossdgiiva valik. Az is észrevehetd, hogy a korreldcids tartomany
szerint optimalizald eljards egyes 0,q..-ekre szignifikdnsan jobb eredményt ad,
mint a maximdlis korrelacié szerint optimalizal6. Ez természetesen annak
koszonhetd, hogy mindketté mohd optimalizicids eljaras.

Erdemes most is megnézni Buchholz-Kriege-médszer altal 1étrehozott PH
reprezentaciot két kiilonbozs 0,.q.-re. Példaul 0,4, = 0.4 és 6,4, = 0.9 esetén:

70 = [0.477, 0.178, 0.202, 0.0643, 0.0774],

—8 5.16 1.63 0.732 0.178
0 —29 20.8 4.25 1.4
DY = 0 0 —61 4366 7.19
0 0 0 —153 134.35
0O 0 0 0 —170

79 = [0.652,0.159 ,0.176 ,0.0052 ,0.00763],

—8 1.24 0.405 0.459 0.228
0 —29 221 1.86 1.22
D09 = 0 0 —61 14.9 0.326
0 0 0 —153 120
0 0 0 0 —170

Lathat6 most is, hogy a kezdeti valészintségek eltolédnak a korabbi allapotok
felé, de a kordbbindl kevésbé markdnsan. Megfigyelhetd az is, hogy az egyes
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allapotokbdl a nyelSbe jutds relativ intenzitdsa jelentésebben nétt, mint az el6z6
példandl, ahogy ezt elére meg is lehetett becsiilni. Ennek kovetkeztében a D,
matrix rugalmasabban konstrudlhaté. Hasonlitsuk ezt 6ssze a 9,4, = 0.9 értékhez
tartozo korrelacids tartomdnyt optimalizal6 eljarassal:

79 = 10.507,2.76e — 8,0.323,0.0195, 0.15],

-8 7.66 7.89¢ —8 0.328 1.47¢ — 8
0 —31.6 0.991 3.08 0.136
D, = 0 17.4 —95.4 51.5 26.6
0 29.66 20.6 —127 33.7
0 6.67¢ — 6 30.3 20.83 —159

7 7 2

Az el6z6 példdhoz hasonldan az elsé allapotndl itt is megfigyelhetd bizonyos
mértékl kiegyenlitddés a kezdeti valdsziniliségvektorban. Ezenkiviil az elsd

27 2

allapotban ugyanuigy tapasztalhaté a f6atld mellett elem novekedése, ahogy a

2 2

foatlobeli elemek jelentds valtozasa is. Egy 1j jelenség is észrevehetS: a tran-

7 oz

szformécié az APH-t ciklikus PH-v4 alakitotta. (Val6jaban ez az el6z6 példanal

is igy volt, azonban ott a f6atl6 alatti elemek egyike sem volt igazin nagy.) Ez is
mutatja, hogy az atalakitas rugalmasabb, mint a Buchholz-Kriege-mddszer.

4.2 MATP illesztése MAP segitségével

A kovetkezd, a valos illesztési feladatoknak jobban megfelel példa egy MAP
illesztése MAP segitségével. Ehhez el6szor szimulalcidt végeztem egy MAP
alapjan, majd a szimuldlt érkezési 1d6koz eloszlasra a PhFit segitségével PH-
t illesztettem, végrehajtottam az optimalizicids eljardsokat, majd az eredményt
MAP-pé egészitettem ki. Ennél a 1€pésnél az optimalizaciét az egyiittes momen-
tumoktol valo stlyozott négyzetes tavolsag szerint illesztettem, vagyis a

0= Bij(1- 5”)2
(i,5)€T J

kifejezést minimalizdltam, ahol v, ; az eredeti MAP [X} X7 1) egylittes mo-
mentuma, i, ; az illesztett MAP [ X} X ,i 1) egylittes momentuma, 3; ; egy silyoz6
tényezd, J pedig a figyelembevenni kivént (7, j) momentumpdrok halmaza. A [3]
cikk is, melyben a Buchholz-Kriege-féle reprezentaci6 optimalizaciés modszer al-
kalmazdsa taldlhato, ezt a célfiiggvényt alkalmazza. (A jelolések megegyeznek,
azzal a kiilonbséggel, hogy az itteni 3 helyett ott 32 a silyozé tényez8.) A 0
minimalizdldsa nemlinedris optimalizalasi feladat, melynek megoldésat legkisebb
négyzetek szerint ilesztettem.

Korabban mér emlitettem, hogy a yi; ; egyiittes momentum €s a p; korrelacio
kozott szoros kapcsolat van, utobbi az el6bbi szorassal normélt véltozata, igy
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ha nagyobb korreldciés tartomanyban tudunk illeszteni, vérhatd, hogy a ;3
egylittes momentumot is jobban tudjuk illeszteni, ez pedig azért fontos, mert
elsGsorban az alacsonyabb egyiittes momentumok illesztése a fontos, ezek nagy-
obb megbizhatdsdggal szamithatdk valds adatok esetén is. Ezzel 6sszhangban a
Bi,; silyoz6 tényez6t érdemes az i + j novekedésével csokkenteni.

Az illeszteni kivant MAP a kovetkezd Dy €s D, matrixokkal rendelkezik:

—3.1 0.78 0.02
D,y = 0.1 —1.206 0.005
0.001  0.002 —0.211

02 20 0.1
D, = 1 0.1 0.001
0.005 0.003 0.2

lag-1 korrelacidja p; = 0.286. Ez az érték nagyobb, mint amit az eddigiekben
sikeriil elérni, azonban kisebb éllapotszdmu PH esetén ez konnyebben elérhetd.

Az els6 1épés tehat az érkezések szimuldcigja volt, itt 100.000 érkezést sz-
imuldltam. Ez megfeleléen nagy érték ahhoz, hogy a statisztikai jellemzdk
megfelel6 pontossaggal bedlljanak, azonban az adatsor viszonylag konnyen kezel-
hetd marad.

A szimul4ci6 utdn a kordbban mar emlitett, PhFit nevli program segitségével
egy harmadrendii PH-t illesztettem az el6bb novekvd sorrendbe rendezett érkezési
id6kozokre. A PhFit tobbféle bemenetet is képes feldolgozni: sorbarendezett
mintdkat, és sorbarendezett silyozott mintdkat, valamint megfeleléen megadott
eloszlas-, €s komplementer eloszlasfiiggvényt is. Az illesztés sordn lehet torzs- és
farokeloszlast is illeszteni, munkam szempontjabdl csak a torzseloszlas illesztése
lényeges. A PhFit kimenete kanonikus formaji PH, ezen végeztem el a kiilonféle
optimalizalasi eljardsokat.

A maximdlis (pozitiv) korreldcid 0,.. fiiggését a kilencedik dbran
megvizsgéilva a Buchholz-Kriege-mddszer szempontjabdl hasonlé eredményt
kapunk, mint a mdasodik PH optimalizaciés példandl. A Buccholz-Kriege-
modszerrel kapott maximalis korrelacié a 9,4 novelésével monoton mddon
nd. A bemeneti entropiat optimalizal6 eljaras meglehetdsen rosszul teljesit, a
kimeneti entrépidt optimalizdld viszont megkozelitSleg konstans értéket mutat,
és nagyjabol d,.,. = 0.9-ig jobb korrelaciéra képes, mint a Buchholz-Kriege-
modszer.

A tizedik abran lathaté, hogy az entropia Osszeg alapi optimalizacids
modszer szinte teljesen azonos, a kimeneti korrel4cidt optimalizal6 eljaraséhoz
nagyon kozeli értéket ad végig, az eredményképp kapott reprezenticid is csak
minimdlisan véltozik. A maximalis korreldciét és a korreldcids tartoményt op-
timalizal6 eljarasok a legjobbak most is, de a d,,; = 0.99-es érték kornyékén
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Abra 9: Képleirs

mar alig elénydsebbek a maximdlis korreldcié szempontjabol, mint a Buchholz-
Kriege-mddszer. Az is lathatd, hogy ezek az eljarasok altalaban képesek elérni az
eredeti MAP 4ltal meghatarozott korrel4cidt, mig a Buchholz-Kriege-mddszerrel
ez csak 0.98-nal nagyobb 9, esetén teljesiil. A kapott PH reprezentaciok alapjan
az is lathatd, hogy a korrelacié mérrtéki eljarasok nagyjabdl hasonld m-t és Dyg-t
allitanak eld kiilonboz6 9,..-ek esetén. A korrelacids tartomanyt optimalizalva
példaul 0,4, = 0.8 €s 9,41 = 0.99 esetén:

[—0.225 0.00369 2.30e — 6]
7% = [0.384,1.42¢ — 7,0.616], D*® = 0 —1.39 0.00592
0 1.27 —3.08

[—0.225 0.00136 9.04e — 7]
709 = 0.396,2.3¢ — 7,0.604], D% = 0 —1.40  0.0297
0 125  —3.06]

A hérom éllapotd MAP esetén a [3] (n — 1)?, azaz Osszesen négy egyiittes
momentum illesztését javasolja, egész pontosan a i1 1, fi12, 21, [22 egylittes
momentumokat, mivel a 7(—Dy 'D; = 7 és o1 + D;1 = 0 korldtoknak
koszonhetden ezek teljesen behataroljdk a MAP-ot olyan esetekben, amikor pon-
tos illesztés lehetséges. Sok esetben ez nincs igy, ekkor az (n — 1)? szdm nem
annyira kiemelt jelent6ségli, mivel azonban MAP alapjan generélt érkezéseket
illesztettem, ez mindenképp ésszeri vdlasztds volt. Silyozé tényezének a [3]
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cikkben alkalmazottak négyzetgyokét vettem, vagyis 3;; = 207DU~D_ tehat

példaul a pi9 5 stlya 0.25.

A 0,0t = 0.99 pontban vizsgdlva az eljarasokat, az tapasztalhatd, hogy, bar
a Buchholz-Kriege-mddszer eredményeképp 1étrejové PH reprezentacio eléri a
kivant maximalis korrelaciot, az egyiittes momentumok szerinti illesztés nem talal
olyan D, maétrixot, mely tokéletes MAP-ot eredményezne, azonban j6 kozelitést
mutat az esetek tobbségében. Az aldbbi tdblazat mutatja az eredményeket:

Moddszer/Korrelacid 0 — V:i—i) p1
Buchholz-Kriege-mddszer | 0.00391 | -0.0448 | 0.288
Bemeneti entropia 0.591 0.336 0.0394
Kimeneti entropia 0.0219 | 0.0141 0.249
Entropidk Osszege 0.0291 | 0.0264 0.241
Entrépidk szorzata 0.0291 | 0.0264 0.241
Minimélis korrelacio 0.00402 | -0.0463 | 0.289
Maximadlis korrelacio 0.00384 | -0.0446 | 0.287
Korrelacidtartomany 0.00398 | -0.0460 | 0.289 height

Ezzel szemben azonban 9,..;c = 0.9 esetén a Buchholz-Kriege-mddszerre 6 =
0.0375, koriilbeliil 3,9%-os eltéréssel ji; 1-re, mig példaul a korrelaciotartoményt
optimalizal6 eljarasra 6 = 0.00398 tovdbbra is. Osszességében elmondhatd, hogy
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a korrelaciot optimalizal6 eljarasok stabilan jo eredményt mutatnak, az entropia
alapuak, a bemeneti entropiat optimalizal6 eljarason kiviil pedig szintén elfogad-
hatdan teljesitenek.

4.3 Valos adatsor illesztése

Az igazi feladatot a valés adatsorok illesztése jelenti. Az dltalam vizsgalt példa a
pAug89 adatsor[10], mely Ethernet csomagok érkezési id6kozeit tartalmazza. A
trace elsd szdzezer sordt vizsgaltam. Az adatsor korrelacidja 0.167-nek adodott.
Az elvégzendd 1épések az el6z6 példahoz hasonléak, annyi kiilonbséggel, hogy
az adatsor mar adva van. Az illesztést itt harom és ot dllapotu allapott MAP-
pal végeztem. A PhFit altal végzett, harom éllapoti illesztés eredményeképp a
kovetkez6 kanonikus forméja PH jon 1étre:

—90.1 90.1 0
r = [0.0384, 0.714, 0.248], Dy = 0 —867 867
0 0 —884

A kordbbiakhoz hasonléan a Buchholz-Kriege-mddszerrel elérhet6 korrelacid
itt is a 0,4 novekedtével nd, ezért a O, = 0.99 értékre végeztem el a
vizsgalatokat. Azt tapasztalhatjuk, hogy a Buchholz-Kriege-féle eljaras rosszabb
eredményt ad, mint az dsszes tobbi, melyek 6 értéke alig kiilonbozik. Az illesztés
minden esetben valamivel rosszabb, mint ez el6z8 példanal, bar a j;; els6
egyiittes momentumot minden mddszer jobban illeszti, mint a MAP illesztésnél.
Megfigyelhetd az is, hogy a korrelaciok joval nagyobbak, mint az eredeti adat-
sor esetén, ami azt jelenti, hogy a szordsnégyzetek kisebbek, ugyanis a varhato
értékek nagyjdbol azonosak, €s a yi;; egyiittes momentum eltérése is eleny€szo

ehhez a kiilonbséghez képest.

Modszer/Korrelacié 0 - % 01
Buchholz-Kriege-mddszer | 0.0238 | 0.00142 | 0.307
Bemeneti entrépia 0.0193 | -0.00546 | 0.313
Kimeneti entropia 0.0194 | -0.00535 | 0.312
Entropidk Osszege 0.0189 | 0.0152 0.321
Entrépidk szorzata 0.0192 | -0.0119 | 0.318
Minimélis korrelacio 0.0186 | -0.0159 | 0.321
Maximalis korrel4cié 0.0186 | -0.0160 | 0.321
Korrelaciotartomany 0.0189 | -0.0151 | 0.321 height
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A PhFit 6t dllapoti illesztésének eredménye alabb l4thaté:

m = [0.0433, 0.367, 0.444, 0.000162, 0.145],

-96.7  96.7 0 0 0

0 —1030 1030 0 0

D, = 0 0 —1309 1309 0
0 0 0 —1414 1414

0 0 0 0 —3021

Az illesztés itt méar sokkal rosszabb. A Buchholz-Kriege-moddszer esetén a
monoton nové kimeneti entrépia a d,4. = 0.99 pontban kevesebb, mint 0.17,
ami a kordbbi példdkkal Osszevetve igen alacsony. Ezt a kimeneti entropiat
egyetlen mddszer sem tudja megemelni, ez pedig, a kordbbiakkal 6sszhangban,
elenyészd korrelaciot eredményez. A nagyjabol megegyezd értéki, igen alacsony
korrelacionak koszonhetden az egyiittes momentumok illesztése is sikertelen, a
6 értéke 1.46 koriili értéket vesz fel, ami azt jelenti, hogy mér a p;; egyiittes
momentum illesztett értéke is 36% koriili eltérést mutat a valds adatokhoz képest.

5 Ertékelés

A fentieckben bemutattam egy olyan modszert, mely alkalmas a PH-k
reprezenticidjanak javitdsara, majd ezt Osszehasonlitottam egy meglévd opti-
malizdciés moddszer, a Buchholz-Kriege-féle eljards tulajdonsigaival, mellyel
szemben tobbféle elvi elénye is van. Nagyobb rugalmassigot biztosit, mely
annak koszonhetd, hogy tobbféle mérték alapjan képes optimalizdlni, bemeneti
reprezentacidja pedig a kanonikustdl eltérd is lehet. Olyan mérték alapjan is
lehet optimalizalni, mely a ksébb illesztendd dinamikus paraméterekkel kdzvetlen
kapcsolatban van. A kimeneti reprezenticid szélesebb tartomdnyban mozoghat:
nincs az APH-k csalddjara korlatozva, és az eredeti reprezenticiéhoz képest
megvaltozhatnak féatlébeli elemei.

A gyakorlat ezeket az elvi elényoket részben igazolta, az elérhetd kor-
relacié sok esetben jelentésen megndtt, az illesztés a mértékek tobbsége esetén
megkozelitette, vagy meghaladta a Buchholz-Kriege-mddszerrel elérhet6t. A
varakozasoknak megfelelGen bebizonyosodott, hogy a csak bemeneti vagy csak
kimeneti entrépiat optimalizdl6 eljardsok nem adnak stabilan j6 eredményt. Az
is nyilvanvaléva valt, hogy az entrépidk 6sszegén és szorzatan alapuld eljarasok
jobb eredményt nyujtanak, de ezeknél a mértékeknél sincs szoros kapcsolat a ko-
rrelacidval nagyobb értékek esetén. A korreldcié alapi moddszerek bizonyultak

/////

az eljarasok moh¢ algoritmust alkalmaznak, tovdbbra is jelentkezik. Amikor
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a Buchholz-Kriege-mddszer nem ad kedvezd kezdeti reprezentaciot, az eljarés
ugyanugy megakadhat.

Ezeket figyelembevéve tobbféle tovabbi javitasi lehetdség kindlkozik. A
Buchholz-Kriege-mddszer helyett megvizsgdlhaté mds mddszer is az algoritmus
kezdeti szakaszdba, mely kedvez6bb kiinudlasi reprezentacidt nyujt a tovébbi,
mérték alapu optimalizdlds szdmdra. Kézenfekv6 1) mértékek keresése, melyek
lehetnek akar az entropia alapi mértékek tovabbfejlesztései, vagy alapulhatnak di-
namikus paramétereken. A moho algoritmus valamilyen médositasdval a lokalis
optimumok egy része esetleg kikeriilhetové valik.
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