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1. fejezet

Bevezeto

A Petri-halék tobbek kozott az aszinkron, elosztott, parhuzamos és nem-determinisztikus
rendszerek elterjedt grafikus és matematikai modellezé eszkozei. A Petri-halé modellek
viselkedését az elérhetd allapotok és az allapotdtmenetek halmaza (az allapottér) adja
meg. A modell fontos tulajdonsaga, hogy akar végtelen nagy allapottereket is képes kezelni
és vizsgalni.

Az egyik legfontosabb Petri-halékkal kapcsolatos vizsgélat az tin. elérhetéségi analizis
(lasd 2.2. fejezet) is az &dllapottérhez kapcsolédik: azt vizsgdlja, hogy egy adott allapot
elérhet6-e engedélyezett dllapotatmenetek sorozataval egy adott kezddallapotbhdl kiindulva.
Ezen eldonthet6ségi probléma a matematika nehéz problémai kozé esik, a komplexitasara
(lasd 2.2.4. fejezet) még nem tudtak felsé korlatot adni, az irodalom alapjan legaldbb az
EXSPACE-nehéz komplexitasi osztalyba esik.

Az ellenpélda-alapt absztrakci6 finomitds (lasd 3. fejezet) (angolul Counter Example
Guided Abstracion Refinement, réviden CEGAR) gyakran hasznélt megkozelités végte-
len allapotteri rendszerek vizsgalatara. Lényege, hogy az allapottér egy absztrakciéjan
vizsgaljuk az elérhetéségi kérdést, és ha kell, a konkrét allapotok bejarasa soran nyert
informacié segitségével finomitjuk az absztrakciét. A 2011. évi Petri-halé modellellen6rzo
versenyen [4] tobb kategériat is megnyert egy CEGAR alapu, elérhetdséget vizsgdls al-
goritmus. Ez az algoritmus a Petri-hdlék allapotegyenletét hasznalja absztrakcidként, és
ezt finomitja mindaddig, amig taldl egy, az elérhetdséget igazolé allapotdtmeneti ttvo-
nalat, vagy bizonyitja, hogy az allapot nem elérhetd. Munkank soran ezt az algoritmust
vizsgaltuk és fejlesztettiik tovabb.

Dolgozatunkban elméleti eredményként bemutatjuk, hogy az algoritmus bizonyos ese-
tekben nem tudja megéllapitani az elérhet6séget (lasd 3.3. fejezet), és megoldast java-
solunk, amely felhasznaldsaval a problémak nagyobb kore esetén jut az algoritmus ered-
ményre. Bemutatunk olyan optimaliziciékat, amelyek kikiisz6bolik az eredeti algoritmus
bizonyos esetekben jelentkezé hidnyossdgait, és hatékonyan vagjak a keresési teret. Ezen
tulmenden kiterjesztettiik az algoritmust, hogy a problémék b&vebb osztalyat is kezelni
tudjuk:

e alkalmassa tettiik az algoritmust, hogy predikatumokkal definidlt elérhetéségi vagy
fedési problémakat is tudjon hatékonyan vizsgalni (lasd 3.3.1. fejezet),

e bovitettiik az algoritmust, hogy a tiltd éleket tartalmazé Petri-halok vizsgalatéra is
alkalmas legyen (lasd 4. fejezet).

Ez utébbi kiterjesztés jelentGségét az adja, hogy a tiltd élek magasabb, a Turing gépekkel
azonos szintre emelik a Petri-halok kifejezd erejét. Ugyanakkor elméletileg is bizonyitott
tény [6], hogy tilt6 élek haszndlata esetén nem varhaté el teljesség az algoritmustdl.
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Dolgozatunkban bemutatjuk az eredeti algoritmus gyakorlati implementéciéjaval szer-
zett tapasztalatainkat, a felfedezett hidnyossdgokat, és az ezek kikiiszObolésére és az algo-
ritmus teljesitményének novelésére kidolgozott megoldasainkat (1asd 5. fejezet). A tovabb-
fejlesztett algoritmus hatékonysédgat mérési eredményekkel (lasd 6. fejezet) is alatdmaszt-
juk.



2. fejezet

Hattérismeretek

Ebben a fejezetben azokat az alapismereteket és definicidkat ismertetjiik, amelyek a dol-
gozat tovabbi részeinek megértéséhez sziikségesek. Bemutatjuk az egyszeri Petri-halékat
(lasd 2.1. fejezet), kiegészitésiiket tilto élekkel (2.1.3. fejezet) és az elérhetdségi problémat
(2.2. fejezet). Ismertetjitk tovabba a linedris programozas (2.3. fejezet) és az egészértéki
linedris programozas (2.3.1. fejezet) altalunk hasznalt részeit.

2.1. Petri-haldk

A Petri-halék diszkrét dinamikus rendszerek modellezésének és analizisének elterjedt esz-
kozei. Elonyiik, hogy matematikai reprezentaciéjuk mellett bizonyos méretekig grafikusan
is jol attekintheték és vizsgalhatok. F6 alkalmazasi teriiletiik a konkurens, aszinkron, el-
osztott rendszerek modellezése [15]. KifejezGerejiitk novelésének érdekében szémos kiegé-
szitéstik jott 1étre, ezek koziil mi a tiltd élekkel bévitett halokat fogjuk hasznalni.

2.1.1. Egyszerii Petri-halok

Az egyszeril Petri-halé egy irdnyitott, silyozott paros graf. Az egyik cstucsosztdly elemeit
helyeknek (Place, P), a méasik csicsosztaly elemeit pedig tranzicicknak (Transition, T')
nevezzilk. A grafban minden irdnyitott él egy helyet és egy tranziciot kot Ossze. Az élekhez
rendelt pozitiv egész szamot az él stulyanak nevezziik. A Petri-halo allapotat egy olyan
fliggvénnyel irhatjuk le, amely minden helyhez egy nemnegativ egész szdmot rendel. Ez
a halé tokeneloszldsa, a helyekhez rendelt szamok pedig a helyeken 1év6 tokenek szamat
reprezentaljak!. Formdlisan tehat a Petri-halé egy olyan PN = (P, T, E,W) struktira
[13], ahol:

P ={p1,p2,...,pr} a helyek véges halmaza,

T = {t1,ta,...,tn} a tranzicidék véges halmaza,

E C(PxT)U(T x P) az élek halmaza,

W : E — Z* a stlyfiiggvény.

A Petri-hélé grafikus reprezentécidjaban a helyeket korokkel, a tranzicidkat téglalapok-
kal, az éleket nyilakkal jel6ljiik. Ha egy él stlya nem 1, akkor az él mellett azt feltiintetjiik.
A tokeneloszlast a korokbe rajzolt fekete pontok, vagy nagyobb tokenszam esetén a korok-
be irt szamok jelolik.

Jelolje of a t € T tranzicid bemeneti helyeit, te a kimeneti helyeit, valamint ep a p € P
hely bemeneti tranzici6it, pe a kimeneti tranzicidit, azaz forméalisan:

! Az &llapotokat gyakran egy sorvektorral jeloljiik, ahol a sorvektor i. eleme az i. hely tokenjeinek szdma.
Példaul az m = (4,2,5) jelentése, hogy po helyen 4, pi helyen 2, ps helyen pedig 5 token van, amennyiben
a helyeket 0-t6l szdmozzuk.



ot = {p|(p,t) € E}
te={p|(t,p) € £}
op={t|(tp) € E}
pe={t|(p,t) € E}

Tranzicidk tiizelése

A Petri-halék dinamikus miikodését a tranzicidk tiizelései hatarozzak meg. A szabalyok a
kovetkezok:

e Egy t € T tranzicido engedélyezett, ha minden p € et bemeneti helyén legalabb
w~ (p,t) darab token van az adott m tokeneloszlas mellett, ahol w™(p,t) a (p,t) él
sulya. Az engedélyezettséget m[t) -vel jeloljik.

e Egy engedélyezett tranzicié eltiizelhet, de nem kell feltétleniil tiizelnie. Ha t6bb
tranzicié is engedélyezett, akkor barmelyik eltiizelhet, ezdltal a miikodés nem-
determinisztikus.

e Amennyiben egy engedélyezett ¢ € T tranzicid eltiizel, minden p € et bemeneti
helyr6l w™(p,t) tokent vesz el, és minden p € te kimeneti helyre w™(p,t) tokent
helyez el, ahol w™(p,t) a (¢,p) él stlya.

Ha a kapott 4j allapot m/, akkor a tiizelést m[t)ym’ -vel jeloljik [13]. Egy o € T™ vek-
tort tizelési sorozatnak neveziink. Amennyiben léteznek m, mq, mo, ..., m,_1,m’ allapo-
tok tgy, hogy m[o(0))m1[o(1))ma...mp—_1][c(n))m’, akkor o-t végrehajthaténak (vagy re-
alizalhaténak) nevezziik és roviden m[o)m' -vel jeloljiik. Egy tiizelési sorozat Parikh képe
a p(o) : T — N vektor, ahol p(o)(t) a t € T tranzici6 el6forduldsainak szdma a tiizelési
sorozatban. FEzt a vektort tiizelési szam vektornak is nevezik.

1. példa. A 2.1. dbran eqy Petri-hald ldthatd, amely eqy egyszeri kémiai folyamatot mo-
dellez [13]. A hdloban egy tranzicié (t) és harom hely (Ha, Oz, H2O) taldlhats. A 2.1(a)
abrdn a t tranzicié engedélyezett. A t tranzicio tizelésével a 2.1(a) dabran ldthatd dllapot-
bol a 2.1(b). d@brdn ldthaté dllapotba keril a hdlé. Ebben az dllapotban nincs engedélyezett
tranzicio.

2t
Hy H, 2
H 2 O H. 2 O
02 02
(a) Kezdd tokeneloszlas (b) Tokeneloszlés ¢ tiizelése utan

2.1. dbra. Példa Petri-halé: hidrogén oxidacidja

Elérhet6ség

Egy m/ dllapotot elérhetd az m kezdallapotbdl, ha létezik o € T : m[o)m’ végrehajthatd
tiizelési sorozat. Az Gsszes m-bol elérhet6 allapot halmazat R(PN,m) -el jeloljik.
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Korlatossag

Egy Petri-hdlot korldtosnak neveziink, ha minden m € R(PN,mg) elérheté éllapotban
minden p € P helyre m(p) korlatos.

2.1.2. Allapotegyenlet

Szomszédossagi matrix

Egy Petri-hal6 szomszédossagi matrixa a Cjp|x|r) matrix, ahol |P| a helyek, |T'| a tran-
zicidk szdma, a matrix elemei pedig: C(i,5) = w*(i,5) — w™(4,5). A matrix egy C(p;,t;)
eleme tehat a p; € P helyen 1év6 tokenek szamanak valtozasat jelenti a t; € T tranzicid
eltiizelése esetén.

2. példa. A 2.2. drban ldthatoé Petri-hdlo szomszédossdgi mdtriza:

A példan az is ldtszik, hogy a szomszédossdgi mdtrix nem irja le egyértelmiten a Petri-
hdlot, ebben az esetben példdul a ty és po kozotti oda-vissza élek helyén a mdtriz értéke

0.

2.2. 4dbra. Példa Petri-halo

Allapotegyenlet

Egy m allapotot értelmezhetiink egy olyan oszlopvektorként, ahol m(p;) a p; € P helyen
1év6 tokenek szdma. Egy t; € T tranzici tiizelési szam vektora egy olyan u oszlopvektor,
amelynek minden eleme 0, kivéve a j. poziciét, ahol 1 van. Ekkor ha t; engedélyezett az
m éallapotban, akkor a t; eltiizelése utan kapott mt;)m; allapot a szomszédossagi matrix
definiciéja miatt a kovetkez6 mddon is megkaphaté:

m+ Cu =my (2.1)

Ezt altalanosithatjuk tobb tranzicié egymas utani tiizelésére is, ahol uy, uo, . . . , ux vektorok
tartoznak az egyes tranziciékhoz:

m+Cu; +Cuy + ...+ Cup, =m’ (2.2)
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A métrix-vektor szorzas disztributivitdsat felhasznalva, az uq, us, . .., ur vektorok dsszegét
x-el jelolve kapjuk meg az allapotegyenletet, ami egy linearis egyenletrendszer az aldbbi
alakban:

m+ Cx =m' (2.3)

Egy « € N7l vektort megolddsnak neveziink, ha kielégiti az sllapotegyenletet. A meg-
oldasvektor egy elemét z(t)-vel jeléljiik?, ami azt mutatja meg, hogy a t tranzicié hanyszor
tiizel a megoldasban. Figyeljiik meg, hogy minden m-bdl elérheté m’ &llapot esetén biz-
tosan talalunk megoldast, mert a hozza tartozé o végrehajthatéd tiizelési sorozat tiizelési
szam vektora kielégiti az m + Cp(c) = m' egyenletet. Forditva ez nem feltétleniil igaz,
mert egy m' allapothoz létezhet igy x megolddsvektor, hogy x-hez nem taldlhaté olyan
végrehajthato tiizelési sorozat, amelynek tiizelési szam vektora megegyezne z-el. Az x meg-
oldasvektort realizdlhatonak neveziink, ha létezik hozzd o végrehajthatd tiizelési sorozat

gy, hogy (o) = .
3. példa. A 2.3(a). abrdn ldthaté Petri hdlé esetén a m = (0) — m/ = (1) dllapotdtmenet-

re teljesiil a sziikséges feltétel, ugyanis az x = (1) kielégiti az dllapotegyenletet. Ugyanakkor
a hozzd tartozo tiizelési sorozat a t eltiizelését jelentené, ami nem engedélyezett.

4. példa. A 2.3(b). dbrdn ldthaté Petri hdld esetén a m = (2,0) — m/' = (0,4) dllapotdt-
menetre teljesiil a szikséges feltétel, ugyanis az x = (2) kielégiti az dllapotegyenletet. A t
tranzicio kétszeri eltiizelése pedig végrehajthato.

P toom t D2
O] @ 2O
(a) (b)
2.3. dbra. Példa halok az allapotegyenlet kielégithetGségére

T-invariansok

Egy = € NITI vektor T-invaridns, ha kielégiti a Cz = 0 egyenletet. A T-invaridns fontos
tulajdonsaga, hogy nem véltoztatja meg a tokeneloszlast® : m + Cx = m + 0 = m. Ha
egy T-invaridnshoz talalunk végrehajthato tiizelési sorozatot, akkor a T-invarianst realizdl-
haténak nevezziik [17]. Két realizdlhaté T-invaridns Osszege is realizdlhat6 (egymds utdn
eltiizelhet6k, mert nem véltoztatjdk meg az allapotot), de ha egy realizdlhaté T-invaridns
kett6 T-invaridans Gsszege, akkor nem biztos, hogy a tagok kiilon-kiilon is realizdlhatdk.

5. példa. A 2.4. dbran tobb T-invarians is taldlhaté: Ty = {ti,t2},To = {t3,t4}, T3 =
{t1,te,t3,t4} és Th +To = T5. Ldthatd, hogy T realizdlhatd t1,ts,tq, ta sorrendben, viszont
T5 nem realizalhato, mert sem t3, sem ty nem engedélyezett.

Allapotegyenlet megoldasainak tere

Egy adott PN Petri-hdlé m + Cx = m’ allapotegyenletéhez 1éteznek j, k € N szamok és
véges vektorhalmazok: B = {b; € NITI |1 < i < j} (bézisvektorok) és P = {p; e NITI|1 <
i <k} (periédusvektorok) gy, hogy [17]:

2Egy t; € T tranzicié és © megoldasvektor esetén z; és x(t;) ugyanazt jelenti.
3A T-invaridnsok a modellezett rendszerben gyakran egy ciklikus viselkedéshez kotédnek, ami ugyan-
abba az allapotba tér vissza djra és ujra.
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ty t3

b1 D2 b3

t ty

2.4. dbra. T-invarians példa

e minden b; € B vektor paronként nem Osszehasonlithaté?, azaz ilyen értelemben
minimélis,

e P bézist alkot a Cz = 0 nemnegativ megoldéstere felett: P* = {3%  n;p; | n; €
N,p; € P},

e minden z megoldashoz létezik n; € N (1 < i < k-ra) és n € {1,...,j} agy, hogy
z = by + Yi_ nipi,

e minden x megoldasra az ¢ + P* halmaz Gsszes vektora is megoldés.

Azaz minden megoldés felirhaté egy minimalis bazisvektor és minimalis T-invaridnsok

c s 2

2.1.3. Kiterjesztés tilto élekkel

A Petri-halék kifejezéerejének novelésére szamos kiterjesztést hoztak létre, tébbek kozott
tilt6 éles, prioritdsos, Gnmddosité és visszadllitd éles halokat [6]. Ezek koziil mi a hélo tiltd
élekkel torténd kiegészitésével foglalkozunk. Tiltd élek segitségével ki tudjuk fejezni azt,
hogy bizonyos feltételek mellett egy adott miikodés ne torténhessen meg. Formalisan a tilto
élek halmaza egy I C (P xT') halmaz, a tilt6 élekkel kiegészitett Petri halék pedig a PNy =
(PN, I) strukturaval irhaték le. Tilt6é éles halok esetén a tiizelési szabéaly megvéltozik:
egy t € T tranzicié engedélyezettségéhez a korabbi feltételeken tul az is sziikséges, hogy
a hozza tilto éllel kapcsolodd helyeken ne legyen token, formélisan minden p € P-re:

c sz

nyil, hanem egy iires kor van.

6. példa. A 2.5. dbrdn egy tilté éles Petri-hdlo lathato. A hdléban két tranzicid (ty,ts)
és két hely (p1,p2) taldlhato. A 2.5(a) dbrdn csak t1 engedélyezett a (p1,t2) tiltd €l miatt.
Miutdn eltizeltik ti-et (2.5(b) dbra), csak to engedélyezett. A 2.5(c) dbra a ty eltizelése
utans dllapotot mutatja.

A tilté élek bevezetése a Petri-hélék kifejezberejét a Turing gépekével azonos szintiire
emeli [6], ugyanakkor szdmos problémat felvet. A tilt6 élek egyaltalan nem jelennek meg
az allapotegyenletben, igy annak megoldasakor sem vessziik Oket figyelembe, ami ahhoz
vezethet, hogy a kapott megoldés nem lesz realizalhaté. Ugyan létezik médszer arra, hogy
egy tiltd éles halot visszavezessiink egyszert Petri-haléra, de ez csak korlatos halok ese-
tén miikodik [15]. Szdmos analizis médszer is csak korldtozottan, vagy egyéltaldn nem
alkalmazhatoé a tilté éles Petri-halékra, az elérhet6ségi probléma (lasd 2.2. fejezet) pedig
bizonyitottan eldonthetetlen, amennyiben a hél6 legalabb 2 tilt6 élet tartalmaz [6].

4Két vektor paronként nem osszehasonlithatd, ha mindkettének van olyan komponense, amelyik kisebb,
mint a masik vektor azonos komponense.
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t1 1 31

24! P2 P1 P2 P P2
t2 t2 t2
(a) Kezdeti tokeneloszlds  (b) Tokeneloszlas ¢1 eltiizelése (c) Tokeneloszlas to eltiizelése
utan utan

2.5. 4bra. Példa tilté éles Petri-halo

2.2. Elérhetoségi probléma

A Petri-halok elérhet6ségi problémaja azzal foglalkozik, hogy egy kezddallapotbhdl elérheto-
e egy adott célallapot. Amennyiben nem egy konkrét célallapotot adunk meg, hanem csak
bizonyos feltételek teljesiilését irjuk elé az elérendd allapotra, akkor rész-elérhetOségrél
beszéliink.

2.2.1. Elérhet6ségi probléma

Egy Petri-halébél, egy kezddallapotbdl és egy célallapotbél allo struktarat elérhetdségi
problémanak neveziink, és formalisan m’ € R(PN,m)-vel jeloliink®. Az elérhetdségi prob-
lémdra a vélasz pontosan akkor ,igen”, ha m’ szerepel az m-b6l elérhetd allapotok kozott.

2.2.2. Rész-elérhetoségi probléma

Gyakran el6fordul, hogy nem egy konkrét m’ dllapot elérhetdségét szeretnénk vizsgélni,
hanem linedris Osszefliggéseket adunk meg a tokeneloszlasra vonatkozoan. Ezeket az 6ssze-
fuggéseket predikdtumnak nevezziik, és a kovetkezd alakuak [9]:

P(m) < Am > b, (2.4)

ahol P(m) a predikdtum jelolése, A egyiitthatématrix, b egyiitthatévektor, a predikdtum
pedig pontosan akkor igaz, ha a jobb oldali lineédris egyenlétlenség-rendszer teljesiil.

Az SR(PN,m,P) rész-elérhetéségi probléméra pontosan akkor ,igen” a vélasz, ha
létezik olyan m’ allapot, amire P(m’) teljesiil és m’ szerepel az m-bdl elérhetd allapotok
kozott.

7. példa. Tegyiik fel, hogy a 2.2. dbran ldthato Petri-hdloban a po helyre szeretnénk 2
tokent rakni. Ennél a hdlondl a (t1,ts,to) tizelési sorozatra teljesil, hogy utdna m(pg) = 2
lesz, viszont a tobbi hely tokeneloszldsa is megudltozik. Teljes elérhetdségi probléma esetén
a tobbi hely tokeneloszldsdt is meg kell adni, amit nem mindig tudunk elére kiszdmolni.

Rész-elérhetiségi problémdval akdr azt is meg tudjuk vizsgdlni, hogy tudunk-e gy 2
tokent rakni py-ra, hogy kozben p1,ps helyeken legaldabb egy token maradjon. Ez eqy olyan
feltétel, amelyben helyek dsszegére szabtunk meg egy alsé korlatot. Teljes elérhetdségi prob-
lémdval ezt nem tudjuk eldonteni, pedig példaul a (t1,ts,to,t2) tizelési sorozat megfelel a
feltételnek.

2.2.3. Sziikséges és elégséges feltételek

Az elérhetdségi és a rész-elérhet6ségi problémaéra is megfogalmazunk sziikséges és elégséges
feltételeket.

5A dolgozatban a példék soran a kevésbé formélis, de szemléletes m — m/ jelélést is hasznéljuk
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Elérhet6ségi probléma

Az m’ € (PN, m) elérhetdségi probléma sziikséges feltétele, hogy az m + Cx = m/ dllapot-
egyenletnek létezzen megolddsa, mert ha m-bél elérheté m/, akkor 1étezik o végrehajthatéd
tiizelési sorozat amire m[o)m’ és ekkor p(o) biztosan megolddsa az allapotegyenletnek. Ez
a feltétel azonban nem elégséges, ahogy azt a kordbban bemutatott 3. példa is tanusitja.
Elégséges feltétel példaul egy konkrét o : m[o)ym’ tiizelési sorozat megmutatisa.

Rész-elérhet6ségi probléma

Az SR(PN,m,P) rész-elérhetGségi probléma sziikséges feltétele, hogy létezzen olyan x
vektor és m’ allapot, amelyekre az m + Cx = m' és Am’ > b teljesiil. Az elérhetdségi
problémahoz hasonléan egy konkrét o : m[o)m’ tiizelési sorozat itt is elégséges feltétel.

2.2.4. Komplexitas és eldonthetGség

A Petri-halék elérhetOségi probléméaja a nehéz matematikai problémék kozé tartozik. Az
eldonthetéségét mar bizonyitottdk [12], de fels6 korldtot még nem sikeriilt adni. R. J.
Lipton egy EXSPACE-nehéz alsé korlatot adott a problémara [11], azaz nem létezhet
olyan eszkoz, ami minden esetben hatékonyan oldja meg a problémat.

A tilt6 élekkel kiegészitett Petri-halok atalakithatok egyszerii Petri-halokka a helyek
szétbontésdval, ez azonban csak korldtos hdlokra alkalmazhatd. Altaldnos tilté élekkel
rendelkez6 Petri-halék esetén, ha legaldbb 2 tilté él van a haléban, akkor Hilbert 10.
problémajira visszavezetve bizonyithat6 az eldonthetetlenség [6].

2.3. Linearis Programozas (LP)

"oz

Az allapotegyenlet megolddsa és a predikdtumokat teljesité dllapotok keresése linedris
programozasi feladatra vezethetd vissza. A linedris programozéas egy olyan matematikai
modszer, amellyel egy matematikai modellben kereshetiink optimaélis megoldast bizonyos
feltételek teljesiilése mellett [7]. Formélisan a linedris programozas célja, hogy egy line-
aris koltségfiggvényt minimalizaljuk linearis egyenldségek és egyenlGtlenségek teljesiilése
mellett. A linedris programozasi problémék kanonikus alakja:

maximalizdlandé fiiggvény: 'z,

mikozben Ax <bésx >0,

ahol = a valtozdk vektora (amit meg kell hatdrozni), ¢ és b egyiitthatévektorok, A
pedig egytuitthatomatrix. A linedris programozasi probléma kielégithetd teriilete egy konvex
poliéder, amelyet véges sok féltér metszete hatiaroz meg. A linedris programozas célja
ezen a teriileten belill megkeresni azt a pontot, ahol a koltségfiiggvény maximélis (vagy
minimdlis), ha van ilyen.

A linedris programozas megolddsara tobb algoritmus is létezik, melyek komplexitdsa
polinomialis, azaz nagyon hatékonyak.

2.3.1. Egészértékii Linearis Programozas (ILP)

Amennyiben a keresett x valtozdkrol feltessziik, hogy egész szamok legyenek, akkor a prob-
lémat egészértéki linedris programozdsnak nevezziik. A linearis programozassal szemben,
ami legrosszabb esetben is hatékonyan megoldhatd, az egészértékili linearis programozas
NP-nehéz komplexitasi osztalyba tartozik.

Petri-halék allapotegyenletének megoldasa éppen egy ilyen egészértékii linedris progra-
mozasi probléma, ahol a keresett x vektor a tranzicidk tiizelési szamait jeloli, mikdzben a
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Cx =m' —m és x > 0 feltételeknek kell teljesiilnie. Ezt a feladatot a nyilt forrdskéda Lp-
solve [1] eszkozre bizzuk, amelyet részletesen is bemutatunk az implementécids fejezetben

(5.).
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3. fejezet

CEGAR algoritmus Petri-halékhoz

Ebben a fejezetben bemutatjuk az ellenpélda-alapti absztrakei6 finomitds alapelvét (lasd
3.1. fejezet) és alkalmazédsat Petri-halok elérhetéségének vizsgalatara (3.2. fejezet). Meg-
vizsgaljuk a dolgozatunk alapjiul szolgalé algoritmus hidnyossagait (3.3. fejezet) és bemu-
tatjuk algoritmikus fejlesztéseinket, amelyek segitségével kiterjesztettiik az algoritmussal
vizsgalhatd problémak korét. A fejezet végén az eredeti és a sajat, kibOvitett algoritmusunk
teljességét és helyességét is megvizsgaljuk (3.5. fejezet).

3.1. CEGAR algoritmus

Egy modell allapotterén végzett elérhetéség vizsgalat soran sokszor szembesiiliink a le-
hetséges allapotok szaméanak exponencialis novekedésével®, vagy sok esetben az allapotok
végtelen nagy szaméaval. Az ellenpélda-alapi absztrakcié finomitds (CEGAR) egy &lta-
lanos megkozelités, amely az allapotok szamat igyekszik csokkenti, végtelen allapotteri
rendszerek esetén pedig egy véges absztrakciét adni. A 3.1. dbran latszanak a CEGAR
folyamat 1épései, amelyet a kovetkezékben részletesebben bemutatunk.

Absztrakcio

Az absztrakcié egy olyan matematikai eszkoz, melyet széles korben hasznalnak a mérnoki
problémamegolddsban. Absztrakciot a szdmunkra érdektelen részek elfedésére és a fontos
tulajdonségok kiemelésére hasznélunk. Igy egyszeriibb, véges modellen tudjuk vizsgélni a
tulajdonsagok teljesiilését. Tobbféle absztrakciés modszer is létezik, mind feltételek tel-
jesiilésének, mind pedig nem teljesiilésének bizonyitasara. Az dltalanos CEGAR mddszer
esetén az absztrakt modell feliilbecsli az eredetit (egzisztencidlis absztrakeié) azéltal, hogy
csak a szamunkra relevans informdaciot tartja meg, a tobbit definidlatlanul hagyja. Az
absztrakt modell tobbféle viselkedéssel rendelkezik, és az eredeti modell egyik viselkedé-
se sem veszik el. Az absztrakcié soran az eredeti modell azon allapotait, amelyek eleget
tesznek valamilyen predikdtumnak, az absztrakt modellben egy 6sszevont allapotként ke-
zeljik. Ahogy a 3.1. dbrédn is lathaté, a CEGAR folyamat elsé 1épése a kezd6 absztrakcid
és a vizsgilando tulajdonsag formuldjanak megadasa.

Ellenpélda-alapt finomitas

A modellellenérzés (3.1. abra 2. 1épése) soran megvizsgaljuk, hogy a formula (invaridns tu-
lajdonsag) teljesiil-e az absztrakt modelliinkben. Amennyiben teljesiil, akkor a feliilbecslés
miatt az eredeti modellben is igaz a formula és kész vagyunk. A feliilbecslésbdl adéddan

LAz angol szakirodalomban ,state explosion”-ként emlitik ezt a problémét.
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azonban ha valami nem igaz az absztrakt modellben, attél az eredetiben még teljesiilhet.
Ebben az esetben meg kell vizsgdlnunk, hogy az absztrakcié ,durvasdga” miatt nem tel-
jestl a formula, vagy mar az eredeti modellben sem volt igaz. A vizsgadlathoz generalunk
egy ellenpéldat, amirdl eldontjiik, hogy végrehajthaté ellenpélda-e.

Amennyiben az ellenpélda végrehajthatd, a formula mar az eredeti modellben sem
igaz és kész vagyunk. Ellenkez6 esetben finomitani kell az absztrakcién tgy, hogy kizarja
ezt a nem végrehajthaté ellenpéldat, és igy 0jbdl ellendrizhessiik az immaron finomitott
absztrakt modelliinket.

i Modell és formula

Kezdo absztrakeié készitése

\ Absztrakt modell

Formula igaz

> Modellellenérzés

\ Formula nem igaz

Absztrakcié finomités Ellenpélda generalas @

/ \ Ellenpélda

Ellenpélda vizsgalata - - - .
Nem végrehajthat6 ellenpélda Végrehajthaté ellenpélda

3.1. dbra. CEGAR folyamatédbra

3.2. Petri-halé elérhetoség vizsgalata CEGAR algoritmus se-
gitségével

Ebben az alfejezetben részletesen bemutatjuk a dolgozatunk kiindulasi alapjiul szolgald
algoritmust [17], amely a Petri-halék elérhetdségi problémajdnak eldontésére a CEGAR
megkozelitést alkalmazza.

3.2.1. CEGAR megkozelités Petri-halokra

Petri-halék elérhetéségi probléméjanak CEGAR megkozelitéssel torténd vizsgalatakor a
kiindul6é absztrakcionak az allapotegyenletet tekintjik. Az allapotegyenlet egy linedris
egyenletrendszer, aminek kielégithet6sége sziikséges, de nem elégséges feltétele az elérheto-
ségnek, és emiatt megoldasa feliilbecsli a ténylegesen elérhetd allapotokat. A megoldashoz
hasznalt ILP eszkoéz egy adott célfiiggvény szerinti minimalis megoldast ad. A mi esetiink-
ben a célfiiggvényben minden valtozé (tranzicid) egyiitthatéja 1, hogy az ILP megoldé a
lehetd legrévidebb tiizelési sorozatokat adja vissza. A megoldas sordn a kiévetkezd esetek
meriilhetnek fel:

e Ha az allapotegyenlet kielégithetetlen, akkor a sziikséges feltétel miatt a célallapot
nem elérhetd.
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e Ha talalunk megoldast, akkor meg kell vizsgalni, hogy létezik-e olyan tiizelési sorozat,
amely eltiizelhetd és Parikh képe megegyezik a megoldéssal.

— Ha talalunk ilyen tiizelési sorozatot, akkor ez mar egy elégséges feltétel, tehat
a célallapot elérheté.

— Ha nem létezik megfelel6 tiizelési sorozat, akkor az el6bbi megoldasvektor egy
ellenpélda, amit az absztrakcié finomitasaval ki kell zarni, hogy az ILP eszkoz
mas megoldast tudjon produkélni.

Az absztrakci6 finomitdsa soran a cél az, hogy az ellenpéldat ugy zarjuk ki a lehetséges
megoldasok koziil, hogy kozben realizalhaté megoldas ne vesszen el. Ehhez a tranziciok
tlizelési szdmara vonatkozo linearis egyenlotlenségeket, in. megkdtéseket hasznalunk, me-
lyeket a kovetkez6 alfejezetben (3.2.2.) ismertetiink. Az egyenlétlenségek hozzaadasa utéan
1jbol meg tudjuk oldani az immaéar kiegészitett allapotegyenletet.

3.2.2. Megkotések és részleges megoldasok
Megkotések

Egy PN = (P, T, E,W) Petri-hal6 absztrakcidéjanak finomitasihoz kétféle megkotést defi-
nialunk. Ezek a tranziciok tiizelési szamara vonatkozdé linearis egyenlétlenségek a kovetkezd
alakban:

e az ugré megkotések |t;| < n alaktak, ahol n € N, t; € T és |t;| a t; tranzici6
tlizelési szama. Az ugrdé megkotés jelentése az, hogy olyan megoldasokat keresiink,
amelyben t; tranzici6é kevesebbszer tiizel, mint n. Segitségiikkel a megoldasok terében
a bazisvektorok kozott tudunk ugrélni, kihasznalva azt, hogy azok paronként nem
Osszehasonlithatok.

e a niveld megkitések S-F_| ny|t;| > n alakiak, ahol n; € Z, n € N ést; € T. A novels
megkotés jelentése az, hogy olyan megoldisokat keresiink, amelyben a tranzicidk
tlizelési szamainak silyozott 6sszege legalabb n. Ezaltal nem minimalis megoldasokat
is megkaphatunk.

Az ilyen jellegii megkotéseket arra hasznaljuk, hogy kizarjunk bizonyos megoldasokat,
ezaltal elérhetjiik, hogy az ILP eszk6z masik minimélis, vagy akar nem minimélis megoldést
produkalhasson.

Mielott ratérnénk a megkotések készitésének pontos modjara, bevezetjikk a részleges
megolddsok fogalmat. Részleges megoldasokat az allapotegyenletbdl és megkotésekbdl al-
16 linearis egyenlétlenség-rendszer egy megoldasidhoz tudunk generdlni tgy, hogy annyi
tranziciot tiizelink el, amennyit csak lehetséges. A tiizelések szdméanak egyrészt az szab
korlatot, hogy egy tranziciét nem akarunk tobbszor eltiizelni, mint amennyiszer a megol-
désban szerepel, masrészt el6fordulhat, hogy néhany tranzicié eltiizelése utdn nem marad
engedélyezett tranzicio.

Részleges megoldasok

Legyen PN = (P,T,E,W) Petri-hdl6, m" € R(PN,m) elérhet&ségi probléma és Q egy
olyan teljes rendezés NIT! felett, ahol z < y akkor, ha 3" cr x(t) < Syer y(t) teljesiil. Az
elérhetdségi probléma egy részleges megoldasa egy olyan (C, z, o, r) struktira, ahol:

e C az ugrd és novel megkotéseket tartalmazd halmaz. Az allapotegyenlet és C meg-
kotései alkotjék a megoldandé ILP problémat.
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e 1 az () rendezés szerinti minimalis megoldas, amely kielégiti az elobbi ILP problémat,
azaz az allapotegyenletet és C Gsszes megkotését.

e 0 € T* maximalis végrehajthaté tiizelési sorozat, amire p(o) < z teljesiil, azaz
minden tranzicié legfeljebb annyiszor tiizelhet, mint ahanyszor a megoldasvektor-
ban szerepel. A o tiizelési sorozat olyan értelemben maximélis, hogy amig van olyan
tranzicié ami engedélyezett és kevesebbszer tiizeltiik el, mint ahanyszor megoldas-
vektorban szerepel, akkor el kell tiizelni.

e r = = — p(0) maradékvektor, melynek i. eleme megmutatja, hogy az i. tranziciot
hényszor kellene még eltiizelni. A tiizelési sorozatok maximalitdsa miatt a mara-
dékvektorban nem 0 egyiitthatoval szerepl6 tranziciék nem lehetnek engedélyezettek
(hiszen akkor eltiizelhetnénk Gket).

Egy részleges megoldést teljes megolddsnak neveziink, ha az r = 0 feltétel teljesiil.
Ekkor p(0) = x, azaz o egy olyan tiizelési sorozat, amire m[o)m’. A teljes megoldds tehdt
elégséges feltétele az elérhetdségi problémanak. Figyeljik meg, hogy tetszoleges végrehajt-
hato tiizelési sorozathoz, amely a kiindulé allapotbdl a célallapotba visz, talalhato teljes
megoldas:

1. Kovetkezmény. (A realizilhaté megolddsokhoz tartozik teljes megoldds). Az allapot-
egyenlet minden (o tiizelési sorozat altal) realizdlhaté x megoldasahoz taldlhat6 egy olyan
(C,z,0,0) teljes megoldas, ahol p(o) = x és C minden olyan ¢; tranzicidhoz, amire x(¢;) > 0
teljesiil, tartalmaz egy olyan novel6 megkotést, ahol ¢; egyilitthatéja 1, a tobbi tranzicioé
0ésn=ux(t;), azaz |t;| > x(t;) alaku.

Bizonyitdas. Mivel z realizalhat6 o altal, ezért biztosan megolddsa az allapotegyenletnek.
Az |t;] > x(t;) alakd novels megkotések miatt z-nél Q-kisebb megoldédsa nincs az dllapot-
egyenletnek, tehat z az 2-minimalis megoldéds, amelyhez a o tiizelési sorozattal talalunk
egy r = 0 maradékvektori teljes megoldést. O

Az el6bbi allitas kimondja, hogy minden realizdlhaté x megoldasra elérhetjiikk meg-
kotésekkel, hogy az ILP eszkdz azt adja ki. Altaldban tobbféle megkdtés-halmaz is képes
ugyanazt az x megoldasvektort adni, akar ugré és novelé megkotéseket vegyesen is. A
lényeg, hogy mindig létezik legalabb egy ilyen megkotés-halmaz. A kérdés az, hogy a tel-
jes megoldast el tudjuk-e érni dgy, hogy a kezdetben megkotések nélkiili dllapotegyenlet
minimélis megoldasat bévitjiik 1épésenként megkotésekkel.

1. Lemma. (Ut egy teljes megolddsig). Legyen b az m’ € R(PN,m) elérhetéségi probléma
allapotegyenletének Q-minimélis megoldésa és ps’ = (C, b’ + Zé‘;l nipi,o,0) egy teljes
megoldas. Legyen tovabbd C; megkétéslista [ elemfi, ahol az egyes megkotéseket c;-vel
(1 <j <) jeloljik. A megoldasvektor egy bézisvektor (b') és T-invaridnsok (p;) lineéris
nullvektor. Ekkor minden n-re (0 < n <) létezik ps,, = (Cpn, Zn, On, ) részleges megoldas
ugy, hogy C, = {(cj)|1 < j < n}éspso = (0,b,00,70), psi = ps’ és xn, <q Tn,, han; < no.

Kevésbé formalisan ez azt jelenti, hogy egy [ darab megkotést tartalmazé megkotés-
listaja teljes megoldashoz el tudunk jutni I db részleges megoldason keresztiil tigy, hogy
a kezdeti megkotések nélkiili részleges megoldas megkotéseit bovitjiik, amig el nem ériink
a teljes megoldashoz. Azt, hogy pontosan milyen megkétéseket és hogyan adunk hozza,
majd késobb targyaljuk, egyelére belatjuk, hogy a fenti lemma igaz.

Bizonyitds. Legyen psy, és ps,, két koztes részleges megoldas (0 < n; < ng < ). Tud-
juk, hogy z,, kielégiti az allapotegyenletet és C,, t. Mivel C,, C C,, teljesiil?, ezért

2Részhalmaz alatt itt azt értjiik, hogy C,, megkotései egy részhalmazét alkotjik Cn, megkotéseinek.
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xn, megoldasa az allapotegyenletnek és C,, megkotés-halmaznak is. Az éllapotegyenlet-
bol és Cp, megkdtés-halmazbol 4llé egyenlétlenség-rendszer (2-minimdlis megoldasa zy,,
ezért x,, <q Tn, teljesiil. Ezt a gondolatot altaldnosithatva minden n;-re kapjuk, hogy:
b<qx <q...<q x;. Tudjuk, hogy z; = V' + 2?21 n;p; egy létezd megoldasa a legszigo-
rubb egyenlétlenség-rendszernek (azaz az allapotegyenletnek és C; megkotés-halmaznak),
ebb0dl kévetkezéen minden olyan egyenlétlenség-rendszer megoldhatd, ami az allapotegyen-
letbél és C; valamely részhalmazabdl all. Ekkor minden koztes megoldasvektor (x,,,) 1étezik,
igy taldlunk koztes ps), részleges megoldasokat gy, hogy z,,-bdl annyi tranziciot tiizeliink
el, amennyit csak tudunk. O

Tekintsiink most egy ps = (C, z, 0,7) részleges megolddst, ami nem teljes, azaz r # 0.
Ez nyilvanvaléan azt jelenti, hogy néhany tranzicié nem tud elégszer eltiizelni. Ekkor a
kovetkezo harom lehetségiink van:

1. el6fordulhat, hogy x realizdlhat6 egy masik o’ tiizelési sorozattal, amelyre p(c’) = x,
azaz létezik egy ps’ = (C,xz,0’,r) teljes megoldas.

2. Egy ugré megkotést hozzaadva egy {2-nagyobb megoldast kaphatunk, amelybdl ijabb
részleges megoldésokat generdlhatunk.

3. Ha van olyan ¢t € T tranzicié, amire r(t) > 0, akkor novelé megkotés segitségével
megnovelhetjiik ¢ bemeneti helyein a tokenek maximalis szamét. Mivel a végsé m/
allapot ugyanaz marad, ez tokenek kdlcsonvételét jelenti bizonyos helyekre. Ezt olyan
T-invariansokkal érhetjiik el, amelyek dtmennek az adott hely(ek)en.

A fenti Otleteket a 3.2 abra vizudlisan mutatja be. A  kipok” megoldasokat jelol-
nek a folottiik 1év6 linedris térrel, amelyeknek akar kozos résziik is lehet. Az -minimélis
megoldast b jeloli. A folytonos nyilak nével6 megkotések, a szaggatott nyilak ugré megko-
tések hozzdadasat jelolik. Ilyen ugrasok felsébb szinteken is eléfordulhatnak, ahogy azt a
pontozott nyil mutatja. A kovetkezé fejezetben bemutatjuk, hogy hogyan lehet gy megko-
téseket késziteni, hogy az altalunk kivant hatést érjék el az allapotegyenlet megoldasainak
bejardsa soran.

3.2. 4bra. Allapotegyenlet megolddsainak tere

3.2.3. Megkotések generalasa

A részleges megoldasok ismertetése utan bemutatjuk, hogy hogyan kell ugré és noéveld
megkotéseket generdlni tigy, hogy elérjiink a teljes megolddshoz (amennyiben van).
Ugrdé megkotések

El6szor bebizonyitjuk, hogy ugré megkdtésekkel barmelyik minimélis bazisvektort meg-

kaphatjuk.

19



2. Lemma. (Ugrds bdzisvektorok kozitt). Legyenek b, V' € B béazisvektorai az dllapotegyen-
let és a C megkotés-halmaz megoldasterének. Legyen tovabba b az (2-minimalis megoldés.
Ekkor elérhetjiik, hogy az ILP eszkoz b'-t adja megoldasként tgy, hogy |t;| < n; (n; € N)
alak ugré megkotéseket adunk hozzd egymas utan a C megkotés-halmazhoz.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy b <q b’ teljesiil, de mivel ¥’ is minimalis megoldds, b < b’ nem
teljesiilhet, mert kell lennie egy komponensnek, amiben b a kisebb. Ekkor létezik egy
olyan t; € T tranzicié, amelyre b'(t;) < b(t;). Ha hozzdadjuk a |t;| < b(t;) ugré megkotést
C-hez, akkor b-t mar nem kaphatjuk meg megoldasként, mert nem elégiti ki az elébbi
megkotést. Legyen a kapott 11j megoldds b”. Ha b” = b’ akkor kész vagyunk, egyébként b'-t
még nem zartuk ki a megoldasok koziil, mivel |t;| < b(t;) teljesiil, azaz még kielégiti az
allapotegyenletet és a megkotéseket. Ekkor b <q V' teljesiil, és rekurzivan alkalmazhatjuk
az el6bbi gondolatmenetet b := b” helyettesitéssel. Mivel csak véges szami megoldas lehet
Q-kisebb b/-nél, ezért az algoritmus véges szamu 1épésben eljut b'-ig. O

8. példa. Tekintsiik a 3.3. abrdn ldthatdé Petri-hdlot a (0,0,1,0) — (1,0,1,0) elérhetdségi
problémdval. Ekkor az Q-minimdlis megolddsvektor x = (1,0,0), azaz ty eltizelése. Ez
nem realizdlhatd, azonban a |tg| < 1 ugré megkdtéssel megkaphatunk egy ' = (0,1,1)
mdstk minimdlis megoldasvektort, amely to,t3 sorrendben realizdlhato.

to t1
D2 n O 0

b3 ¢

3.3. dbra. Ugré megkotés példa

Figyeljik meg, hogy ezzel az ,ugralés” modszerrel nem minimalis megoldasok nem
érhetdek el, hiszen a ,létezik egy olyan t; € T tranzici, amelyre b/(t;) < b(t;)” allités
nem mindig igaz. Erre a célra novel6 megkotéseket kell hasznalni, azonban el6fordulhat,
hogy az ugrd és novelé6 megkotések ellentmondanak egymaésnak. Az ugré megkotéseket
csak arra hasznaljuk, hogy egy masik minimalis vektort megkapjunk, de a tovabbiakban
nem szeretnénk ha a tranziciok tilizelési szamait feliilrdl korlatoznak. Tegyiik fel, hogy az
allapotegynletnek van egy b’ + p alakt megoldésa, ahol p € P periédusvektor és b/ € B
eléréséhez legalabb egy |t;| < n; alaki ugré megkotést kell hasznalni. Amennyiben p-
ben elég sokszor szerepel t;, azt fogjuk tapasztalni, hogy (b + p)(t;) > n; 4ll fenn, azaz
tobbszor kell eltiizelni, mint ahdnyszor az ugré megkotés engedné. Emiatt b’ +p nem elégiti
ki az allapotegyenletbél és a |t;| < n; megkotésbél 4ll6 linedris egyenl6tlenség-rendszert,
azaz egy olyan novel6 megkotés, amelyben ¢; elég sokszor szerepel, kielégithetetlenné teszi
a linearis egyenl6tlenség-rendszeriinket. Ennek elkeriilésére az ugré megkotéseket at kell
alakitani novel6 megkdtésekké.

3. Lemma. (Ugré megkotések dtalakitdsa). Legyen z az Q-minimélis megolddsa az
m + Cx = m' é4llapotegyenletbdl és C megkotés-halmazbdl allé linedris egyenlétlenség-
rendszernek. Alljon C' az 6sszes C-beli nével§ megkdtésbél és [t;| > z(t;) alakt novels
megkotésbol minden t; € T' tranziciéra. Ekkor minden y > z-re y pontosan akkor megol-
désa az dllapotegyenletnek és C N C' megkotés-halmaznak, ha megoldédsa az &llapotegyen-
letnek és C’-nek. Tovdbba nem létezik z-nél Q-kisebb megoldasa az allapotegyenletnek és
C'-nek.
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Bizonyitds. Legyen y > z megolddsa az allapotegyenletnek és C NC’ megkotés-halmaznak.
A C’-beli tovabbi megkotések y(t) > z(t)-t irjdk el8, ami nyilvinvaléan teljesiil. A mésik
irdny trividlis, hiszen ha y egy szigoribb megkotésthalmazt (C') kielégit, akkor a kevésbé
szigorit (C) is. A masodik allitds beldtdsdhoz legyen 2’ <q z, 2’ # 2z megoldasa az dllapot-
egyenletnek és C megkotés-halmaznak. Q miatt >, 2/(¢) < 3, z(t) teljestil, de mivel z # 2’
ezért van legaldbb egy t; € T tranzicid, amire 2/(t;) < z(t;). Ekkor a C'-beli |t;| > z(t;)
feltétel miatt 2’ nem lehet megolddsa az dllapotegyenletnek és C’-nek. O

A fenti lemma kévetkezményeként, ha egy z megoldas feletti z + P* ,kiup” megoldé-
sai érdekelnek minket, akkor az eddigi ugré megkotéseket a fent emlitett moédon ndveld
megkotésekre cserélhetjiik. Az ILP eszkoz z2-t fogja Q-miniméalis megoldasként adni C’
megkotés-halmazra is, viszont C’-h6éz mar nyugodtan adhatunk noveld megkotéseket.

Novel6 megkotések

Legyen ps = (C,z,0,r) egy olyan részleges megoldas, ahol r > 0, azaz nem teljes megol-
dés. Szeretnénk meghatdrozni azokat a helyeket, ahova még tokent kellene termelni (és a
sziikséges tokenek szamat) ahhoz, hogy az r maradékvektorban 1évé tranzicidkat el tudjuk
tlizelni. Ez a probléma nehezebb, mint eldonteni, hogy egy megoldés realizalhato-e, azaz,
hogy nulla extra token elég-e. Alkalmazhatnank rekurziét, de az nem lenne tdl hatékony,
mert egy x megoldasvektorhoz sokféle r maradékvektor tartozhat. Ugyan a maradékvek-
tor kisebb, mint a megoldasvektor, de a rekurzids 1épések szama exponencidlisan néhet x
méretéhez (3, z(t)) képest.

Az algoritmus szerz6i [17] a probléma megolddsdra méds médszert haszndlnak. Kere-
stink egy jé heurisztikat, amellyel meg tudjuk becsiilni a tokenek sziikséges szamat. Ha
helyek egy halmazira n (n > 0) token kell, akkor az algoritmus 1 és n kozott fog egy
becslést adni. Amennyiben alulbecsiiljiik a sziikséges tokenek szamét, akkor kapunk egy
1j részleges megoldést, amire 1jbol alkalmazhatjuk a becslésiinket, igy lassan konvergal-
hatunk a tényleges tokenszam felé. Erre a célra egy 3 1épésbdl allo algoritmust mutatunk
be:

1. Az algoritmus els6 1épéseként egy fiiggOségi graf segitségével meghatarozza azokat a
helyeket és tranzicidkat amelyek szamunkra érdekesek. Ezek olyan tranzicidk ame-
lyeket szeretnénk eltiizelni, de nem tudunk és azok a helyek, amelyek miatt nem
tudnak tiizelni.

2. A kovetkezé 1épésben megbecsiiljiik, hogy minimélisan hany tokent kell ezekre a
helyekre termelni, hogy esélyiink legyen eltiizelni a kivant tranziciokat.

3. Az utols6 lépésben az adott helyekre termelend6 tokenszam ismeretében meghatéa-
rozzuk a novel6 megkotést.

Az els6 1épésben tehat meg kell hataroznunk azokat a helyeket és tranzicidkat, amelyek
a tovabbi vizsgalatok soran érdekesek szamunkra. Ehhez egy - a részleges rendezésbdl is
ismert [16] - fuggdségi grafot épitiink fel az 1. algoritmus alapjan.

A grafban azok a tranzicidk szerepelnek, amelyek nem tudnak tiizelni, illetve minden
ilyen tranzicibhoz tartozik legalabb egy hely, ami miatt nem tud tiizelni. A graf élei az
iranyuktol fiiggben mést jelentenek:

e Egy p helybdl ¢ tranzicioba mutato él azt jelenti, hogy ¢ tranzicié p hely miatt nincs
engedélyezve.

e Egy t tranziciobol p helybe mutatd él azt jelenti, hogy t tiizelése megnovelné a p
helyen 1év6 tokenek szamat.
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Algoritmus 1: Fiiggségi graf

bemenet: Elérhetdségi probléma m’ € R(PN,m); részleges megoldés
ps - (C7 $7 0-7 )
kimenet : (P;, T;, X;) struktirdk halmaza, ahol P, C P, T;UX; C T

m kiszdmoldsa: m[o)m;

G = (PyUTp, E) péaros graf épitése;

To:={teT|r(t) > 0};

Poi={pe P|3HETy: Wipt) > m(p)}:

E={(p.t) € Py xTo | W(p,t) > m(p)} U{(t,p) € To x P | W(t,p) > W(p,1)};
G erésen osszefiiggé komponenseinek (SCC) megkeresése;
7 i:=1;

8 foreach forrdas SCC (aminek nincs bemend éle) do

9 P, .= 5CC N Py,

10 T, :=SCCNTy;

11 X, ={teTy\SCC|3Ip e P;: (p,t) € E};

12 ir=i+1;

13 end

S s W =

Szamunkra a graf erésen 6sszefiiggé komponensei (SCC) érdekesek, ugyanis ezek olyan
helyekbdl és tranziciékbdl allé halmazokat jeldlnek, ahol a tranzicidk koélesonosen képesek
lehetnek engedélyezni egymast, amennyiben valamely helyre, vagy helyekre elég token ke-
riilne. Egy bemend él nélkiili, azaz forras SCC ebbdl kdvetkezéen méas SCC-k tranzicidi altal
nem kaphat tokent. Ez azt jelenti, hogy a tokeneket mashonnan kell beszerezni, ami olyan
tranziciok tlizelését koveteli meg amelyek nincsenek benne az r maradékvektorban. Min-
den forrds SCC helyein (P;) és tranziciéin (7;) kiviil egy harmadik X; halmazba felvessziik
azokat a tranzicidokat, amelyek engedélyezettsége az adott SCC-t6l fligg. Kimondhatjuk
tehat a kovetkez6 lemmat:

4. Lemma. Az 1. algoritmus meghatarozza azokat az erésen Osszefiigg6 komponenseket
(P;,T;), amelyekre tokent kell termelni ahhoz, hogy a részleges megoldas r maradékvektora
engedélyezetté valhasson. Meghatarozza tovabbd azon tranziciék halmazat (X;), amelyek
ettol az SCC-t0l fliggenek.

Egy adott (P;, T;, X;) struktirahoz nehéz megbecsiilni pontosan a sziikséges tokensza-
mot, ugyanis egy T; beli tranzicié engedélyezése késébb akar minden T; U X;-beli tranziciot
engedélyezhet. A 2. algoritmus egy jo heurisztikat valdsit meg a sziikséges tokenszam becs-
lésére.

5. Lemma. A 2. algoritmus helyes abban az értelemben, hogy nem becsiili feliil a sziikséges
tokenek szamat, tehat nem zar ki teljes megolddsokat a keresésbol. A fenti algoritmus az
els6 1épésben meghatirozott minden P; halmazhoz megbecsli a sziikséges tokenszamot.
Tehat a becslés értéke barmennyi lehet egy és a ténylegesen sziikséges tokenek szama
kozott.

Bizonyitds. A tokenszam megbecslésekor két f6 esetet kiilonboztetliink meg:

e Ha a T; halmaz nem iires, akkor a kolcsonos fiiggések miatt eléfordulhat, hogy egy
t tranzicié engedélyezetté tétele utan az Osszes tranzicié el tud tiizelni, mivel ¢ eltii-
zelése noveli valamely P;-beli helyek tokenszamat. Az algoritmus ilyenkor megkeresi
azt a tranziciét, amelynek az engedélyezéséhez a legkevesebb token hidnyzik.
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Algoritmus 2: Sziikséges tokenek szamanak becslése

bemenet: (P;,T;, X;) struktira; m’ € R(PN,m) elérhetéségi probléma; 7 az el6z8
1épésbol
kimenet : Sziikséges n tokenszam a P; halmaz helyeire

1 if T; # () then n := miner, (30,c p, max{0, (W(p,t) — m(p))});
2 else

3 G csoportok létrehozésa: G := {t € X; | W(t,p) = j}, ahol P; = {p};
4 n = 0;

5 c:=0;

6 for j csokkend ciklus 0-ig do

7 if Gj # 0 then

8 ci=c+j+ Yeq,W(p,t) = j);

9 if ¢ > 0 then n:=n+ ¢
10 c:i=—J;
11 end
12 end
13 n:=n—1m(p);
14 end

e Ha a T; halmaz {ires, akkor a graf parossidga miatt P; egyetlen p; helybdl all. Ez
azt jelenti, hogy az Osszes X;-beli tranzicié sziikséges tokenszamat a p; helynek ki
kell elégitenie. Az X; tranzicidi Gsszességében csokkentik p; tokenszamat, azonban
a becsléskor figyelembe kell venni, hogy pontosan mennyit vesznek el, és raknak
vissza. A tranzicidkat a visszarakott tokenszam (j) szerint csoportokba rendezziik.
Amennyiben a legkisebb j értékii tranzicidkat tiizeljiik el utoljara, a p;-n megmaradé
tokeneket minimalizéljuk. Az egyforma j értékkel rendelkez6 tranziciékat egyszerre
feldolgozhatjuk tgy, hogy mindegyik (p;,t) — j tokent vesz el, kivéve az els6t, amely-
hez sziikség van plusz j tokenre. (Az els elétt nincs senki, aki visszarakna neki j db
tokent.) A G csoport tranziciéi altal meghagyott tokeneket a kovetkezd csoport fel-
hasznalhatja, ezt a c valtozéban jegyezziik meg. Osszességében tehat megkapjuk azt
a minimalis tokenszamot, ami az 0sszes X;-beli tranzicié eltiizelését lehetové teszi.

Figyeljiik meg, hogy az algoritmus mindig egy pozitiv szamot ad eredményiil, ugyanis
mindig kell lennie legalabb egy tranziciénak a T;UX; halmazban, kiilénben nem lenne olyan
tranzicié, amely P; helyei miatt nem tud tiizelni, és ilyenkor P;-t ki se szdmoltuk volna. Ha
T; nem fres, akkor az algoritmus a tranziciékhoz hidnyzo tokenek szamat minimalizélja,
ami egy pozitiv egész. Ha T; iires, akkor a ciklus els6 1épésében ¢ pozitiv lesz és végiil az
eredmény (n) is. O

A helyek (P;) és a sziikséges tokenszam (n) ismeretében mar el6 tudjuk allitani a néveld
megkotést. Az allapotegyenlet valtozoi tranzicidk, ezért a helyekre alkotott feltételiinket
az aldbbi lemma segitségével at kell alakitani dgy, hogy tranzicidkra vonatkozzon:

6. Lemma. Legyen PN (P, T, E,W) Petri-hdl6, m’ € R(PN,m) elérhetdségi probléma,
ps = (C, xz,0,r) részleges megoldas r > 0 maradékvektorral és m a o eltiizelésével kapott
allapot (m[o)m). Legyen P; a helyek halmaza, ahova n tokent kell termelni, tovdbb4 legyen
Ti={teT|r(t) =0A>,cp(W(tp) — W(p,t)) > 0}, azaz olyan tranzicick halmaza,
amelyek nincsenek benne a maradékvektorban és tokent termelnek P; helyeire. Ekkor a ¢
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novel6 megkotés a kovetkezd alaki:

D> (Witp) = Wp, )t =n+ Y > (W(t,p) — W(p,t))p(o)(t) (3.1)

teT; pepP; teT; peP;

Ekkor ha az dllapotegyenletbdl és C U {c} -bél allé linedris egyenletrendszertiinkhoz az
ILP eszkoz egy x+y megolddst tud generdlni (y egy T-invaridns), akkor taldlunk egy ps’ =
(CUc, z+y, o7, 7+ 2) részleges megoldést, ahol p(7)+2 = y, tovabbd 3=, >- e p (W (t, p)—
W(p,1))y(t) = n.

Kevésbé formalisan ez azt jelenti, hogy a megkotés miatt egy y T-invaridnst vesz hozza
az algoritmus a megoldashoz, melybdl valamennyi tranziciét el is tud tiizelni, ezt jeloli a 7
tiizelési sorozat. Az invaridnsbél el nem tiizelt tranzicidk (z) a maradékvektorhoz adédnak.
A kapott plusz tokenek pedig az x+y megolddsvektorban csak az y-bdl johetnek, ezt fejezi
ki az utébbi egyenl6tlenség.

Bizonyitds. Figyeljiik meg, hogy a T;-beli tranzicidk tobb tokent tesznek P; helyeire, mint
amennyit elvesznek. T;-ben csak olyan tranziciok szerepelnek, amelyekre r(t) = 0, ugyan-
is nem szeretnénk hozzavenni olyan tranziciékat, amelyek eddig sem tudtak eltiizelni. A
megkotés bal oldalan minden ¢t € T; tranzicié szerepel olyan egyttthatéval, mint amennyi
plusz tokent termel P; helyeire. Amennyiben a bal oldalra egy konkrét u Parikh képet
helyettesitenénk (¢ helyére u(t)-t irva), akkor megkapnank a T; tranzicik altal P; helyeire
termelt tokenek szaméat u tiizelésekor. Természetesen a T;-n kiviili tranzicidk ezt a szdmot
csOkkenthetik. A megkotés jobb oldaldn kiszamoljuk, hogy T; tranziciéi ténylegesen hany
tokent termeltek eddig a o tiizelési sorozat altal, és ehhez adjuk hozza a sziikséges n token-
szdmot, amit el szeretnénk érni. Mivel az x + y megolddsban az extra tokenek z-bdl nem
johetnek, ezért y-nak kell ket megtermelni, azaz } e, 3 pep, (W (t,p) — W(p, 1))y(t) > n.
o tiizelése utan eléfordulhat, hogy y egy részét el tudjuk tiizelni, ebbél addédik, hogy:
o(1)+2z=uy. O

Amikor ezt az 1j ¢ megkdtést hozzavessziik az eddigiekhez, akkor a haléban 1év6 T-
invariansoktdl fiigg, hogy a sziikséges n tokenbdl mennyit tudunk megkapni. Az allapot-
egyenlet és az 1j megkotés-halmaz megoldasa utan a kovetkezd 3 eset fordulhat el6:

e Ha a linedris egyenlotlenség-rendszer kielégithetetlenné valik, akkor ezt a részleges
megoldast nem lehet teljes megoldassa boviteni, és nem kell tovabbé foglalkozni vele.

e Ha az 14j részleges megoldassal nem jutottunk kozelebb a teljes megoldashoz, akkor
ha ezt nem vessziik észre, az algoritmus végtelen ciklusba keriilhet, de megoldas nem
veszik el.

e Ha a kapott részleges megoldasban sikeriilt néhany tranziciét eltiizelni a maradék-
vektorbdl, akkor tovabbi megkotéseket alkalmazhatunk. Amennyiben létezik teljes
megoldas, akkor azt meg tudjuk talalni ugré és névelé megkotések segitségével, mert
csak olyan megkotéseket adunk hozza, amelyek mindenképp sziikségesek. Az ugrd
megkotésekre azért van sziikkség, mert tobb olyan minimalis megoldas is lehet, amely
kielégiti a legutobb hozzdadott megkotést.

9. példa. Tekintsik a 3.4. dbran ldthaté Petri-hdlot a (0,0,0) — (0,1,1) elérhetdségi
problémdval. Minimdlis megolddsvektor az x = (1,1,0,0), azaz ty és ty eltiizelése. Mivel
eqyik tranzicio sem engedélyezett, kereshetiink noveld megkdotést. A fiiggdségi grifva fel kell
venni to-t, t1-et és po-t, mert miatta nem tudnak tizelni. po-bol to-ba és t1-be is mutat €él,
t1-b6l pedig po-ba, mert tbb tokent termel mint amennyit elvesz. A grafban eqy forrdas SCC
lesz, amelyet py €s t1 alkot. t1 tizeléséhez elég eqy token po-ba, ahova a ty tud termelni. A
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noveld megkotés tehdt |to] > 1 alakd lesz. A megkotés alkalmazdsa utdn az ' = (1,1,1,1)
Uuj megolddsvektort kapjuk, amely to,t1,t0,ts sorrendben realizdlhato.

to to
2/[»© n
2
—O »
1

3.4. dbra. Novel§ megkotés példa

Po

t3 t

1. Tétel. (Megolddsok elérhetésége). Amennyiben az elérhetségi probléméanak van megol-
désa, az dllapotegyenlet egy realizdlhaté megoldasat el tudjuk érni ugy, hogy folyamatosan
adunk hozza megkotéseket, az ugré megkotéseket mindig atalakitva, miel6tt nével6t adunk
hozza.

Bizonyitds. Az allitds az 1. lemmabdl kovetkezik. O

2. Tétel. (Az algoritmus mindig eléri a megolddsokat). Az elébbi tétel akkor is igaz, ha
a noveld megkotéseket csak a 6. lemma segitségével készitjiik, az ugréo megkotések pedig
mind |¢;| < z(t;) alaktak, ahol 2 a megoldasvektor.

Bizonyitds. Legyen o egy realizdlhaté tiizelési sorozat gy, hogy p(o) = = és b egy mini-
malis megoldas gy, hogy b < x. A 2. lemma alapjan b-t megkaphatjuk ugré megkotések
segitségével. Ha b realizdlhatd, kész vagyunk. Amennyiben b nem realizalhaté, akkor a 4.,
5. és 6. lemmak segitségével novelé megkotést generalhatunk hozza, amely tokeneket proé-
bél termelni a sziikséges helyekre gy, hogy kézben nem veszik el realizalhaté megoldas.
Legyen a novel6 megkotéssel kiegészitett rendszer megoldasa y, ekkor b < y teljesiil. Ha
y realizalhaté, akkor kész vagyunk. Ha y < z, akkor tjbdl nével6 megkotést adunk hoz-
za, ellenkez6 esetben ugré megkotésekkel eléallitjuk az yq, ..., y, megoldasokat, amelyek
kielégitik a novel6 megkotést, de nem Osszehasonlithaték y-al. Mivel nem veszett el teljes
megoldas, ezért valamilyen k-ra y, < z kell, hogy teljesiiljon. Ekkor yi-val folytatjuk. Ha
nem realizédlhatd, akkor novel6 megkotéseket adunk hozzd, amig sziikséges. Mivel x vé-
ges és a megkotések altal a megoldasvektorok monoton névekednek, ezért vagy taldlunk
utkdzben egy masik realizalhaté megoldast, vagy elérjiikk x-et. O

A 2. tétel azt mondja ki, hogy amennyiben létezik megoldas, azt az algoritmus meg
is taldlja. Dolgozatunkban elméleti eredményként bemutatjuk (lasd 3.5. fejezet), hogy ez
a tétel nem igaz. Konstruktiv ellenpéldat mutatunk a teljességre és a helyességre is, azaz
mutatunk halokat, amelyeknél ismerjiik a megoldast, de az algoritmus nem tudja eldénteni,
illetve helytelen véilaszt ad.

3.2.4. Részleges megoldasok generalasa

Egy x megoldasvektorhoz (és a hozza tartozé C megkotés-halmazhoz) kénnyen taldlhatunk
részleges megoldasokat. Egy olyan fat kell felépiteni és bejarni, ahol a cstcsok tokenelosz-
lasok, az élekhez pedig tranziciok vannak rendelve. Egy m; és mso cstics kozott akkor fut ¢
él, ha m[t)mq teljesiil. A fadban minden gyokérbél levélbe vezetd uton a t; € T tranzicié
legfeljebb x(t;)-szer szerepelhet. Minden levélbe vezetd it egy maximalis tiizelési sorozatot
reprezentdl, amihez egy 4j (C, x, o,7) részleges megoldas tartozik.
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Mélységi kereséssel bejarhatjuk a teljes fat anélkiil, hogy az egész fel lenne épitve egy-
szerre. Ennek ellenére az ilyen naiv médon bejart fa mérete exponencidlisan néhet az x
megoldasvektor méretéhez képest. A kovetkezd fejezetben tébbek kozott olyan optimali-
zaciokat is bemutatunk, amelyek ezen igyekeznek javitani.

(021)

2 3 Atl/ \tzx
(111) (120)
t1/ \iz #tl
t to (201) (210) (210)
tl #tl
p1 (30 0) (3 00)

(a) Petri-hél6 (b) Részleges megoldas fa

3.5. dbra. Tegyiik fel, hogy a 3.5(a). 4bran ldthaté Petri-halé esetén a (21) megolddsvektort kaptuk. Ekkor
a részleges megoldés fa a 3.5(b). dbran lathaté médon néz ki.

3.2.5. Optimalizaciék

Ebben a fejezetben bemutatjuk az algoritmus hatékonysagat néveld optimalizacidkat.

Stubborn set

Amikor egy x megoldasvektorhoz keresiink részleges megolddsokat, a bejarandé fa mérete
x-ben 1évo tranziciok szdmaval exponencialis ardnyban nohet, igy igen hamar kezelhetetlen
méretiivé valhat. Ennek a fanak a méretét tudjuk csokkenteni az igynevezett részleges ren-
dezést hasznalé algoritmusok segitségével. Mi munkank sorén a [10] alapjan a stubborn set
elnevezésii részleges rendezés algoritmusat hasznaltuk. Az allapottér robbands (state exp-
losion) probléma enyhitésére szdmos mddszert ismert, ezek egyike az igynevezett stubborn
set modszer. A részleges rendezést hasznalé algoritmusok alapelve, hogy particionaljak
a tranziciékat fontossaguk alapjan: a stubborn set médszere a mindenképpen eltiizelen-
do tranzicidkat az tigynevezett stubborn set halmazba teszi. Kiilonbo6z6 tulajdonsagokhoz
kiillénb6z6 stubborn set halmaz definicidékat fejlesztettek ki. Az eljaras hasonlé médon mii-
kodik, mint a teljes allapottér generdlasa, az egyetlen kiilonbség az, hogy amikor elériink
egy allapotot, akkor tranzicidk egy halmazat, igynevezett stubborn setet rendeliink hozza.
Ezutan csak a stubborn setben 1év6 tranziciékon (ezek kozil is csak az engedélyezetteken)
haladunk tovabb. Esetiinkben egy elért allapot esetén elég tigy meghataroznunk a hozza
tartozé stubborn set halmazt, mintha csak azok a tranziciék lennének a Petri-haléban,
amik még benne vannak az r vektorban. Hiszen ha kivesziink egy tranziciét, amirdl tud-
juk, hogy sose fogjuk eltiizelni, az nem valtoztatja meg a jelenlegi allapotbdl bejarhatd
utakat.

Nekiink az a célunk, hogy az x megoldasvektort teljesen, vagy részlegesen eltiizeljik,
amig el nem akadunk. Ehhez elég, ha a stubborn set halmazok az alabbi D1 és D2
tulajdonsagokat kielégitik:

e D1 Ha t € stub(My), ti,...,t2 & stub(M), Mo[tltg, ...,tn>Mn, és Mn[tﬁOM,,IL, akkor
létezik M) allapot, hogy My[t)M( és M{[tita...tn)M),.

e D2 Ha My-nak van engedélyezett tranzici6ja, akkor van legaldbb egy ty € stub(Mj),
amelyre teljestil: ha t1,...,ta & stub(My) és Myltita, ..., tn) M, akkor M, &llapot-
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ban t; engedélyezve van. Minden ilyen tulajdonsagu tranziciot a stubborn set egy

c sz

Ha egy x megoldasvektorhoz (és a hozza tartozé C megkotés-halmazhoz) a kereséfa
teljes felépitésével talalunk egy (C,z,0,r) részleges megoldast, akkor a D1 és D2 tulaj-
donsdgot kielégitd stubborn set-ek hasznalatéval is kapunk egy (C, x, o', r) részleges megol-
déast (azaz csak a tiizelési sorrendben tér el). Az algoritmus természetébdl adéddan, ebbél
ugyanigy indulunk tovabb, mint a (C, z, o, r) részleges megoldasbdl, tehat a stubborn set
algoritmus hasznélataval nem veszitiink el szimunkra hasznos parcialis megoldasokat.

Bizonyitds. Indirekt tdton tegyiik fel, hogy létezik (C,z,0,r) parcidlis megoldds, és
stubborn set halmazok segitségével nem kaphatunk (C,z,0’,r) csak tiizelési sor-
rendben eltéré megoldast. Ennek sziikséges feltétele, hogy ha o = tita...t, és
Mo[t1>M1 [tz)M2[t3>...[tn>Mn, akkor 1étezik olyan Md S M(), Ml...Mn, hogy Md—b61 teljes
faépitéssel kaphatunk még (C, z, o', r) tipusu részleges megoldést, de ha tovabb lépiink egy
t € stub(My) tranziciéval egy M[t) M) cstcsba, akkor onnan mar nem kaphaté (C, z, o’ r)
tipust részleges megoldas. Mivel My-bol még tudjuk hogy elérhet6 volt, tehat valahol a
bejaras kozben rontottdk el a stubborn set halmazok.

Tehat My[tgi1taroty...tn) M, Gton megkapunk egy (C,z,c’,r) tipusi megoldést, és
M y-ig eljutunk stubborn setek halmazokkal is ( My = My lehetséges).

e Hatyy1,tgio,tq, ..., ty tranzicidk kozil egy sem eleme stub(My)-nek, akkor D2 tulaj-
donsig miatt M,,-ben van még egy tiizelhet$ tranzicié, mivel stub(My)-ben volt egy
kulcstranzicié, ami még tiizelhetd. Tehat M,, nem egy levél, igy nem készithettiink
bel6le részleges megoldast. Azaz ez az eset nem &llhat fenn.

e Ha t4i1,tq+2,td, ..., tn tranziciék kozil vannak, melyek elemei stub(My)-nek, ak-
kor vegyiik ezek koziill a legkisebb indexii elemet: tp-t. Ekkor tgtgiq...tx—1 &
stub(My). Ekkor D1 miatt tptgtgiq...tg—1 sorozat is tlzelheté My-bél, tehat
Myltgtatgsr--te—1tgs1.--tn) My, azaz My-bol ty, € stub(My) tranzicidéval tovabb ha-
ladva se valik M,, elérhetetlenné, tehat ez az eset sem &llhat fenn.

O]

Ahhoz, hogy ezt az algoritmusunkban fel tudjuk hasznélni, sziikségiink van egy olyan
modszerre, amivel egy adott dllapothoz hatékonyan meg tudjuk hatarozni a D1 és D2
tulajdonsagu stubborn set halmazokat. Minél kisebb a stubborn set elemszama, annal
hatékonyabb lesz az algoritmusunk, mivel kevesebb trajektoriat fogunk bejarni. Viszont
a meghatarozdasanak nem szabad tul id6igényesnek lennie. Tébb mddszer ismert, mi az
alabbi definiciét hasznaltuk fel: T C T halmaz a D1 és D2 tulajdonsigokat kielégito, M
allapothoz tartozé stubborn set, ha:

e Ha t € Ty és M-bdl nem engedélyezett ¢t , akkor létezik p € ot, melyre M(p) <
w™(p,t) és {t' | W (p,t) <WH(p,t') A\W™(p,t') < M(p)} C Ts.

e Ha t € Ty és M-bol engedélyezett ¢ , akkor minden p € ot esetén
{t' | min(W(p, 1), W (p,t')) < min(W~(p,t'), W~ (p,t))} C Ty vagy
{t' | min(W™(p, 1), W= (p,t")) < min(W*(p, '), W~ (p, 1))} C Ts.

o Létezik legalabb egy t € T, amire M-bol engedélyezett ¢ , és minden p € ety,
helyre: {t' | W (p,t') <min(W~(p,t'), W™ (p,tx))} € T

Ennél vannak egyszeriibb definiciok, amik nem ennyire szigoriak, ezért gyorsabban,
de nagyobb stubborn set halmazokat hatdroznak meg. Mi ezzel a definicidéval is még el-
fogadhaté sebességgel tudunk dolgozni. A 3 algoritmussal dolgozunk, ahol a fenti harom
feltételre F1,F2 és F3 néven hivatkozunk.
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Algoritmus 3: Stubborn set meghatarozasa adott allapothoz

bemenet: (N,m) petri hdlé; r tiizelésre vard tranziciok halmaza
kimenet : T, stubborn set

Ts = 9;

te =7(0);

tmp = o0;

for minden t;, € r do

Ttmp = {tk};

for minden p € oty és mindent' € T Am[t') d
if ¢ & Tynp AW (p, t') <min(W=(p,t'), W (p,tx)) then
,Ttmp = CZ1tmp U {t,} ;

end

if |Tymp| < tmp then tmp = Tyl ;

10 t = t/ >

11 end

12 T = {ti};

13 while 3t € T amire F1 vagy F2 nem teljesil do

14 ‘ Ts = Ts U {legkevesebb tranzici6, amivel Ts-t kiegészitve F1 és F2 teljesiil t-re};

15 end

N O ok W

© ®

Allapotalapu részleges rendezés

Megfigyelheté, hogy amikor egy tranziciénak tobbszor is el kell tiizelnie (z(t) > 1), a
stubborn set médszer énmagaban nem elég hatékony. Gyakran eléfordul, hogy ugyanazt
az allapotot tobb, csak a tranziciok sorrendjében kiilonbozé tiizelési sorozattal érjiik el.
A 3.6. Abra mutat egy példat, ahol egy « tiizelési sorozat utan az uot és tou sorozatok is
ugyanahhoz az m allapothoz vezetnek gy, hogy csak a tranziciok sorrendjében kiillonboz-
nek. Ekkor ha mar az uot utani részfat bejartuk, akkor folosleges a tou utanit is, ugyanis
a végén kialakuld részleges megoldasok szempontjabdl mindegy a tranziciék sorrendje. Az
ugré és noveld megkdtésekben sehol nem hasznéljuk ki sem a tranzicidk sorrendjét, sem a
koztes allapotokat.

/ ’\/\4721—"2 m<
\mz T.m m <

u

3

3.6. dbra. Ha atou és auot is eltiizelhetd, akkor az rm uténi részfak megegyeznek, tehat elég az egyiket
feldolgozni.

T-invarians alapu sziirés

Miutén egy ps = (C,z,0,7) részleges megoldéas felhasznédldsakor hozzdvesziink egy y
invaridnst x megoldasvektorhoz, el6fordulhat, hogy az z + y megoldasvektorbdl egy
(C',x +y,0’,r) részleges megoldast kapunk. Azaz a hozzdvett invaridnst teljesen eltii-
zeltiik, de ugyanazok a tranziciok maradtak a maradékvektorban. Mivel az algoritmus a
részleges megoldasok feldolgozasdanal csak az elért allapottal és a maradékvektorral dol-
gozik, ezért ez az 0j részleges megoldas semmilyen informdaciét sem hordoz a szdmunkra,
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tehat felesleges vele tovabb haladnunk. Viszont lehetséges, hogy az invarianssal j6 irdnyba
haladtunk, csak alulbecsiiltiik a sziikséges tokenek szamat. Ebben az esetben o’ tiize-
1és folyaman kozelebb keriilhetiink egy ¢ € r tranzicié eltiizeléséhez (a kozelebb keriilés
alatt azt értjik, hogy ¢ eltiizeléséhez kevesebb token hidnyzik, mint a végéallapotban). Ek-
kor ebbdl a koztes dllapotbol érdemes tovabb indulnunk. Tehat ha egy (C',x +y,0',7)
részleges megoldést kapunk ( ahol y egy invaridns) és mar volt egy (C,z,0,r) részleges
megolddsunk, ahol C és C’ csak noveld megkotésekben tér el, és (C',x + y, o', r) dllapotait
visszanézve nem taldlunk javuldst, akkor ezt a megoldast eldobhatjuk. Amennyiben egy
koztes allapotbdl folytatjuk, a maradékvektorban megjelennek olyan tranzicidk, amelyek
el tudnanak tiizelni, de szandékosan nem tiizeljiik el. Novel6 megkotés keresésekor ezeket
meg kell kiilonboztetni azoktdl a tranziciéktol amelyek eddig sem voltak eltiizelhetoek.

Részleges megoldasok tarolasa

Ugyanazt a részleges megoldast tobbszor is megkaphatjuk, ilyenkor ha mar egyszer fel-
dolgoztuk, akkor ezen az dgon a keresést mar elvégeztiik, a masodik alkalommal ugyanezt
az eredményt kapnank: szirni kell az ilyen eseteket. Kérdés, hogy mikor tekinthetiink
két részleges megoldéast egyenlonek. Egy részleges megoldasnal a tiizelési sorozatot csak
a T-invaridns alapu szilirés optimalizaciéonal hasznaljuk. Ez az optimalizacié viszont bi-
zonyos problémékkal kiizd, és az erre alkalmazott javitasokat késébb ismertetjiik. Ezen
javitdsok utdn mar itt sem szdmit a tiizelési sorrend. Azaz azt mondhatjuk, hogy ha van
egy (C,z,0,r) és egy (C',a', 0’ 1) részleges megoldasunk, ahol x = 2’ Ar =1 AC =’
akkor elég csak az egyikkel foglalkoznunk, a masikat eldobhatjuk, hiszen az algoritmus
azonos moédon halad tovabb beldliik. Az x = 2’ Ar = 7’ feltételek ellenérzése trividlis,
egyszeriien eldontheté. Ennél a pontndl fontos megemliteni, hogy amikor megvizsgaljuk,
hogy két megkotés halmaz ekvivalens-e, és azt mondjuk, hogy nem, pedig azok, akkor
nem torténik baj, csak feleslegesen feldolgozzuk a részleges megoldast. Forditva viszont
nem hibazhatunk, mivel ekkor értékes eredményeket, azaz megoldasokat is elveszithe-
tiink. Ha a megkotés-halmazokat tekintjiik, akkor fogunk két megkotés halmazt (linedris
egyenl6tlenség-rendszert) ekvivalensnek tekinteni, ha ugyanazokat a megkotéseket tartal-
mazzik. Tehat a modszer az, hogy minden megkotés-halmazbol kisziirjiik a felesleges meg-
kotéseket. Felesleges megkotés alatt a megkotés-halmaz maradék részébol kovetkezo meg-
kotéseket értjiik. Erre egy példa az alabbi. Vegyiink egy linedris egyenl6tlenség-rendszert,
melynek két valtozdja van: x és y. Tartalmazzon 5 egyenlétlenséget: > 0,y > 0, 2+y < 5
,y— 0.1z <10 és ¢ < 10. Itt az elsé harombdl kovetkezik az utolsd két megkotés, te-
hat azokat eldobhatjuk anélkiil, hogy a reprezentalt halmaz (esetiinkben a sokszog belsé
pontjai) megvéltozna.

Ha adott egy C linearis egyenl6tlenség-rendszer, akkor abbdl oly mddon sziirhetjik
ki a felesleges egyenlGtlenségeket, hogy sorra végigmegyiink mindegyiken és megnézziik,
hogy kovetkezik-e a t6bbib6l. Amennyiben igen, akkor kidobjuk. ¢ € C egyenl6tlenségre
C\ ¢ = c (azaz C\ ¢-bdl kovetkezik c) ekvivalens azzal, hogy (C \ ¢) U (—¢) megoldhat6.
Az utébbi egy LP probléma, amit meg tudunk oldani. Egy egyenl6tlenséget egy olyan
egész szamokat tartalmazé vektorral reprezentalunk, melynek elsé |T'| eleme (|T'|-vel je-
16]jik a tranziciok szdmat) az egyes valtozok egytitthatéit tartalmazza, az ezt kévetd a
reléciés jelet (< > =) kddolja, az ezt kovetd pedig a jobb oldalon allé konstanst. Az igy
kapott vektorokat lexikografikus sorrendben taroljuk. Ekkor két megkotés halmaz egye-
zését a megkotések szamaval linedris idoben tudunk ellendrizni, s6t a kisebb és nagyobb
relacidkat is tudjuk koztiikk definidlni, melynek eldontése szintén linearis idében megtehe-
t6. Ezek utan két részleges megoldas kozott is tudunk kisebb-nagyobb reldciét definidlni,
mégpedig oly mddon, hogy elészor a megoldés vektort (lexikografikus sorrend) vizsgaljuk,
majd ha az megegyezik, akkor a maradék vektorokat (szintén lexikografikus sorrendben)
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hasonlitjuk 6ssze. Ha az is megegyezik, akkor a megkotés halmazaikat hasonlitjuk a fent
bemutatott médon. Igy, ha eddig n részleges megoldasunk volt és ezek 4tlagosan ¢ meg-
kotést tartalmaznak, akkor o(c x |T'| x log(n)) idében meg tudjuk nézni, hogy egy tjabb
részleges megoldés szerepelt-e mar.

3.3. Algoritmikus hidnyossagok és fejlesztések

Ebben a fejezetben bemutatjuk az algoritmus vizsgalata soran felfedezett hianyossdgokat,
illetve az altalunk kifejlesztett megoldasokat ezekre a problémakra.

3.3.1. Rész-elérhetoségi probléma

A héttérismeretek kozott mar foglalkoztunk a rész-elérhet8ségi probléméval (2.2. feje-
zetben) és annak hasznossigdval. Az altalunk vizsgalt algoritmus csak konkrét dllapo-
tok elérhetOségének vizsgalatara képes. Kiterjesztett algoritmusunkban megvaldsitottuk a
rész-elérhet6ségi probléma vizsgalatanak lehet0ségét, amely 4j algoritmust ebben a fejezet-
ben mutatunk be. A predikdtumokat a hattérismeretek (2.2.) fejezetben méar bemutatott
Am > b moédon definidlhatjuk, ahol A egyiitthatémaétrix, b egyiitthatovektor, m pedig az
allapot, amire a feltételeknek teljesiilnie kell.

Ahhoz, hogy a predikdtumokat az allapotegyenlet segitségével kezelni tudjuk, a he-
lyekre vonatkozo feltételt at kell kell alakitani tranzicidkra vonatkozdéva.

A predikdtum

Am >b (3.2)

alakjaba az elért m allapot helyére behelyettesithetjiik az allapotegyenletet:
mo + Cx = m/ (3.3)
igy a kapott egyenlétlenség

A(mop+Cx) > b (3.4)
(AC)z > b— Amyg '
alaki, amelyben egyediil a tranziciok tiizelési szdmai (x vektor) az ismeretlenek.
Az algoritmust Ugy kell moédositani, hogy az &llapotegyenlet helyett ezt a linedris
egyenl6tlenség-rendszert hasznalja kiinduldsként és ehhez adja hozza a tovabbi (ugr6 vagy
novel8) megkotéseket.

3.3.2. Javulas szigoru definicidja

Miel6tt egy részleges megoldast kisziriink, a tiizelési sorozataban visszalépésekkel meg-
keressiik azokat az allapotokat, amelyekbdl 0 részleges megoldast készitve érdemes lenne
tovabb haladni. Az altalunk vizsgélt algoritmus [17] akkor tekint egy allapotot a végal-
lapotnél jobbnak, ha valamely tiizelni nem tudé tranzici6 bemend helyein 6sszesen tobb
token van (mint a végéllapotban). Ezzel a mddszerrel azonban olyan éllapotokat veszithe-
tlink el, ahol Gsszességében ugyan kevesebb token van az adott tranzicié bemeneti helyein,
mint a végallapotban, viszont lehetnek olyan helyek ahol lokélisan tébb token talalhato.
Amennyiben nem vessziik észre az ilyen allapotokat, akkor teljes megoldasok veszhetnek
el.

Példanak vegytik a 3.7. abran lathaté Petri-halét a (0,1,0,1) — (1,0,0, 1) elérhet6ségi
probléméval. Minimélis megoldasvektor az xo = (1,0,0,0,0), azaz ty tranzicié eltiizelése.
Mivel ¢y nem engedélyezett pe miatt, egyetlen PSy = (0, 2,00 = (),r0 = (1,0,0,0,0))
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részleges megoldast talalunk. Novel6 megkotés keresésekor az algoritmus a ¢y tranzi-
ci6t taldlja meg, amely tokent tud termelni py helyre. Ekkor a |t;] > 1 megkotés
kovetkeztében az 1Uj x1 megoldasvektor kiegésziil a t1,to invaridnssal. Ehhez egyetlen
PS; = ({|t1] > 1}, 21,01 = (t1,t2),m1 = (1,0,0,0,0)) részleges megoldés tartozik, melyben
a maximalis tiizelési sorozatokra torekvés miatt a t1 és to tranziciot is eltiizeljik. P.S; csak
egy eltlizelt T-invaridnsban kiilonbozik PSp-t6l, tehat kisziirhet6. A tiizelési sorozatban
visszalépésekkel egyediil a (0,0, 1, 1) allapotot talaljuk, amelyben a (0, 1,0,1) végallapot-
hoz hasonléan Gsszesen 1 token van ty bemend helyein. Az eredeti algoritmus ezt a koztes
allapotot nem folytatnd, és mivel nincs mas részleges megoldas, sem megoldasvektor, az
elérhetéséget nem tudja eldonteni.

Amennyiben figyelembe vennénk azt, hogy a ps hely szempontjabdl a (0,0,1,1) al-
lapot jobb mint a végéllapot és innen egy PSy = ({|t1| > 1}, 20 = z1,00 = (t1),72 =
(1,0,1,0,0)) részleges megoldéssal folytatndnk, akkor ¢y miatt p; helyre kellene tokent
keresni. Ide a t3 és a ty tranzicié tud tokent termelni, de mivel to-t nem tiizeltiik el, az-
az benne van a maradékvektorban, ezért az algoritmus a t3,t4 invaridnst veszi hozza a
megoldashoz. Az 0j x3 megoldasvektorban minden tranzicié pontosan egyszer szerepel,
amelyhez a o3 = (t1, t3, to, to, t4) tiizelési sorozattal realizdlhaté teljes megoldés tartozik.

p3 13

b1

b to Po

D2

3.7. dbra. Az dbran lathaté hal6 (0,1,0,1) — (1,0,0,1) elérhet8ségi problémaja esetén, ha csak szigorian
tobb token esetén folytatjuk egy koztes allapotbdl, akkor elveszitiink egy teljes megoldast.

Az eredeti algoritmus formalisan akkor tekinti a tiizelési sorozat egy m; &allapotat
jobbnak az m' végdllapotndl, ha létezik olyan t € T, r(t) > 0 tranzici6, amire

> mi(pj) > > m' (p;) (3.5)
pj€ot Am/(p;)<W(pj,t) pj€ot Am/(p;)<W (pj,t)
teljesiil, azaz t azon bemené helyein, ami miatt nem engedélyezett, tobb token van m;
4llapotban mint m’-ben.
FEzen moédszer elénye, hogy gyorsan szamolhatd, de ahogy a 3.7. dbra Petri-haldja is
mutatja, ez a feltétel tul szigor.

Altalanos feltétel a javulasra

Az algoritmus tovdbbfejlesztésében az m,; allapotot akkor tekintjiik jobbnak, ha létezik
olyan t € T,r(t) > 0 tranzici6 és p € et hely, amire

m/(p) < W(p,t) Am;(p) > m/(p) (3.6)

teljesiil, azaz ha legalabb egy p € et helyen, ami miatt nem engedélyezett ¢, tobb token
van, mint a végallapotban, akkor ezt jobb allapotnak tekintjiik.

Az altalunk definidlt (3.6.) feltétel minden olyan m; &allapotra teljesiil, amire (3.5.)
igaz, ugyanis ha nincs olyan p € et hely, amire m;(p) > m’(p) teljesiilne, az azt jelentené,
hogy minden p € ot helyen kevesebb token van, mint a végallapotban, tehat az Osszegiik
is kevesebb. Ezzel a definiciéval tehat az eredeti algoritmushoz képest a Petri-halok egy
bovebb részhalmazara tudjuk eldonteni az elérhetéséget, tobbek koézott a 3.7 haldra is.
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3.3.3. Allapotalapt részleges rendezés és a T-invarians alapu sziirés

Az allapotalapi részleges rendezés soran kihasznéljuk azt, hogy az alap algoritmus szem-
pontjabdl mindegy a tranzicidk sorrendje. A kiilonb6z6 sorrendek koziil csak az els6t tart-
juk meg. A T-invarians alapt sziirésnél ez mar nem hasznédlhatjuk, mert a visszalépegetés
soran megvizsgaljuk a koztes allapotokat is, hogy van-e javulas bizonyos tranziciék szem-
pontjabol.

Példaként tekintsiik a 3.8. 4bran lathat6é Petri-halét és a (0,0,0,0,3) — (1,0,0,0,3)
elérhetdségi problémét. A megoldas nyilvanvaléan az, hogy tg haromszori, t4 kétszeri és to
egyszeri eltiizelésével a p1, p2, p3 helyek mindegyikére eljuttatunk egy-egy tokent. Ekkor ¢
eltiizelhetd, majd a tokeneket a %1, t3, t5 tranzicidk segitségével visszajuttathatjuk pys-be.

3.8. dbra. T-invaridns alapu szlirésnél a tranziciék sorrendje is szamit.

Az algoritmus kezdetben a tg eltiizelését adja minimélis megoldasként, ez azonban a
P1, P2, p3 helyek miatt nem engedélyezett. Novel6 megkotés keresésekor ez a 3 hely mind
egy-egy forrds SCC lesz, ahova 1-1 token sziikséges. A 3 hely kiilon SCC-ben van ezért
az algoritmus kezdetben egy token koérbevitelével prébalkozik. Az algoritmus lefutasabdl
most csak a lényeges részeket emeljik ki, néhany koéztes megoldasvektort, illetve biztosan
zsakutcat jelento részleges megoldast nem emlitiink meg.

Elsoként a t1,to,...,tg T-invaridns segitségével eléri az algoritmus, hogy a p1,p2, p3
helyeken koérbemenjen egy p4-bol kivett token, de mivel egyszerre csak a helyek egyikén
van ez a token, ezért ty nem tud tiizelni és a token visszakeriil ps-be. A részleges megoldasok
T-invaridns alapu sztlirése nélkiil végtelen ciklusba keriilnénk, ugyanis ebben az allapotban
ismét a kezddallapotnak megfelels feltételek allnak fenn, igy 1jbdl a t1,ts, .. ., tg invaridnst
venné hozza az algoritmus.

A részleges megoldéasok sziirésével ezt a végtelen ciklust elkeriiljitk és a visszalépések
soran a végallapothoz képest py szempontjabdl jobb allapotok koézott szerepelni fog az a
harom &llapot, amikor a token pi, po, ps helyek valamelyikén van. Ezek koziil barmelyik-
kel is folytatjuk, az algoritmus rajon, hogy még egy tokent korbe kell vinni, ezért az 1j
megoldasvektorban ts5, tg invaridns mar kétszer is szerepelni fog (t1, o, t3, t4 egyszer).

Ekkor jon ki a kiillonbség a tiizelési sorrendek kozott:

o tg, tg, ta,to,t1,13,15,t5 sorrendben eltiizelve a tranzicidkat el6szor két tokent tesziink
p3-ra, majd az egyiket elvissziik pi-ig, aztdn mindkett6t vissza pg-be. A végéalla-
pot csak egy T-invariansban kiillonbozik a minimélis megoldastdl (to tiizelése), de
a visszalépések soran megtaldljuk azt a javulast jelentoé allapotot, amikor ps-on 2
token van és innen folytatva, az algoritmus megtaldalhatja a teljes megoldast.

e Ha viszont tg,t4, t2,%1, 3, t5, tg, t5 sorrendben tiizeljik el a tranziciokat, akkor el6bb
az els6 tokent vissziik el pi-ig és vissza, majd a mésodik tokent ps-ba és vissza.
Mivel a két token egyszerre nem volt p1, p2, p3 helyeken, ezért a visszalépések sordn
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nem talalunk olyan allapotot, ahol az eddig elért egy tokennél t6bb lenne ¢ty bemend
helyein, igy az algoritmus nem taldlja meg a teljes megoldast.

A Petri-halék nem-determinisztikus miikodése miatt nem tudhatjuk, hogy melyik lesz
az a sorrend, amit késébb kapunk meg és emiatt eldobunk. Erre bizonyiték az, hogy
ugyanazokat a tranzicibkat mas sorrendben adtuk meg az eredeti algoritmust implementald
programban [3] és az egyik esetben megtaldlta a megoldast, a masik esetben pedig nem
csak hogy nem tudta eldonteni a problémat, hanem hibasan a ,nem elérhet6” eredményt
adta.

Ezt a problémat megoldhatjuk ugy, hogy amikor egy részleges megoldast feleslegesnek
itélink meg, akkor a megoldasvektort wjra eltiizeljiik, de az allapotalapt részleges rendezés
optimalizdcié nélkiil, igy mar nem vesznek el részleges megoldasok. Az itt keletkez6 koztes
allapotokra pedig megvizsgaljuk, hogy tortént-e javulds. Amennyiben igen, akkor ezt a
javulast felhaszndalva, ebbdl az allapotbdl kell tovabb haladnunk. Azért jobb ez a mdédszer
annal, mintha abszolit nem hasznalnank az dllapotalapt részleges rendezés optimalizaciot,
mert {gy csak akkor kell az egész fat bejarnunk, ha kisziirésre keriilt egy megoldas.

3.3.4. Rész-elérhetiségi probléma vizsgalata nével6 megkotés keresésekor

Novel6 megkotések generalasakor el6szor megkeressiik a helyeket, ahova tokent kell termel-
ni, majd megbecsiiljiik a sziikséges tokenek szamat. A harmadik 1épésben olyan tranzicié-
kat probalunk belevenni a megoldasba, amelyek kielégithetik ezt a sziikséges tokenszamot.
Ezt akar egy rész-elérhetGségi problémaként is felfoghatjuk: helyek egy P; C P részhalma-
zara kell 6sszesen legaldbb n tokent termelni. Ekkor leellenérizhetnénk az allapotegyenlet
segitségével, hogy a kezdballapotbdl elérheté-e egyaltalan olyan allapot, ahol P; helyein
legalabb n token van. Ezzel hatékonyan vaghatnank a keresési teret, ugyanis eléfordulhat,
hogy ndvel6 megkotések hozzavételével csak sokkal késébb, vagy akar soha nem jonne ra
az algoritmus, hogy az adott helyre nem is lehet elég tokent termelni.

Tekintsiik a 3.9. dbrdn lathaté Petri-hélot az (1,0,0) — (1,1,0) elérhetdségi problé-
méaval. A halé szomszédossigi matrixa:

0
c=1 0 o (3.7)
0

o p
2 Po

3.9. abra. Rész-elérhetdségi probléma vizsgalata névelé megkotés keresésekor

Az algoritmus egyetlen minimalis megoldésként az = = (1,0, 0) megoldasvektort talalja
meg, amely kielégiti az allapotegyenletet. Ehhez egy részleges megoldas tartozik, mert a
kivant tg tranziciéot nem tudjuk eltiizelni. Novel6 megkotés keresésekor rajoviink, hogy tg
engedélyezéséhez pp-ban 2 token sziikséges, azaz még egyet termelni kell. A maradékvek-
torban nem szerepld tranziciék koziil erre a t; egyszeri tiizelése alkalmas, tehat a kapott
noveld megkotés |t1] > 1 alaki. Az 0j egyenl6tlenség-rendszer minimélis megoldéasa az
' = (1,1,1) vektor. Ehhez egy részleges megoldas tartozik tq,ts tiizelési sorozattal és
(1,0,0) maradékvektorral. Ekkor tdjra a pg helyre szeretnénk még egy tokent termelni,
amihez ismét a t; tranziciot tizeltetjilkk, immér |¢1| > 2 megkétéssel. Amennyiben nem
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szurjik T-invarians alapon a megoldasokat, végtelen ciklusba keruliink, mert az algoritmus
mindig a t1,to invaridnst veszi hozza és tiizeli el, de a ty sose lesz engedélyezett.

A megoldéasok szlirésével észrevehetjiik, hogy csak egy T-invaridnsban tériink el az
el6z6 megoldastol és mivel a tlzelési sorozatban visszalépkedve sincs ty szempontjabol
jobb allapot, elvethetjiik ezt az dgat. Ekkor azonban a szilirés miatt csak annyit mondhat
ki az algoritmus, hogy nem tudja eldonteni a problémaét.

A novel6 megkotések keresésekor azonban felirhatunk egy olyan sziikséges feltételt,
hogy a kiindul6 mg = (1,0,0) &llapotbdl léteznie kell, olyan m; allapotnak, ahol pp-n
legalabb 2, a tobbi helyen pedig nemnegativ szamui token van. Ez formélisan felirva a
kovetkez6hoz vezet:

mo + Cx > my (3.8)
1 0 1 -1 0 p
ol+[1 0o o i | >0 (3.9)
0 0 -1 1 T2 0

Atrendezve és linearis egyenlotlenség-rendszerként felirva:

r1 — T2 Z 1 (310)
z0 >0 (3.11)
—x1+22>0 (3.12)

Ekkor a 3.10. és 3.12. 6sszeadasaval a 0 > 1 egyenl6tlenséget kapjuk, ami nyilvanvalo-
an nem igaz. Ezzel bebizonyitottuk, hogy mg-bol nem érhetd el olyan allapot, ahol pp-n
legalabb 2 token van, ezaltal ezt a részleges megoldést tényleg eldobhatjuk. A T-invarians
alapt szlréssel ellentétben itt nem veszithetiink el teljes megoldast, tehat erre a haléra
kimondhatjuk, hogy a célallapot nem elérhet. A tovabbfejlesztett algoritmusban ezt az
Otletet altalanositottuk és valésitottuk meg.

Tegyiik fel, hogy a noveld megkotés generaldsa soran helyek egy P’ C P halmazira
Osszesen n token szikséges. Ekkor a kovetkez6 egyenlotlenségeket irhatjuk fel:

n
0(pj€P)

' (p;) (3.13)

AV

Az els6 egyenlStlenség garantdlja, hogy P’ helyein Osszesen meglegyen a sziikséges
tokenszam, mikoézben a tobbi azt biztositja, hogy egyik helyen se legyen negativ szamu
token. A kapott egyenlGtlenségek egyiitthatoit a egy A maéatrixba és b vektorba gytiijtve a
problémat mar odaadhatjuk az ILP eszkoznek.

Amennyiben nincs megoldés, akkor nem érhetiink el a kiindulé allapotbdl olyan alla-
potot, ahol P; helyein legalabb n token van. Ekkor a tovabbi megkdtések keresése felesleges
ehhez a részleges megoldashoz.

3.4. Az algoritmus egészében
A 4. algoritmus a korabban bemutatott rész-algoritmusokat mutatja be egyiitt.
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Algoritmus 4: Teljes algoritmus

bemenet: m' € R(PN,m) elérhetdségi probléma vagy SR(PN,mg, P)
rész-elérhetGségi probléma

kimenet : A probléma megoldésa (,elérhet6”/,nem elérhet8”), vagy ,nem
eldénthetd”

1 Q: Feldolgozandé részleges megoldasok sora ;
2 P: Minimalis megoldasvektorok sora ;
3 S: Osszes részleges megoldas halmaza (Tarolds optimalizaciéhoz) ;
4 P < Allapotegyenlet minimé&lis megoldasa ;
5 while P # () do
6 x megoldasvektor kivétele P-bdl ;
7 P < z-bdl ugré megkotésekkel kdzvetleniil elérheté megoldasok ;
8 Ugrd megkotések atalakitasa ;
9 @ < x-hez tartozo részleges megoldasok (Fa felépitése stubborn set
halmazokkal és dllapotalapt részleges rendezéssel) ;
10 | while Q # () do
11 PS(C,z,0,r) részleges megoldés kivétele Q-bdl ;
12 if PS € S then continue;
13 else S + PS;
14 if r =0 then return ,elérheté” ;
15 if PS kisziirheté T-invaridns alapon then
16 Jobb alapotok keresése, és berakasa (Q-ba. ;
17 continue;
18 end
19 C' = noveld megkotések PS-hez (rész-elérhetdség vizsgalata
optimalizaciéval) ;
20 if (' = () then continue;
21 if Allapotegyenlet és CUC' kielégithetd then
22 x/ = &llapotegyenlet és C UC’ minimdlis megoldasa ;
23 P + 2/-b8l ugré megkotésekkel kozvetleniil elérhetd megolddsok ;
24 Q < 2'-hez tartozo részleges megoldésok (Fa felépitése stubborn set
halmazokkal és dllapotalapt részleges rendezéssel) ;
25 end
26 end
27 end

28 if Kiszirtink T-invaridns alapon megolddst then return ,nem eldénthetd”;
29 else return ,nem elérhetd”;
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3.5. Algoritmus teljességének és helyességének vizsgalata

3.5.1. Teljesség vizsgalata

A [17] algoritmus készitéi leirtdk a cikkben, hogy sem a teljességet, sem azt, hogy nem
teljes az algoritmus nem tudtak bizonyitani. Ezt e-mailben is megerositették. Ez motivalt
minket arra, hogy megprébaljuk bizonyitani, hogy az algoritmus nem teljes. Az eredeti
algoritmus teljességére a 3.3. fejezetben tobb ellenpéldét is bemutattunk. Az algoritmust
ugy fejlesztettiik tovabb, hogy a problémaék egy bévebb részhalmazardl tudja eldonteni az
elérhetdséget.

Novel6 megkotések keresésekor a rész-elérhetdségi probléma vizsgdlataval (lasd 3.3.4.
fejezet) nem veszitiink el teljes megoldasokat, viszont néhany esetben elkeriilhetjiik vele a
T-invaridns alapt szilirést. Ez azért nagyon elényos, mert ha nem taldlunk teljes megoldast,
akkor az eredmény ,nem elérhet6” lesz, tehat el tudjuk donteni a kérdést, mig ha a T-
invarians alapu sziirés miatt fejez6dik be a keresés, akkor nem eldéntheté a probléma.

A T-invaridns alapu sziirést a tiizelési sorrend ujrarendezésével és a jobb allapotok
tobb esetben tudja eldonteni az elérhetGséget, ahogy azt az el6z6 fejezet 3.7 és 3.8 abrain
talalhato Petri-halok is mutatjak.

Ellenpélda a teljességre

Az altalunk tovabbfejlesztett algoritmus sem teljes még, ezt egy konstruktiv ellenpéldédval
be is bizonyitjuk. Tekintsiik a 3.10. dbran lathaté Petri-hélot és a (0,1,0,0) — (1,1,0,0)
elérhet6ségi problémat. Egy kis gondolkodassal kénnyen megtalalhatjuk a megfelel6 o =
(t1,t4,to,t3,t3, 10, t1, ta, t5) tlizelési sorozatot, amellyel elérhetjiik a célallapotot. A megol-
dés lényege, hogy a p; helyre kdzvetetten a t4 és t5 tranzicidkkal termeliink és vesziink el
egy tokent.

t1 po
ty
9 b1 to
—
Po to 2
t3  P3 ts

3.10. dbra. Ellenpélda a teljességre.

Amennyiben lefuttatjuk az algoritmust, a minimalis megoldasvektor x5 =
(1,0,0,0,0,0), azaz ty eltiizelése lesz, melyhez egyetlen PSy = (0,z9,00 = (),70 =
(1,0,0,0,0,0)) részleges megoldas tartozik, ahol tyg-t nem tudjuk eltiizelni. Novel6 megko-
tés keresésekor to miatt p; helyre kell egy tokent tenni. Ezt csak t3 segitségével érhetjiik
el, igy a [t3] > 1 megkdtéssel az (ij minimalis megoldasvektorba (z; = (1,1,1,1,0,0)) a
t1,to,t3 invaridans keriil be. Ehhez a PS; = ({|t3| > 1}, 21,01 = (t1,t2,t3),r1 = 1) rész-
leges megoldas tartozik. PSy és PS; csak egy eltiizelt T-invaridnsban kiilonbozik, tehét
kisziirhetd. A visszalépegetés soran nem taldlunk jobb allapotot, ugyanis tg szempontjabdl
csak a pp hely érdekes. Mivel mas minimalis megoldasvektor vagy részleges megoldas nem
volt, az algoritmus nem tudja eldonteni az elérhetdséget.
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Fejlesztési lehetGség

Az el6bbi héld esetén a probléma oka az, hogy az algoritmus tg engedélyezése szempont-
jabdl csak p; helyet veszi figyelembe és ide szeretne tokent termelni. A p; hely azonban
po-vel és ps-mal egyiitt a t1,to, t3 T-invaridans altal érintett helyek kozé tartozik, igy bar-
melyikiikre termelt token eljuttathaté pi-be.

Ezt a gondolatot a kovetkez6 modon altalanosithatjuk: Tegyiik fel, hogy egy részleges
megoldast kiszlirtiink T-invarians alapon. Ekkor nézziik meg, hogy ez a T-invaridns mely
Pr C P helyeken megy at és a visszalépések soran szdmoljuk meg, hogy m; allapotban
maximélisan hdny token van egyszerre Pr helyein (3°,cp. mi(p)). Ez utén keressiik meg
azokat a tranzicidkat, amelyek Pr helyei miatt nincsenek engedélyezve és nézziikk meg,
hogy az el6bb kiszamolt maximalis tokenszamhoz képest mennyi token hidnyzik, illetve ha
eltiizelne, mennyi tokent rakna vissza az invaridansra. Ezt az eljarast az Osszes Pr helyei
miatt tlizelni nem tudé tranziciéra megismételve megbecsiilhetjiik, hogy hany tokent kell
Pr helyeire termelni. Ehhez a méar ismert médon néveld megkotést generalhatunk és a
kapott megoldas iranyaba egy 1j dgon elindulhatunk a keresésben.

Az algoritmus teljességének bizonyitasa még az el6bbi fejlesztési lehetéség utan is tal-
mutatna dolgozatunk keretein.

3.5.2. Helyesség vizsgalata

A 2. tétel kimondja, hogy ha van megoldasa az elérhetdségi probléménak, az algoritmus
meg is talalja. A tétel cafolasaként egy konstruktiv ellenpéldat mutatunk amely azt hasz-
nélja ki, hogy a becslésre hasznalt algoritmus néha tulbecsiilheti a sziikséges tokenszamot.

Tekintstik a 3.11. abran lathaté Petri-halét az (1,0,0,0,0,0,0,2) — (0,1,0,0,1,0,0,2)
elérhetOségi problémaval, azaz szeretnénk elérni, hogy po-bdl eltiinjon a token és helyette
pi-en és pg-en megjelenjen egy token. Az ellenpéldat tgy konstrualtuk, hogy a o, =
(t1,t2,to, t5, te, t3, t7,t4) tlizelési sorozat megoldja az elérhetéségi problémét, tehat egy
realizdlhaté megoldasvektor az x,, = p(o,) = (1,1,1,1,1,1,1,1).

b3 ty

1O

b1

3.11. 4dbra. Ellenpélda a helyességre.

Amennyiben lefuttatjuk az algoritmust, miniméalis megoldasként az x =
(1,0,1,1,1,0,0,0) megoldasvektort taldlja meg, azaz to,t2,t3,ts eltiizelését. Ezek koziil
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csak to tiizelhetd el, tehat az egyetlen részleges megoldds PS = (0,z,0 = (to),r =
(0,0,1,1,1,0,0,0)) lesz.

Amikor ehhez a részleges megolddshoz nével6 megkotést keresiink, a fiiggdségi grafban
to, t3,t4 tranzicidk és pg,po,ps helyek szerepelnek. Mivel pa és ps helyekre ¢y illetve t3
tobb tokent termel mint vesz el, ezért az egyetlen forrds SCC a pg-bdl allo egy elemii
halmaz lesz, ahol jelenleg 0 token van, mivel tp-t mér eltiizeltiik. Ekkor az algoritmus azt
becsli, hogy 3 token sziikséges pg helyre. Ide csak t; tranziciéval tudunk tokent termelni,
amely egy 2 stlyu éllel kapcsolddik po-hoz, tehat a kapott megkotés 2|t1| > 3 lesz. Mivel
masfélszer nem tiizelheté egy tranzicid, ezért ez a sziirkével jelolt t1,ts,tg, t7 invarians
kétszeri hozzavételét jelenti.

Ekkor az algoritmus tilbecsiilte a sziikséges tokenszamot, ugyanis ha az elején tg-t
nem tiizeltiik volna el, akkor pp-ra csak két tokent kellene termelni, ami a sziirkével jelolt
invarians egyszeri hozzavételét és az altalunk is konstrualt z,, megoldasvektor megtaldlasat
jelentené. Ez a tulbecslés azért okoz gondot, mert a sziirkével jelolt T-invarianst nem
lehet kétszer eltiizelni. A T-invaridns gy lett megkonstrudlva, hogy a tg és t; tranzicidk
csak akkor tiizelhessenek, ha po-n illetve ps-on van token. Elészor figyeljik meg, hogy
ha ps, p3, p4 helyekre token keriil, akkor az onnan nem tud kijutni. Mivel a célallapotban
D2, P3, p4 helyeken rendre 0,0, 1 tokent szeretnénk latni, ezért 2 token biztosan nem lehet
egyszerre ezeken a helyeken. Amennyiben a T-invaridnst szeretnénk eltiizelni, elobb egy
tokent po-re, majd ps-ra kell rakni. Ez még megoldhaté egy tokennel, azonban ha tjra
szeretnénk eltiizelni a T-invaridnst, a po helyre egy jabb token kell, ami azt jelentené,
hogy méar 2 token van 0sszesen po, p3, p4 helyeken.

Fzzel azt bizonyitottuk, hogy miutdn az algoritmus a tilbecslés miatt kétszer is hoz-
zévette a sziirkével jelolt invaridnst, mar nem talalhat realizdlhaté megoldast.

Megoldas a helyességre

Azt, hogy az algoritmus nem helyes, az okozza, hogy a maximalis tiizelési sorozatra vald
torekvés miatt eltiizelhet olyan tranzicidkat is, amelyeket csak késébb lenne célszerii (az
elébbi példaban a ty tranzicid). Ez azt fogja okozni, hogy a tiizelési sorozat végéallapotd-
ban becsiilt tokenszam nem mindig helyes, amennyiben kézben volt tobb token az adott
helyeken.

Tovabbfejlesztett algoritmusunkban a tiizelési sorozat kozben megvizsgaljuk, hogy az
SCC helyein mennyi volt a maximalis tokenszam, és ha a végallapotban kevesebb token
van, akkor a ,nem elérhet6” valasz helyett azt mondjuk, hogy tilbecslés lehet&sége miatt
nem eldénthetd a probléma.
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4. fejezet

Algoritmus kiterjesztése tiltd
éleket tartalmazdé Petri-haldkra

Az algoritmust kiterjesztettiik, hogy tilté éles Petri-halékat is tudjon kezelni. A héttéris-
meretek kozott (14sd 2.1.3. fejezet) mar foglalkoztunk a tilt6 élek kifejezberejével és azzal
is, hogy az elérhetOségi probléma ebben az esetben nem doénthetd el. Ebben a fejezetben
ismertetjiik a tilté élek kezelése miatti problémékat és megoldasainkat.

4.1. Megoldandé problémak

A tilté élek kezelése szamos problémat felvet. Az algoritmus az dllapotegyenletet hasznalja
absztrakcioként, ahol a tilté élek semmilyen formdban nem jelennek meg. Az ILP eszkéz
altal szolgédltatott megoldasok esetén tehat eléfordulhat, hogy tilto él miatt nem lehet Gket
realizalni.

Az eredeti algoritmusban amikor egy részleges megoldas nem teljes, akkor névelé meg-
kotések segitségével probalunk tokent termelni a tiizelni nem tudé tranzicidk engedélyezé-
séhez. Amennyiben bevezetjiik a tilté éleket, akkor egy tranzicié ugy is lehet nem engedé-
lyezett, hogy valamely tilt6 éllel kapcsolédd helyen token van. Ekkor a token termeléssel
pont ellentétes médon most tokent kell elvenni helyekrél. A token elvételére az egyik
lehet6ség, hogy az adott helyre tokent termeld tranzicidkra megkotjiik, hogy ne tiizelje-
nek. Ez azonban ellentétben 4l az algoritmus eddigi miikodésével, miszerint egy minimalis
megoldast fokozatosan bévitve jutunk el a realizalhaté megoldasig. A masik, altalunk is
alkalmazott lehet6ség az, hogy olyan tranzicidkkal bovitjik a megoldasvektort amelyek az
adott helyrol tokent vesznek el. Ehhez az eredeti algoritmusbdl is ismert nével6 megko-
téseket hasznaljuk, azonban a generalasuk pont ellentétes moédon torténik, mint a tokent
termel$ megkotéseké. Ennek a pontos algoritmuséat a kovetkezo fejezetben ismertetjik.

A tilt6 élek kezelésére nem csak az alap algoritmust, hanem az optimalizacidkat is fel
kell késziteni.

e A stubborn set modszer kiterjesztéséhez nem talaltunk megfelel§ szakirodalmat, igy
az jelenleg tilt6 élek esetén nem miikodik.

o Az allapotalapt részleges rendezést nem befolyasoljak a tilto élek, mert ott csak azt
vizsgaljuk, hogy ugyanabba az allapotba eljutottunk-e mar maés tiizelési sorrendben.

c s 7

toztatni, mert egy tilté él miatt nem engedélyezett tranzicié esetén az a jobb, ha az
adott helyen kevesebb token van.

e A részleges megoldasok tarolasat sem befolydsoljak a tilté élek.
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e Amikor rész-elérhetéségi probléméat vizsgalunk noveld megkotés keresésekor, akkor
tilt6 élek esetében azt kell vizsgdlni, hogy elérheté-e olyan allapot ahol az adott
helyen nincs token.

4.2. CEGAR algoritmus kiterjesztése

A megoldand6 problémék kozott méar emlitettiik, hogy az alap algoritmust a névelé meg-
kotések keresésénél kell atalakitani. Amikor egy részleges megoldassal elakadunk, meg kell
vizsgalni, hogy a tiizelni nem tudé tranzicidok miért nem tudnak tiizelni:

e Ha van olyan tranzicié, ami sima él miatt nincs engedélyezve, akkor a 3.2.3. fejezetben
ismertetett 3 lépéses algoritmust kell hasznélni a nével6 megkotések generalasara.

e Ha van olyan tranzicid, ami tilté él miatt nem tud tiizelni, akkor az elébbi algorit-
mus egy atalakitott valtozatat kell hasznalni, amelyet a kévetkezOkben részletesen
ismertetiink.

e Olyan eset is el6fordulhat, hogy tilté él és sima él miatt nem engedélyezett tranziciok
is vannak. Ekkor mindkét algoritmust hasznalni kell, és a kapott megkotések unidjat
hozzavenni a korabbi megkotésekhez.

4.2.1. Novel6 megkotés generalasa tilté élek miatt nem engedélyezett
tranzicidokhoz

A 3.2.3. fejezetben ismertetett 3 1épéses noveld megkdtés generald algoritmusnak elkészi-
tettiik egy atalakitott valtozatat, ami ellentétes mdédon, a tokenek elvételét segiti eld adott
helyekrol.

Tilt6 élek esetén is allhat fenn fliggéség a nem engedélyezett tranziciok kozott, ezért
az elso lépésként az 5. algoritmusban leirt médon egy fiiggéségi grafot épitiink fel.

Algoritmus 5: Fliggdségi graf tiltod éles esetre

bemenet: Elérhet8ségi probléma m’ € R(PNy,m); részleges megoldés
ps=(C,z,0,7)
kimenet : (P;, T;, X;) struktirédk halmaza, ahol P, C P, T, UX; CT

m kiszdmoldsa: m[o)m;
G = (PyUTp, E) péaros graf épitése;
To:={t€T|r(t) > 0At tilté él miatt nem engedélyezett} ;
Py:={peP|3teTy: (pt) € lNnm(p) >0}
E = {(p7t> € Py xTp | (pvt) € I/\’ﬁ’L(p) > O} U {(tap) €Tox K | W(tvp) < W(pvt)};
G erésen Osszefiiggd komponenseinek (SCC) megkeresése;
ii=1;
foreach forris SCC (aminek nincs bemend éle) do

P, :=5CC N Py,

T; := SCC N Tp;

X ={teTy\SCC|3Ip € P;: (p,t) € E};

ir=i+1;
end

© 0 N O Uk W N

e e
W N = O

A grafba azok a tranzicidk keriilnek, amelyek tilté él miatt nincsenek engedélyezve. A
grafba felvessziik azokat a helyeket is, amelyek miatt a tranzicidk nem tudnak tiizelni. Egy
p helybél t tranziciéba mutatd él jelenti, hogy t nem engedélyezett p miatt. A forditott
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iranyu él azt jelenti, hogy ¢ tiizelése csokkentené p tokenjeinek szaméat. Most is a forras
SCC-k érdekelnek minket, ugyanis t6liik nem tud egy masik SCC tokeneket elvenni.

A masodik 1épésben megbecsiiljiik (6. algoritmus), hogy hany tokent kell elvenni az
adott SCC helyeirdl, hogy a tranziciok engedélyezetté valhassanak. A becslés eredménye
1 és a tényleges tokenszam kozott lesz.

Algoritmus 6: Sziikséges tokenek szamanak becslése

bemenet: (P;, T;, X;) struktira; m’ € R(PNy,m) elérhetéségi probléma; 7 az
el6z6 1épésbdl
kimenet : Sziikséges n tokenszam amit P; halmaz helyeirdl el kell venni

1 if 7; # 0 then n = miner; (X ep, (pryer M(P));
2 else n:=m(p), ahol P; = p;

Amennyiben T; halmaz nem tres, megkeressiik azt a tranziciét, amelynek az engedé-
lyezéséhez a legkevesebb tokent kell elvenni. A mésik eset (T; = ) itt egyszeriibb mint
sima élek esetén. Mivel P; egyetlen helybdl all, onnan minden tokent el kell venni, hogy
barmelyik tranzicié engedélyezetté valhasson.

Harmadik 1épésként a helyekre vonatkozo feltételt at kell alakitani Ggy, hogy tran-
ziciokra vonatkozzon. Legyen m’ € R(PNp,m) elérhet6ségi probléma, ps = (C,xz,0,7)
részleges megoldas r > 0 maradékvektorral és 7 a o eltiizelésével kapott allapot (m[o)m).
Legyen P; a helyek halmaza, ahonnan n tokent kell elvenni, tovdbba legyen T; := {t €
Tlr(t) =0AYpep,(W(p,t) —W(t,p)) > 0}. Ekkor a ¢ novelé megkdtés a kovetkezd alaki:

YD (Wpt) =W(tp)ltl =n+ Y > (Wp,t) = W(t,p))p(o) () (4.1)

teT; peP; teT; peP;

A T; halmazba azok a tranziciék keriilnek amelyek tobb tokent vesznek el P; helyeirdl,
mint termelnek. Az eredeti algoritmushoz hasonldan itt is csak olyan tranzicidokat vesziink
be T;-be, amelyek nincsenek benne a maradékvektorban. Az egyenl6tlenség bal oldalan
minden t € T; tranzicié olyan egyiitthatoval szerepel, ahdny tokent Osszesen elvesz P;
helyeirol. Jobb oldalt kiszamoljuk, hogy T; tranziciéi eddig hany tokent vettek el a o
tlzelési sorozat altal és ehhez hozzaadjuk a még elvenni kivant tokenek szamat.

A kapott ¢ megkotést a C halmazhoz adva hasonléan folytatjuk, mint az alap algoritmus
esetében.

4.3. Optimalizacidk kiterjesztése

Korabban emlitettiik, hogy az optimalizaciok koziil a T-invarians alapt sziirést és a néveld
megkotés keresése kozbeni rész-elérhetéségi probléma vizsgalatat kell médositani, hogy
egylttmikodjenek a tilto élekkel.

T-invarians alapu sziirés

Amennyiben egy megoldast kisziliriink és visszalépésekkel jobb allapotokat keresiink, egy
tilt6 él miatt nem engedélyezett tranzicidé szempontjabdl az szamit jobb allapotnak, ha a
hozza tilté éllel kapcsolédd helyeken kevesebb token van. A javulas definicidja a kovet-
kez8képpen egésziil ki: egy m; allapotot akkor tekintjik jobbnak az m’ végillapotnal, ha
létezik olyan ¢t € T, r(t) > 0 tranzici6 és p € ot hely, amire

(m'(p) < W(p,t) Ami(p) > m'(p)) vV ((p.t) € TAm'(p) > 0Ami(p) <m'(p)) (42)
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teljesiil. A plusz feltétel azt fejezi ki, hogy t tranzicié a (p,t) tilté él miatt nem tud tiizelni
és a koztes allapotban kevesebb token van a p helyen, mint a végallapotban.

Rész-elérhet6ségi probléma vizsgalata nével6 megkotés keresésekor

Amennyiben tilté élek miatt nem engedélyezett tranziciékhoz keresiink névelé megkotést,
az eredeti algoritmushoz hasonléan leellendrizhetjiik, hogy az allapotegyenlet alapjan el
tudunk-e adott mennyiségli tokent venni a kérdéses helyekrél. Amennyiben helyek egy P’
halmazan legfeljebb n token lehet, formalisan az aldbbi egyenlétlenségeket irhatjuk fel:

Spep m'(p)) < n
") > 0(p e P) (43

A fels egyenl6tlenség biztositja, hogy P’ helyein Osszesen legfeljebb n token legyen. Az
als6 egyenlotlenségre azért van sziikség, hogy egyik helyen se lehessen negativ mennyiségii
token.

Amennyiben ennek a rész-elérhetdségi problémanak nincs megoldasa, a kiindulé alla-
potbdl nem érhetiink el olyan allapotot, ahol P’ helyein 6sszesen legfeljebb n token van,
tehat folosleges is megkotéseket keresni.

Mivel a tilté élek nem jelennek meg az allapotegyenletben, ez az optimalizacié keve-
sebbszer fog eredményesen sziirni.

4.3.1. Példa hald

A fejezet végén egy példaval is bemutatjuk a kiterjesztett algoritmus miikodését. A pél-
dédban T-invarians alapu sziirésre is sor keriil.

10. példa. Tekintsiik a 4.1. abrdn ldthaté tilté éles Petri-hdlot és a (0,0,1,0) — (1,0,1,0)
elérhetdségi problémdt.

4.1. abra. Példa tilté éles halora.

A minimadlis megoldds xo = (1,0,0,0,0) azazty eltizelése. Mivel tg nem engedélyezett a
(p2,to) tilté €l miatt, egyetlen PSy = (0, x0,00 = (),70 = (1,0,0,0,0)) részleges megolddst
taldlunk. Novelé megkdtés keresésekor az algoritmus megtaldlja, hogy ty a pa-n lévd token
miatt nem tud tizelni, ezért megprobdlja azt onnan elvenni. A po helyrdl egyediil to tranzicio
vesz el tokent, ezért a kapott megkités |ta| > 1 alaku. Az ij 1 = (1,1,1,0,0) megolddsvek-
torba bekeriil a t1,te invaridns. Ehhez egyetlen PSy = ({|t2| > 1}, z1,01 = (t2, t1), 71 = 10)
részleges megoldds tartozik, mivel a kezddédllapotban a megolddsvektorban is szerepld tran-
ziciok kozil csak to engedélyezett, a tizelése utdan pedig csak t1, mivel (p1,to) tilté él meg-
akaddlyozza tg engedélyezését.
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Amennyiben nem alkalmazndnk a T-invarians alapt szdrést, az algoritmus itt végte-
len ciklusba kerilne. Ezen optimalizdcio alkalmazdsdval azonban elkerilhetjik a végtelen
ciklust, sét a koztes dllapotok kozott megtalaljuk a to tizelése utdan szerepld (0,1,0,0) dl-
lapotot, amely ty szempontjabol jobb, mint a végallapot, hiszen a py helyen kevesebb token
van.

Az ehhez tartozé PSe = ({|t2| > 1},20 = x1,02 = (t2),72 = (1,1,0,0,0)) részleges
megolddsbdl folytatva az algoritmus rdjon, hogy ty engedélyezéséhez p1-bdl el kell venni a
tokent. Errél a helyrdl ts és t1 is el tudja venni a tokent, de mivel utébbi benne van a
maradékvektorban, ezért a kapott megkotés |ts| > 1 alaki. Amennyiben ezzel a megkotéssel
kiegészitve megoldjuk az dllapotegyenletet, a kapott xs = (1,1,1,1,1) megoldds a o3 =
(to,ts, to,ta, t1) tizelési sorozattal realizalhato.
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5. fejezet
Megvalésitas

e sz

5.2. fejezet) és a hasznalt keretrendszert (lasd 5.1. fejezet).

5.1. Keretrendszer

Az algoritmus megvaldsitdsdhoz a PetriDotNet keretrendszert [2] és az Lpsolve ILP meg-
oldét hasznaltuk, melyeket ebben a fejezetben ismertetiink.

5.1.1. PetriDotNet

A PetriDotNet keretrendszer Petri-halék szerkesztésére, szimulaciéjara és analizisére szol-
gél. A program C# nyelven irodott és publikus interfészek segitségével kiegészitokkel bo-
vithet6. Az algoritmust is egy kiegészitéként implementaltuk, amely a PetriDotNet-ben
szerkesztett halora képes vizsgdlni az elérhetéségi problémat.

Publikus interfész

A PetriDotNet kiegészitéknek tartalmazniuk kell egy osztilyt amely megvalésitja a
IPDNPlugin interfészt. Ez az osztaly kap egy PDNAppDescriptor tipusu referencidt az ak-
tualis alkalmazasra, amely CurrentPetriNet attributumabdl érhetjiik el az aktualis Petri-
halot. Az algoritmus a PetriNet tipust CurrentPetriNet attribitum alapjan sajat adatszer-
kezeteket épit fel a Petri-halé tarolasira és utdna csak ezekkel dolgozik. Az adatszerkezetek
felépitéséhez a PetriNet osztaly alabbi attributumait és metdédusait hasznélja:

e A GetPlaces() metédus egy Place listdban adja vissza a halé helyeit. Az algoritmus a
helyeket sajat sorszammal latja el, de a helyek nevét (Name attribitum) is megjegyzi
a grafikus feliileten torténd azonositas miatt.

e A GetTransitions() metédus a GetPlaces()-el analég médon egy Transition lista-
ban adja vissza a haléban szerepld tranzicidkat, melyet az algoritmus a helyekhez
hasonlbéan egy sorszammal kezel.

o A szomszédossagi métrixhoz az élekre is szitkség van, amelyeket a GetNon VisualEd-
ges() segitségével egy Edge listdban kapunk meg. Az élek rendelkeznek Source és
Target attributumokkal, melyek a forras illetve cél helyet/tranziciot adjik meg. Az
él silyat a Weight egész szam tartalmazza.

Az algoritmus ezek utan a sajat adatszerkezeteivel dolgozik, melyeket a kdvetkezo
fejezetben (5.2.) ismertetiink.
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5.1.2. Lpsolve

Az algoritmus futdsa sordn az ILP probléméakat a nyilt forrask6da Lpsolve eszkéz 5.5
verzidjaval oldjuk meg. Az Lpsolve rendelkezik C# interfésszel, amely a honlaprodl [1]
letolthetd. A honlapon ezen kiviil egy részletes dokumentécié is taladlhat6é az eszkozrél.
Dolgozatunkban csak az altalunk hasznalt funkcidkat ismertetjiik.

Az Lpsolve 6sszes funkcionalitasat az Ipsolve55 névtér statikus Ipsolve osztalya biz-
tositja. Elészor az init fiiggvény segitségével inicializalni kell az Lpsolve-t. A fliggvény
paramétere az Ipsolve55.dll fajl elérési utvonala. Az inicializdlas utan a make Ip fligg-
vénnyel hozhatunk 1étre j LP probléméat. Lpsolve-ban egy LP probléméat megkdtésekkel
irhatunk le, amelyek a valtozdkra vonatkozo linedris egyenletek vagy egyenl6tlenségek. A
megkotéseket soroknak, a valtozokat oszlopoknak nevezik. A make_lp elsé paramétere a
sorok szama (kezdetben 0), a méasodik a valtozdk (esetiinkben tranziciok) szama, a vissza-
térési érték pedig egy int tipusu valtoz6 amivel ezek utan az imént létrehozott problémara
hivatkozhatunk. Ha a létrehozas soran hiba tortént, akkor a visszatérési érték 0.

Miutédn megvan az LP problémank, hozza kell adni a sorokat. Erre az add__constraint
fliggvény szolgdl, amely a kovetkez6 4 paraméterrel rendelkezik:

e [p: Az LP probléma azonositdja amelyhez a megkotést adjuk.
e row: A valtozdk egyiitthatéinak témbje.

e constr_type: A megkotés tipusa. Lehet egyenldség (EQ), kisebb-egyenlé (LE) vagy
nagyobb-egyenlé (GE)!.

e rh: A megkotés jobb oldalan allé konstans.

A megkotések utan az optimalizacid célfiggvényét a set_obj _fn fiiggvénnyel allithatjuk
be. Elsé paraméterként az LP probléma azonositéjat kell megadni, mésodikként pedig a
valtozok egytitthatéjat a célfiiggvényben. A set__minim fiiggvénnyel megmondhatjuk, hogy
minimalizaldsra toreksziink.

Miel6tt megoldandnk a problémat, be kell allitani, hogy a viltozdink egészértékiiek
legyenek. Ezt a set_int fiiggvénnyel tehetjiik meg, melynek az LP probléma azonositéjat,
a valtozo sorszamat és egy ,igaz” logikai értéket kell megadni minden valtozd esetén.

A problémat a solve fiiggvénnyel oldhatjuk meg, melynek egyetlen paramétere a prob-
léma azonositoja. A fliggvény visszatérési értékben jelzi a megoldas sikerességét. Az eszkoz
honlapjan az 6sszes lehetséges visszatérési értékét leirjdk, de mi csak az OPTIMAL és IN-
FEASIBLE esetekkel foglalkozunk, a tobbi esetben hibat jelziink. INFEASIBLE vissza-
térési érték esetén tudjuk, hogy nem létezik megoldasa az ILP problémanak. OPTIMAL
visszatérés utan a get_variables fliggvénnyel kérdezhetjik le a megoldast. Els6é paraméter
a probléma azonositéja, masodik pedig a tomb, amibe a megoldést szeretnénk megkapni.

A probléma megoldasa utdn egy delete Ip hivassal szabadithatjuk fel az er6forrasokat.

5.2. CEGAR algoritmus

Ebben a fejezetben bemutatjuk az altalunk fejlesztett szoftver szerkezetét.

!Bar az ILP probléménal formilisan nagyobb-egyenld a megkdtés tipusa, de a kisebb-egyenlé és az
egyenl@ség is atalakithaté nagyobb-egyenlS tipustra. Az Lpsolve ezt helyettiink elvégzi, igy az implemen-
taci6 sordn a kényelmesség miatt megengedtiilk mindharom tipust megkotés hasznalatét.
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5.2.1. Osztalyok és interfészek

Ebben a fejezetben felsoroljuk az implementécié soran hasznalt osztalyokat, interfészeket
és azok f6bb funkcidit, felel0sségeit. Az atlathatdsag érdekében az osztélyokat és interfé-
szeket feladatuk alapjan tobb csoportba soroljuk.

F6 osztalyok

Plugin - A PetriDotNet keretrendszer ltal elvart interfészt valositja meg. Osszekoti
az altalunk készitett programot a keretrendszerrel. A PetriDotNet megfelelé menii-
pontjanak kivilasztasakor elinditja a programot és atadja az éppen szerkesztés alatt
allé Petri-halot.

Reachability - Ez a {6 osztaly, amely az elérhet6ségi analizist végzi. Konstruktora-
ban megkapja az elérhet6ségi probléma paramétereit (Petri-hald, kiindulé allapot,
cél allapot vagy predikatumok), melyeket eltarol. IsReachable fiiggvényének meg-
hivasaval inditjuk el az analizist, melynek soran a tobbi segédosztalyt hasznilja a
feladat megoldasara.

Config - Statikus osztaly, amely a beallitasokat tarolja. Segitségével szabalyozhatjuk
az optimalizacidkat és a naplézas részletességét.

Tarolashoz hasznalt adatszerkezetek

PetriNetMatrix - Petri-halot reprezentalo osztaly. Matrixok segitségével tarolja a
Petri-hal6 adatait (élsilyok, szomszédossagi matrix, tilté élek). A belsé reprezentici-
6ban a helyeket és a tranzicidkat 0-t6l indexelve tarolja. Szamos lekérdezofiiggvényt
biztosit az adatok elérésére, illetve képes adott tokeneloszlas mellett eldonteni, hogy
mely tranzicidék tiizelhetnek és mi lenne a tiizelés eredménye. A stubborn set optima-
lizacié is itt van megvaldsitva, lekérdezhetjiik adott tokeneloszlas mellett a stubborn
set-ben 1év6 tranziciok halmazat.

Vector - TetszOleges hosszi vektor tarolasara képes osztdly. Az értékek tarolasa
mellett szamos segédfiiggvénnyel rendelkezik, példdul komparalassal és hash érték
szamolassal.

Predicate - Helyekre vonatkozé predikdtum (Am > b) egy sordt reprezentélja.
Tarolja a sor egyiuitthatdit, az operatorat (>, =, <) és a jobboldali értékét.

MarkingRemainderPair - Tokeneloszlas és maradékvektor parok tarolasara szol-
gald egyszerli segédosztaly.

SolutionConstrListPair - Megolddsvektor és megkotéslista parok taroldsara szol-
galo egyszerli segédosztaly.

Megkotések

IConstraint - Megkotések kozos interfésze. Biztositja az egyiitthatok, az operator
és a jobboldali érték elérését olyan formaban, ahogy az Lpsolve varja.

e IncrementConstraint - Y% | n;|t;| > n alaki néveld megkdtést reprezentalé osz-

taly, amely megvalositja az IConstraint interfészt. Tarolja a tranzicidk egyiitthatoit
és a jobboldali értéket. Az operator mindig ,,>" tipusu.
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e JumpConstraint - |¢;| < n alakd ugré megkotést reprezentald osztaly, amely meg-
valésitja az IConstraint interfészt. Téarolja, hogy melyik tranziciéra vonatkozik és a
jobboldali értéket. Az operator mindig ,,<” tipusu.

e PredicateConstraint - Helyekre vonatkoz6 predikatum atalakitott formajat rep-
rezentalja, ami mar tranziciékra vonatkozik. Tarolja az egytlitthatdkat, az operatort
és a jobboldali értéket.

e ConstrList - Megkotések listajat tarold osztdly. Képes a listdban szerepl6 ugrd meg-
kotéseket noveldvé alakitani és a tarolas optimalizacioban emlitett médon a folosleges
megkotéseket eltavolitani.

e IncrementBuilder - Novel6 megkotések létrehozasat segité osztaly. Megvaldsitja
a 3.2.3. fejezetben ismertetett 3 1épésbol allé nével6 megkotés generald algoritmust.
Az SCC-k kereséséhez a Graph osztalyt haszndlja.

SCC keresés adatszerkezetei

e Graph - Az SCC keresésre szolgald grafot reprezentald osztaly. Képes megkeresni a
graf erdsen Gsszefliggé komponenseit és a hozzajuk tartozo (P, T;, X;) strukturakat.

e GraphNode - Az SCC keresésre szolgdlé gréaf egy cstcsa. Tarolja az azonositojat,
a szomszédait és néhany jarulékos adatot az SCC kereséshez.

e STXtuple - (P, T;, X;) strukturat reprezentald osztély.

Részleges megoldasok adatszerkezetei

e PartialSolution - (C, z, 0, ) alaki részleges megoldést reprezentald osztaly. A meg-
kotéslista, megoldasvektor, tiizelési sorozat és maradékvektor mellett szamos olyan
adatot tarol amely az algoritmust és az optimalizacidkat segiti. Ilyenek példaul a
tlizelési sorozat végén elért tokeneloszlds és az, hogy teljes-e a megoldas.

e MarkingTreeNode - A részleges megoldasok generdlasa soran bejart fa egy csomé-
pontja (lasd 3.2.4. fejezet). Téarolja az elért tokeneloszlast, maradékvektort és néhany
egyéb segédadatot az algoritmushoz.

e PartialSolutionCatalog - Részleges megoldasok tarolasat megvaldsito osztédly. Az
optimalizaciok (lasd 3.2.5. fejezet) kozott leirt mddon sorolja ekvivalenciaosztalyokba
a részleges megoldasokat.

e PartialSolutionTrackerNode - A T-invaridns alapd szilirés optimalizacié segéd
adatszerkezete. Egy faban tartja nyilvan az elért részleges megoldasokat. Képes el-
donteni egy részleges megoldasrol, hogy kiszlirhet6-e és ha igen, akkor vannak-e olyan
koztes allapotok, ahonnan érdemes folytatni.

LPsolve segédosztalyai

e Ipsolve55 - Az Lpsolve interfészét biztosité osztaly.
o LpSolveException - Sajat kivételosztily az Lpsolve hibainak esetleges kezelésére.

e LpSolveTool - Statikus segédosztaly az Lpsolve hasznalatahoz. Egyik fiiggvénye
(Solve) a kapott allapotegyenlet (vagy predikdtumok) és megkotések alapjan felépiti
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az ILP problémat és visszaadja a megoldast, ha van. A masik figgvény (StateEquat-
ionTest) a novel6 megkotés keresése kozbeni rész-elérhetdségi probléma teljesiilését
vizsgalja (lasd 3.3.4. fejezet).

Grafikus feliilet

e PluginForm - A program féablaka (lasd 5.1. abra). A kezd6 tokeneloszlast az Ini-
tial marking szévegdobozba kell beirni vektor forméjaban. A Load from PDN gomb
hatésara a grafikus feltlet aktualis tokeneloszlasat tolti be, az Edit gomb segitségével
pedig egy tablidzatos szerkesztoben adhaték meg az egyes helyek tokenszamai. Elér-
het6ségi probléma esetén a Target csoport Marking szovegdobozat hasonléan lehet
kitolteni. Rész-elérhetoségi probléma vizsgalatakor a Target csoport Predicates lis-
tdjaban lathatéak a predikdtumok. Az Add és Remove gombokkal lehet hozzdvenni
illetve torolni. A Net info & reachability csoportban megjelennek a halé adatai. A
Configuration gombra kattintva el6jon a bedllitdsok ablaka. Az elérhetéségi anali-
zis a Reachable? gombra kattintva indithaté. A program beallitasoktél fiiggben az
Output csoport szovegdobozaba naploz.

e AddPredicate - Predikdatum kényelmes szerkesztésére szolgal6 ablak. Grafikus fe-
lileten allithatdk be az egyititthatdk, az operator és a jobboldali érték.

e ConfigForm - Beallitasok ablaka.
e MarkingEditor - Tokeneloszlas kényelmes szerkesztésére szolgal6 ablak.

e ConsoleHandler - Segédosztaly a naplézas egységes kezeléséhez. Globalisan mindig
elérhetd pontosan egy példdnyban (singleton minta).

ol Reachability with CEGAR l“: = é
Initial marking
1000 [ ¢ Load from PN | [/ Eit |
Target
) Marking: 0200 [;:n Load from PDN ] [ " Edit ]

OR

@ Predicates: | Zp[1+17p[2] == qp Add | | $8 Remove

Met info & reachability
Flaces: 4 Transitions: 5 Arcs: 10 ’}‘“ Configuration ] [ %" Reachable? l

Output
Reachability problem: -

m

Initial markding: [1 00 0]

Predicates:
- Predicate: 2°p[1]1+17p[2] == 3

Found new minimal solution: [1 100 0]
Found 1 partial solutions for this minimal solution it

5.1. dbra. A program féablaka
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Az osztalyok kozott leginkdabb fiiggdség van, melyekre az adott osztdly ismertetésénél
kitértiink. Az osztalydiagram nem fejezné ki elég jol a program szerkezetét, ezért azt nem
készitettiink.
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6. fejezet

Meérési eredmények

Ebben a fejezetben az algoritmus hatékonysagat vizsgaljuk kiilonb6z6 problémékra. Ossze-
hasonlité méréseket végeztiink mas eszkozokkel, algoritmusokkal, és a mi algoritmusunk
futdsat is megvizsgaltuk kiilonbozd beallitasokkal. A mérések soran teljes és rész elérhe-
t6ségi problémakat is vizsgdlunk, emellett bemutatjuk az 1j, tilté éleket is tartalmazd
Petri-hélé elérhetéségi algoritmus futdsi eredményeit is. A mérési eredményeket ismertetd
tablazatainkban PDN cimkével jeloljiik a PetriDotNet kornyezetben mért sajat eredmé-
nyeinket. A 6.1. fejezetben bemutatjuk az algoritmus miikodését teljes elérhet&ségi prob-
lémékra, illetve Osszevetjik az eredeti algoritmust implementdlé Sara eszkozzel is. A 6.2.
fejezetben bemutatjuk az algoritmus skédlazddéasat, a 6.3. fejezetben pedig érzékeltetjiik
az egyes optimalizdcidk hatdsit. A 6.4. fejezetben az altalunk kifejlesztett 1j megkoze-
litést Osszehasonlitjuk més algoritmusokkal, végiil a 6.5. fejezetben megvizsgaljuk, hogy
egyszeribb tilté éleket tartalmazd Petri-halokra milyen sebességgel fut le az 4j algoritmus.

A sajat algoritmusunk méréseit a kovetkez6 konfiguracion végeztiik el: virtualis gépben
futé Windows 8 (x32), 2.2 GHz processzor (Intel-T4400), 1GB memoria, .Net 4.0 futta-
tokornyezet. A mérések soran az algoritmus memoriafogyasztasa nem haladta meg 600
MByte-ot, ezért ez a konfigurcié is megfelel6 volt. A Sara eszkézhoz is hasonl6 konfigu-
raciét hasznaltunk Debian (x32) operéciés rendszerrel.

Az eredményeket Osszesité tdblazatokban az egyes mez8k ,futdsi id6/megjegyzés” for-
matumuak, ahol a megjegyzés lehet:

e nincs: az algoritmus jél lefutott
e CD: nem tudott dénteni
e NR: a futdsi idé > 600 masodperc

A mérések soran hasznalt modellek mogottes tartalma és hogy milyen forrasokbdl
szarmaznak:

e ConsumerProducer (CP): Két parhuzamos termelést modellez. Forras: mi allitot-
tuk Ossze.

e FMS: Ez a rendszer egy rugalmas gyartérendszert modellez [4].
e MAPK: Ez a Petri-halé egy biokémiai reakciét modellez [3].
e Kanban: Ez a hilé egy termelés vezérlési médszert mutat be [4].

e Etkezd Filozéfusok (DPhil): Szinkronizaciés problémak szemléltetésére hasznalt
modell [4].

e SlottedRing (SR): Egy héal6zati protokoll miikodését modellezi [8].

e Hanoi Tornyai: Egy ismert matematikai jaték [8].
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6.1. Osszehasonlitds mids CEGAR megkozelitéssel

Az algoritmust egy masik CEGAR megkozelitést implementald eszkozzel, a Sara eszkoz-
zel [3] vetjik Gssze. Ez az eredeti algoritmust implementélja [17]. A 3.3. fejezetben mar
bemutattuk, hogy bizonyos halokra ez az algoritmus az elérhet6ségi probléméat nem tudja
megoldani, a mi algoritmusunk pedig igen, illetve, hogy a Sara eszkézben implementalt
algoritmus a 3.3.3. fejezetben szereplé haléra hibas eredményt ad. A fejlesztéseink soran
kijavitottuk ezt az algoritmikus hidnyossagot (lasd 3.3. fejezet). Ebben a fejezetben els6-
sorban a helyes miikodés esetén tapasztalt teljesitményt vizsgaljuk, ezért olyan Petri-hald
modelleket vilasztottunk, amelyek esetén az eredeti algoritmus is helyesen fut.

A mérések eredménye a kovetkez6 tablazatban lathaté.

H&alé neve Sara | PDN
CP__500 0,2s 0,5s
CP_NR_10 0,2s 0,5s
CP_NR,_ 25 111s 2s
CP_NR_50 NR 16s
Kanban_ 1000 0,2s 1s
FMS_ 1500 0,5s 5s
MAPK 0,2s 1s

Az els6 modellek mérési adataibdl azt a kovetkeztetést szilirhetjiik le, hogy az alta-
lunk megvalésitott részleges rendezéses algoritmus hatékonyabb, mint a Sara eszkézben
implementalt valtozat. A ConsumerProducer modell konkurens, ezért a mi algoritmusunk
jobban skélazédik. A Kanban, FMS és MAPK modellek esetén 1lathaté teljesitmény hat-
rany oka az, hogy mi a fejlesztéseinket magasabb szintli programozasi nyelven végeztiink,
mig a Sara eszkdz C programozasi nyelven késziilt.

6.2. Az algoritmus skalazédasa

A kovetkez6 mérések sordn az algoritmus skidlazddéasat vizsgaljuk néhany ismert Petri-
haléra. A mérési eredményeinket a kovetkezd tdblazat tartalmazza.

Ha&alé neve Futéasi ido
CP_50 0,2s
CP_500 0,5s
CP_NR_18 1s
CP_NR 25 2s
CP_NR_50 16s
Kanban_ 100 0,4s
Kanban_ 1000 1s
SR_10 1s
SR_20 42s
SR_ 50 433s
SR_100 6772s
DPhil_10 0,25
DPhil 20 1s
DPhil 50 45s
DPhil__100 535s
FMS_ 100 0,58
FMS_ 1500 5s

Az eredmények értékelése: Mivel az ILP megoldds megtaldlasa NP teljes problé-
ma, ezért sok helybél és tranziciébél 4ll6 halkra az algoritmus ldthatéan lassul (Etkezd
Filozéfus és a SlottedRing modellek). A kis méretii, de nagy allapottérrel rendelkezé hé-
16k esetén, ahol mas médszerek az dllapotér mérete miatt kiizdenek gondokkal, nagyon jol
teljesit a CEGAR alapt megkozelités: a Kanban és FMS modelleknél linearisan skalazédik.
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6.3. Optimalizaciok hatasa

A kovetkez tdblazatban az optimalizacidk hatasat kivanjuk szemléltetni. Az egyes oszlo-
pok jelentése:

e Teljes: 6sszes optimalizacioval,

e —01: stubborn set halmazok hasznélata nélkiil,
e —02: dllapotalapt részleges rendezés nélkiil,

e =03: T-invarians alapu szilirés nélkiil,

o —04: részleges megoldésok taroldsa nélkiil,

e —OA: Osszes optimalizacié nélkiil.

HaAlé neve Teljes | 01 | -02 | -03 | =04 | -OA
CR_NR_S8 0,1s 26s 1s 0,1s 0,1s NR
CR_NR_10 0,5s 20s 93s 0,5s 0,58 NR
ConsumerProducer2NR_ 25 2s NR NR 2s 2s NR
Kanban_ 1000 1s 1s 1s 1s 1s 1s
SlottedRing_ 50 433s 435s | 437s NR | 435s NR
DPhil_ 50 45s 45s 45s 45s 45s 45s

Ez els6 harom mérésbol latszik, hogy a stubborn set halmazok és az allapotalap részle-
ges rendezés alkalmazdasa is nagy mértékben csokkentheti a futasi idot. A SlottedRing 50
haléndl a T-invaridns alapu szlirés segit nagyon sokat. (Nélkiile végtelen ciklusba keriil az
algoritmus.) A Kanban és Etkez8 Filozéfusok problémaknél pedig lathatd, hogy az egyes
optimalizdciéknak nincs nagy szamitasigénye az alap algoritmushoz képest.

6.4. Osszehasonlitas més algoritmusokkal

Az Altalunk fejlesztett algoritmust Gsszehasonlitottuk egy madsik, Petri-halékra nagyon
hatékony szimbolikus allapottér generdl6 algoritmussal [8], az igynevezett szaturédcids al-
goritmussal. Ez az algoritmus a hatékonysigét egy specidlis, a Petri-hélok sajitossagaihoz
kivaldéan illeszked6 specidlis iteracids stratégianak koszonheti.

Ha&alé neve Szaturacié | PDN
Kanban_ 1000 NR 1s
SlottedRing 50 4s 433s
DPhil_50 0,5s 45s
FMS_ 1500 NR 58

Jol lathaté a mérésekbdl, hogy azokban az esetekben, amikor az ILP megoldé nem
hatékony, akkor a szimbolikus médszerek jol teljesitenek: ilyenek a nagy, aszinkron halok.
Ilyenkor altalaban a keresett tulajdonsdg megtaldlasdhoz nem kell mély allapotteret bejar-
ni, ellenben az ILP probléma megoldésa a sok valtozénak készonhetden koltséges. Azokban
az esetekben, amikor az allapottér bonyolult, és az elérhetéségi probléma megoldasahoz
hosszi trajektoriat kell bejarni, egyértelmiien hatékonyabb a CEGAR megkozelités. Emel-
lett fontos megjegyezni, hogy ezek a modellek végesek, hiszen a szaturacidés algoritmus
véges allapotterii modelleket tud hatékonyan kezelni, mig a mi megkozelitésiink akar vég-
telen allapotteri modellekkel is megbirkézik.
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6.5. Tiltd éleket tartalmazd Petri-halok

Megvizsgaltuk az 1j algoritmusunkat tilté éleket tartalmazé Petri-haléra. Ezek kozott vol-
tak, amiket egyszert halokbdl transzformaltunk, igy 6sszehasonlithatjuk az 1j algoritmus
teljesitményét az egyszerii Petri-halokat kezel§ CEGAR algoritmussal. Mérési eredménye-
inket az alabbi tablazat tartalmazza.

HA&lé neve Futéasi id6
Hanoi 2 1s
Test1 0,5s
Test2 27s

A Hanoi tornyai néven ismert matematika feladvanyt modellezé halé esetén egy gondol-
kodtaté problémét oldottunk meg az algoritmusunkkal. A Test1 (lasd 4.1. dbra) és Test2
(a Testl példa bovitése to-hoz tobb tilt6 éllel kapcsolédd hely hozzévételével, amelyek
jelentésen bonyolitjék az elérhetdségi analizist) hélok a T-invaridns alapt szlirés optima-
lizéciot aktivan haszndld, altalunk oOsszerakott haldk voltak. Az optimalizdcié tilté élek
esetén is olyan teljesitménnyel futott, mint az ezekhez a halékhoz hasonld, nem tilté éles
modellek esetén. A tilté éleket is tartalmazd Petri-halok elérhetéségi problémaéja altaldnos
esetben nem donthetd el, azonban az algoritmus tovabbi fejlesztésével szeretnénk elérni,
hogy nagyobb modellekre is lefusson.
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7. fejezet

Osszefoglalas

A Petri-halék a matematikai modellezés elterjedt eszkozei. Gyakran hasznaljak rendszerek
modellezésére és analizisére [14], emellett sok eldonthetéségi probléma is visszavezethetd
a Petri-hdlok elérhetéségi probléméjara [5].

Munkank célja egy hatékony algoritmus kifejlesztése volt a Petri-hal6 elérhetdség el-
dontésére. Fz egy EXSPACE-nehéz probléma, tehat nem adhaté olyan algoritmus, amely
minden esetre hatékonyan lefutna. Ezért komoly algoritmikus kihivds ennek megoldésa.
Munkéank kiinduldsi pontja egy 1j megkozelités, amely az eddigi algoritmusokhoz képest
egy ezen a teriileten 4j otletet, a matematikai absztrakci6 eszkozét (CEGAR) hasznélja fel
[17]. Ez az algoritmus tobb kategdridban is megnyerte a 2011. évi modellellenérzé versenyt
[4]. A CEGAR jellegli megkozelitések elénye a hatékonyséig, azon az dron, hogy altaldban
nem szoktak garantalni az algoritmikus teljességet. Ilyen jellegli vizsgalatot azonban a
munkénk alapjat képez6 algoritmuson senki sem végzett eléttiink. Dolgozatunkban meg-
vizsgaltuk ezt az Uj megkozelitést, és elkészitettiink egy sajat implementaciét, amiben az
algoritmus kiilonb6z6 hidnyossagait javitottuk és az algoritmust tovabbfejlesztettiik. Ered-
jellegii eredményeket értiink el. A dolgozatunkban bemutatott elméleti eredményeink az
alabbiak:

e bizonyitottuk, hogy az algoritmus nem teljes,

e bizonyitottuk, hogy az algoritmus egyik f6 heurisztikdja bizonyos kisarkitott helyze-
tekben nem helyes,

e algoritmikus fejlesztéseinkkel lehetové tettiik egyszerti Petri-halok szélesebb korének
elérhetOségi analizisét,

e algoritmikus fejlesztéseinkkel garantaljuk a helyes eredményt,

e az optimalizaciok teriiletén végrehajtott fejlesztésiinkkel gyorsitottuk az algoritmus
futasat.

A meglévé algoritmust adaptaltuk 4j tipusu problémaosztalyok kezelésére:

”__ s

o lehetévé tettiik Petri-halok predikatumokkal definialt rész-elérhet6ségi problémainak
vizsgalatat,
o kiterjesztettiik az algoritmust tilto élekkel rendelkezé Petri-halok kezelésére.

A dolgozatban bemutatott gyakorlati eredményeink:

c s 2

ben,

e mérésekkel megvizsgaltuk az algoritmus hatékonysigat, melyet Gsszevetettiink mas
eszkozokkel is.
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A jov6ben szeretnénk elérni egyszerii Petri-hdlok estén az algoritmikus teljességet, amely
azért nagy kihivas, mert tudomasunk szerint jelenleg nem létezik olyan eszkoz, amely ezt
garantalnd. Emellett a mérési eredmények azt sugalljak, hogy sok esetben a hatékonysigon
is van lehet6ség javitani. A tiltd éleket is tartalmazé Petri-haldk elérhetdségi analizisét
vizsgald algoritmuson is szeretnénk tovabb gyorsitani, hogy nagyobb modellek vizsgalatara
is alkalmas legyen.

o6



Abrik jegyzéke

2.1. Példa Petri-halé: hidrogén oxidacidja . . . . . . . . . . .. ... ...
2.2. Példa Petri-hdlé . . . . . o oo
2.3. Példa halék az allapotegyenlet kielégithetoségére . . . . . . . . .. .. ...
2.4. T-invarians példa . . . . . . . . .. ..
2.5. Példa tilt6 éles Petri-hdlé . . . . . . . ... oo

3.1. CEGAR folyamatdbra . . . . . ... ... ... ...
3.2. Allapotegyenlet megolddsainak tere . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.3. Ugré megkotés példa . . . . . . . . . ..o
3.4. Novel6 megkotés példa . . . . . . .. oL L Lo
3.5. Tegyiik fel, hogy a 3.5(a). dbran lathaté Petri-hal6 esetén a (2 1) megol-
désvektort kaptuk. Ekkor a részleges megoldas fa a 3.5(b). dbran lathato
moédon néz ki. . . . ..o
3.6. Ha atou és auot is eltiizelhetd, akkor az r utdni részfak megegyeznek,
tehat elég az egyiket feldolgozni. . . . . . . .. ... ... ... ... ....
3.7. Az abrén lathat6 héls (0,1,0,1) — (1,0,0,1) elérhetdségi probléméja ese-
tén, ha csak szigortian tobb token esetén folytatjuk egy koztes allapotbdl,
akkor elveszitiink egy teljes megoldast. . . . .. ... ... . ... ... ..
3.8. T-invaridns alapt szlirésnél a tranziciok sorrendje is szamit. . . . . . . . ..
3.9. Rész-elérhetéségi probléma vizsgalata novelé megkotés keresésekor . . . . .
3.10. Ellenpélda a teljességre. . . . . . . . . . .. L
3.11. Ellenpélda a helyességre. . . . . . . . . . . ...

4.1. Példa tilto éles haldra. . . . . . . . . .

5.1. A program féablaka . . . . . .. ..o L

o7

32



o8



Irodalomjegyzék

1]

2]

3]

[4]

[5]

[12]

[13]

Ipsolve honlapja (utoljara megtekintve: 2012.10.26.)
http://sourceforge.net/projects/lpsolve/.

A petridotnet keretrendszer honlapja. (utoljara megtekintve: 2012.10.26.)
http://petridotnet.inf.mit.bme.hu/.

Sara eszkoz honlapja (utoljara megtekintve: 2012.10.26.)
http://service-technology.org/tools/download/.

Sumo’2011 model checking contest (utoljara megtekintve: 2012.10.26.)
http://sumo.lip6.fr/Model_Checking_Contest.html.

Mohamed Faouzi Atig, Ahmed Bouajjani, and Shaz Qadeer. Context-bounded analy-
sis for concurrent programs with dynamic creation of threads. TACAS ’09, pages
107-123, Berlin, Heidelberg, 2009. Springer-Verlag.

Piotr Chrzsstowski-Wachtel. Testing undecidability of the reachability in petri nets
with the help of 10th hilbert problem. In Susanna Donatelli and Jetty Kleijn, editors,
Application and Theory of Petri Nets 1999, volume 1639 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 690-690. Springer Berlin / Heidelberg, 1999.

George B. Dantzig and Mukund N. Thapa. Linear programming 1: introduction.
Springer-Verlag New York, Inc., Secaucus, NJ, USA, 1997.

Darvas Déniel and Jambor Attila. Komplex rendszerek modellezése és verifikacidja.
2011.

Javier Esparza, Stephan Melzer, and Joseph Sifakis. Verification of safety properties
using integer programming: Beyond the state equation, 1997.

K. Schmidt L. M. Kristensen and A. Valmari. Question-guided stubborn set methods
for state properties, 2006.

R.J. Lipton. The Reachability Problem Requires Fxponential Space. Research report
(Yale University. Dept. of Computer Science). Department of Computer Science, Yale
University, 1976.

Ernst W. Mayr. An algorithm for the general petri net reachability problem. In
Proceedings of the thirteenth annual ACM symposium on Theory of computing, STOC
'81, pages 238-246, New York, NY, USA, 1981. ACM.

Tadao Murata. Petri nets: Properties, analysis and applications. Proceedings of the
IEFEFE, 77(4):541-580, April 1989.

99


http://sourceforge.net/projects/lpsolve/
http://petridotnet.inf.mit.bme.hu/
http://service-technology.org/tools/download/
http://sumo.lip6.fr/Model_Checking_Contest.html

[14]

[15]

[16]

[17]

Erzsébet Németh and Tamas Bartha. Formal verification of safety functions by rein-
terpretation of Functional Block based specifications. In Darren Cofer and Alessandro
Fantechi, editors, Formal Methods for Industrial Critical Systems, volume 5596 of Lec-
ture Notes in Computer Science, pages 199-214. Springer Berlin / Heidelberg, 2009.

Pataricza Andras, editor. Formdlis médszerek az informatikdban. Typotex, 2. kiadés,
2005.

Antti Valmari and Henri Hansen. Can stubborn sets be optimal? In Johan Lilius and
Wojciech Penczek, editors, Applications and Theory of Petri Nets, volume 6128 of
Lecture Notes in Computer Science, pages 43-62. Springer Berlin / Heidelberg, 2010.

Harro Wimmel and Karsten Wolf. Applying cegar to the petri net state equation.
CoRR, abs/1208.2159, 2012.

60



	Bevezető
	Háttérismeretek
	Petri-hálók
	Egyszerű Petri-hálók
	Állapotegyenlet
	Kiterjesztés tiltó élekkel

	Elérhetőségi probléma
	Elérhetőségi probléma
	Rész-elérhetőségi probléma
	Szükséges és elégséges feltételek
	Komplexitás és eldönthetőség

	Lineáris Programozás (LP)
	Egészértékű Lineáris Programozás (ILP)


	CEGAR algoritmus Petri-hálókhoz
	CEGAR algoritmus
	Petri-háló elérhetőség vizsgálata CEGAR algoritmus segítségével
	CEGAR megközelítés Petri-hálókra
	Megkötések és részleges megoldások
	Megkötések generálása
	Részleges megoldások generálása
	Optimalizációk

	Algoritmikus hiányosságok és fejlesztések
	Rész-elérhetőségi probléma
	Javulás szigorú definíciója
	Állapotalapú részleges rendezés és a T-invariáns alapú szűrés
	Rész-elérhetőségi probléma vizsgálata növelő megkötés keresésekor

	Az algoritmus egészében
	Algoritmus teljességének és helyességének vizsgálata
	Teljesség vizsgálata
	Helyesség vizsgálata


	Algoritmus kiterjesztése tiltó éleket tartalmazó Petri-hálókra
	Megoldandó problémák
	CEGAR algoritmus kiterjesztése
	Növelő megkötés generálása tiltó élek miatt nem engedélyezett tranzíciókhoz

	Optimalizációk kiterjesztése
	Példa háló


	Megvalósítás
	Keretrendszer
	PetriDotNet
	Lpsolve

	CEGAR algoritmus
	Osztályok és interfészek


	Mérési eredmények
	Összehasonlítás más CEGAR megközelítéssel
	Az algoritmus skálázódása
	Optimalizációk hatása
	Összehasonlítás más algoritmusokkal
	Tiltó éleket tartalmazó Petri-hálók

	Összefoglalás

