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BEVEZETES

A dolgozatom témaja Akers modszerének, illetve ennek az algoritmusnak az altalam
kitalalt kiterjesztésének bemutatasa. Ezen algoritmusok specialis mithelyrendszerii iitemezésre
adnak optimalis megoldast.

Akers modszerével a Termelésinformatika cimii 6rdmon taldlkoztam, ahol nagyon
megtetszett a termelésiitemezés problémaja és komplexitisa. Akers modszerével az Ondllo
laboratorium cimii 6ramon foglalkoztam komolyabban, ¢s ott tanulmanyoztam, a
tovabbfejlesztési lehetdségeit. Az oOram teljesitését kovetden fogtam bele a Kkiterjesztés
kidolgozésaba, és megvalositasaba.

Akers modszere 2 feladatos m’ gépes problémakat old meg, mig a kiterjesztés, amit
kitalaltam 3 feladatos 'm’ gépes problémakra is miikddik, igy ez egy kiterjesztése Akers 1956-
ban publikdlt mddszerének. Elsé ranézésre Akers modszerét konnyen ki lehet terjeszteni 3
dimenzidba, azonban mint lentebb taglalom, iitkoztem problémékba, amiket végiil athidaltam
ujabb szabalyok bevezetésével, €és ezek betartdsaval. Dolgozatomban az algoritmusok
ismertetése el6tt bemutatom a termelésiitemezés feladatat, és fobb eljarasait, céljait,
fontossagat, tovabbd, bemutatom a szalagrendszerii és a mithelyrendszerii litemezéseket, és a
koztiik 1évé hasonlosagokat, és kiilonbségeket. Illetdleg Akers modszerének kapcsolatat az
imént emlitett ilitemezésekkel. Akers modszerének bemutatisa utan teszek javaslatot a
tovabbfejlesztésére €s itt taglalom milyen problémaba iitkoztem, €s, hogy tovabbi szabalyok
bevezetése sziikséges a megvaldsitashoz, hogy egy valds, iitemezd algoritmust kapjunk. A
kiterjesztés bemutatdsa utdn, szemléltetem a lépéseit, illetdleg egy példa keretein beliil
bemutatom a pontos miikddését. Osszehasonlitom Akers modszerével, mégpedig, hogy az
alapgondolat az megegyezik mind a két modszernél, és, hogy a 6 cél sem valtozott csak a
feladatok és szabalyok szama nétt, illetSleg tobb példan és tesztelésen keresztiil szemléltetem
az algoritmus helyességét.

A Dolgozat végén javaslatot teszek, még egyéb tovabbfejlesztési lehetOségre a
kiterjesztést illetden, kiilon tekintettel a feladatok novelésének problémadjara, illetleg a
feladatok priorizalasanak lehetdségére is. A termelésiitemezésben mas és mas is lehet a cél,
nem csak a feladatok szamanak novelése vagy a végrehajtasi id6 csokkentése, hanem akar a

feladatok priorizéalésa.



1. TERMELESUTEMEZES

A termelésiitemezés az er6forrasok hatékony idobeli elosztasat érinti, az aruk, termékek
eléallitasa soran. Utemezési problémakban akkor iitkdzhetiink, amikor egy kozds eréforrast —
ez lehet k6z0s gép/eszkdz/ember — kell haszndlni mas-mas termékek eldallitasara, vagyis nem
tud minden termék egyszerre haladni, varakozniuk kell egymasra az eréforras hiany miatt. Az
iitemezésnek az a célja, hogy megtalaljuk a modjat a kozos erdforrasok haszndlatara,
kiosztasara és sorrendjére, bizonyos teljesitménykritériumok teljesitése érdekében.t A cél az
altalaban a koltségek minimalizalasa, de sok fajta iitemezés van, és sok célfiiggvény is, amit
lehet elsddlegesnek tekinteni és az alapjan sorba allitani a termékeket, feladatokat, gépeket,
eréforrasokat stb.. A jobb termelés iitemezés az eréforrasok termelékenységének és a hozzajuk
kapcsolodo hatékonysagnak a novelése révén versenyeldnyt biztosit a versenytdrsakkal
szemben.?

A termelés litemezésével foglalkozd tudoményos cikkek/kutatdsok mar a XX. szazad
kozepén megjelentek. Ebben az iddben fogalmaztik még a problémat is, és késziilt az altalam
kiterjesztett algoritmus is. Mindenki arra térekedett akkoriban, hogy megtalalja az optimalis
megoldast ado algoritmust. Sziilettek is optimalis megoldast adé algoritmusok, de mindegyik
csak specialis esetekben volt alkalmazhatd, ilyen példaul a Jackson moddszer, ami m = 2
paraméterli problémakra ad optimalis megoldast, Akers aki a feladatok szdmat hatarozta meg
kettdben és gy adja meg az optimalis iitemezést, illetéleg Johnson, aki az m = 2 paraméterii
szalagrendszer(i litemezésre ad helyes iitemezést. Ez igy visszatekintve nem meglepd, hogy
csak specialis mddszerekre sikeriilt olyan algoritmust mutatni, ami optimalis megoldast ad,
hiszen 1976-ban M. R. Garey bebizonyitotta, hogy azok a miihelyrendszerii titemezések ahol
m > 2 (tehat tobb mint 2 gépes az litemezés), mind NP nehéz problémak, tehat nem is létezik

optimalis megoldast adé algoritmus feltéve ha P != NP.3
1.1. Utemezési probléma

Az iitemezési probléma tipikusan egy sor elvégzendd feladatot tartalmaz, ahol minden
egyes feladat az elvégzendd miiveletek egy halmazabdl all. A miiveletekhez altaldban gépekre

€s anyagi erdforrdsra van sziikség, és azokat megfeleld technoldgiai sorrendben kell

!s.c,G. (1981). A review of production scheduling. Operations research volume 29 issue 4, 628-645.

2 Rodammer, F., & White Jr., K. (1988). A Recent Survey of Production Scheduling. IEEE Transactions on system,
man, and cybernetics vol18, no. 6, 841-851.

8 M.R, G, D.S,J., &R, S. (1976). The complexity of flow shop and job-shop scheduling. Mathematics od
Operations Research 1, 117-129.
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megvalodsitani. Az litemezéseket sok kiillonbozo tényezd befolydsolja, mint a munkaprioritas,
az esedékességi kovetelmények, a kiadas datuma, a koltségkorlatozasok, a termelési szintek, a
raktarozasi kapacitasok, a gépek rendelkezésre allasa, illetve a miiveletek priorizalasa.

A gyartasi litemterv kidolgozasa magaba foglalja a miuveletek olyan sorrendjének
kivalasztasat, mely egy munka elvégzését eredményezi. Tovabba feladata az egyes muiveletek
végrehajtasahoz szilikséges erdforrasok kijelolése, valamint az ilitemezésben szerepld egyes
miiveletek végrehajtasanak kezdo és befejezd idopontjanak megjeldlése. Az utvonaltervek €s

az eroforras kijeldlések jellemzéen a folyamattervezés eredményei.*
1.1.1. Gyartasi ido, mint célfiiggvény:

Habér gyartasi id0 minimalizdldsa nem tekinthetd jO elméleti célfiiggvénynek, a
tudomanyos és ipari gyakorlatban széles korben alkalmazzak. Ennek a kritériumnak nagy
torténelmi jelentésége van, hiszen a fentebb emlitett Akers, Johnson és Jackson, is ezt a
célfiiggvényt alkalmazta az optimalis algoritmus kutatdsa kézben. Ez a célfiiggvény
matematikailag konnyen kezelhetd, és egyszeriien megfogalmazhato, ezért is lehetett oly
népszerii az 1950-es években. kdvetkezésképpen ez volt a tudomanyos kutatasok 6 célja, amely
képes megragadni azt az alapvetd szamitdsi nehézséget, amely implicit médon létezik az
optimalis iitemterv meghatarozasara.’

Azért is tartottam fontosnak kiemelni ezt a célfiiggvényt, mivel a lentebb bemutatott
iitemezési problémaknal (lasd 1.1.2. Szalagrendszerii gyartdas (Flow Shop), 1.1.3.
Miihelyrendszerii gyartas (Job Shop)) is ezt hasznalom, mint célfiiggvényt, illetve Akers

madszere is ezt a célfliggvényt haszndlja, mint ahogy a harom feladatos kiterjesztés is.

1.1.2. Szalagrendszerii gyartas (Flow Shop)

Akkor hivunk egy iitemezési problémat/feladatot Szalagrendszerti litemezésnek, ha n
darab feladat {0, ..., fn, és m darab gép/munka allomas g0, ..., gm esetén mindegyik feladat
egy elore meghatidrozott sorrendbe mennek a munkaallomédsokhoz, vagyis mindegyik
feladatnak ugyan azt a sorrendet kell kovetnie. Természetesen itt is megvan adva minden
feladathoz és géphez a megfelelé miveleti id6, és egy munkadllomason egyszerre csak egy

feladat lehet, mig egy feladaton egyszerre csak egy munkaallomas végezhet munkat. Itt a cél a

4 Rodammer, White Jr.: A Recent Survey of Production Scheduling. i.m.
SAS., J., &S. Meeran. (1999). Deterministic job-shop scheduling: Past, present and future. European Journal of
Operational Research Vol. 113, Issue 2, 390-434.



makespan, vagyis a végrehajtasi id6 minimalizalasa, ami az iitemezés kezdete, és az iitemezés
vége kozott eltelt id6.5

A szalagrendszer( iitemezés, igazabol a mithelyrendszerti (lasd 1.1.3. Mihelyrendszerti
gyartas (Job Shop)) titemezésnek egy specialis valtozata.
Bemenete egy matrix, ami tartalmazza a gépeket/munkaéallomasokat és a munkakat/feladatokat,
¢s tartalmaz, minden feladathoz és géphez egy miiveleti id6t. Minden feladat pontosan annyi

géphez tartozik, ahany gép van Osszesen, tehat nem lehet a miiveleti id6 nulla sehol sem.

Lehetséges bement:

Feladat\Munkadllomas 1. munkaallomas 2. munkadllomas 3. munkadllomas
1. feladat 3 2 1
2. feladat 1 5 6
3. feladat 4 3 2

1. dbra Flow Shop lehetséges bemenete (Sajat szerkesztés)

Ennek a bemenetnek egy nem optimalis megoldasa akar lehet a kovetkezd, ez az

altalanos dbrazolasi formaja:

1. feladat

2. abra Szalagrendszerii iitemezés nem optimalis megoldas abrazoldasa (Sajat szerkesztés)

A képen a szinek jelolik a feladatokat és szépen latszik, hogy melyik feladat mikor
éppen melyik munkaallomason van. Az is latszik, hogy nem optimalis, hiszen, ha a z6ld majd
a kék és végiil a sarga feladatok sorrendjébe mennénk, akkor lecsokkenne a teljes iitemezés

atfutasi ideje. Erre a feladatra az optimalis litemezés az alabbi:

6 Peter, B., Yu N., S., & Frank Werner. (2007). Complexity of shop-scheduling problems with fixed number of
jobs: a survey. Math. Meth. Oper. Res. 65, 461-481.
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1. feladat

3. abra Szalagrendszerii gydrtas optimalis iitemezésének abrdzolasa (Sajat szerkesztés)
1.1.3. Miihelyrendszerii gyartds (Job Shop)

Azt az iitemezést hivjuk miihelyrendszert iitemezésnek, ahol n darab feladat van, 10, ...,
fn és m darab munkaallomas, g0, ..., gm, és mint a szalagrendszeri litemezésnél is, minden
feladat, tobb részmunkdbol all 6ssze. Minden feladathoz/munkahoz tartozik egy eldre
meghatérozott sorrend, ami azt jeldli, hogy melyik gép utdn, melyik gépnek kell kdvetkeznie.’
Ez lehet akar eltérd is feladatonként, azonban ha mégsem az, akkor egy specidlis
miithelyrendszeri litemezésrol beszéliink, amit szalagrendszert iitemezésnek hivnak (lasd 1.1.2.
Szalagrendszerii gyartas (Flow Shop)). Ennél az iitemezésnél a cél, hogy csokkentsiik a
makespant vagyis a végrehajtasi id6t, ami az litemezés kezdetétdl, és az litemezés vége kozott
el telt id6.8

Mihelyrendszer(i gyartasnal gyakori probléma, hogy holtpontra (deadlock) keriil két
gép, vagyis egymas lépésére varnak, ezt hivjak végtelen koltség problémanak (the problem of
infinite cost).

1976-ban Garey bizonyitotta, hogy m > 2 (t6bb mint két gép/munkadllomas) esetén ez
NP nehéz probléma.®

Altaldban a bemenete két matrix, egyik maétrixban az idék vannak felsorolva a
feladatokhoz, masik matrixban a munkaallomasok sorrendje van felsorolva a feladatokhoz

szintén. Példa:

7 Peter, B., & Bernd, J. (1993). A new Lower bound for the job-shop scheduling prodblem. European Journal of
Operational Research 64, 156-167.

8 Jien, X., Xinyu Li, Liang Gao, & Lin, G. (2021). A new neighboorhood structure for job shop scheduling
problems. Wuhan: Huazhong University of Science and Technology.

°M. R, G, D.S,J, &R, S. (1976). The complexity of flow shop and job-shop scheduling. Mathematics od
Operations Research 1, 117-129.



1. feladat 3 2 1
2. feladat 1 3 6
|3. feladat 4 3 2
| 1. feladat 1. munkadllomas 3. munkaillomas 2. munkadllomas
2. feladat 3. munkaallomas 2. munkaalloméas 1. munkaallomas
3. feladat 2. munkadllomas 3. munkaillomas 1. munkadllomas

4. abra Miihelyrendszerii iitemezés bementi példa (Sajat szerkesztés)
Kimenete nagyban fligg a hasznalt algoritmustol. Sok féle képen lehet abrazolni egy litemezést,
a legelterjedtebb modja a gnatt diagramm (pl.: 5. abra), de lentebb bemutatok masfajta
abrazolasi modot is.
Egy lehetséges nem feltétlen optimalis kimenete a fentebb (4. abra) emlitett példanak:

1. munkaillomas |

2.munkaillomas
J.munkaddlomas

5. abra Miihelyrendszerii iitemezés lehetséges kimeneti abrazoldasa (Sajat szerkesztés)



2. AKERS (1956) MODSZER BEMUTATASA

Akers ezt a modszert 1956-banmutatta be a. A modszert egy specialis miihelyrendszert
iitemezésre talalta ki Akers (lasd 1.3.3 Miihelyrendszert gyartas (Job Shop)). Azért specialis az
eset, mert nem lehet barmilyen miithelyrendszeri iitemezésre lefuttatni, és ezaltal nem is ad
mindegyikre optimalis megoldast polinomialis iddben (ez amugy nem is lehetséges csak ha P
= NP hiszen bizonyitottan a miihelyrendszerii gyartas NP nehéz). A specialitasa abban rejlik,
hogy csak két feladat lehet benne, tehat két feladatra és tobb gépre ad polinomialis idoben
optimalis megoldast. A gépek lehetnek kiilonb6z6 sorrendben, mig a miiveleti idok is lehetnek
eltéroek. Az algoritmus célja tehat a legrovidebb 1d6 alatt elvégezni mind a kettd feladatot, mig

a feltétele, hogy mind a két feladat keresztiil megy mindegyik gépen.'
2.1. Algoritmus lépései

1. El6szor is vegyiink fel egy 2 dimenzids koordinata rendszert és mérjikk fel ra a
feladatokat, mégpedig ugy, hogy az x tengelyre az 1. feladatnak a gépekhez tartozd miveleti
idejeit majd az y tengelyre a 2. feladatnak a gépekhez tartozo idejeit vessziik.

2. Majd, ha felvettiik a miiveleti idéket, akkor az egy géphez tartozé idoket tiltsuk le,
vagyis igy egy téglalapban letiltjuk a kozos gépekhez tartozé idoket.

3. Ez utan meg kell hatarozni a lehetséges utvonalakat. Az origobol kell kiindulni, és a
cél az a koordinata, ami a P(1. feladat miiveleti idejeinek az Osszege, 2. feladat miiveleti
idejeinek az 0sszege). Lépni csak ugy lehet, hogy mindig 3 1épés lehetdségiink van, vagy 45°-
ban 1épiink, tehat mindegyik koordinatat egyel megndvelve 1épiink, vagy jobbra megyiink
egyet, vagy felfele megyiink egyet, ha valamelyiket megtettiik, Gjra megnézziik a lehetdségeket
¢és Iéplink. Egy 1épést akkor hajthatunk végre, ha nem érint olyan mezdt, ami le van tiltva,
letiltott mezoének ugye az szamit, amit a masodik 1épésben tiltottunk le és bele tartoznak a
téglalapokba. Ha lehetséges, mindig 45°-ban kell 1épni, ha ez nem lehetséges, akkor még harom
masik eset allhat fent, vagy csak jobbra tudunk, akkor 1épiink, ha csak felfele, akkor szintén, ha
pedig mind a két iranyba tudunk, akkor mind a kettdt meglépjiik, vagyis két vonalunk lesz, és

mar tobb lehetséges utvonalunk van, amik koziil a végén fog kideriilni melyik az optimalis.

4. Egy utvonalat ugy jellemziink, hogy megnézziik, hogy mennyi az x tengelyen nézett

elmozdulésa, (ez ugye mindig az 1. feladat miiveleti idejeinek az 6sszege), majd megnézziik,

10 Sheldon B Akers Jr. (1956). A Graphical Approach to Production Scheduling Problems. Operations Research
4,244-245,



hogy mennyi az y tengellyel parhuzamos elmozdulésa, széval csak akkor, amikor felfele 1épett
(ebben nincs benne az atld). Majd, ha az 6sszes lehetséges utvonalra megnéztiik, és jellemeztiik

oket, akkor valasszuk ki koziiliik a legkisebbet, és az az Gtvonal lesz az optimalis.

5. Tehat a legkisebb szammal jelzett itvonal lesz az optimalis. Ez azért van, mert az az
algoritmus értelmezése, ha a 45°-ban megyiink, akkor ugye mind a két feladat egyszerre tud
haladni, nincs {itk6zés, éppen nem egy gépet hasznalnanak. Ha pedig jobbra megyiink, akkor
csak az elsd feladat halad, a masodik feladat varakozik ugyan arra a gépre. Ha pedig felfele
megylink, akkor ugyan ez forditva, hogy az elsd feladat varakozik a masodikra, mert ugyan azt
a gépet szeretnék hasznalni, ami meg nem lehetséges, és ebbdl latszik is, hogy miért téreksziink
mindig 45°-ban 1épni.!!

Abra az algoritmusrol:

Job1 Job2
AB|C|ID||A|D|B|C
61154 413215

¥

4

“'*3~1‘-:‘~

' Iﬁf;‘?’ ’

e X

*l
B ¢ oL

L:(6+1+5+4)+4+3=23
IL:(6+1+5+4)+1+3=20

6. adbra Akers médszer dabrdazoldsa 2

1 Szikora, B. (datum nélk.). Jegyzet. Termelésinformatika 5.48 valtozat. Budapesti Miszaki és
Gazdasagtudomanyi egyetem.
2U.0.

10



Az abran is jol latszik, hogy az algoritmus lefuttatasaval kettd potencidlis megoldast
kapunk. De ebben az esetben csak az egyik szamit optimalisnak, hiszen ha a 4-es pont szerint
eljarunk, latjuk, hogy az I.-el jelzett Gtvonal hossza 23, mig a I1.-al jelzett utvonal hossza 20. A
masodik szdmu tobbet tud menni atlésan, vagyis tobb olyan id6 van, amikor parhuzamos munka
végzés van, ¢s kevesebb, amikor csak az egyik feladat halad. Tehat kijelenthetjiik, hogy a ketto
potencialis megoldasbol az egyik a megoldas a I1.-el jelzett és ezt az Gitvonalat kell kovetni, mig
az l.-es utvonal nem megoldasa az iitemezésnek. Természetesen van olyan eset, amikor tobb
optimalis utvonal, van, ilyenkor tetszOlegesen lehet valasztani koziiliik, hiszen mindegyik az

optimalis eredményt adja.
2.2. Az AKers maodszer tovabbfejlesztésének lehetdsége

Akers modszere egy sikban elképzelt levezetett mddszer. Azonban mi a helyzet, ha mi
ezt megprobaljuk atiiltetni 3 dimenzidba, és ugyan ezen a logikat elvégezve, végig menni rajta.

Tehat, mint Akers mddszerénél jeldljiik a feladatokat a tengelyekkel, és igy térben maris
egy 3 feladatos problémat kapunk, ami lehet egy lehetséges kiterjesztése Akers modszerének.
A kovetkez6 1épés, hogy mint Akers, mi is letiltjuk az egy géphez tartozo6 idéket. Ez térben
természetesen nem téglalapokat, hanem téglatesteket fog jelenteni. Az l-es géphez tartozo
idoket ugy tiltjuk le, hogy megnézziik az elsd feladatnal mikor lehetne leghamarabb elkezdeni
az 1-es gépet, illetve mennyi ideig tart a munka. fgy példaul, ha a 4. id6egységben lehet
elkezdeni, és 6 idoegységig kell a feladatot végezni rajta, akkor az x tengelyen megjeldljiik 4-
10-ig a tengelyt, ezt megtessziik az y tengelyen is a kettes feladattal és a z tengelyen is a harmas
feladattal, és igy egy téglatest fog pont kirajzolodni, ami az 1-es géphez tartozo iddket jeloli.
Tehat megvan az Akers modszerben alkalmazott egy géphez tartozd idok letiltasa is, igy
egyeldre ugy néz ki, teljesen jol miikodhet Akers modszere akar 3 dimenzidban is. A kdvetkezd
1épés, hogy a vonallal Ggy jussunk el, a harom feladat altal meghatarozott pontba, hogy nem
keresztezziik a téglatesteket. Elvégeztem egy példan a felvetést, és rogton tisztan latszik miért
nem elég csak arra figyelni, hogy ne keresztezziik a téglatesteket, miért csak sziikséges, és miért

nem elégséges feltétel.
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7. dbra Akers modszerének kiterjesztése hibds feltételezéssel (Sajat szerkesztés)

A példan sajnos az latszik, hogy mig a vonal nem halad at egyik téglatesten sem,
mégsem rajzolodik ki egy lehetséges iitemezés, hiszen, ha megnézziik, akkor a 2-es gépen
egyszerre lenne az 1-es feladat és a 2-es feladat is. Ez abbdl latszik, hogy mig az 1-es feladat a
3-mas gépen kezd és két idoegység mulva végez, majd menne a 2-es gépre, addig a 2-es feladat
az 1-es gépen kezd, és 0 is pont 2 idéegység mulva menne a 2-es gépre, ami természetesen nem
lehetséges, igy mashogy kell probalkozni. Tehét ilyen forméban az Akers modszer nem
alkalmazhato, igy téves volt az a feltételezésiink, hogy ugyan olyan szabalyokkal miikodhet

térben, de egy kis kiigazitas utan mégis lehetséges az algoritmus kiterjesztése térben, vagyis

harom feladatra.
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3. AKERS MODSZER KITERJESZTESE HAROM FELADATRA

3.1. Az algoritmus bemutatdsa

Az alapgondolat, az az volt, hogy mig Akers a modszerében egy derékszogl sik
koordinata rendszert hasznalt, addig én gondoltam biztos atlehet iiltetni az otletét egy térbeli
haromdimenzids koordinata rendszerbe. Az alapja az ugyan az, mégpedig, hogy letiltjuk az egy
géphez tartozo idoket. Szoval az x tengelyre felvessziik az elsd feladat gépekhez tartozo idejeit,
az y tengelyre a masodik feladat idejeit, mig a z tengelyre a harmadik feladat idejeit. Ezutan
letiltjuk az egy géphez tartozé idoket, igy minden gép utan egy téglatestet fogunk kapni. Az
alapcél az az, hogy minimalizéljuk az atfutasi idot, tehat itt is az a lényeg, hogy egy vonallal
minél hamarabb, vagyis a legrovidebb uton eljussunk a végpontba, ami a V(x_max, y_max,
z_max). Az x_max értékének meghatarozasa az az, hogy mennyi az elsé feladat gépekre
meghatarozott idejeinek SZummaja, és ugyan igy hatarozzuk meg az y maxot, illetve a z_maxot
iS. A vonal, az azt hatarozza meg, hogy éppen melyik feladat halad, vagyis melyik feladaton
végez munkat egy gép. Ha pl a vonal elmozdulasanak iranyvektora Vi(1, 1, 1), akkor mind a
harom feladat halad, ha az iranyvektor V2(1, 1, 0) akkor csak az els¢ illetve a masodik feladat
halad, a harmadik az all, mivel a z tengelyen nem tortént elmozdulas, és igy tovabb. Figyelni
kell, hogy a vonal ne haladjon at egyik téglatesten sem, hiszen akkor egy gépen egyszerre két
feladatot is végeznénk egy idében, ami nem megengedett, tehat, igy elsé ranézésre nincs is
nagyon nagy valtozas Akers algoritmusdhoz képest. Azonban itt nem elég arra figyelni, hogy a
vonal ne haladjon 4t a téglatesteken, mert ez nem elégséges, csak sziikséges feltétele annak,

hogy minden gépen egyszerre csak egy feladat lehessen. Az alabbi példan latszik is, hogy miért

nem elég:

Ztengely / 3 feladat

8. dbra Akers kiterjesztésének nehézsége I. (Forrds: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar
haszndlataval)
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Itt az latszik, hogy a vonal nem sérti azt a szabalyt, hogy athaladna egy téglatesten,
ennek ellenére mégsem jo, hiszen az 1-es gépen egyszerre két feladat is halad, az egyes, illetve
a harmas. Es ha megnézziik az x, illetve a z koordinata sikot, akkor latszik, hogy a vonal az

sérten¢ Akers moddszerét. Ezt a problémat mar bemutattam feljebb is (lasd 2.2. Az Akers

modszer tovabbfejlesztésének lehetdsége).
X tengely / 1 feladat
05 1.0 15 20 25 3.0

lllJ-I'H4 D
o

/ 3 feladat

9. dbra Akers kiterjesztésének nehézsége Il. (Forras: Sajat kéd, Python matplotlib kényvtar
haszndlataval)

Tehat mikor haladunk a vonallal, azt is le kell ellendrizni, hogy nem e sértjiik Akers
modszerét, vagyis megkell nézni, minden feladatot minden feladatra, és az alapjan, hogy sehol
se sériiljon a mddszer, 1épni. Tehat a fenti példaban a helyes haladdsa a vonalnak, vagyis az
iranyvektora az lehet V(1, 1, 0), vagy V(0, 1, 1), hiszen a 1ényeg, hogy az ¢ls6, és a harmadik

feladat egyelére nem tud parhuzamosan haladni, hisz ugyan azt a gépet akarndk hasznalni.

—e— V(1,1,0)
—e— V(0,1,1)

z tengely / 3 feladat

10. abra Akers kiterjesztés problémajanak feloldasa (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar
haszndlataval)
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Itt is, mint a fenti példa is mutatja, akar tobb vonal is lehetséges, szoval tobb iitemezést is fogunk
talalni az algoritmussal, azonban természetesen az a legjobb utvonal, aminek a vonala a
legrovidebb, igy azt az {itemezést kell, hogy majd a végén valasszuk, ha az optimalisat akarjuk

visszakapni.
3.2. Az algoritmus lépései

1. Az algoritmus elsd 1épése az az, hogy mindegyik tengelyre felvessziik a feladatok

gépekhez rendelt idejét. Az egy géphez tartozd idok meghataroznak egy téglatestet.

2. Ezeket a téglatesteket tigymond letiltjuk, tehat a vonalunk, ami majd jeldli, hogy

éppen melyik munka halad az nem haladhat at ezeken a testeken.

3. Amint elkésziiltiink az elsé két 1épéssel, elkezdhetjiik a valodi iitemezést. A célunk
az az, hogy a P(0, 0, 0)-bdl eljussunk a P(1. feladat mtiveleti idejeinek az Gsszege, 2. feladat
miiveleti idejeinek az 6sszege, 3. feladat miiveleti idejeinek az Gsszege) pontba. Az utat, vagyis
az ltemezést, egy vonallal tudjuk jeldlni, a vonal haladasa az x, az vy, illetve a z tengelyre
mutatja meg, hogy éppen halad-e a munka. Ha elértiink a végpontba, akkor minden feladatot

végre hajtottunk az litemezésiink elkésziilt.

4. Most kovetkezik az algoritmus legfontosabb 1épése, ami addig ismétlédik, amig el
nem érilink a 3. 1épésben meghatarozott pontba. Lépni, vagyis a vonallal haladni hét féle képen
lehetséges. Ezen lehet6ségek iranyvektorai az alabbiak: Vi(1, 1, 1), V2(1, 1, 0), V3(1, 0, 1),
V4(0, 1, 1), Vs(1, 0, 0), Ve(0, 1, 0), V7(0, 0, 1). Az iranyvektorok nem csak az iranyt, de a 1épés
hosszat is meghatarozzak. Az algoritmus mindig arra torekszik, hogy a lehet legtobb feladat
haladhasson egyszerre. A V1 jeldli azt az iranyt, amikor mind a harom feladat halad, igy mindig
arra toreksziink, hogy a haladasunk irdnya az ez legyen. Ha nem megoldhato, hogy a Vi-et
valasszuk, mert letiltott részt keresztez, akkor olyan iranyba probalunk haladni, ahol legalabb
két feladat halad, ezen irdnyok a Va2, V3, V4. Ha ezek sem hasznélhat6 irdnyok, mert mind a
harom feladat egy azon gépre varakozik, akkor a Vs, Vg, V7 koziil valasztunk. Természetesen,
ha tobbféle képen tudunk 1épni, akkor tobb vonalunk is lesz az algoritmus lefutasa utan, de ezek
koziil a legrévidebb, illetve a legrovidebbeknek jellemzettek lesznek az optimalisak. Itt nem
elég csak arra figyelni egy 1épésnél, hogy ne keresztezziink, egy téglatestet, hanem, hogy az x
€s y vagy az x €és z vagy az y ¢és z altal meghatarozott sikra vett vetiiletnél se sértsilk meg a
letiltast (ezt feljebb képpekkel illusztraltam, 8. 4bra, 9. abra). igy valamivel bonyolultabb az
irany valasztasa, mint az Akers modszernél, mert itt egyszerre mind harom vetiiletet kell

vizsgalni, és mindegyikben gy haladni, hogy ne haladjon 4t a vonal egyik letiltdson sem.
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V1 szemléltetése:

—— VI1(1,1,1)

z tengely / 3 feladat

11. abra V1(1, 1, 1) irany (Forrds: Sajdt kéd, Python matplotlib konyvtdr haszndlataval)

V2, V3 V4 szemléltetése:
—o— V2(1,1,0)
—e— V3(1,0,1)
—o— V4(0,1,1)

z tengely / 3 feladat

12. abra V2, V3, V4, iranyok (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtdar haszndlatdaval)
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Vs, Vs, V7 szemléltetés:

—e— V5(1,0,0)
—8— V6(0,1,0)
—8— V7(0,0,1)
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z tengely / 3 feladat
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13. dbra Vs, Vs, V7 iranyok (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar hasznalatdaval)

5. Egy vonalat gy jellemziink, hogy megnézziikk mennyi volt az x tengelyre vett
elmozdulasa (ezek az elmozdulasok szamitanak ide: Vi(1, 1, 1), V2(1, 1, 0), V3(1, 0, 1), Vs(1,
0, 0)). Majd megnézziik, hogy mennyi volt az y tengelyre vett elmozduldsa amikor x felé¢ nem
mozdult (ezek az elmozdulasok szamitanak ide: Va4(0, 1, 1), Vs(0, 1, 0)). Végiil megnézziik
mennyi volt a z tengelyre vett elmozdulasa, amikor sem x sem y—on nem mozdult (ez az
elmozduldsok szamit ide: V7(0, 0, 1)). Az Gsszes vonalat jellemezziik és kivalasztjuk a
legrovidebbet.

A legrovidebb vonal kivélasztasaval le is zarul az algoritmus, elkésziilt az optimalis

litemez¢Es.
3.3. Az algoritmus pszeudokodja

Az algoritmusunk f6 miikodése a vonal(ak) berajzolasa a harom dimenzids koordinata
rendszerbe, ezért ennek a pszeudokddjat fogom bemutatni, a téglatestek abrazoldsiat nem
tartalmazza. Tehat feltételezziik, hogy van egy hdrom dimenzids koordindta rendszeriink,
aminek a tengelyei a feladatokat jelentik, €s vannak téglatesteink, amik az egy géphez tartozo
feladatok futasi idejét jelolik. Az algoritmus dolga megtalalni az optimalis iitemezést, vagyis a
legrévidebb utat a koordinata rendszeriinkben. Igy ahogy mér emlitettem arra torekszik az
algoritmus, hogy ha lehet, mind a harom feladat haladhasson, ha nem, akkor legalabb kett6, ha

az sem, akkor csak egy feladat halad.
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1 vwonalak = tdmb

2 vonal = timb

3 slagazasok = tomb

4  Amig <nem fedink le minden slagazastr

£ vonal = [[0, 0, 0]1]
3 Amig <a wonal utolsd eleme !'= [lfeladat futasi idd; 2feladat futdsi idd:; 3feladat futasi idd]>
7 Ha <mindegyik =3ik parositéson lehet &tldsan haladni>
vonal .hozzafiaz (vonal [-1] + (1, 1, 1))
_ Vissza Amig
10 VegeHa

11 Ha <valahol nem lehet atldsan haladni>

12 Ha <tdbb is teljesidl a lenti harombdl>

13 elagazasokba feljegyezni

14 VegeHa

15 Ha <®-v sikon lehet &tldsan haladni, &= X iranvba iz lehet minden sikon,
16 illetve y iramyba is, elagazéasckat iz figyelni kell>

1 vonal.nozzafiz (vonal [-1]1 + (1, 1, O))

18 Vissza Amig

19 VégeHa

20 Ha <®x-z sikon lehet &tldsan haladni, &3 x irédnvba is lehet minden sikon,
21 illetwve z irédnvba is, elégazésokat is figyelni kell>

22 vonal .hozzafiaz (vonal [-1] + (1, O, 1))
23 Vissza Amig
24 VeégeHa

25 Ha <y-z sikon lehet atldsan haladni, &= y iranyba is lehet minden sikon,
26 illetve z iranyba is, elagazasokat i=s figyelni kell>

27 wvonal .hozzafiiz (vonal [-1] + (0, 1, 1})
28 Vissza Lmig
29 VégeHa

30 VégeHa

31 Ha <sehol sem lehet atldsan haladni>

32 Ha <tdbb iz teljesdl a lenti harombal>
33 elégazésokbe feljegyezni

34 VégeHa

35 Ha <x iradnyba lehet haladni mindegyik sikon, elagazésokat is figyelni kell>
3 vonal .hozzafiz (vonal [-1] + (1, O, 0))
7 Vissza Amig
VeégeHa
Ha <y iranyba lehet haladni mindegyik sikon, elagazasckat i=s figyelni kell>»
40 wvonal .hozzafiiz (vonal [-1] + (0, 1, O))
41 Vissza Lmig
42 VégeHa

43 Ha <z iranvba lehet haladni mindegyik =sikon, elagazasokat iz figyelni kell>
vonal.nozzafiz (vonal [-1] + (0, O, 1))

45 Vissza Amig

46 VégeHa

4 VégeHa

48 Végelmig

45 vonalak.hozzafiiz (vonal)

50 Vegehmig

51 Majd a vonalak tdmbben megkeressik a legrdvidebb wonalat &s az lesz a megoldasunk.

14. abra Kiterjesztés Pszeudokodja (Sajat Szerkesztés)

A fenti pszeudokod megadja nekiink a vonalak tdmbjét, ami még nem a megoldasunk,
mert tobb vonalat is tartalmaz, koztiik az optimalisat is, ami mar a megoldasunk lesz. Ezt ugy
hatarozzuk meg, hogy megnézziik, hogy egy-egy vonalunk milyen hosszu (itt €s késébb is, nem
a vonal valds hosszat értjiik, hanem, hogy hany altalunk meghatarozott ponton megy keresztiil),
vagyis, hogy egy vonal hany tombbdl épiil fel. A vonalak egy tombok tombjének a tombje, mig
a vonal egy tombok tombje, €és ezek a toOmbok tartalmazzak azokat a pontokat a koordinata
rendszerben, amiken keresztiil megy a vonal. Ebbdl is latszik, hogy érdemes a V(1, 1, 1) irdnyba
1épni, mert a vonal hosszat csak 1-el noveli, és mégis a legtobbet halad, mig ha ez nem
lehetséges, akkor probalunk olyan irdnyba 1épni ahol legalabb két munka halad, mert akkor is
tobbet halad a vonalunk, mintha csak az egyik tengely iranyaba mozdulna el. Tehat

meghatarozzuk a legkevesebb ponton keresztiilmend vonalat, €és az lesz a megoldasunk.
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3.4. Algoritmus példa futds

Szeretném bemutatni az algoritmusomat egy példan keresztiil is, hogy hogyan is
miikddik élesben.

Az algoritmus bemenete meghatarozza, hogy egy-egy feladatnak mennyi idét kell
eltdltenie egy-egy gépen, tehat tudjuk a gépek szamat és a gépekhez rendelt iddket

feladatonként. Az alabbi tablazatban lathato a bemenet:

1. Job gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti id&:

3 2 1
2 3 1

2. Job gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti idG:
1 2 3
2 4 2

3. Job gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti idG:
2 1 3
2 2 1

15. dbra Példa bemenet (Forras: Sajat megszoritasos inputgeneratorral generdlt bemenet)

Magyarazat: Ez azt jelenti példaul, hogy az els6 feladatnak az alabbi sorrendbe kell menni a
géphez: 3-as gép, 2-as gép, illetve az 1-es gép. A gépek miiveleti ideje az alabbi, ha az 1-es
feladat érkezik: 3-as gépnek 2 egység id6, 2-es gépnek 3 egység idd, mig az 1-es gépnek 1
egység a miveleti ideje.

1. Az els6 teendd az algoritmusunk szerint az az, hogy vegylik fel a koordinata
tengelyekre a feladatokhoz tartozo6 idéket. Az x tengelyre az els6 feladat idejeit, az y tengelyre
a masodik, mig a z tengelyre a harmadik feladat idejeit.

2. Letiltjuk az egy géphez tartozo6 idoket, igy megalakulnak a téglatesteink.

O = N W s U &
z tengely / 3 feladat

-

% *.L
s
‘J/"'
S
%
‘e

01 2 3 4 5
6 7 0° o)
X tengely / 1 feladat 8 & X
S
X\
16. abra Gépekhez tartozo iddk letiltasa (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar
hasznalataval)
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3. Meghatéarozzuk azt a pontot, ahova el kell érnilink, vagyis azt ahol mar az 6sszes

munka be van fejezve. Ez a pont a P(2+3+1, 2+4+2, 2+2+1) vagyis a P(6, 8, 5).

[

P(6, 8, 5]
®

=T

N
T

H N W s U o N
z tengely / 3 feladat

01234567802e§
X tengely / 1 feladat

17. abra Cél pont meghatarozasa (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar haszndlatdaval)

4. Most kell meghatarozni a vonal utvonalat, és addig 1épni egyesével, amig el nem
ériink a 3. 1épésben meghatarozott pontba. Megvizsgaljuk elsének az x-y tengelyek altal
meghatarozott sikra vett vetiiletét a téglatesteknek, majd az x-z, és az y-z tengely parosokkal is
elvégezziik ugyan ezt, ¢s mindegyikben megnézziik, milyen irdnyokban tudnank haladni. Az x-
y sikon Akers modszer szerint lehet menni az x tengellyel parhuzamosan, az y tengellyel
parhuzamosan, illetve 45°-0s szoget bezardan. Azt tapasztaljuk, hogy mindegyik sik vetiileten
tudunk az Osszes iranyban haladni, igy annak a vizsgélata jon, hogy melyik a legelonydsebb.
Ha az 0sszes feladat tud haladni az a legjobb, igy mindegyik sikban 45°-o0s szdget bezardan
léplink, igy a vonalunk (ami szakaszokbol épiil fel) els6 szakasza a Po(0, 0, 0) és a P1(1, 1, 1)

kozotti egyenes szakasz, mivel a Vi(1, 1, 1) iranyvektort 1épést valasztottuk.
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X tengely / 1 feladat q @n’ilew

18. dbra 1. lépés (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtdr hasznalatdival)
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Majd miutan berajzoltuk mindegyik sikba a vonalunk elejét abrazold szakaszt, utana vizsgaljuk
tovabb, mi lehet a kovetkezo 1épés. Mivel tovabbra is mind a harom sik engedi a 45°-0s tovabb
haladast, igy a kovetkez6 1épésiink is a Vi(1, 1, 1) iranyvektor iranyaba torténik. Igy a vonalunk
mar két szakaszbol all. A vonalat a tovabbiakban pontok tombjeként dbrazolom, mégpedig ugy,

hogy ezek kozott a pontok kozott a vonal részeit képzd egyenes szakaszok vannak. Tehat a

vonalunk Vonal[(0, 0, 0),(1, 1, 1),(2, 2, 2)].

—

@ J(6.8.51

OCrFHNWAUL GG
Z tengely / 3 feladat

19. dbra 2. lépés (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar haszndlataval)

A kovetkez6 1épésnél is megvizsgaljuk a sik vetiileteket, és azt tapasztaljuk, hogy mig az x-z
sik, és az y-z sik is engedi az atlos lépést, addig az x-y sik nem engedi. Itt megvizsgaljuk
mindegyik sikot kiilon-kiilon, jobban. Azt ugye latjuk, hogy x-y sikon nem lehet atlosan 1épni,
de mind x, a4s mind y iranyba haladhatunk. Az X-z sikon tudunk atlésan haladni, és mivel a
masik két sikon is tudunk x vagy esetleg z iranyba haladni, igy ez egy lehetséges 1épés V3(1, 0,
1). Az y-z sikon is tudunk atlosan haladni, és szintén mivel mind a tobbi sikon lehetséges az y
illetve a z irany a masik lehetséges 1épés a V4(0, 1, 1). Azért nem lehetséges a V1(1, 1, 1) irany,
mivel az x-y sikon latszik, hogy egyszerre nem lehet az x, illetve az y iranyaba sem lépni, mert
akkor nem Akers algoritmusa szerint haladnank sikonként. Latszik, hogy igy egy elagazashoz
értiink, innent6l kezdve két vonalunk van; Vonal[(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 2, 3)], és a
Vonal[(0, 0, 0), (1,1, 1), (2, 2, 2), (2, 3, 3)].
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20. dbra 3. lépés, illetve eligazas (Forrds: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar haszndlatiaval)

A kovetkezd 1épésben az elsd vonalat fogjuk tovabb vinni, de innentd] ugyan tigy haladhatnank
a masik vonallal is akar. Tovabb vizsgdlva a sikokat azt latjuk, hogy megint nem tudunk
mindenhol 4tlésan 1épni, igy amit az el6z6 1épésben alkalmaztunk, megnézziik, hogy ahol igen
ott a koordinatdk masik sikon is haladhatnak-e. Tehat x-z sikon mehetiink 4tlésan és x is
mindegyik sikon haladhat, illetve a z is, igy V3(1, 0, 1) egy lehetséges irany, és mas nincs is,
mivel 4tlosan még az y-z tengelyen tudnank menni, de y nem haladhat az x-y tengelyen. Tehat

a vonalunk Vonal[(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 2, 3), (4, 2, 4)].
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21. abra 4. lépés (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar hasznadlatiaval)

A kovetkez6 1épésben pont ugyan az a helyzet, mint az elébb, igy itt is a V3(1, 0, 1) irdnyba
kell elmozdulni. A vonalunk; Vonal[(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 2, 3), (4, 2, 4), (5, 2, 5)].
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22. abra 5. lépés (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar hasznalataval)

Ez utan viszont azt tapasztaljuk, hogy z arnyba mar nem kell mozdulnunk, igy a Vi(1, 1, 1), a
V(0, 1, 1),a V(1, 0, 1), illetve a V(0, 0, 1) iranyokra mar nem lesz sziikség, ezek mar tuti nem
jOhetnek. Azt latjuk viszont, hogy az X-y sikon tudunk atlésan menni, és mind az x illetve y

iranyba tudunk mozogni mindegyik sikon igy haladunk tovabb a V2(1, 1, 0) irdnyba. Vonal[(0,
0,0),(1,1,1),(2,22),(3,2,3), (4 2,4),(5,2,5), (6, 3,5)]
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23. abra 6. lépés (Forras: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar haszndlataval)

Most mar csak, az y irdnyba tudunk lépni, mivel mind x, mind z elérte a maximumat, tehat
annyiszor Iépiink Ve(0, 1, 0) iranyba, amig el nem ériink az altalunk kijelolt P végpontot, ez a
P(6, 8, 5). Tehat a vonalunk egybe; Vonal[(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 2, 3), (4, 2, 4), (5, 2,
5), (6, 3, 5), (6, 8, 5)].
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24. dbra Elsé vonal abrdzolasa (Forras: Sajat kod, Python matplotlib konyvtar hasznadlatdaval)

Ha az elagazastol végig csindljuk a masik vonalunkkal is, akkor ezt kapjuk; Vonal[(0, 0, 0), (1,
1,1),(2,2,2),(2,3,3),(2,4,4),(2,5,5), (2,6,5), (3,7,5), (4, 8,5), (6, 8, 5)].

S NWAU o w
Z tengely / 3 feladat

25. abra Mdasodik vonal abrdzolasa (Forras: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar haszndlataval)

5. Ezutan jon a Vonalak értékelése. Az elsé vonal az ment x iranyba, 6-ot, ment y
iranyba ugy, hogy kozben x be nem 5-6t, €s ment z iranyba ugy, hogy kdzben sem x, sem y
iranyba nem mozdult el 0-at, igy az els6 vonalunk értéke 11. A mésodik vonalunk x irdnyba 6-
ot, y iranyba ugy, hogy x be nem 4-et mig z irdnyba, hogy mas irdnyba semmit 0-at, igy ennek

a vonalnak az értéke 10. Tehat az latszik, hogy a masodik vonal az optimalis, igy azt fogja az

algoritmus megadni, mint jo litemezés.
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Teljes algoritmus abrazolas:

O = N w (S, e !
Z tengely / 3 feladat

26. dbra Teljes abrazolas (Forras: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar hasznalataval)

Utemezések abrazolasa kicsit masképp, a hagyoméanyosabb Gnatt-diagrammal:

Se—

28. abra Masodik eset abrazolasa Gnatt-diagrammal (Sajat szerkesztés)

Itt is az latszik, hogy ha abrazoljuk Gnatt-diagrammmon is az iitemezést, hogy a masodik

iitemezés, amit megadott az algoritmusunk az optimalis.
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3.5. A kiterjesztés visszavezetése az Akers modszerre

A 3 dimenziés moédszert konnyen visszavezethetjiik Akers 1956-ban bemutatott
modszerére. Ahogy az algoritmus hasznalatahoz is tobbszor alkalmaztuk Akers modszerét, igy
a visszavezetés sem bonyolult. Tulajdonképpen az algoritmusunk gy épiil fel, hogy haromszor
kell megcsindlnunk Akers algoritmusat, természetesen kisebb modositasokkal, hogy egyiitt is
megfeleloek legyenek, és ne sértslink szabalyt, vagyis egy helyes litemezést kapjunk. A harom
tengely jeloli a munkakat, és a tengelyeket kell parositani egymassal igy jon ki a 3 db 2
dimenziés koordinata rendszer. Lesz egy x-Yy, egy X-z, és egy y-z 2 dimenziés koordinata
rendszeriink. Ha ezekre kiilon-kiilon alkalmazzuk az Akers modszert elsé 1épéseit vagy a

kiterjesztés elsd 1épéseit és megnézziik a tengelyek altal meghatarozott 3 sik vetiiletét, akkor

ugyan azt kapjuk.
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29. dabra Sik vetiiletek (Forrds: Sajat kéd, Python matplotlib konyvtar haszndlataval)

Ha lefuttatjuk mind a két algoritmust akkor mar nem pont ugyan azt fogjuk kapni, de
azért lesznek hasonlosagok, és kozos vonalak, de mig ha az Akerst kiilon-kiilon lefuttatjuk mind
a harom sik vetiiletre addig csak az egyik sikon kapunk két {itemezést, de ha a kiterjesztést
futtatjuk akkor ketté lehetséges iitemezést fogunk kapni mind a harom esetben, hiszen ezek

0sszekotddnek és egy elagazast kell jel6lni mindegyik sikon ha valahol elagazik.
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30. dbra Kiterjesztés sik vetiiletei (Forrds: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar hasznalataval)
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A fenti képen a kiterjsztett algoritmus futasat latjuk, ugy, hogy a sik vetiileteket
vizsgaljuk. Az elsd abra pont Gigy néz ki mintha az Akers mddszert futtattuk volna le, mig a

masik két abraban van egy egy plusz iitemezés.
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31. abra Akers algoritmus futisa (Forrds: Sajat kod, Python matplotlib kényvtar hasznadlataval)

Ha az Akers moddszert futtatjuk, akkor csak az elsé abranal van elagazas, a masik
kettonél csak egy lehetséges litemezést kapunk ami ugye az optimalis is.

Latszik, hogy a kiterjesztett algoritmus tartalmazza az Akers modszer szerinti optimalis
megoldéasokat, illetve a kettes és a harmas képen azért van tobb alternativa, mert az elsd sikon
ketté valt a vonalunk, és eszerint kellett [épni benniik is, tehat mig az elson az x vagy csak az
y, halad, addig a masodik illetve a harmadik képen is csak az x, illetve csak az y haladhat. Tehat
latszik, hogy a végsd optimalis iitemezés mar nem optimalis 2-2 feladatra kiilon-kiilon, de
egybe mégis ez az optimalis megoldas, hiszen ha megnézziik, hogy ahol éppen nem optimalis
az egyik sikon, ugy a masik ketton igen, €és azt az Gtvonalat fogja valasztani az algoritmusunk
ahol a legtobbszor optimalis legalabb ketté feladat és a harmadik is a lehetd legtobbet halad
ekozben.

Tehat mindig arra torekszik, hogy ha lehetséges, akkor az dsszes feladat haladhasson egyszerre,
illetve ha ez nem lehetséges akkor arra, hogy legalabb kettd haladjon, és ha ebbdl tobb
lehetséges parositas is van, akkor megvizsgalja az Osszes lehetséges parositast, €s tovabb halad
az Osszes lehetséges megoldassal, igy Osszegezve, arra torekszik, hogy minnél tobb feladat
haladhasson egy id6ben, és ha van tobb megoldas akkor megvizsgalja az Gsszeset lehetésges

esetet, igy tuti megkapjuk az optimalisat is.
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4. A KET MODSZER HASONLOSAGA

Azért is mondhatjuk, hogy e két modszer nagyon hasonlit, mert ugyan az az
alapgondolata a kiterjesztésnek is, mint az alap Akers altal kitalalt médszernek.

A 16 gondolat, mégpedig az, hogy minél hamarabb, vagyis a lehetd legrovidebb tton
eljussunk egy koordinata rendszerben egy bizonyos elére meghatarozott ponthoz, illetve mind
a két modszernél vannak a koordinata rendszerben olyan geometriai elemek (Akers esetében
téglalapok, mig a kiterjesztésben téglatestek), amiket nem keresztezhet a vonalunk (habar a
kiterjesztésben nem elég csak erre figyelni).

Tehat anélkiil is, hogy tudnank, mit jelentenek a téglalapok, téglatestek, tengelyek, vagy
vonalak, igen hasonldnak hathat a két algoritmus miikodése és végeredményének abrazolasa.
Igazabdl a mddszerek nem is egy litemezési problémat oldanak meg elsdsorban, hanem egy
legrovidebb 1t keresést. Akers-¢ egy sikban, mig a kiterjesztés térben keresi két pont kozott a
legrovidebb lehetséges utat (bizonyos szabalyok betartdsa mellett), igy belathato, hogy igen

nagy a hasonlosag a két algoritmus k6zott, de mégsem lehet dket ugyan olyannak tekinteni.
4.1. A két modszer dsszehasonlitisa teszteléssel

A két modszert Osszevetettem, mégpedig az alapjan, hogy mennyi az atlagos
novekményiik ahhoz a megoldashoz képest, mint amikor mindegyik feladat folyamatosan
haladhatna az Gsszes gépen sorban, megszakitas nélkiil. Tehat ez alapjan latszik, hogy az alap,
amihez képest a megoldasainkat fogjuk hasonlitani az a leghosszabb feladat végrehajtasi ideje.
A névekmény egy ardnyszam, amit ugy szamolunk, hogy az algoritmus altal létrehozott
iitemezésbol kivonjuk a leghosszabb feladat végrehajtasi idejét, majd el is osztjuk vele, igy
megkapjuk, hogy hany széazalékkal lesz hosszabb a feladatok iitemezése, mintha teljesen

fiiggetlentil csindlnank dket egymastdl és mindegyik haladhatna megszakitas nélkiil.

4.1.1. Akers modszer dtlagos novekménye

Ezt az atlagot 3 példa utan fogjuk vonni. Mégpedig 3 gép esetén. Elso példa bemenete:

1 feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti ida:

1 3 2
2 6 4
2 feladat gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti ido:
1 2 3
3 2 7

32. abra Elsd példa bemenet (Forrds: Sajat megszoritdsos inputgeneratorral generdlt bemenet)
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Abrazolasa:
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Az optimalis vegrehajtast a piros vonal jeloli.
Vegrehalytasi ido = 12 + 3 = 15

33. abra Elsé példa kimenet (Forrds: Sajat Python kod Latex megjelenitéssel)

A példa alapjan a leghosszabb feladat végrehajtasi ideje 12, mig az Akers modszer alapjan
elkészitett litemezés 15 egység hosszuy, igy itt a ndvekmény N1 = 3/12.

Masodik példa bemenet:

1 feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti id&:

1 2 3
o 5 4
2 feladat gep igénye sorrendben, alattuk a mdveleti ido:
1 3 2
3 o 5

34. abra Masodik példa bemenet (Forrds: Sajdt megszoritdsos inputgenerdtorral generdlt bemenet)
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Abrazolasa:
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Az optimalis vegrehajtast a piros vonal jeloli.
Vegrehalytasi ido = 15 + 4 = 19

35. dbra Mdsodik példa kimenet (Forrds: Sajdt Python kod Latex megjelenitéssel)

A feladatok végrehajtasi ideje a kovetkezd; elsd feladaté 15, mig a masodiké 14, igy 15 lesz a
legtobb iddbe kertiild feladat végrehajtasi ideje ha az megszakitas nélkiil tud haladni. A mddszer
altal meghatarozott optimalis litemezés 19 hosszlisagi/idéegységli litemezést hatarozott meg,
igy ennek a novekménye N2 = 4/15.

Harmadik példa bemenet:

1 feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti ido:

1 2 3
4 7 7
2 feladat gép igenye sorrendben, alattuk a mdveleti ida:
3 2 1
2 7 5

36. abra Harmadik példa bemenet (Forrds: Sajat megszoritdsos inputgenerdtorral generadlt
bemenet)
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Abrazolasa:
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Az optimalis vegrehajtast a piros vonal jeloli.
Vegrehalytasi ido = 18 + 5 = 23

37. dbra Harmadik példa kimenet (Forrds: Sajdt Python kéd Latex megjelenitéssel)

Itt sem lesz a novekmény nulla. Az els6 feladatnak 18 a végrehajtasi ideje, mig a masodiknak
14, igy a leghosszabb feladat végrehajtasi ideje 18, mig az litemezésiink 23 hosszu. A

novekményiink pedig N3 = 5/18.
4.1.2. A novekmények dsszegzése

A novekményeket Osszegezziik és elosztjuk harommal Oket, igy megkapjuk az atlagos
novekményt. Az inputokat egy inputgeneratorral hoztam létra, ami random sorsolja a
feladatokhoz a gépek sorrendjét, illetve a gépigényeket (1-7-ig).

Az atlagos novekmény:

Ni1+ N>+ N3 =3/12 + 4/15 + 5/18 = 143/180
(143/180)/3 = 143/540 ami kerekitve 0,26.

Tehat az Akers mddszer atlagos novekménye 3 gép esetén €s 3 példa alapjan 0,26.
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4.1.3 Kiterjesztés atlagos névekménye

Itt is 3 gépes problémakon nézziik meg az atlagos novekményt, illetve szint gy harom
példabol vonjuk az atlagunkat.

Els6 példa bemenete:

1. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti idé:

3 2 1
2 3 1

2. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti idG:
1 2 3
2 4 2

3. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti ido:
2 1 3
2 2 1

38. dbra Elsé példa bemenet (Forras: Sajdat megszoritisos inputgeneratorral generdlt bemenet)

Abrazolasa:

P(6, 8, 5)

S R N W R WU O~
z tengely / 3 feladat

o
/E.f

39. dbra Elsé példa kimenet (Forrds: Sajat kod, Python matplotlib konyvtdr hasznalatdval)

A példa a fentebb bemutatott eset (lasd 3.4 Algoritmus Példa), ezen nézziik meg elsének az
atlagos novekményt. Az algoritmus pirossal jeloli az optimalis Utvonalat, vagyis az optimalis
iitemezést. A leghosszabb feladat futasi ideje 8, mig az algoritmusunk végrehajtasi ideje az 10,

vagyis a ndvekménye N1 = 2/8.
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Misodik példa bemenete:
1. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti idG:

1 3 2
3 5 2

2. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a maveleti ido:
2 1 3
3 3 1

3. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti id&:
1 2 3
4 6 4

40. dbra Mdsodik példa bemenet (Forras: Sajat megszoritasos inputgeneratorral generdlt bemenet)

Abrazolasa:

Z tengely / 3 feladat

41. dbra Masodik példa kimenet (Forras: Sajat kéd, Python matplotlib kényvtar haszndlataval)

Az Algoritmus tovabbra is pirossal jeloli az optimalis litemezést. A leghosszabb feladat futasi

ideje az 14 id6egység, mig az algoritmusunk 16 hosszu iitemezést adott, ami azt jelenti, hogy a

novekményiink az N2 = 2/14.

33



Harmadik példa bemenete:

1. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti id&:

3 1 2
3 4 4

2. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a mdveleti id&:
1 3 2
4 6 3

3. feladat gép igénye sorrendben, alattuk a miveleti id&:
1 3 2
4 5 1

42. abra Harmadik példa bemenet (Forras: Sajat megszoritdsos inputgenerdtorral generalt
bemenet)

Abrazolasa:

Z tengely / 3 feladat

43. dbra Harmadik példa kimenet (Forrds: Sajat kéd, Python matplotlib kényvtar hasznalatdval)

A masodik feladatunk a leghosszabb, aminek 13 lenne a futasi ideje, ha nem lenne mas feladat

is. Az litemezés, amit az algoritmusunk ad, az viszont 18 hossz1, igy a ndvekménylink az N3 =
5/13.

4.1.4. A névekmeények dsszegzése

A novekményiinket itt is Osszegezziik, mint Akers-nél, majd 4atlagoljuk, hogy

megkapjuk a 3 gépes problémakra az atlagos névekményt.

Ny + Np+ N3 = 2/8 + 2/14 + 5/13 = 283/364
(283/364)/3 = 283/1092 ami kerekitve 0,26.
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Ami pontosan annyi, mint az Akers modszerénél 2 gép esetén, igy mondhatjuk, hogy a
kiterjesztés ezek alapjan a példak alapjan nem okoz tobblet novekményt. Itt is csak, mint Akers
modszerénél sajat random generatort hasznaltam a bemenetek eldallitasahoz. Természetesen ez

nem feltétlen mindig igaz, hogy pont ugyan annyi a ndvekmény, de nekiink a példaink alapjan

mégis ez latszik.
4.2. Novekmények osszehasonlitisa/osszevetése

Az alabbi tablazatban 0sszefoglaltam a fentebbi pontokban megkapott eredményeket.

Akers modszer Kiterjesztés 3 feladatra
Problémak| Névekmények| Ertékiik |Problémak|Noévekmények| Ertékiik
1. példa M1 1/4 1. példa N1 1/4
2. példa N2 4/15 2. példa N2 1/7
3. példa N3 5/18 | 3. példa N3 5/13
Osszeg: - - 143/180 - - 383/364
Atlag: - - 143/540 - - 283/1092
Kerekitve: - - 0.26 - - 0.26

44. abra Novekmeények 6sszegzése (Sajat szerkesztés)

A tablazat alapjan latszik, hogy Akers modszeréhez képest nem jar nagyobb
novekménnyel a 3 feladatra vald Kkiterjesztés sem, hiszen random generalt problémak
megoldasanal, pontosan ugyan annyi lett a ndvekmeény, ami természetesen, nem lesz mindig
ugyan annyi, de latszik, hogy nem fog nagysagrendekkel eltérden mas megoldast adni. igy ezzel
is szemléltethetd, hogy a kiterjesztésiink optimalis, hiszen egy masik optimalis algoritmussal

Osszevetve nem jar nagyobb novekménnyel.
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5. OSSZEGZES

A Dolgozatom célja, az Akers altal bemutatott mddszer, kiterjesztése volt 3 feladatra.
Akers algoritmusanak bemutatdsa utan tettem javaslatot a kiterjesztésnek a lehetdségére, majd
belattuk, hogy tovabbi szabalyok alkalmazasa sziikségesek. A Kkiterjesztett algoritmus
bemutatasa utan, végig vettem az Osszes 1€pését sorrol sorra, ami szerint haladni kell, majd
bemutattam a pszeudo kodjat is, ami alapjan mar nem volt nehéz a megvalésitas. Ezek utan a
1épései, és a pszeudokodja segitségével bemutattam egy példan keresztiil a miikddést, aminek
eredménye képen két lehetséges litemezés koziil az algoritmus megadta az optimalis litemezést.
Ez nem volt elég, igy dsszehasonlitottam az Akers modszernek az atlagos ndvekményével, és
azt tapasztaltuk, hogy kozel megegyezik, igy beldthatjuk, hogy az algoritmusunk is optimalis
megoldast ad. A ndvekmény tesztelése kdzben teszteltem az algoritmust komplexebb példékon
keresztiil ahol akar 4 iitemezést is adott, amibdl kivalasztotta a legrovidebbet, ami az optimalis
megoldasnak bizonyult. Tehat az algoritmus az komplexebb példdkon is megtaldlja a
megoldast, igy a dolgozatom céljat elértem, és sikeriilt Akers modszerének kiterjesztése 3

feladatos problémakra.
5.1. Tovabbfejlesztési lehetoségek

Tovabbfejlesztési lehetdségen is gondolkodtam. Haromnal tobb dimenzidoba mar nem lehetne
kiterjeszteni, vagyis igen nehéz lenne azt dbrdzolni, illetve elképzelni. Ha az egy abran vald
abrazolastol eltekintiink, akkor elképzelhetd, egy olyan tovabb fejlesztés, amikor tobb feladat
is van. Mindegyik feladatot abrazoljuk mindegyik feladattal az Akers modszer szerint, ami
n*(n-1)/2 darab abrazolas, igy 4 feladat esetén mar 6 illetve 5 feladat esetén 10 Akers modszert
kell megoldani, kisebb kiegészitésekkel, vagyis figyelembe kell venni mindegyik sikon a t6bbi
sik adta lehetdséget egy feladat léptetésénél. Igy elképzelhetd tovabbi fejlesztés, és kiterjesztés
IS.

Illetve nem csak a feladatok iitemezésében lehet még fejlesztésekben gondolkodni,
hanem akar lehetne egyes feladatokat kiemelni, vagyis azt mondani, hogy egyes feladatok
prioritast élveznek, igy gyorsabban készen kell, hogy legyenek. Ezt tigy lehet megvaldsitani,
hogy az algoritmusunk mikor tobb lehetséges Gtvonal koziil adja meg az optimalisat, akkor az
elején beallitott prioritasok alapjan mas ilitemezést valaszt. Vagy akar a futasanal is mindig azt
a lépést részesiti elénybe, amelyikkel mindig halad a prioritasba helyezett feladat. Persze ennek
a priorizalasnak ara van, mégpedig, hogy nem feltétlen kapunk igy optimalis megoldast a teljes

rendszerre nézve, de mégis egy megfeleld litemezés lesz a prioritast tartva szem elott.
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