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Termalis allapotok modellezése toruszon, kiils6
homogén magneses térben

TDK Dolgozat

Galambos Tamas
(Témavezets: Dr. Téke Csaba)

Absztrakt

A pélyaintegrdl Monte Carlo (PIMC) nem perturbativ, véges hémérsékletii
szimuldciés modszer elsé sikereit cseppfolyés hélium vizsgalatdban érte el[] Azéta
kolesonhaté bozonikus kvantum folyadékok széles paramétertartomanyban vald
vizsgalatat tette lehetové, illetve kifejlesztették a fermion elGjel problémat kezelni
képes (de mar nem egzakt) Variénsait.m

Tavlati célom az, hogy alacsony hémérsékleten, erds magneses térbe helyezett
kétdimenzios elektrongdz véges homérsékletli fazisdiagrammjat tudjam vizsgéalni
kvantum Hall allapotid tartomény kornyékén. Ehhez a PIMC moddszer magneses
térben hasznalhatd verzidjanak kidolgozasan és egy ezt megvalésité szimulacios
program létrehozasan dolgozok.

A PIMC technikaban kozponti szerepet jatszé mennyiség az egyrészecske ter-
malis stirtiségmatrix, mely mégneses tér jelenléte esetén tobb tulajdonsagaban
lényegesen eltér a szokasosan hasznalt nem magneses verziotol. Példaul abban,
hogy komplex értékii és igy valdsziniségi mintavételezése (MC) kozvetlenill nem
lehetséges, sziikségessé valik az tin. fazis rogzités[l] Tovabba a tombi mennyiségek
szimulaciéjahoz kompakt geometriaju, periodikus rendszerre van sziikség, ezért a
stirtiségmatrix lapos, altalanos szogi toruszon érvényes alakja keresendo.

Jelen TDK dolgozat keretein belil bemutatom a fent megfogalmazottaknak
megfelel6 méagneses, kvaziperiodikus termalis stiriségmatrix analitikus levezetését
a ferdeszogli toruszok egy széles csaladjara, megvizsgalom analitikusan és nume-
rikusan a szimulacié szempontjabdl fontos tulajdonsigait. Ismertetem azokat az
egyszerlsitési lehetdségeket, melyekkel a numerikus szamolas lényegesen gyorsit-
haté. Végiil megvizsgalom, hogy a palyamozgatasra hasznalt , Bisection method’ﬂ
magneses esetben idedlis mintavételezési eloszldsanak altalunk javasolt kozelitése
mennyire hatékony.
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Simulation of thermal states on the torus in
uniform external magnetic field

TDKP| study

Galambos Tamas
(Supervisor: Dr. T6ke Csaba)

Abstract

The Path Integral Monte Carlo (PIMC) non-perturbative, finite temperature
simulation method reached its first successes in the study of liquid heliumf| It has
contributed majorly ever since to the investigation of interacting Bose quantum
liquids within a wide parameter range, and variants treating the fermion sign
problem (not exact methods anymore) have also been developed. Elﬂ

My long-term goal is to be able to study the finite temperature phase diag-
ram of the two dimensional electron gas (2DEG) at low temperature and in strong
magnetic field, near the Quantum Hall regime. Therefore, I am developing a version
of PIMC applicable in the presence of a magnetic field, and I am working also on a
simulation code implementing it.

The single particle thermal density matrix plays a central role in the PIMC
technique and it differs in many features from its non-magnetic version when
a magnetic field present. For example it becomes complex-valued and its direct
probabilistic sampling (MC) is no longer possible, phase—ﬁxingﬂ becomes necessary.
Furthermore, in order to simulate bulk properties, one needs a compact geometric,
periodic system. Therefore, the form of the density matrix on a flat torus with
arbitrary angle is needed.

In this TDK paper 1 present the derivation of the magnetic, quasi-periodic
single particle thermal density matrix for a wide class of angled tori, I examine
analytically and numerically its important properties with regard to the simulation.
I expound those simplification possibilities that could accelerate the numerical
calculations. In the end, I investigate the efficiency of our proposed approximation
of the ideal magnetic sampling distribution for the path resampling “Bisection”

method B
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1. fejezet

Bevezeto

A fizika kondenzalt anyagokkal foglalkozo tertiletének egyik kézponti és ma is
aktivan kutatott kérdéskore a kvantumos jelenségeket mutatd, erdsen kolecsénhatd
sokrészecske-rendszerek vizsgalata. A probléma bonyolultsaganak koszonhetéen az
analitikus leiras mellett oridsi szerep jut e rendszerek numerikus modszerekkel vald
Carlo moédszerek, melyek kozos vonasa, hogy a vizsgdlandd kvantum sokrészecske-
rendszer megfelelo leirasdbol szarmazo sokdimenziés integralokat Monte Carlo
modszerrel kiértékelve szolgaltatjak a rendszerre jellemzd fizikai mennyiségek
becsléseit. A kvantum Monte Carlo moédszerek koziil kiemelkedd az altalam is
hasznalt pélyaintegrdl Monte Carlo (PIMC) technika abbdl a szempontbél, hogy
egyensulyi rendszerek véges homérsékleten vald vizsgalatara ad lehetOséget. A
PIMC egy széleskorben alkalmazott modszer, els6é nagy sikereit cseppfolyds hélium
vizsgalatdban érte el [I] és azéta kolesonhaté bozonikus kvantum folyadékok széles
paramétertartomanyban valé vizsgalatat tette lehetové, illetve Kkifejlesztették a

fermion el6jel problémat kezelni képes (de mar nem egzakt) variansait [2], [3].

Célom alacsony homérsékleten, er6s magneses térbe helyezett kétdimenzids elekt-
rongaz véges homérsékletii fazisdiagrammjanak vizsgalata kvantum Hall allapoti
tartomany kornyékén. Hogy ez a vizsgalat palyaintegral Monte Carlo médszerrel ki-
vitelezhetd legyen, a klasszikus technika néhany alapvet6 részletén kell komolyabb
valtoztatast eszkozolni. A modszerben kézponti szerepet jatszé egyrészecske termaélis
stirtiségmatrix a méagneses tér jelenléte miatt erdsen modosul, melynek legszembe-
t{inébb aspektusa, hogy valds értékiirsl komplex értékiire valtozik. Igy az amigy is
fellépo fermion eléjel probléma helyett egy tetszoleges komplex fazissal rendelkezo
mennyiség mintavételezésévé bonyolddik a feladat. E probléma megoldasara szolgal

az un. fazisrogzités modszere [4], mely azonban a fermion probléma kezelésekor hasz-



nalatos nodus-fixdlashoz hasonléan kozelitést visz az amigy tetszolegesen pontossa
tehetd technikaba.

Tovabbi szempont, hogy makroszképikus rendszert, tombi egyensilyi tulajdon-
sagokat szeretnék vizsgalni. Ez szimulacié szempontjabol azt jelenti, hogy mivel
valoban makroszképikus méretli rendszert szimuldlni szamitastechnikai korlatok
miatt gyakorlatilag lehetetlen, véges méretli, de periodikus hatarfeltételekkel
végtelenné tett rendszert kell szimuldciésan megvalésitani. Ilyen kompakt geometria
egy altalanos ferdeszogii lapostérusz, vagyis paralelogramma, melynek szemkozti
oldalait azonositjuk. E geometridban az egyrészecske stirtiségmatrix kozelitheto a
végtelen sikra érvényes, konnyen kiszamithato alakjaval amig a részecskék termélis
hulldamhossza nem 0Osszemérhetoé a paralelogramma cellaméretével, utana azonban
a periodikus képek hatasa jelentossé valik. Mivel a szimulacioban szamos okbol
adodik hiba a szamitott fizikai mennyiségekhez (Fazisfixdlas, végesméret effektus,
kolesonhatés kezelése, statisztikus széras), fontos, hogy amire lehet6ség van, egzak-
tul legyen kiszamitva és beépitve a technikaba. Mindezeket megfontolva sziikséges
a magneses egyrészecske termalis stirtiségmatrix altalanos szogli lapostoruszon

érvényes alakjanak megtalalasa, melyet az irodalomban nem sikertlt fellelni.

E TDK dolgozatban elséként ismertetem a klasszikus PIMC technika alapja-
it. Majd bemutatom a keresett stirtiségmatrix alakjanak levezetését igen altalanos
feltételek mellett, vizsgalom e mennyiség szimulacios szempontbol érdekes tulajdon-
sagait, paraméterektdl vald fiiggését, mind analitikusan, mind a korabban altalam
irt klasszikus PIMC kdédbazis tovabbfejlesztésének, kiegészitésének koszonhetéen nu-
merikusan. Ezutdn ismertetem a fazisfixalas modszerét és annak kévetkezményét a
Monte Carlo technikéval mintavételezendé mennyiségekre. Végiil a klasszikus techni-
kaban alkalmazott palyamintavételezési modszer periodikus és magneses-periodikus
esetben alkalmazandé, altalam fejlesztett, javitasat mutatom be és demonstralom
hatékonysagat. Befejezésképpen Osszefoglalom az e dolgozat keretében megvalosult

és a még elvégzendo fejlesztéseket.



2. fejezet

A palyaintegral Monte Carlo
(PIMC) moddszer alapjai

E fejezetben egy rovid és teljességre nem torekvo bemutatasat szeretném adni a
pélyaintegral Monte Carlo (Path Integral Monte Carlo) médszer elméleti alapjainak
és mukodésének. Jelen dolgozatnak nem témaja a hagyomanyos médszer vizsgalata,
az itt lefrtak kizarolag a késObbiek megértését, kontextusba helyezését szolgaljak.
Az alap technika részletesebb ismertetése megtalalhaté BSc szakdolgozatomban [5],

illetve a teriilet alapirodalmanak szamité [I] D. Ceperley cikkben.

2.1. A palyaintegral formalizmus

Dirac [6] nyoman Feynman [7] adta a kvantummechanika palyaintegréllal va-
16 ekvivalens megfogalmazasat, melynek lényege, hogy egy idéeltolas-invarians és

spinfiiggetlen #H Hamilton-operétorral lefrhaté kvantumrendszer

U(#t) = exp (-”?) 2.1)

propagatoranak két konfigurdcios-térbeli, R és R’ rendszerkoordinatéval jellemzett
allapotéara vett U(R,R’,t) = (R’|U(t)|R) matrixeleme el64ll

U(R,R/,1) = / DR({)e SR (2.2)

alakban, ahol az integralas a konfiguraciés tér minden R kezdetii és R’ végti, t ideji
palyajara torténik, és az egyes palyak olyan fazissal interferalnak, mint a klasszikus-
ként kezelt rendszer adott palyan valo végighaladasaval kapott S hatas. Ha attériink

egy Wick-forgatassal képzetes t = —i3/h idére, gy, hogy 5 = 1/kgT az inverz hé-



mérséklet, (2.1) éppen a (3.3 termdlis siiriségoperatort adja, mely a részben
leirtak szerint hordozza a termodinamikai egyensilyban 1év6 rendszerrdl az egyen-

sulyi varhato értékek és linedris valasz erejéig dinamikai mennyiségek megszerzéséhez

sziikséges Osszes informaciot. Kapjuk tehat, hogy

p(R.R',5) = [ DR(r)eap (~Sp [R(7)]) =

M
= A}[]E}noo/de dRz ce dRM_l exXp (— mZZI S ) s (23)
ahol Sg az tn. Euklideszi-hatés (a benne szereplé Lagrange-fliggvényben a potenci-

alis energia negativ helyett pozitiv elGjellel szerepel), valamint

S™=—In(p(Rm-1,Rm, 7)), T = ]@, Ro =R, Ry =R (24)
Megjegyzendo, hogy egyenloség a hatarértékképzés minden lépésére, M bar-
mely értékére egzaktul teljesiil, nem csak aszimptotikusan, ez a szorzattu-
lajdonsag alapjan lathaté be. Minden véges M-re tehat egy M-éli torott vonal
toréspontjait a konfiguraciés térben mozgatva integralunk. Az m és m — 1 inde-
xekkel jellemzett mennyiségeket az m-edik linkhez tartozé mennyiségeknek, az Ry,
rendszerkoordinataval jellemzett konfiguraciés térbeli pontot pedig az m-edik id6-
szeletnek nevezzilkk. Mi az elénye, hogy felbontottuk az alacsonyhOmérsékletii (/3
nagy) stiriiségmatrixot magasabb hémérsékleti stirtiségméatrixok sokszoros konvoli-
cidjara, ha az eredeti kolcsonhatd sokrészecske rendszer stirtiségmatrixanak alakjat
tovabbra se ismerjiitk? A Baker-Campbell-Haussdorff illetve Suzuki-Trotter formuldk
szerint (ha a Hamilton-operator H =T + V alakd, kinetikus- és potencialis energia

operatorokkal, melyek dltaldban nem cserélnek fel):

o~ T(T+V) _ T gV~ S [1V] (1 Lo <T3)> _ TtV (1 Lo (Tz)> . (25)

e PI+Y) = Jim (e_%fe_%V)M, (2.6)
M—oco

elsorendben tehat a magashémérsékletii stirtiségmatrix
p(Run1, Run, 7) ~ / AR’ (Rm_1| e~ T |R) (R] ¢ ™ [Ryn) (2.7)

alakt, melyet primitiv kozelitésnek hivunk [I]. Altaldnosabban az S™ = K™ 4 U™

felbontast alkalmazzuk, ahol a K™ kinetikus hatasban levalasztjuk a kolcsonhatés-



mentes rendszert:
K™ =—In(po (Rm-1,Rm, 7)), un=5m"—-Km, (2.8)

ahol py a kolesonhatdsmentes rendszer siirliségmétrixa, mely a [3] fejezet {6 vizsgé-
lati téargyat képezi, U™ kolcson-hatéds pedig primitiv kozelitésben U™ = 7V (Ryy),
de szamos szofisztikaltabb mddszerrel [I] lehet e kozelitést javitani. Legegyszertibb
esetben, egyforma részecskékre, primitiv kozelitést alkalmazva és a szabad stirtiség-

matrixot (3.13]) egyenlet alapjan szamitva a link-hatés

DN
2

(Rm - Rm—1)2

S 4NT

In (47 AT) + +7V(Rm) (2.9)

alakt, ahol D a rendszer térbeli dimenzidja, N a részecskék szdma és A\ = h?/2m.

Ezt az alakot kombinalva a stirtiség-
matrix alakjaval adédik a Feyn-
man [8] &ltal megfogalmazott klasszi-
kus analdgia, mely szerint a kvantu-
mos rendszer stiriségmatrixa segitségé-
vel szamithatd egyensulyi mennyiségek
(melyek kiszamitasa szerint ma-
gaba foglal egy nyom-képzést és igy a
két végpont R és R’ azonositdsat) meg-

kaphatdak egy klasszikus rendszer kon-

figuracioés terében egy Boltzmann-faktor
szerinti valdszintiségstirtiséggel képzett
varhatd értékként. A klasszikus fizikai 2.1. abra. PIMC klasszikus analégi
rendszer alakja szerint egy kiilonle-

ges gylripolimerekbdl allé rendszer. Minden valdsédgos részecskének egy M részecs-
kébol allo gytirtipolimer felel meg, melyben az élek harmonikus potencidlt biztositd
rugok, a polimer egyes részecskéi az adott valosagos részecske kiilonb6zo idészele-
tei. A polimerek kozott olyan a kolecsonhatas, mint amit V' leir, de csak az azonos

idészelethez tartozé részecskék kozott hat, mint azt a [2.1] 4bra szemlélteti.

'Forrés: http://www.sklogwiki.org/SklogWiki/images/7/7e/5bead_pathIntegra_ij.png
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2.2. Monte Carlo

A klasszikus rendszer sokdimenzios konfiguracios terében szamitandé integralok
kiértékelésére kivaloan alkalmas a széleskorben hasznalt Metropolis Monte Carlo
algoritmus [9]. Ennek lényege, hogy a konfigurdciés térbeli egyensilyi valdszin-
ségi eloszlast mintavételezi egy Markov-lanc megkonstrudlasaval és ezen szamolja
a vizsgalandé fizikai mennyiség becslojének atlagat. A Markov-lanc tetszéleges sg
konfiguraciébdl indithaté és feltételez egy dinamikat, melyet a két kiillonb6zo konfi-
guracié kozti atmeneti valoszintiség, P(s — s') ir le. Ha ez a dinamika ergodikus és
teljesiil ré a

T(s)P(s—s)=m(s)P (s —s) (2.10)

részletes egyenstly, ahol m(s) az s konfigurdcié egyenstlyi valészintisége, a Markov-
lancbeli s; allapotok eloszlasa az egyensulyi eloszlashoz fog konvergéalni. A Metropolis

algoritmus az atmeneti valoszintiséget két részre bontja:
P(s—=s)=T(s—s)A(s—5), (2.11)

melyben T (s — §') irja le, hogyan mintavételezziik a kovetkezd konfigurdciét az
aktudlis alapjan és A (s — §') annak a valdszintisége, hogy ezt a javasolt dtmenetet

elfogadjuk. Amennyiben példaul a szokasos konvenci6 szerint

A(s = ') = min {1, 2(8/ = s)m (S/)} (2.12)

valasztassal éliink, teljesiil a részletes egyensuly, varhatéan bizonyos szamu 1épés
utan nagyjabdl elérjiik az egyensulyi eloszlast, persze e konvergencia sebességének
novelése illetve az ergodicitast javité technikak konstrualasa tovabbi megfontolaso-
kat igényel [I]. A hatékonysig egyik alapkritériuma, hogy az elfogadas val6szintisége
nagy legyen, vagyis, hogy egy lépésben az 0j konfiguraciot az egyensilyihoz kozeli
eloszlasbol tudjuk valasztani. Tegyiik fel, hogy olyan a dinamika, hogy egyszerre
egy R, idGszeletet mozgatunk, a polimerek maradékat, igy az Ri_1 és Rj;q1 szom-
szédokat is helybenhagyva. Ekkor egységnyi az elfogadési valészintiség, ha az 0j R

konfiguraciot

T(R N R/) _ p(RiflaRgaT)p(R’;aRierT) _ p(Rifl7R;7T)p(R§7Ri+la7-)
' ' f ngP(Ri—L R;> T)p(R;7 Ri-‘rla 7—) p(Ri—la Ri+17 27—) ( )
2.13

mintavételezéssel valasztjuk (nyilvan, ha ezt egzaktul meg tudnank tenni, nem lenne

szitkség a szimuldciora). Ezt nevezik Heat Bath Transition Rule-nak [I]. Ennek minél



jobb kozelitésével foglalkozik a [4.2] rész.

2.3. Elojelprobléma, nédus-, fazisfixalas

Amennyiben a rendszer részecskéi nem megkiilonboztethetéek, a stirtiségmatrix

alakja

1 .
po/r (R.R ) = - 3 (£1)77 / o / dR; dRs - dRy_1
P

P (R, Rl, 7') 1% (Rl, Rz, 7') e p (RM—la PRI, T) (214)

lesz, ahol B jeloli a bozonikus, F' a fermionikus esetet. Igy a térbeli mintavételezésen
kiviil a permutacios tér hatékony bejarasat is meg kell oldani, a klasszikus analogia-
ban ez a zart gytriik atkeresztezodésének feleltethet6 meg. Mig bozonok esetén egy
mindenhol pozitiv eloszlast kell mintavételezni, addig fermionok esetén a stirtiség
pozitiv és negativ tagok kozott valtakozik, mely azt eredményezi, hogy az integra-
lok direkt numerikus kiértékelése lehetetlenné valik, mivel a nagy, kiillonb6z6 el6jeli
tagok Osszegébdl szamitott nagy hibdju mennyiségek hibacsokkentése hosszabb at-
lagolassal a rendszerkoordinata dimenzidjaval exponencidlisan skalazodva lesz egyre
kevésbbé hatékony. Ennek kezelésére talaltak ki és alkalmazzak az in. nédusfixa-
las technikajat [2],[3], melyben valamilyen feltételezések alapjan kitaldljak milyen
lehet az egzakt stirtiségmatrix csomofeliileteinek szerkezete, és utana nem engedik a
szimulaciot kimenni a kezdékonfiguracio altal kijelolt és a feltételezett csomdsikok-
kal hatarolt tartomanybol. Ennek a technikanak a f6 hatranya, hogy az eddig az
M paraméterrel tetszoleges pontossaguva tehetd, jol kontrollalt kozelitést add alap-
modszert egy nem kontrollalt kozelitéssé teszi, nehéz ellendrizni a ndédusszerkezet
megfelel6 valasztasat.

Ha a stirtiségmatrix komplex értékii, mint példaul méagneses esetben, az el6jel-
probléma egy tetszoleges fazis problémajava valik, melyet a valdszintiségi kiértéke-

léshez szintén valahogy rogziteni kell, ennek kérdésével foglalkozik a rész.



3. fejezet

Egyrészecske termalis

striségmatrix

3.1. A stlriiségmatrix

Kornyezetiikkel 6sszekottetésben allé kvantumrendszerek esetén a szokasos hul-
lamfiiggvények nem tudjak kimeritéen jellemezni a rendszer allapotat. Ennek oka,
hogy a teljes zart rendszert (rendszer+kornyezet) jellemz6 éllapotbdl a rendszer
vizsgalatakor kiprojektalédnak a kornyezet allapotai, ami kiilonbo6zo6 statisztikai su-
lyokat ad a rendszer allapotainak, igy abban egy fizikai mennyiség varhaté értékét
nem egyetlen hullamfiiggvénnyel valé varhatéérték-képzéssel kapjuk, hanem ilyenek
valoszinliségekkel stulyozott 0sszegeként. A vizsgalt rendszeriink altalaban kevert al-
lapotban van, vagyis az elébbi 6sszeg nem egytagu. Az ilyen kevert allapotban 1évo
rendszerek jellemzésére alkalmas a stirliségoperator p, melynek segitségével egy O

operatorhoz tartozé fizikai mennyiség varhaté értéke

. Tr ﬁ@
Tr {p}
A stlirtiségoperatort a rendszer tetszoleges bazisan kifejtve kapjuk az adott bazishoz

tartozo striiségmatrixot

pij: = pijli){jl. (3.2)
i7j

Minket az a specidlis eset érdekel, mikor a vizsgalt rendszer a kornyezetével csak
termikus kapcsolatban &ll, és egyensulyban van. Ekkor statisztikusan az allapot
egy kanonikus sokasagként kezelheté. Ha a vizsgalt rendszer allapotait a rendszer
hermitikus Hamilton-operdtordnak H ortonormélt bazisan {W,}, fejtjiik ki és H; =

E;¥,;, akkor az egyes éllapotok megjelenési valdszintisége exp (—SE;) Boltzmann-



faktorral lesz aranyos, ahol § = 1/kgT az inverz hémérséklet. gy a rendszert leiré

termalis stirtiségoperator alakja

W) (W] = e 7%, (3.3)

p= Z e PE:
%

mely utébbi alak teljesen bazisfliiggetlen. Ez a stirtiségmatrix nem normalt, ezért a
varhato értékek szamolasdhoz, mely az egyes allapotokban kapott varhatd értékek

valoszintiségekkel stlyozott Osszege, be kell vezetni a normalé allapotosszeget
Z="Tr{p}=> e ¥, (3.4)

melynek segitségével barmilyen fizikai mennyiség egyenstlyi varhato értéke ((3.1))
alapjan szamolhato. A palyaintegral Monte Carlo technika hasznédlatahoz, mint
a [2] fejezetben lattuk, a mennyiségek pozicidreprezenticiéban ad6dé alakjara van
szitkséglnk, igy a termélis slirliségmatrix, melyet két folytonos N - d dimenziés (N

részecske d-dimenziés térben) R és R/ rendszerkoordinéta és § paraméterez,
p(R,R,B)=>"e P50 (R)V; (R) (3.5)

alaku lesz. A stirliségoperator bazisfiiggetlen (3.3 alakjat figyelembe véve konnyen
belathatoé (egy teljes béazis beillesztésével) a stirtiségmatrix palyaintegral Monte Carlo
szempontjabdl rendkiviil fontos szorzattulajdonsaga: minden 5 = 31+ (5 felbontéasra
igaz, hogy

p(R.R,5) = [ dRip (R, Ra, 1) p (R, R, ). (3.6)

A ] fejezetben leirtak alapjan (illetve (3.3)) és (3.5) egyenletekbdl is lathatéan)
a termalis stirtiségmatrixnak, mint képzetes idejii propagatornak g képzetes idobeli

diffaziv fejlédését a Bloch-egyenlet irja le:

d N
%p (R> Rlvﬁ) = —HP (R7 Rlvﬂ) (37)

p(R,R,0)=5(R—R) (3.8)

3.2. Szabad részecske szabad hatarfeltételekkel

Tekintsiik elsoként a legegyszeriibb esetet, mikor a nem-relativisztikus, egyforma,

megkiilonboztethetd részecskék nem hatnak koleson és szabadon mozoghatnak a
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térben, vagyis rendszeriinket a

H=- h ZZ (3.9)

nlzl

Hamilton-operator irja le. Lathat6, hogy mind részecskékben, mind dimenziéban
szétesik a probléma, elég egy dimenzidoban az egy részecske stirtiségmatrixat ismer-
ni, ez egyébként a kiindulé alapmennyisége a legtobb palyaintegral Monte Carlo
modszernek [I].

A Hamilton-operator sajatallapotai és a hozzajuk tartozo sajatértékek a végtelen

vonalon (k € (—o0, 00) folytonos spektrummal)

eikr
U(r k) = 3.10
(k)= o (3.10)
h2k?
Ek)=—— 3.11
) =5 (3.11)
alakuak, ahol az allapotok normalasa a teljességbhdl kovetkezik:
/dk U, R k) = 8(r — 7). (3.12)
Ebbol a termaélis stirtiségmatrix, ha A\ = %
plrr'.8) = 5 [ Hr—1)) = e . (313
r,r! ex r=r)|= ¢ :
P NZESY; !

ami konnyen beldthatéan teljesiti a (3.7))és (3.8)) Bloch-egyenletet és a [ képzetes
id6ben torténé diffizié Green-figgvénye. Ez a megoldas véges rendszerre (L oldali
szimuldciés doboz) is kielégité tud lenni, mindaddig, mig L > /A3, ha ez nem

teljesiil, periodikus hatarfeltételeket alkalmazva kell a stirtiségmatrixot meghatarozni

(1asd. [3.4).

3.3. Toltott részecske magneses térben szabad ha-

tarfeltételekkel

Ebben az esetben is egyrészecske mennyiségeket kerestink, méghozza célkitiizése-
inknek megfeleléen d = 2 dimenziéban, igy hogy a végtelen x — y sikon egy B = BZ

homogén méagneses tér hat (a probléma d = 3 dimenziéra trividlisan altaldnosodik).

11



Ekkor az egyrészecske Hamilton-operator alakja

s _ (P+gA)
="’ 3.14
# = PTIR) (3.14)
ahol q esetiinkben ¢ = —e, mivel elektronokat szeretnénk vizsgalni és A a magneses

teret jellemzo vektorpotencial, melyre rotA = B és a tovabbiakban mindig az aldbbi

Landau-mérték valasztast hasznaljuk:
A = —Byx. (3.15)

A szokasos megoldas menetét kovetve e valasztassal a Hamilton-operator alakja

koordinatakban felbontva

. . — eBy)? 2
g Ppe—eBy Py

3.16
om om’ ( )

amiben nem szerepel az z koordinata, igy a szorzathullamfiiggvény z-irdnyt kom-
ponensét kereshetjik ismét (3.10) momentum-sajatfiggvény alakban, ezt behelyet-

tesitve a Schrodinger-egyenletbe a szorzathullamfiiggvény y-komponensére

(py I 02 B2 (y B 67; k) ) Yoily) = EnnY(y) (3.17)

2m 2m

alakot kapjuk, mely egy eltolt nyugalmi helyzeti harmonikus oszcillator egyenlete

(az n kvantumszamot megel6legezve a Landau-szinteknek)

eB h
e = — g: e ].
w -~ ”eB (3.18)

ciklotron-frekvenciaval és magneses hosszal. Ennek megoldasa ismert, a sajatfiigg-

vények, illetve sajatenergiak:

exp(ikx — 2))? _ 2k
Mk (2, y) = plikz) exp (_(y%z)) H, (y ] ) ; (3.19)
\/QW-ﬁ-E-Zn-n!
Eo = ho, (n + ;) . neN, keR, (3.20)

ahol H, az n-edrendii Hermite-poliném. Lathaté, hogy a Landau-szint energidja
nem fligg k-t6l, végtelen sikon minden palya végteleniil degeneralt, ami persze egy
kozelités, valojaban minden fizikai rendszer véges méretli, mely diszkrétté teszi a k
paramétert és végessé a degeneralt allapotok szamat (lasd. .

Ezek a Landau-palyak ortonormaltak, igy a magneses termalis egyrészecske siirii-

12



ségmatrix
p(r,x',3) = Z/ dk 1 (2 Y )i (2, y) exp (=B Ey 1) (3.21)
n=0" >

alakban szamolhat6. Vezessik be az u = exp(—fhw,.) mennyiséget. Mehler formula-
jat [10]

SR ) e (RN e

n=0

felhasznédlva az n-re vald Osszegzés elvégezhetd, ami utdn a k-szerinti integralt is
elemi médon szamolhatjuk. Rendezés utan megkapjuk a szabad hatarfeltételii, mag-

neses termalis egyrészecske stirtiségmatrixot:

plrr ) = L VU p( L1+

—27r€21—ueX 4621—u|r v+

i(r' —2)(y +¢)
o ) . (3.23)

Alapvetéen nagyon hasonlit ennek alakja az idétiikrozésre szimmetrikus eset
alakjara, ez is egy képzetes idében torténd diffuziot ir le, de értéke komplex, van
benne egy mértékfiiggs fazisfaktor, ami megtori az eltolasinvarianciat (bar az abszo-
latértékre nem) és a diffizié sebessége is megvaltozik, mig nem-mégneses esetben a
kiterjedés () ~ v/AB, addig mégneses esetben o(8) ~ ,/tanh (%) < 1, megall
a kiterjedés. A § — 0 hatareset:

p(r,r’,0) =0 (r—r')exp (Z(x/ - ;zgy T yl)) =d(r—r). (3.24)

3.4. Szabad részecske periodikus hatarfeltételekkel

c sz

mitégépen megvaldsitani, ami nagyon koltséges, st tobbnyire lehetetlen lenne a
szamitastechnika mai fejlettsége mellett, vagy végessé kell tenni a geometriat gy,
hogy az éleffektusok ne zavarjanak, melynek egyik legelterjedtebb médja periodikus
hatarfeltételek alkalmazasa. Mi is ezt fogjuk alkalmazni a derékszogli dobozba zart
szabad részecskék rendszerére. Ebben a specidlis esetben az iranyok fiiggetlenek igy
ismét elég az egyrészecske slirliségmatrix megkonstrualasat egy dimenziéban végez-
ni.

Legyen ezen dimenzié mentén a doboz mérete L, a koordinata x, a Hamilton-

&2 h2

operator pedig H = —A5, a mar ismert A = g- értékkel. A Schrodinger-

egyenlet megoldasainak tudniuk kell a periodikussagot: ¥(z + L) = ¥(x) és alakjuk

13



Ui(z) = %, melyre a periodikussag a k = Z%n, megkotést adja, ahol n € Z. Az
adott allapothoz tartozé sajatenergia E), = Mk2. A sajatdllapotok persze ortonor-
maltak, igy a siiriségmatrix (3.5)) alapjan

plx, o' ) = 2 i exp <—6/\ <2§>2 n® +i(r — x’)?n) , (3.25)

melyet osszevetve ([A.20) egyenlettel kapjuk, hogy
(.7, 8) = 205(5,0), 2= ~(x 1) e 5A(2”)2 (3.26)
= — = — — = eX — —_— .
P\T, T, I 3(%,4), I ) q p L )

ami tehat tudja a periodicitast és valos értékii, mint azt vartuk is.

3.5. Magneses egyrészecske termalis striiségmat-

rix toruszon

Az eddigi felvezetéssel ratérhetiink végre a minket igazan érdeklé mennyiség meg-
konstrudlasara, amely egyszerre ad szamot a sikra meroleges, homogén magneses tér
jelenlétérél és a véges periodikus geometriarol. Az utébbi fogalmat a levezetéshez
némileg tovabb altalanositjuk és tetszdleges ferdeszogi lapos toruszt megengediink
(ezt kés6bb valamelyest ismét szigoritanunk kell), vagyis 0 hajlasszogii paralelogram-
mat, melynek atellenes oldalait azonositjuk. Tovabba a periodikus hatarfeltételeket
annyiban lazitjuk, hogy tn. csavart periodikus hatarfeltételeket (Twisted Periodic
Boundary Conditions [11]) kell csak kielégiteniiik az allapotoknak, mely azt jelenti,
hogy a paralelogramma oldalainak Osszeillesztésénél egy fazisfaktornyi szabadsagot
megengediink. Ez a szimuldciékban a véges méret effektusok csokkentésére hasznal-

hatd, illetve javithat a Metropolis Monte Carlo bejaras ergodikussagan.

3.5.1. A magneses tér és a geometria adta megfontolasok

Mint a részben is lattuk, az egyrészecske-probléma Hamilton-operatora és az

altalunk valasztott Landau-mérték

. 2
A-PoCAT A g (3.27)

2m
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alakt, ahol B a feliiletre meréleges, z-iranyba mutaté homogén magneses tér nagy-

saga, és bevezetjik a

I '
— =)D D=V-2%A (3.28)

H:p—eA:E,D H =
) m h

[\l

kinetikus momentum fogalmat, mely magneses tér jelenlétében lathatoéan kiillonbozik
a kanonikus p momentumtol, valamint a szokdsos A = h?/2m jeléléssel a D kovarians
differencialoperatort. Fontos észrevétel, hogy se a kovarians derivalt, se a kinetikus
momentum komponensei nem cserélnek fel egymassal, analég moédon a kanonikus
impulzussal és koordinataval

7

— (3.29)

1L, I1,] = iheB, [Dy, D] =

(3.18)) szerint, mely analégia alapjan a Hamilton-operator azonosithaté egy

harmonikus-oszcillatoréval a kovetkezo Landau-szint léptetooperatorokkal

[ 1 [ 1
0 = T Ha: 11 al — Ha? — Il ) .
a QHGB( +Z y)7 a 2h€B( t y) (3 30)

aall=1, A=t <a*a + ;) | (3.31)

Erdemes a két dimenzids sikot azonositanunk a komplex sikkal és 4ttérni komplex
valtozokra, ezek szerint z = v + iy, z = x — iy, 0, = 1(0, — i0), 0: = 3(0, + i0,),
A, = %(Ax —iA,) és Az = %(Ax +iA,). Igy az operatorok alakja

N NGY, (az - ¢2A2> . at=—ivae (az - z';AZ> , (3.32)

ha, mindkettét (—1)-gyel megszorozzuk, semmi nem torténik, de ezzel az altalunk

valasztott mértékben

I Yy . /. Yy
ﬂ<zam—ay—€2>, aT:\/ﬁ(Z&B—Fay—p) (3.33)

alakot kapunk, amik segitségével az alap és gerjesztett allapotok megkereshetoek.

a

Fontos latni, hogy magneses térben a szokasos exp (%Lp) = exp (LV) operétor, az
L vektorral val6 eltolas operatora nem cserél fel a magneses Hamilton-operatorral,
mivel az tartalmaz helyfiiggést a vektorpotencidlon keresztiil. Ezért olyan eltolasokra
lesz sziikségiink, mely egy mértéktranszformacioval korrigélja az eltolt hullamfiigg-

vény, slirliségmatrix fazisat. [lyenek a magneses eltolasoperatorok [12], melyek alakja

15



a kétdimenzios, z-iranyt homogén magneses tér esetében

?

#(L) = exp <L (D - z))) , (3.34)
konkrétan (3.15)) szerinti mértékben

ix L,

(L) = exp (1 (V + ;my)> ) e () L) (33)

Ezek az operatorok konnyen ellendrizheto, hogy feleserélnek a magneses Hamilton-
operatorral barmilyen mértékvalasztas mellett. Tovabba az ilyen alakt operatorok

reprezentaljak a magneses eltolascsoportot, ha teljesiil a csoportszorzas
H(L1)t(La) = t(Ly + L) (3.36)

alakja. Ez csak az L; vektorok specialis megvélasztasa mellett lesz igy. Ennek belata-
sdhoz a Baker-Campbell-Hausdorff formula degeneralt ([X, [X,Y]] =[Y,[X,Y]] =0

fennallasa esetén igaz) eXe¥ = X +Y+31XY] alakja ad segitséget, melybol a feltétel

Flo)—zgrxzﬂ,Lzoj_éxrxzo]:

1L L 12t Ny, Ny mod 2 =0
Ty > Laf _ oo (3.37)

& i4mNy, Ny mod2=1

ami azt jelenti, hogy a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriiletének olyan-
nak kell lenni, hogy a rajta dtmend magneses fluxus a ®o = 2 (nem szupravezetd)
fluxuskvantum péaros egész szamu tobbszorose.

Tekintsiik most a vizsgalt lapos térusz geometriat. A kétdimenziés sikon, melyet
azonosithatunk a komplex sikkal, a mégneses egységcellat az (L, Lg), 0 szoget be-
zard vektorpar fesziti ki a [3.1] dbra szerint és ezek mentén torténnek a periodikus

L1 i0 ¢ , ., ,
e, igy a komplex sikon a periédus L; és Li7. A

képekhez vald eltolasok. 7 =
csavart periodikus hatarfeltételeket és a magneses eltolast figyelembe véve minden
allapotra

tL)U =0, t(Lg)V = 20, (3.38)

teljesiilését koveteljiik meg, és azt, hogy a kétféle racsvektorral valo eltolas sorrendje

felcserélhet legyen, mely gyengébb kritérium, mint ([3.37)) és csak siméan

|L1 X L2|

[t(Ll)v t(L2>] =0 2702

=N, (3.39)
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3.1. dbra. Magneses egységcella a lapos téruszon

Osszefiiggés kell teljesiiljon, N, paritasatol fiiggetleniil. A ¢y és ¢o tetszOleges para-
métereknek szemléletes fizikai jelentésiik van, ugy képzelhetéek el, mint mégneses
fluxusok kérbejarasdnak Aharonov-Bohm effektusa [13],[14]. Ha harom dimenzié-
ban képzeljiik el a sikbdl 6sszehajtogatott toruszt, a kiilso, sikra merdleges magne-
ses teret a térusz toroiddlis irdny1 tengelyén 1évo gytirti alaki magneses monopdlus
szolgdltatja, ¢ a térusz kozepén 1évé lyukon dtmen6 fiktiv méagneses fluxus h/e egy-
ségekben, ¢o pedig a torusz keresztmetszetén toroidélis iranyban atmend fluxusként

értelmezhetd.

3.5.2. Egyrészecske sajatallapotok

Minden el6 van készitve a toruszon kvaziperiodikus magneses sajatallapotok meg-
kereséséhez. [I5] nyoman belatjuk, hogy a legalacsonyabb (n = 0) Landau szint

hullamfiiggvénye Landau-mértékben,

Gapy = (i\/ﬁeag _ \/y%) bo(2) = \2 (z'az 9, - ;) Yolz,y) =0 (3.40)

alapjan altalanosan
y2
vo(z) = fz)e 2 (3.41)

alaku, ahol f(z) tesz6leges alaku analitikus fiiggvény. Mivel azt szeretnénk, hogy
az allapot a téruszon kvaziperiodikus legyen, az f(z)-t (A.1) formdju figgvények
terében keressiik, ugyanis a Jacobi elliptikus Theta fiiggvények (lasd. az . figge-
lékben) a komplex sikon duplan kvaziperiodikus analitikus fiiggvények terének egy

teljes bazisat adjak. [16] és [17] alapjan, felhasznalva a magneses eltoldsokat kapjuk,
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hogy

f(z 4 Ly) = exp (i¢n) f(2), (3.42)
f(z+ LyiT) =exp (igbg - QWZ[:Z/NQZ) — i NyT + i7TN¢9‘{e{T}) f(2), (3.43)
1

amit Osszevetve az (A.2)) egyenletekkel kapunk N, kiilonbozé normélt allapotot a

legalacsonyabb Landau-szinten:

Yom(2) = ——==1 “ Te? Nyt | e 22, (3.44)
NN B2
m=0...(Ny—1) egész és
le m Qﬁz N¢%9{T}
m = el byp=—7"-——7"—. 3.45
“n =N, TN, o 2 (3.45)
A fenti allapotok ortonormaltak a magneses egységcellan
Lo sinf yctg0+L
/0 dy [ dwl (o 4 i) (o + i) = Sur S (3.46)
yctg

és mindnek Ny zérusa van az egységcellaban, egy vizszintes vonal mentén, egymastél
egyforma L, /N, tavolsagra.

Képezziik a magasabb Landau-szintek allapotait

(2 (Z)=<&T>n¢ (2) (3.47)
n,m \/m 0,m .

segitségével, melyek igy tovabbra is ortonormaltak maradnak és mivel az m in-
dex nem valtozik vagy keveredik a léptetés soran, latszik, hogy minden szintnek
ugyanakkora, Ng-szeres degeneraciéja marad, mint az alapallapotnak, ellentétben
a kvantdlt Hall effektus irodalomban gyakran hasznalt masik kompakt geomet-
ria, a Haldane-gomb [I8],[19],]20] esetével. Egyszerii algebrai atalakitasokkal és az
Hermite-polinomok rekurziv eléallitasat ismerve kapjuk a

U (2) = N i exp <z'7rN¢T (p+ am)? + 2i (p+ am) bm) X

\/ ELl Q”n'\/7_r p=—00

02 . 2
X exp ( P+ ZOp’mx> H, (y + Cp’m) exp <_(y + Com) ) (3.48)

202 2 14 202

18



kifejezést, amelyben

27T€2N¢

Com= =1

(p =+ am) = LiIm{7}(p + an,). (3.49)

3.5.3. A termalis stlirtiségmatrix

A mar megszokott modon fel kell Gsszegezni az 6Osszes allapotot a megfeleld

Boltzmann-faktorokkal

1

pl.r'.0) = 3 Z r ) ()72, (3.50)

melybél eldszor a [3.5] részben latott médon az n-szerinti Osszegzést végezzik el a
(3.22) Mehler-formula szerint:

Ny—1
p(r, v’ 3) = ﬁLl\/E\/\/ﬂm > ) exp (2'7T7'N¢(p + am)? — i Ny(p' + am)?

m=0 p,p/

+270(p + A )b — 270 (P + A )b + 22

C? iCymr  C% 1Cy o’
m + p7 + p 7m - p 9
202 02 202 02

11 2
X exp (— v (A% 4+ B?) +

S AB) (3.51)

— 2

+C/

,m

ahol A = W és B = . Lathatéan a p és p/ szerinti Osszegzés az utolsd
AB-t tartalmazo6 tag kivetelevel szétvalik, amiket ismeretében szebb alakra
hozhatnank. Vezessiik ezért be az ny = p+ p’ és ny = p — p’ 0j Osszegzdindexe-
ket, mellyekkel az Osszegzések szétvalaszthatova valnak. Két dologra kell figyelni,
az egyik, hogy ny — no mindig péros, vagyis akkor kapjuk a korabbi 6sszeget, ha
egyszerre vagy n, €s no is paros, vagy mindketto paratlan. A masik, hogy ez a val-
tozdcsere akkor vezet csak tényleg teljesen szétvalaszthato osszegzésre, ha a torusz

alakjanak tetszolegességét kicsit megszoritjuk és a

NyRe{r}  NyLycost

exp (imNgninoRe{r}) =1 5 =L

-k keZ (352

feltétel teljesiil.

Ebben az esetben egy sor egyszeri algebrai atalakitas utan a kévetkezo alakot kap-
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juk:

p(r,r',B) = W +y7) +

Vu 11+ u?
exp | —=—-——
(yiyi—@ P\ 21—

o

1
am+§

2u_yy'
1 — w2 ¢2

0
2b,, + 2Npa.,Re{T}

2b,, + QNiam%e{r}] (Z2\T2)} , (3.53)

] (22]|m2)+

"‘19 (21|7'1)19

amelyben az tijonnan bevezetett valtozok jelentése

20N\ 1 — N, 1—
i (U0R) Tt =T (e i) G

Ll 1+U7 Ll 1—|—u

. [2(N, 1+u TNy n o ~l4+u
_ _ - . (355
noin(PPE) T as TR (e i -0t 6

3.5.4. Transzlaciés tulajdonsagok

(A.2) és (A.5) alapjan egyszeriien belathaté a p(r,r’,3) termalis stiriségmat-
rix mégneses eltoldsokkal szembeni kvaziperiodikus viselkedése (természetesen az r’

valtozéban konjugélva kell eltolni):

A kifejezés szép és kompakt. Numerikus szempontbol elony, hogy a Theta-
fiiggvények komplex 7, 7o periddusa tisztan képzetes, viszont szerencsétlen T' — oo,
u — 1 klasszikus limeszbeli kiillonb6zo 7 — 0 és 7 — oo szélsOséges értékiik.
Tovabba kitiintetett az y-irany, nem szimmetrikus a kifejezés a tér két iranyara,

nem latszik az egyes tagok jelentése. Ezért érdemes elvégezni egy (A.24) modularis
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transzforméciét a (z1, 71) parban. Ezzel a kévetkezé intuitivabb alakot kapjuk:

1 Vu

1 14w

o Clltu L, i@ )y ty)
p(r’r’ﬁ)_zﬂgﬂ—ue}(p( 4621—u|r r'[* + 902 X
Ny—1
1 Ne 0z Ly ) 0
o L 9 Al Z9|T2 )+
N¢ mzz:o { |:am] (7'1 (2€N¢ﬁ) ’ 2b,, +2N¢am9%{7} ( 2| 2)
0 21 Ly 4 ) %

iy Al I u Ny 2|m) ¢, (3.60

U + (n (%NNTT) *) |25 + 2Nya9e {7} R

ahol az 1j argumentumok alakja

Ly \' i L \'1+u

/

S ] N L el 61
n <2€N¢ﬁ> e w<2m¢> 1—u (3:61)
Z1 L1 1+U>

- = / ) r_
T 462N, ((y—i—y)—l—z(m x>1—u

(3.62)

Osszehasonlitva a sfirfiségmatrix nem periodikus alakjat és a kapott
alakot, azt taldljuk, hogy a hémérsékletfiiggd elétagok, a koordinatak kiillonbségét
tartalmaz6 Gauss-i tag és a homérsékletfiiggetlen fazisfaktor is megegyeznek, ami
pedig azok utan kovetkezik, biztositja a fiiggvény szerinti periodikus
viselkedését. Mind a prefaktorban, mind a Theta-fliggvény parok osszegében az x
és y irdnyok valtozoi kozti aszimmetria megsziint, a kiilonbségi r — r’ koordinata x

és y komponense lesz mindkét z valtozdéban a képzetes és homérsékletfiiggo, mig a
r+r’
T2

Erdekes megfigyelni, hogy mig a szabad hatérfeltételii (3.23) stiriségmétrix ese-
tében |p(r,r’, §)| invaridns az r és r’ egyiittes, d vektorral valé eltolasara (a to-
megkozépponti koordindta mozgatasara), addig a periodikus hatarfeltétel, ((3.60))

esetében ez nem igaz, a magneses egységcella nem tolhato el tetszélegesen. A Theta-

tomegkozépponti vektor komponensei a valés 0sszetevok.

c sz

tiv modon inkorporalhaté a b karakterisztikdba, amivel a (3.60)) stirtiségmatrix egy
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ujabb alakjat kaphatjuk:

1 Vu L1l+u ) i@ — @)y +y)
plrx', B) = o2l —u P (_4521 — u|r -4 202 X
Ny—1
13 0 ( (2 — ) )
X == TNy 7| | ¥
N¢> mzz:o { A + 47r£2N¢(y+y> Ly HH
0
" < mly—y) ‘7) N
2bm + 2NganRe{T} + 72 (x—l—x) 2 Lysind
0 r_
+1 ) <7TN¢ (z 33)7'{ T{) X
am+ + 4ﬂe2N¢(y+y) Ly

1

9 2
20, + 2Npa,Re{T} + 72 (1: +a')

T2

2 L2 sin 6

rg> } . (3.63)

Jol elkiilonithetévé valik a tomegkdzépponti koordinata szerepe, mely a fliggvények

(7? (y—v)

karakterisztikajaba épiil be és a relativ koordinata, mely a Theta-fliggvények argu-
mentumat adja, kiemelve a periodicitast. Az egységcella, vagyis a tomegkoézéppont

d vektorral valé eltolasa az eredeti a,, és b, karakterisztikak

N(z, Ll
by — by + —d, m = Gy + ————d 3.64
T m = SN, (3:64)
valtozasanak foghato fel, melyek (3.45) alakjabdl kovetkezik, hogy ez a csavart pe-

riodikus hatarfeltételekben bevezetett fluxusok

27TN¢ L1
d,
I o1 — o1+ 7

P2 = P2 — —d, (3.65)

megvaltozasaként értelmezhetd. A hatarfeltételek invariancidjahoz ezek a fluxusok
csak kvantaltan valtozhatnak, igy a stirliségmatrix abszolutértéke is csak az egység-

cella diszkrét eltolasaira invarians:

Ll 27T£2 Ll LQ sin 0
d _ (2, 28t Z. 3.66
<N¢n1, I n2> <N¢n1’ N, ny |, ny, Ny € ( )

Megjegyzendd, hogy (3.60) parjaként végezhettik volna a m — —%, 29 — 2

T2
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modularis transzforméciot is, igy egy nagyon hasonlé alakot kapunk,

p(r, v, ) 27362 1\iaue P <_4€2112|r+r/|2+ i($'+9§)£§y' —y)> o
X LNWI m| T 2(bm + NoamRe{7}) L,
¥ {ﬁlo (= M[ 0 (2]armrn) +
Wn 5| o 2(by, + NyamRe{r}) ( I, )
+9 (2] 1)19{ ' ] TQ (%Ncb\/_) }, (3.67)

ahol az 1j valtozok

Lo \' i L \1-u
/o
E <2€N¢,\/_> (2@1\@) 14w’ (3.68)
2 Iy N 1 —u>
=y, (v=1)—ilw+a)y ). (3.69)

Ezuttal a tomegkozépponti és relativ koordinatak szerepe felcserélédik és a r — r’

relativ koordinatdban vald eltolasok feleltethetéek meg fluxusvaltozasnak.

3.5.5. A f— 0 és [ — oo viselkedés

A sirtiségmatrix magashomérsékletti, vagyis 8 — 0 hatarértékben vissza kell ad-
ja a (3.8)) Bloch-egyenlet kezdéfeltételét. A periodikus geometria természetesen ezt
némileg médositja. A levezetéshez egyenletbdl indulunk ki, és kihasznaljuk
a Theta-fiiggvények felirdsat. Csak a vezetérendii tagokat megtartva kihasz-

naljuk a kovetkez6 Osszefiiggést

Z 5(t — kT) T Z exp (27?271;) (3.70)

k=—o00 n=—00
végiil elvégezve az m-re valo 0sszegzést kapjuk a

p(r,r', 3 —0) Z exp

k1,k2

X (x—a"—kiLy — koLocos0)d(y —y' — kaLosing), (3.71)

( ixkoLosin @

g ik1¢1 + Zk2¢2> X

alakot, mely pontosan megfelel az (3.56))-(3.59)) eltolasi szabalyoknak.
Az alacsonyhOmérsékletii, § — oo hatdresetben (3.60) alakja jelent&sen egysze-
riisodik és analitikus struktiraja is sokkal jobban lathatéva valik. Ebben az esetben

1+u

u — 0 ¢és igy 1=, — 1. Lathatéan az egész slirliségmatrix amplituddja is nulldhoz
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tart a \/u szorz6 miatt, ezt kompenzaljuk egy val6szinliségi normalassal:

/ p(r,r', B) N gl Vu
70l Ly = ) Z = = . . 2
e, 0) = P2 B=Swi=pr 67
Igy kapjuk a kovetkezd alakot
1 1 i@ —z)(y+y)
Pprob(L, T, 00) = 57z P <—4€2|r — ']+ 57 foo(2,2"),  (3.73)

melyben az el6tagoknak lathat6an nincs zérusuk a teljes komplex sikon, az f(z, 2’)

pedig z-ben holomorf, z’-ben pedig antiholomorf és alakja:
Ny—1 4 : 2
1 ¢ 0 ’LLl 1 Ll
- N — 9 Y V. o
e = 50| (e ol () )
0 N 202N\’
T ¢(z'*+z)m< ¢ ¢> +
2b,, + 2NgaRe{r}| \ L1 Ly

2) v Ln : X

s 2€N¢

iLl ( Ik
42N,
9 2
i <2€ N¢> ) } . (3.74)
Ly

7N,
( ¢ (2" + 2)
A termalis sirtiségmatrix hémérséklettol fliggd viselkedését a két vizsgalt hatér-

x

0

1
Gm+§

+v

1
2

20, + 2Nya,Re{T}

Ly

érték kozott a [3.2) dbra szemlélteti. Régzitve az r’ végpontot megfigyelhets, hogy
magas hoémérsékleten, kis J értékekre a strliségmatrix kiterjedése kicsi az egység-
cellaban, ahogy csokken a homérséklet, gy teriil szét a képzetes idejti diffuzidval,
a szomszédos cellakkal osszefolyik, de lathatoan a cellak széle felé akadalyokba, fix

zérusokba titkozik a terjedés, ezt vizsgaljuk a |3.5.6[ részben.

3.5.6. Zérusok

A zart toéruszfelilletet Ny fluxuskvantumnyi magneses fluxus szirja at, aminek
egész fluxuskvantumokat tartalmazé vortexekben kell athaladnia a feliileten, melyek
koriil minden tiszta allapothoz tartozo hullamfiiggvény fazisa 27 ugrast szenved és
igy a hozzé tartozé stirtiség nullahoz tart. Tekintsiik példaul az alapallapoti egyré-
szecske palyak zérusszerkezetét. A termalis sliriségmatrix azonban e palyak
sulyozott keveréke, ennek zérusszerkezetérdl intuitive nehéz allitast tenni. 7' = 0 eset-
ben azonban analitikusan megszamlalhatoak a stirliségmatrix zérusai felhasz-

naldsaval és a komplex fiiggvények Reziduum-tételének tigyes alkalmazasaval (3.75)).
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0.01

0.001

0.0001

1e-05

0.01

0.001

0.0001

1e-05

3.2. dbra. A termadlis slirtiségmatrix abszolutértékének homérsékletfiiggése vagyis a
8 képzetes id6beli diffuzid, N, = 6, Ly/L; = 1.17, 0 =~ 55°, r' = (0,0), ¢1 = ¢p2 =0

Fixdljuk z'-t és valasszuk a vizsgélat teriiletének a[3.3[abran lathat6 2’ + Ly (£147),
2 x 2 egységcellabdl all6 teriiletet, melynek konttrja @ (igy hasznalhaté ki jol paros
és paratlan Ny esetén is a fo(z, ) fiiggvény tagjainak periodikussiga). Az foo(z, 2')

fiiggvény tagjainak egyszeri periodikus viselkedése miatt az alabbi

d :
fé%ln(foo(z,z))dz: > In

AzeQ

(foo(z + Az, 2')

o ) — —8miN, (3.75)

kifejezés konnyen kiértékelhetd és igazolja, hogy egységcellanként Ny zérusa van a st-
riségmatrixnak, legalabbis 7" = 0 homérsékleten. A végeshémérsékletli zérusszerke-
zet analitikusan nehezen vizsgalhato, de numerikus eredményeink alapjan az latszik,
hogy a zérusok szama megmarad véges homérsékleten is, a homérséklet fiiggvényé-
ben a zérusok kevés mozgéssal, gyorsan elérik aszimptotikus 8 = oo pozicidjukat és
sima palydn mozognak, erre mutatnak példat a [3.4] és[3.5 abrak. A [3.4] 4bra esetén
azt latjuk, hogy vannak zérushelyek, melyek egyaltalan nem mozognak. Tipikus ilyen

példa a paratlan Ny-k esetén (r' =0, ¢; = ¢ = 0) az egységcella csicsdban (a pa-
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Ly(1 71'")/ |—1}7’/ L (,,1’/’;‘5)

/ 746 0) /
(1+7) T

'L1 | /| I,"L-I T

3.3. dbra. A zérusszamlalashoz hasznalt 2 x 2 egységcella

y/l

x/l

3.4. abra. Zérushelyek mozgasa a hémérséklet figgvényében, paratlan, Ny, = 5 flu-
xuskvantum esetén, Lo/L; = 1.25, 6 =~ 50°, v/ = (0,0), ¢1 = ¢ =0

y/l

3.5. 4dbra. Zérushelyek mozgasa a hémérséklet fliggvényében, paros, Ny = 4 fluxus-
kvantum esetén, Lo/L; = 1.2, 0 ~ 65°, v’ = (0,0), ¢1 = ¢ =0
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ralelogramma minden cstcsaban van, de ezek topolégiailag ekvivalens pontok) 1év6
zérus. Igen érdekes és szép szerkezete van altalaban a zérushelyeknek, ezt demonst-
ralja a [3.6] dbra is, melyen szintén latszik, hogy paratlan Ny-re a csticsokba mindig
keriil zérus és abrék). Megfigyelhetd, hogy szabédlyos geometridk esetén

0.01
6 0.01
4
0.001 2 0.001
= = 0
-2
0.0001 0.0001
-4
6 1e-05
1e-05
(a) N¢ = 6, L2/L1 = 1.3, 0 =~ 75° (b) N¢ = 7, L2/L1 = 1.0, 0 = 90°
0.01
0.01
0.001 0.001
=
0.0001 0.0001
1e-05
86-4-202 46 8
1e-05
x/I
(c) Ny =11, Ly/L; =1.19, 6 =~ 72° (d) Ny =12, Ly/Ly =1.0, 0 =60°

3.6. abra. Zérushelyek struktiraja kiilonb6z6 geometriaju téruszokon kiilonbozé N,
értékekre, Shw,. = 200, r' = (0,0), ¢1 = ¢ =0

jellemzok a tobbszoros zérusok is abra), melyek a geometria szabdlyossdga mi-
att erdsen kotottek a helyiikre, jobban gatoljak a képzetes idejl diffiziot, veszélyesek
lehetnek a szimulacié ergodikus térbejarasa szempontjabdl. A szintén szabalyos hat-
szogracson (3.6d) a szabalyosan elhelyezkedd zérusok latvanyosan nagy hanyadat

foglaljak el az egységcellanak.
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A csavart hatarfeltételek bevezetése azért lehet elényos, mert tobb szimulaciét
futtatva kilonbozé véletlen ¢, ¢o értékek mellett az eredményeket atlagolva [11]
a teljes konfiguracios tér nagyobb részébol és egyenletesebben merit értékeket a
Metropolis Monte Carlo bolyongés, a kapott mennyiségek kozelebb lesznek a valos
értékekhez. A kompakt geometria miatt megjelent zérusok a képzetes idejti diffuzio
gatlasaval ergodicitasi problémat okozhatnak, ezért fontos latni, mennyire mozog-
nak a ¢1, ¢y fazisok valtoztatdsaval, erre példa a abra, melyen a zérusok tra-

jektoriai lathatbak a fazisok 27-vel vald csavarasanak hatdasara. Az abrak tanulsiga,

0.06 0.06
0.05 0.05
0.04 0.04

= 0.03%, 0.03
0.02 0.02
0.01 0.01
0 A o 0

x/l x/l
(a) ¢y fazist (fluxust) valtoztatva (b) ¢ fazist (fluxust) valtoztatva

3.7. abra. Zérushelyek mozgasanak trajektoridja a csavart periodikus hatarfeltétel ¢,
illetve ¢ fazisat valtoztatva, Shw. = 200, Ny = 3, Ly/L; = 1.19, 0 =~ 56°, v’ = (0, 0)

hogy a vizsgalt esetben a zérusok erésen mozognak, a véletlen faziscsavarasokra va-
16 atlagolas valészintileg hatékonyan javit az eredményeken. Megjegyzendd, inkabb
érdekes hasonlatképpen, mint egzakt fizikai allitasként, hogy a zérusok tigy mozog-
nak a fazisok csavarasanak hatasara, mint a Hall-dram. A ¢, valtoztatdsa a térusz
forgasszimmetria-tengelyével parhuzamosan, a téruszgytrd nyildasdn atmend mag-
neses fluxus valtozasat jelenti, mely toroidélis irdnyt elektromotoros ertt general,
ami toroidalis irdnyba mozgatna a toltott részecskéket. Viszont a térusz feliiletére
meroleges allandé magneses tér hatasara az aram poloiddlis iranyba eltériil, ez a
Hall-aram. ¢ esetén toroidalis iranyu fluxusvaltozas 1ép fel, erre poloidalis aram

indulna, melyet a magneses tér toroidalis irdnyba eltérit.

3.5.7. Numerikus megfontolasok, egyszertsitési lehetoségek

Mig elméletileg a stirtiségmatrix (3.53), (3.60) és (3.67) alakjai matematikai-
lag mind ekvivalensek kihasznalva a Theta-fiiggvények modularis transzformacios
(A.25)) tulajdonsagat, addig numerikus kiértékelés szempontjabol nagy kiilonbségek-
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kel birnak. A Theta-fiiggvények implementacidéjaban a fliggvényérték eltolt Gauss-i
tagok és fazisfaktorok szorzatdnak csonkolt végtelen Osszege, ezért fontos, hogy az
osszeadando Gauss-i tagok hamar lecsengjenek, kicsi legyen a szélességiik. Vizsgéljuk

a tisztan képzetes 7 és 7o hatarértékeit a homérséklet fiiggvényében

L
ﬁlingo || = ﬁh%rrolo 72| = 2N¢L—z sin 6, (3.76)
éli% |71 =0, (3.77)
[13% 72| = oc. (3.78)

A Theta-fiiggvényeket kifejtve a stirliségmatrix alakja

Ny—1
1 u ¢ © ’ © ’
P B) = T e {MZ_OOA” (m, n1,0) nQZOOB()(m,nz,O)-I—
ad / 1 © / 1
+ > A0 <m,n1, 2> > B® (m, no, 2)}, (3.79)
ni=-—o00 no=—00

ahol

2
. +y
A(m,nq,d) = exp {mﬁ <n1+am+d—|— Ty ) +

2L5sin6
, x—a
+27miNy (ny + @y, + d) 7 } : (3.80)
1
| i (e —x)y+y) =« o —z\’
A'(m,ny,d) = 7_lexp{ 57 +E ni + Ng I +
: y+y
2 —_ .81
+7rm1<2L28m9+am+d>}, (3.81)
y—y \
B(m, nag, d) — eXp § 17T Ty (712 +d—+ QLQSIHQ> +
, x+
+27m1 (ng + d) N¢ + 2bm + 2N¢am9‘ie{r} y (382)
1
' (y' — +a2') (Y —y)(2by + 2Npa,,Re{T})
B P iy —y)(z m + 2Ny
(m, ng, d) - exp { 202 +im Tosind +
T x+a 2 ) y—1y
— — N, —(2b 2N, 2 ——=—+d] ;.
+iT2 <n2 ¢ L, (26 + ¢am9{e{7})> amime <2L2 sin +

(3.83)

Akkor érdemes A-t hasznalni, ha [ nagy és th (552“’) > 3N, 521 <5 egyébként, és kis

B esetén mindig A’-t. B és B’ kozul szinte minden esetben B hasznalandd, kivéve
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ha a térusz nagyon lapitott, Ny kicsi és 3 nagy. Megjegyzendd, hogy a vesszds és
vesszotlen mennyiségek tagonként nem egyenléek, csak Osszegzés utan ekvivalensek.
Hasznaljuk és alakokat, melyek garantdltan a teljes hémérséklettar-
tomanyon relative jol teljesitenek, kiillonosen kis 5 esetén. és alapjan el

tudjuk végezni az m-re val6 Osszegzést, ha Re{7r} € Z, vagyis ha
Refr} = X _ W, Wez (3.84)

N

mely egy szigoribb feltétel, mint , de természetesen derékszogi toruszra, ami
a szimulacio szempontjabol is a legrelevansabb lehet, mindkett6 trividlisan teljesiil.

Ezzel kapjuk a kévetkez6 kifejezést:

et ) = — \/ﬂep<i(w’—x)(y+y’)>x

27?1 202
14u
+
{m;wexp ( (462) (x — ' — n1L1)2 + ming (Nd,[i sj& ¢1>)
(1+u)
X Z exp ( 7 (y — ' + (2ny) Ly sin 0)*+
ng=—00
—
+7i(2n2) <N¢,x LA Tl L N¢k’>> +
Ll s
o0 HJ)
(lfu 2 Yy + y ¢1
+n1;m exp (— e (x — 2’ —nyLy)* + ming <N¢L2 im0 + —+ N¢))

1+u
X Z exp ( (462) (y —y' + (2ng + 1)Ly sin 0)*+

i(2ns + 1) <qu” JLF v Gz Won N¢k:’>> } . (3.85)

™

amelyben mar 4N, helyett csak 4 6sszegzést kell végezni, ami f6leg nagy Ny értékek

esetén nagy nyereség. Ez a szimuldcié szempontjabdl relevans, ha nem nagyon kevés

részecskére szeretnénk futtatni, hiszen (V = %;)’ ahol v a fizikailag adott paramé-

ter, a Landau-szintek betoltottsége, N, az elektronok szdma a szimulacioban. Ha
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rdadasul N, paros, akkor osszevonhaté a nagy osszeg két tagja:

gy = \iﬂ eXp(2.(56’—562);21/%’))><

o0 H’iu /
{ Z exp (— (L;) (x — 2’ —n1L1)? + wing <N¢ vty + @)) X

Losing  w

/ _
(y — v + naLasin6)? + wing <N¢~T+f€ _ ¢ ¢1>) }

L1 s
(3.86)

3.5.8. Véges méret effektus

A kompakt geometria lehetévé teszi, hogy kis szimuldciés rendszerrel tombi tu-
lajdonsagokat vizsgaljunk, de a véges méret torzitani is fogja az eredményeket a
végtelen vagyis makroszkopikus rendszerben mérhetékhoz képest. Egyszertien tet-
ten érheté ez az itt vizsgalt toérusz-rendszeren is példaul a térbeli stirtiséget vizsgalva.
A részecskestiriiség operatoranak pozicié-bazisbeli métrixeleme §(r —r’). Ennek vér-
hatoértékét képezve alapjan az egyrészecske termalis stirtiségmatrixszal
addédik az egyrészecske rendszer adott homérsékleten mérheto atlagos térbeli stirti-
ségeloszlasa. Erre azt varjuk, hogy az idedlis végtelen rendszerben teljesen homogén,
hiszen semmi nem bontja meg a térbeli szimmetriat. Kiillonb6z6 homérsékleteken ab-
razolva a varhaté részecskestirtiséget a térusz principalis tartomanyaban (3.8 abra),
vagyis abban az egységcellaban, melyet a periodikus képek koziil kittiintetiink, mint
kozépso, azt talaljuk, hogy alacsony homérsékleteken, mikor a részecske méagneses
termalis hulldimhossza Ap o ¢4/ (L‘L—Z) Osszemérhetové valik a torusz Ly illetve Lo
méreteivel, térbeli fluktuaciok adodnak a stirtiségben. ¢, és ¢y fazisok forgatdsaval

térben mozgathatbak a fluktudciok, igy kidtlagolhat6 a véges méret effektus [11].
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3.8. dbra. A mérhetd részecskestirtiség varhaté értékének (ppob(r,r, 3)) véges cella-
méret miatti 1/27 atlagérték kortili térbeli fluktudcidja a principélis tartoméanyban,
a homérséklet fiiggvényében, Ny, =2, L;/Ly =1, 0 = 90°, ¢y = ¢po = 0
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4. fejezet
Fazisfixalas, mintavételezés

E fejezetben bemutatom, milyen tovabbi megfontolasok mellett lehetséges mag-
neses esetben is hasznalni a palyaintegral Monte Carlo technikat és ismertetem az
altalam kitalalt, a szimulacio léptetését szolgald kozelitéo mintavételezési technikat
periodikus, nem-mégneses és magneses esetekben, valamint 6sszefoglalom a technika

hatékonysaganak vizsgdlata soran tapasztaltakat.

4.1. Fazisfixalas

Abban az esetben, ha a termalis stiriségmatrix komplex érték{i, mint magneses
tér jelenléte esetén és részekben lattuk, a 2] fejezetben bemutatott vals-
szintiségi értelmezésen alapuldé Metropolis Monte Carlo kiértékelés kozvetlentil nem
végezhetd el. Akkineni nyoman [4] tekintsiik a kolesonhaté sokrészecske rendszer

komplex stiriségmatrixat

p(R.R',B) = H(R, R/, B) exp(i¢(R, R, B)) (4.1)

alakban, ahol p a stirliségmétrix abszolutértéke, ¢ pedig a fazisa (mely persze n X 27
erejéig nem egyértelmii). Vizsgaljuk a stlirliségmatrix 8 képzetes idébeli fejlédését
Bloch-egyenlet alapjan méagneses Hamilton operatorral! Szétvalasztva a
valos és képzetes részét a kapott egyenletnek addédik, hogy

Zg — AV — lv +A ((V¢)2 — 2AVG - ;Azﬂ p= (4.2)
= AV%5 — [V + A (3m {Dé})?] 5,

46 [oa, . ,VIV6 _,cAVS e

dﬁ_)\[v ¢+ 2 ; 2h p hleA}, (4.3)
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ahol a jelolések (3.28) alapjan értendéek, szokdsosan A = h?/2m. Ez egy csatolt,
nem-linedris differencidlegyenlet rendszer, a megoldasa valdszintileg reménytelen pro-

balkozas lenne, viszont ha éliink azzal a kozelitéssel, hogy a fazis nem fejlodik kép-

do
s

rendszer megalkotdsaban. A fazisfixdlas, vagyis a fazis valtozatlansaganak feltevé-

zetes idoben, vagyis =& = 0, a fennmarado (4.2)) egyenlet segit egy mintavételezheto

se egy nem jol kontrollalt kozelités, mitkodésének helyességét tapasztalati tton el-
lenérizhetjitk utdlagosan. (4.2)) alakjat tekintve (a fazis rogzitése utan) egy Bloch-

egyenlet p-ra nézve, melyben az effektiv potencial
Vers(R) = V(R) + A (Jm {Dé(R)})”. (4.4)

A tovabbiakban tehat magneses rendszert Ugy kezelhetiink, szimuldlhatunk, hogy

[28) alapjén
K" =—1In <

(R 2) ws

kinetikus link-hatést valasztunk, ahol py a magneses egyrészecske termalis stirtiség-
métrix, a kolesonhatéast pedig U™ adja, melyet a hasznélt kozelités és az effektiv V. z¢
potencial alapjan készitiink el, és ami akkor sem tiinik el, ha a valodi rendszer kol-
csonhatasmentes. A fazis rogzitését a vizsgalandoé rendszer tulajdonsagainak fiiggvé-
nyében kell végezni, példaul T' = 0 hémérsékleti, ismert hullamfiiggvényi, megfelelo
sokrészecskés korrelaciokat tartalmazé allapot W*(R/)WU(R) stlirtiségmétrixanak fa-
zisdhoz, vagy ha van jobb kozelitéstiink, mely véges homérsékletii gerjesztéseket is
figyelembe tud venni, akkor ahhoz. A fazis gradiensének szamitasahoz hasznos a
ng:jm{Dp} + oA (4.6)
p h
képlet, mivel a sima gradiens nem, mig a kovaridans derivalt felcserél a mégneses
eltolasokkal.

Szemléletes kép kaphato V, s s szerepérél afd.1] abra alapjan. Ezen a magneses egy-
részecske termalis stirtiségmétrix p(r, r’, 3) abszolutértéke (4.1a] dbra) és ugyanezen
mennyiséghdl V' = 0 esetén szamitott V. s,(r, r’) potencial abra) lathat6. A po-
tencial értéke ott no élesen nagyra, ahol a stirliségmatrixnak zérusai vannak, mashol
elég sima. Vagyis szimulaciobeli hatasa az, hogy a fazistérben bolyongé idészeletek
eldl elzarja a rogzitésre szolgald allapot zérushelyeit, azok elkeriilésére kényszeriti

oket, ezzel a kivant korrelaciokat beépitve a szimulacioba.
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10

y/l

0.1

4.1. dbra. (a) A siirliségmatrix p abszolutértéke (valésziniiségi normélassal), és (b) a
szerinti V. zs értéke V(R) = 0 esetén egy 3 x 3 cellardcson, N, = 4, fhw,. = 10,
Li/Ly =1,0=090° ¢1 = ¢o =0, ' = (0,0), ((b) értékkészlete a jobb lathatosdg
érdekében csonkitva lett, valojaban 0 — 10'® tartoményon vesz fel értékeket)

4.2. Mintavételezés

4.2.1. Altalanos megfontolisok, klasszikus technika

A . fejezet képlete mutatja be, hogyan lehetne egyszerre egyetlen idé-
szeletet mozgatva a lehetd leghatékonyabb mintavételezést és igy a leggyorsabban
konvergald szimulacidt végezni. Ezt neveztiik Heat Bath Transition Rule-nak, aminek
hasznalata esetén minden javasolt mozgatas elfogadasra keriilne a Metropolis algo-
ritmusban, hiszen éppen abbdl az eloszlasbol mintavételezziik, mely a két szomszéd
adott rogzitése melletti egzakt egyensulyi eloszlasat irja le a vizsgalt idészeletnek.
Két szépséghibdja van ennek az elméletileg tokéletes megoldasnak: az elsé, hogy a
kolcsonhatd sokrészecske rendszer egzakt stirliségmatrixat nem ismerjiik, hiszen ha
ismernénk, analitikusan vizsgalhatnank a rendszert és nem lenne sziikség szimula-
ciéra. A masik probléma, hogy ha nem a teljes iddszeletet, csak néhany részecskét
példaul és/vagy nem a teljes térben, csak a korabbi pozici6 egy véges kornyezetében
szeretnék mozgatni, akkor a mintavételi eloszlas normalasa egyenlettel ellen-
tétben, ahol ki tudtuk hasznélni a stirtiségmatrix szorzattulajdonsagat, nehézzé és
koltségessé valik. Ezért klasszikusan azt a kozelitést szokds alkalmazni [I], hogy a
mintavételezést a szabad slirtiségmatrix alapjan végezziik és a visszautasitas gondos-
kodik majd a helyes eloszlasrél, persze ezzel veszitve az elfogadasi ratdban, viszont a
szabad striiségmatrix adta eloszlast gyorsan és hatékonyan el6 lehet allitani.

szabad, nem-periodikus, nem-magneses stirtiségmatrix alakjat figyelembe véve, egy
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m idészelet n-edik részecskéjének egy dimenziébeli z(™ koordinatéjara (hiszen ez

az alak trividlisan faktorizalédik), rogzitve a szomszédos id6szeletek xﬁjj’_l és xsﬂl
koordinatait
T ($(n)> . £o (xggzl7x$7?)a T) Po (mgg)7x1(77’:)+177—) -
" o (200 40 27)
n n 2 n n 2 n n 2
_ VBTAT oxp | — ("L‘q(n)fl - ffgn)> B (xgn) - xgn)ﬂ) n (wgn)fl - mﬁnll) — @)
AT P A\T ANT SAT '
L) L)\ 2
1 (L,L,gg) _ m—1‘g m+1>

= exp | —

V2TNT 20T

mintavételezési eloszlas adodik. Ez egy normalt Gauss-i eloszlas a rogzitett szomszé-
dok tomegkozéppontja koriil, amit sztenderd algoritmusokkal hatékonyan és konnyen
lehet mintavételezni szamitogépen egyenletes pszeudorandom szamokbol valo eloalli-
tassal. Ha nincs kolesonhatas a rendszerben, az elfogadas idealis, kolesonhato esetben
a potencidl alakjatol erésen fiigg e mddszer hatékonysaga, mely egyénileg tesztelen-
dé. Ezt a technikdt nevezi Ceperley [1] Free-Particle Sampling-nek, vagyis szabad
részecske mintavételezésnek, melynek oridsi elonye, hogy egyszertien kiterjesztheto
egyszerre tobb idészeletet mozgaté mintavételezésre (Multislice sampling), mellyel
drasztikus mértékben meggyorsithaté a fazistér bejarasa és mely nélkil a PIMC
technika hasznalhatatlannak bizonyult volna. E modszer hatékony, tobbszinti meg-
valésidsa az tn. Bisection method (részletesen lasd. [1],[5]), melynek lényege, hogy
az iddszelet-gytiriik egy 2% link-bdl 4ll6 szakaszat kivagja és a végpontok megtar-
tasaval intervallumot felezve el6szor a kozépsé szeletet sorsolja tjra, majd ha ezt
az adott szinten elfogadja, rekurzivan folytatja az intervallumfelez6 sorsolast, amig
vissza nem épiil a kivagott szakasz. Nagy elony, hogy igy sokkal nagyobb ugrasokban
konvergalhat a klasszikus polimerrendszer az egyensulyi helyzethez, nem ragad meg
a konfiguracios tér egy valdszintitlen tartomanyaban, illetve a valdszintitlen konfigu-
raciok a visszaépités korai szakaszaban elvetodnek, nem végziink feleslegesen finom

mozgatast, ha a durvabb felbontasi mozgatas eredménye nagyon valdszinttlen.

4.2.2. Nem-magneses, periodikus eset

Ha tovabbra is nem-magneses esetet néziink, de periodikus hatarfeltételekkel
egy derékszogli d-dimenziés dobozban (tehat amiben a slirtiségmatrix részecskékre
és dimenziéra is faktorizalhato), a rendszer egy részecskéjének egy dimenziéra adodo
nem kolcsonhaté stirtiségmatrixa alakd. Az el6z6 rész alapjan ebbdl kellene
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egy modositott Free-Particle Sampling médszert kidolgozni. A modositasra azért
van szikség, mert a periodikus képek hatasa a principdlis tartomanyban erdsen
beléghat, médosithatja a nem periodikus esetben ad6do, egycsticsi Gauss-eloszlast.

(13.20]) stirtiségmatrixra elvégezve ((A.22)) modularis transzformaciét adédik, hogy

(x — 2’ +nL)?

plx, o' ) = \/Hn;m exp ( Y ) : (4.8)

Ezt az alakot felhasznalva (4.7) egyenletben, kapjuk a mintavételezési eloszlasra,

némi atalakitas utan (szintén m—1 és m+1 rogzitett id6szelet kozott mintavételezve

az m-ediket, 7 inverz hémérsékletii linkekkel), hogy

T (@, [Em-1, Tms1, 7)) =

s Tl + T 2—$;n+kL2
= ao(Tm—1; Tmt1,7) Z exp <—(( . +;))\/T ) > +

k=—o00

i L1 + Tyt + L)/2 — ! + kL)
—|—CY1(l'm_1,£Bm+1,7—) Z exp <_<( - + 2)\7_>/ ) ), (49)

k=—o00

melyben

u(Bm . B, ) = 1 I oD (= (@mo1 — Zm)/2 + KL)* /(27))
T BT Yo exp (— (@t — ) /2 + K7LJ2)% /(207))
(4.10)
1 I D (= (Tmor = Ty + L) /24 K L) /(227))
V2mAT S exp (= (ot — Tmar) /24 K7L/2)° [(207))
(4.11)

aq (xmflv Tm+1, T) =

Lathatéan ez az eloszlas Gauss-i cstucsok Osszege, igy megtehetnénk, hogy x,,_1-et
a principalis tartomanyban rogzitve megkeressiik a kornyez6 periodikus képeket is
figyelembe véve a hozza legkozelebb es6 x,,,1 képet, és a ketté kozott féluton egy
Gauss-cstucsot elhelyezve tgy jarnank el, mint nem-periodikus esetben. Ez akkor len-
ne jo kozelités, ha csak egy dominans csicsa lenne az eloszlasnak a principalis tar-
tomanyban, ami altaldban nem teljestl. tulajdonsagait vizsgalva azt talaljuk,
hogy domindns cstcs (2,1 +Tmy1)/2 periodikus képeinél van, amennyiben a princi-
pélis tartomanybeli koordinatakat nézve |z,—1 — Tmi1| < L/2, (Tyo1+Tmi1+L)/2
periodikus képeinél, ha |z,_1 — zpm1| > L/2, viszont két hasonlé nagysagrendii
cstcs jelenik meg az el6bb leirt centrumokon, amennyiben |z,,_1 — ;41| &= L/2. A
periodikus képek mind ekvivalensek, ezért a kovetkezé mintavételezési algoritmus tii-

nik célravezetonek: nézziik a principalis tartomanybeli z,, 1 és x,,11 koordinatakat
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és valasszunk egy olyan eloszlast, ami két Gauss-i cstucs Osszege, melyek centrumai
(Tm—1+Tmy1)/2 illetve (x,—1 + 21+ L) /2, akkor is ha ezek esetleg nem a principé-
lis tartomanyba esnek. Szérasuk egyforman o = /At és relativ stlyuk aq /(g + 1)
illetve a1 /(ap + ), igy igazabdl ezek és szerinti normaldsara nincs is
szitkség, sajnos még igy is koltséges a kiszamitasuk. Két ismert eloszlas silyozott
Osszegét ugy mintavételezhetjik [21] alapjan, hogy el6szor a relativ sulyok szerinti
valoszinliséggel valasztunk egy eloszlast, majd ebbdl az eloszlasbol vesziink egy min-
tat. Ha ez megvan, visszaskalazzuk a kapott x/ pontot a principalis tartoméanyba
és az elfogadés valdszinlisége, miutan a visszaskaldzas barmelyik periodikus képbol
johetett,

Ay, — ) = (4.12)
I By v S0 exp (= (Tmo1 + Tmir +1L)/2 — 2, + kL) /(2A7))
2)\7)) .

X e Yo D (= (T + g1 +1L)/2 = 2y + kL) /(
hogy a mintavételezés ebben az esetben tulajdonképpen egzaktul teljesiti a Heat

/
/

Bath Transition Rule-t, az elfogadasi rata minden szinten 1-nek adédik.

4.2.3. Magneses, periodikus eset

A részbeli megfontoldsok, a két dimenzidés magneses egyrészecske stirliség-
matrix derékszogli toruszon érvényes (3.86)) alakja és az eddigi mintavételezéssel

kapcsolatos részek tapasztalatai alapjan a

T(I’;n, y;n? [‘Tm,l, Ym—15 Tm+15 Ym+1, T]) o8

X ’pO(xm—lv Ym—1, x;na y7/n7 T)pO(ajflma y;na Tm+1s Ym+1, 7_)| (413)

eloszlas egy alkalmas becslését kéne megtalalni, ahol p, alakt, mivel a szimu-
lacié hatékonysdga szempontjabdl ez a specidlis vdlasztas a legkedvezébb (k' = 0,
§ = 90°, Ny paros). A normalasrol a kozelités megalkotdsa utan gondoskodunk. Ami
itt jelentésen megneheziti a dolgot, az a Gauss-i csicsok komplex fazisfaktorokkal
valé 6sszeadasa, mely azt eredményezi, hogy a burkol6feliilet (abszolutérték) Gauss-

ok Osszegeként valo kozelitése sokkal bonyolultabb, mint nem-magneses esetben. A
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keresett eloszlas alakja:

T(ﬁ;m y;m ['Tm—b Ym—1, Tm+1, Ym+1, T]) X

Z (Z €xp ( <2€2) (Tt + Tppy1 +1L1)/2 — 2 + k1L1)2> X

=0

1+u
" ZGXP ( (2@) (Tm1 = Tma1 +1L1) /2 + ko Ly)? —

X

. Ns o
—Z(Qk‘g + l) < WL ¢(2ym + Ym—1 + ym+1)>>>
2

Zl: (ZeXp< <2€2> ((ym 1 +ym+1+lL2)/2—ym+k1L2) )

=0

14+u
X Zexp ( <2€2) (Y1 — Y1 + 1La) /2 + ko Lo)? —

(2 + 1) (@ _ Ti‘f’(zx'm I xm+1))>)‘ C(414)

Hasonl6 szerkezetet talalunk, mint nem-maéagneses esetben , de sajnalatos mo-
don itt a Gauss-i csicsokat sulyozé faktorokban is megmaradnak a vesszos vy,
illetve z;, koordinatdk, ami miatt a cstcsok silyai nem lesznek allandéak és a
komplex interferencia miatt a burkold csticsai sem feltétlentil ott lesznek, ahol az
elsé szummdkban szereplé Gauss-csicsok. Jobb megoldasi mddszer hidnyaban pro-
balkozzunk a részben bevalt technikaval, mellyel azonban lemondunk a csu-
csok helyének tobbek kozott a ¢; és ¢ fazisoktdl vald fiiggésének figyelembevé-
telérdl. Tehat most a két dimenzidoban Osszesen négy csucsot haszndlunk r;; =
(Tm-1+Tms1)/24iL1/2, (Ym—1+Ym+1) /247 La/2) helyekre centralva, ahol 4, j = 0, 1.

A cstcsok stlyait o ; = T(r;;, [Lm—1,Tm+1, 7)) értékek adjak, az egyes cstcsok szd-

rdsa o = \/ (1 —u)/(1+ w)l. Mintavételkor sorsolunk egy cstcsot «; ;-vel ardnyos
valészintiséggel, majd e cstucsra centralt 2D normaleloszlasbél mintavételeziink egy
pontot a sikon, amit visszaskalazunk a principalis tartomanyba, végiil az elfogadas-
kor felosszegziink a periodikus eltoltakra is, mint korabban.

Mivel e modszer erdsen kozelitd, rendkiviil fontos annak tesztelése, mennyire fed
at a javasolt mintavételezési eloszlas a valédi nem-kolcsonhatd mintavételezési elosz-
lassal. Ennek direkt modja a két eloszlas kiillonbségét jol jellemzé hibamértékek de-
finidlasa és vizsgalata a paraméterek fiiggvényében. Kozvetve szimulaciok elfogadasi
ratajanak vizsgalatdval mérhetjik fel modszeriink hatékonységat (lasd. . abra).
A direkt vizsgdlathoz jeloljiuk T'(r/,rg,ra, 5)-vel a tényleges- és Ta(r', 1o, ra, 5)-vel

a kozelitd eloszlast, r' a mintavételezendd iddszelet, rg és ry a rogzitett szomszédos
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idoszeletek, S a link inverz homérséklete. Jelolje D a principalis tartoméanyt. 1" és Ty

nem feltétleniil megfeleléen norméltak a numerikus kiértékelés soran, igy legyenek

N:/ dr' T(r',ro,r2, 3), NA:/ dr' Tx(r',ro, 12, 3) (4.15)
D D

a megfelel6 normék. Két féle hibamértéket értelmes bevezetni, a Relativ Hibat:

A 1/ - TA(r’}SZ,rz,,B) . T(r’,r](\)[,rz,ﬁ) (4 16)
rel (fD dr’) D TA(r'}f&,rz,B) + T(l",r](\)[,rz,ﬁ) ) .
és az Abszolut Hibat:
e [ty Teansl
(Jpdr') Jp Ny N

A Relativ Hiba elényos abbdl a szempontbdl, hogy van egy természetes skaldja,
értéke atlagos szazalékos eltérést jelent, viszont hatranya, hogy kis fliggvényértékek
esetén a kis abszolutértékii hibdkat felnagyitja, tulstlyozza ahhoz képest, hogy a
kozelités jonak itélése szempontjabol mennyire relevansak. Az Abszolut Hiba nem
értékel tul kis eltéréseket, viszont nincs természetes skalaja, értéke azt mutatja meg,
hogy abszolutértékben a két egyre normalt fliggvény atlagosan egy pontban mekkora
értékkel tér el, ez az érték egynél akar nagyobb is lehet.

Az illeszkedés kiillonbozé paraméterektol valo fiiggésének vizsgalatara a séma a
kovetkezo: feltételezhetd, hogy rg és ra szerepe egyforma, rogzitsiik tehat ro = (0, 0)
értéket a tovabbiakban (kés6bb ennek mozgatdsénak fliggvényében is vizsgdljuk
a hibamértékek alakuldsat) és az ro idGszeletet a D principalis tartoméanyon
végigmozgatva rogzitett paraméterek mellett szamoljuk a hibamértékek atlagat,
szorasat, minimalis és maximalis értékét. A paraméterek: [ inverz hémérséklet,
Ny fluxuskvantumok szama, Lo/L, ardny, ¢, és ¢y fazisszogek és ro. Ennyi
paramétertol vald fliggést egyszerre nehéz vizsgalni, ezért érdemesebb egyszerre
csak egyet valtoztatva, a tobbit pedig az addigi legkedvezétlenebb értéken hagyva
feltérképezni a fiiggések tendencidjat és mértékét. Az eredmények tanisiga szerint
a hiba erdsen fiigg a link hémérsékletétol . abra), minél melegebb, klasszikusabb
a rendszer (vagy M minél nagyobb), annél jobb az illeszkedés. Erdsen fiigg a
hiba tovdbba N értékétdl . abra), melybdl illeszkedés szempontjabdl a minél
nagyobb érték szerencsés, biztatd, hogy Ny = 10 folott mindkét hibamérték 0.1
alatti nagy [ érték mellett is. Megfigyelhetd, hogy erdsen fiigg a hiba nagysaga
a torusz oldalainak hosszaranyatol . abra), egyértelmiien a négyzetes torusz

vélasztésa a legelényosebb a j6 illeszkedés érdekében. Erdekes médon a ¢1 és ¢
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szogektol valé fuggés gyenge (4.5} dbra), mint ahogy az ro idészelet koordinéta
valasztdsatol is alig fiigg a hibadk értéke (4.6a] és[4.6b] dbrak). A[4.6d és[4.6d] abrdk
azt mutatjdk be, hogy ro = (—0.25L,0.25L) valasztds esetén rp fiiggvényében
hogyan alakulnak a hibamértékek (a korabbiakban erre a bejarasra tortént az

atlagolds és a statisztikdk szamitdsa). Lathatéan a hiba térben igen inhomogén és

minimalis, ha ro — rg = gn ésn € 72
0.45 . ; ; 03 . : :
0.4 | Absz. Atl. —e— ooy Rel. Atl. —e—1 | o o o o
Absz. Max. o D 0.25 || Rel. Max. = ]
0.35 1| Absz. Min. o ] Rel. Min. o % ,,,,,,,,,
| o o O © 1 .
. 03 i 0.2} % :
S o025} {1 8 e 000
3 i : Jo
N 02 % 1 L o5} /5 .
2 o015} {1 &
= Y /o « -
o1 | | 01 /B T
005 1 i T 0.05 | g -
0 o0 g 4 &
~0.05 I I I 0 b9 I I
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
Bhoy/21 Bhoy/2n
(a) (b)

4.2. abra. Az (a) Abszolut és (b) Relativ Hiba alakuldsa a link hémérsékletének
figgvényében, Ny, =2, Lo/Ly =1, ¢1 = ¢ =0, ro = (0,0).

045 T T T T T T T T 03 T T T T T T
0.4 ¢ Absz. Atl. —e— |- Rel. Atl. —o—
Absz. Max. o 0.25 F Rel. Max. - 4
0.35 | Absz. Min. —o- | ] Rel. Min. o
L, o i 02 F 1
S 025} {1 s TN
I % T N
G 02 1 £ o015} g .
8 o15F ° {1 & B
< -l | 01 L ig |
. " AN ~ %} - B o
0.05 - ° e g O g
o 0.05 | o8
ot O (E = 1
_005 1 1 1 1 1 1 1 1 o 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Ng Ne
(a) (b)

4.3. dbra. Az (a) Abszolit és (b) Relativ Hiba alakuldsa Ny fiiggvényében, Shw. =
100, Lg/Ll = 1, d)l = ¢2 = 0, g = (0,0)
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15 2 25 3 35 4 45
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4.4. dbra. Az (a) Abszolit és (b) Relativ Hiba alakuldsa az Lo/L; ardny fiiggvényé-
ben, fhw. = 100, Ny =2, ¢1 = ¢o =0, ro = (0,0).
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4.5. abra. Az Abszolut Hiba (a) atlaga, (b) minimuma és (¢) maximuma, valamint
a Relativ Hiba (d) atlaga, (e) minimuma és (f) maximuma a ¢; és ¢ fazisszogek
fuggvényében, fhw. = 10, Ny =2, Ly/L; = 1, ro = (0,0).

42



r—T—T1 T T T T 0.38 T T T T 0235
0.6 | pE———— Y e———
0.375 0.23
[Py = . 04 b NN N 1
0.225
0.2 [ 18 047 02 [ 1
- -
= 0 . = N B e . 0.22
0.365
NpI=. S e B . NPy [ 0 = 1
0 0 0215
0.4 | P | P ARSI e e 1
-0.6 [ PN . 06 T 1 %2
_08 1 1 1 1 1 1 1 0355 _08 1 1 1 1 1 1 1 0205
-08-06-04-02 0 02 04 06 08 0.8-06-04-02 0 02 04 06 08
X/L XL
(b)
0.42 06 —_— 0.26
04
0.24
0.38 0.4 - T
0.36 0.22
0.34 0.2 1 18 o2
0.32
- )
S < of M o.18
0.28 02k |B o6
0-26 0-14
0.24 0.4 4
0.22 0.12
0.2 -0.6 ' . ' ' ' 0.1
06 04 -02 0 02 04 06
x/L
(d)

4.6. abra. Az (a) Abszolut és (b) Relativ hiba dtlaganak alakuldsa az ro valtozta-
tasanak fliggvényében. Az alsé dbrak rog = (—0.25L,0.25L) iddszeletet rogzitve (c)
Abszolit és (d) Relativ hibamértékek ro mozgatdsanak fiiggvényében adédé térbeli
inhomogenitasat szemléltetik, Sfuw, = 10, Ny = 2, Lo/Ly = 1, ¢y = ¢ = 0.
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Megvalositottam egy egyszerti szimulaciot a javasolt mintavételezési modszer
gyakorlati tesztelésére. Ebben egyetlen szabad toltott részecskét szimuldlok 2-
dimenziéban, magneses térben. A fazisrogzités ennek alapjan kozvetleniil az egy-
részecske termdlis slirliségmatrixhoz torténik, a V.s¢ hatdsat a kolcson-hatas Uge
szemiklasszikus kozelitésében kezelem [1], [4]. A mozgatasok elfogadasanak aranyét
kiilonb6z6 hémérsékleten, kiilonbozd Ny értékek esetén és a Bisection method k = 1
szimpla egyszeletes mozgatds és k = 2, hdromszeletes (4 link) véltozatanak hasz-

nalatéval a .7 dbra mutatja. Lathatéan a sima, egyszeletes mozgatdsok esetén az

1 g
0.8 _’/ Ny=2 k=1 —e— ||
. A\'\ N¢=4 k=1 ---@--
[0 \‘\‘ . N¢=6 k=1
:(_U‘ A\ W N¢=8 k=1 ....... @ -
= 06 N.=10 k=1 - -@ - H
ot
© =
3 04 t:g _ |
H k=2

Bhw /21

4.7. abra. Egy szabad, magneses térben mozgd részecskére fazisfixaladssal végzett
szimulacioban a léptetés elfogadési ratdja a homérséklet fiiggvényében kiilonbozo
N, értékekre, 2% linket mozgat6, k-szintli Bisection method hasznélata esetén

elfogadasi rata igen magas, bar az analitikus megkozelitésbdl josolt tendenciak nem
latszanak igazolédni. A k = 2 eset mutatja, hogy hosszabb képzetes idejli szaka-
szok (linkek) esetén a kozelités jobban elromlik, bar a 20% koriili elfogadas még
nem rossz. Az eredmény biztatd, de lathatéan van még lehetéség javitasra, hogy

nagyobb rendszereket is hatékonyan lehessen szimulalni.
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5. fejezet

Osszefoglald

E TDK dolgozat el6z6 fejezeteiben ismertettem célkitiizésemet, miszerint mag-
neses térbe helyezett kétdimenzios elektronrendszerek véges hémérsékletii fazisdi-
agramjat szeretném vizsgalni kvantum Hall allapotu tartomany kornyékén, palya-
integral Monte Carlo moédszerii szimulaciok segitségével. Ismertettem a klasszikus
PIMC technikat és az ahhoz képesti kiilonbségeket, melyeket a fenti probléma keze-
lése igényel. Sikeriilt levezetnem a szimulacié szempontjabél kozponti szerepli kvazi-
periodikus lapostéruszon érvényes egyrészecske termaélis stirtiségmatrix alakjat igen
altalanos feltételek mellett. Részletesen vizsgaltam e mennyiség szamos, szimulaciés
szempontbdl is fontos tulajdonsagat mind analitikusan, mind numerikusan, az alta-
lam fejlesztett kddok segitségével. Komplex értékii mennyiségrol 1évén sz6, bemutat-
tam a Monte Carlo kiértékeléshez sziikséges fazisrogzitési modszert. Végiil kidolgoz-
tam periodikus, nem-magneses és magneses esetekben haszndlhaté mintavételezési

technikakat, melyek hatékonysagat numerikusan és szimuldlva is teszteltem.

5.1. kitekintés

E munka folytatasaként a kozeljovoben a mintavételezés tovabbi javitasat, a
fazisrogzitési technika alapos kitapasztaldsat és tesztelését valamint a periodikus

Coulomb-kolcsonhatéds (Ewald-0sszegzés) implementéaldsat szeretném elvégezni.
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A. figgelék
Jacobi elliptikus Theta fiiggvények

Periodikus rendszerek vizsgalatanal hamar belatjuk, hogy ezen fiiggvények és tu-
lajdonsagaik ismerete igen fontos, éppen ezért ebben a részben osszefoglaljuk réluk
azt, amit e dolgozatban hasznositunk. Az irodalomban sok kiilonbozé jelolési kon-
venci6 talalhato, a kovetkezékben a kilonbozé forrdsokbdl [22], [23], [16], [24], [25]
szarmazd Osszefiiggéseket egységesen az altalunk hasznalt konvencidoban kozoljiik.
A Jacobi Theta fiiggvények az elliptikus fliggvények csaladjaba tartozo, két komp-
lex valtozos, komplex értékii, a komplex sikon az elsé valtozojukban duplan kvazi-

periodikus analitikus fiiggvények. Altaldnos alakjuk

v [Z] (z|1) = i exp (iWT(n +a)? +2i(n+a)(z + bw)) : (A.1)

n=—0oo

ahol z € C, Jm{7} > 0, a,b € R, n € Z, amibél l4tszik, hogy 0 < a,b < 1 megszori-
tas elég az altalanossaghoz. A kovetkez6 két kvazi-periodicitassal rendelkeznek a z
valtozéban (k € Z):

ﬂ[a
b
ﬁ[a

b

Koénnyen belathatd, hogy zérushelyeik n, m € Z-re:

(2 + kx|7) = exp (2imak) ¥ H (2]7), (A.2)

(z 4+ kn7|T) = exp (—2'7T7'k2 — 2ik(z + bw)) v [Z] (z|7). (A.3)

(m%—i—b)ﬂ—i—(n—k;—a)ﬂr (A.4)

A periodicitasbdl latszik, miért lesznek ezek a fiiggvények relevansak ferdeszogl
lapos toruszon 1évo allapotok leirasara, hiszen a két kvazi-periddus pont egy para-

lellogrammat feszit ki a komplex sikon (7, 77) oldalakkal. Lathaté az is, hogy az a
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paraméter a 7 irdny menti, mig a b a valés tengely menti eltolast kédolja (s € R):
a
0,
b
a
9
b

Sziikségiink lesz a tovabbiakban e fliggvények derivaltjaira mind z szerint 1, mind

(z+ sm|T) =70 (z|7), (A.5)

b+ s

a+s

(z 4 s7T|T) = exp (—2’7?7'52 — 2is(z + bﬂ')) v (z|7). (A.6)

T szerint J:

QWZ (2l7) = 2 3 (n+ a) exp (in7(n + a)* + 2i(n + a)(z + br)) , (A.7)

n

v Z (z|7) = —42 n+ a)? exp (mr(n +a)? +2i(n+a)(z + bﬂ')) (A.8)

? Z (2|7) =7 (n+a)*exp (z’m‘(n +a)? +2i(n+a)(z + bﬂ')) , (A.9)

a periodicitas pedig

V' (2 + kr|T) = e¥maky’ ¢ (A.10)
b b
n|@ szak "
U ; (2 + kn|T) = Y [b] (A.11)

| (2 4 kr|7) = e%maky [a

b] (z|7), (A.12)

WV [Z (z 4+ kn7|T) = exp (—i7r7'k:2 — 2ik(z + bﬂ')) X
xeﬁkmnmmﬁﬂ,mm
v [Z (z 4+ knT|T) = exp (—im'kz — 2ik(z + bﬂ')) X

X (19” [b] (z|7) — diky’ [b] (z|7) — 4k*09 L] (z|7')) , (A.14)
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(z + kmT|T) = exp (—i7r7‘k2 — 2ik(z + bﬂ')) X

y [
b
X (19 L] (z|7) — wk' L] (2|7) + ik [b] (z|¢)) (A.15)

szerint alakul. Specialisan v, 95, U3 és 1, fiiggvényeknek hivjak a

9 3 (2|7) = =91 (2|7), 0 8 (z|7) = Vo (z|7), (A.16)
v 8 (z|7) = 93(z|7), v (1) (z|T) = Va(2|7), (A.17)

paraméterekkel jellemzett eseteket. Ezek zérusai és periodikus viselkedése a korabbi-

ak alapjan konnyen feltérképezhetd, bevezetve a ¢ = €™ mennyiséget, egy alternativ
alakjuk

B1(2q) =2 3 (~ 1)/ sin (20 + 1)2), (A.18)
n=0
9a(2,q) =2 i g2 cos ((2n 4 1)z) (A.19)
n=0
U3(z,q) =142 i ¢ cos(2nz), (A.20)
n=1
Uy(z,q9) =142 io:(—l)"q"2 cos(2nz). (A.21)
n=1

Nagyon hasznos Osszefiiggést kapunk a fiiggvények modularis transzformacioval

szembenti viselkedésébsl (7 — 1,z — 2):

Oa(2|7) = (—ir) e 5 0, (Z _ i) _ \/Zzn:exp (; (; + n>2> L (A22)

T

és mivel

U {Z} (z|T) = exp (2’7?7'@2 + 2ia(z + bﬂ')) V3(z + b + wralr), (A.23)
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4ltalanosan

Wy = [ L2 |CD (2
19_b (z|7')—\/; ﬂ[a](T

2K <z|f>=ﬁzexp<—2man>-e><p (;(”ﬂ l”wn) ) (A.25)

- 1) (A.24)

T

A Theta-figgvények viselkedése olyan, hogy ha z tisztan valds, akkor a figgvé-
nyek abszolutértéke periodikus és korlatos lesz, 7 iranyban a peridédus részben vagy
teljesen imaginarius, igy a fiiggvények abszolutértéke a valds tengelyrol elmozdulva
exponencialisan névekszik, ez numerikus megvaldsitas esetén gyorsan katasztrofahoz
vezethet. Numerikus szempontbdl a tisztan képzetes 7 esete a legelényosebb, ekkor
q tisztan valds, mind , mind esetében az Osszegzés ekkor a leggyorsab-
ban konvergens, ahogy a térusz nyilasszoge csokken a derékszogtol, ugy lassul az
Osszegzendd tagok lecsengése. A fiiggvények numerikus implementaldsa szempontja-
bél nagyon fontos, hogy szétvalasszuk az 7| < 1 és |7| > 1 eseteket, el6bbinél
hasznalataval varhaté a tagok gyors lecsengése, mig utébbinal elonyosebb. Az

implementalt fiiggvények teszteléséhez hasznos 6sszefiiggések

_ miT

U3(z,¢g =0) =1, U3 (;T(T + 1)7q3) =e 12 -q(7), (A.26)

ahol 1) a Dedekind-féle Eta fiiggvény, melynek értékei tablazatbol, matematikai szoft-

verekbol megszerezheték. Hasznos specidlis értékek tovabba a zérushelyek.
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