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Kivonat

A tomografids képalkotds matematikdjat az igynevezett Radon-transzformaciéval formalizalhatjuk. Az
igy kapott fiiggvény dbrdzoldsat szinogramnak nevezziik. A képrekonstrukcié célja a transzformaci6 in-
verzének kiszdmitasa. A direkt inverzids formula numerikus alkalmazdsa viszont nem lehetséges, mivel a
benne szerepld integrdl Riemann-értelemben nem végezhet6 el. A Fourier-transzformacié segitségével ezt
a nehézséget megoldhatjuk, {gy kaphatjuk meg a gyakorlatban mind a mai napig alkalmazott szirt vissza-
vetitést. Ennek azonban szintén van gyenge pontja: a szfirési 1épés. Ez sziikséges a megfelel6 mindségii
és kontrasztd kép eldallitasahoz, viszont alkalmazésa felerdsiti a zajokat, ezért zajos szinogramon nehezen
hasznélhatd.

A szfirt visszavetités el6bb emlitett gyengeségeinek kikiiszobolése végett egy masik rekonstrukcids
algoritmust teszteltem. Az alapdtlet a kovetkezd: bontsuk fel a szinogramunkat analitikus fiiggvények
0sszegére. Mivel a Radon-transzformdcié (és igy az inverze is) linedris, az inverz transzformaciot elvé-
gezhetjiik kiilon-kiilon az Osszeg tagjaira. Ha tudunk taldlni olyan teljes fiiggvényrendszert, amely tagjait
analitikusan Radon-transzformdlva egy mdsik, numerikusan el6éallithat6 fiiggvényrendszert kapunk, akkor
a rekonstrukcid elvégezhetd. Ehhez elegendd a szinogramot az adott bazisfiiggvények szerint sorbafejteni,
majd az igy meghatdrozott egyiitthatok segitségével a kép eldallithatd.

TDK-dolgozatomban egy ilyen lehetséges fliggvényrendszer-part vizsgdlok. Levezetem, hogy a szog-
valtozé szerinti Fourier-sorfejtés esetén a transzformalt szintén Fourier-sor alakban fog eléallni és csak a
radidlis rész valtozik. Ennek transzformacidja sordn viszont ismét numerikus nehézségek 1épnek fel, ezért a
képet a szinogram-térben az affin paraméter szerint masodfaji Csebisev-polinomokkal fejtem sorba, majd
megmutatom, hogy ezek Radon-transzformélva az optikdban is hasznalt Zernike radiélis polinomokat ad-
jak.

Kutatémunkam sordn ezeknek az ortogondlis polinomrendszereknek a tulajdonsagait is megismertem.
Az imént ismertetett algoritmust MATLAB-nyelven implementaltam, igy az elmélet helyességét gyakor-
latban is igazoltam. A tovédbbiakban az eljaras hatékonysagat kiilonbozd tesztek (zajanalizis, felbontds-
analizis) segitségével osszehasonlitottam a szfirt visszavetitéssel.



1. fejezet

Bevezetés

Napjaink orvosi diagnosztikdjanak egyik nélkiilozhetetlen teriiletét alkotjak a tomografids képalkotasi el-
jarasok. Ezek mind non-invaziv médszerek, igy lehetévé teszik az emberi test belsé felépitésének miitéti
beavatkozas nélkiili vizsgélatat. Ma az egyik legelterjedtebb megoldds ezen a teriileten a strukturalis képal-
kotast lehetvé tevd szdmitogépes tomogrdfia (Computed Tomography - CT), illetve a funkciondlis képal-
kot6 eljarasok koziil a pozitron emisszios tomogrdfia (Positron Emission Tomography - PET) és a SPECT
(Single Photon Emission Computed Tomography).

A CT soran meghatdrozott szeletek mentén rontgensugarakat bocsatanak at a vizsgaland6 testen és
ezek gyengiilését detektorokkal mérik. A kiilonbozd irdnyokbdl mért gyengiilési egylitthatok segitségével
a belsé felépités meghatarozhato.

Az emisszids tomografidban ezzel szemben megfeleld radioaktiv izot6pot juttatnak a szervezetbe, ami
az adott anyag kémiai tulajdonsagait6l fiiggéen a vizsgélni kivant szervben halmozddik fel. A bomlas
sordn létrejovo pozitronokat (PET) vagy gamma-fotonokat (SPECT) detektorokkal érzékelik, igy a felhal-
mozdédott radioaktiv anyag eloszldsa meghatdrozhatd.

Ezekbdl a példakbdl lathatjuk a tomografids képrekonstrukcié alapproblémadja: bizonyos mennyiségek
vonalmenti integraljat mérjiik, majd ezekbdl kell visszadllitanunk a vizsgélt belsé eloszlast.

1.1. A Radon-transzformalt

A tomografids képrekonstrukci6 alapproblémdjat az ugynevezett Radon-transzformdlt segitségével onthet-
jiik matematikai forméba [1].

1. Definici6 (Kétdimenziés Radon-transzformacid). Legyen f(x,y) tetszbleges kétvdltozds fiiggvény,
ekkor az f(x,vy) fiiggvény Radon-transzformdlija

Rf(t,0) = /f(:c,y)é(t—:ccos@—ysin(‘))dmdy, (1.1)

—00
ahol —00 <t < 4+00és0< 0 <.

A fenti definicié megfelel6 médszerekkel altalanosithaté harom és tobb dimenziéra is, de ebben a dolgo-
zatban csak kétdimenziés esettel fogok foglalkozni. A fenti képlet gyakorlati alkalmazasét az alabbi tétel
teszi lehetévé:

1. Tétel. Ha f(x,y) folytonos és kompakt tartdjii fiiggvény, akkor f(x,y) Radon-transzformdlja létezik és
egyértelmii.

A bizonyitds megtaldlhaté Johan Radon 1917-es német nyelvi cikkében [1]. Az 93 f (¢, 0) fiiggvényt szokds
a (0,t) koordindta-rendszerben dbrézolni, ez az Ggynevezett szinogram. Az elnevezés onnan szdrmazik,
hogy egy pont transzforméltja a kapott intenzitdsképen szinuszos gorbeként jelenik meg. A késSbbiek
szempontjabol a Radon-transzformécid (€s emiatt inverzének is) nagyon fontos tulajdonsdga a linearitds

[2].



1. Allitas (Linearitas). Terszéleges fi(x,y) fiiggvényekre és «; konstansokra:

R <Z aifz-) = aRf;. (1.2)

A tomogrifids képalkotds sordn mi ezt az R f (¢, 0) szinogramot mérjiik, a feladat pedig f(x,y) vissza-
allitasa, tehat a Radon-transzformadcié inverzének elvégzése. A direkt inverziés formula [1]:

f(x // R (1,0) dtdy (1.3)

xcos@—kysm@—t

Mint lathat6 ez a képlet a nevezd szingularitdsa miatt numerikusan nehezen valdsithaté meg. A gyakorlat-
ban ezért ezt a formulat kiilonb6zé mddszerekkel tovabb alakitjdk valamilyen numerikusan stabil Ossze-
fliggésé. Ezek koziil a megolddsok koziil a legelterjedtebb az tigynevezett sziirt visszavetités.

1.2. A szirt visszavetités

A szfirt visszavetités két 1épésbdl all: az els6 egy Fourier térben végzett szilirési 1épés (ezt a gyakorlatban
gyakran val6s térbeli konvolidcidval valdsitjdk meg), a masodik pedig a visszavetitési 1épés.

2. Tétel (Sziirt visszavetités). Ha az f fiiggvény abszolit integrdlhaté a Radon-transzformdcio értelme-
zési tartomdnydn és § [ abszolit integrdlhato, akkor

q(t,0) /gt Rf)e | r|dr (1.4)
flz,y) = %/g(xcos@ersine,G)dH. (1.5)
0

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté Epstein konyvében [3]. A képletben szerepld |r|-szlirési tag helyett tet-
sz6leges v(r), sziir6fiiggvény haszndlhat6. Mivel az |r|-sz{ir$ tdlsdgosan felerGsiti a zajokat, helyette mds
szlir6ket szokas alkalmazni, a két legelterjedtebb a Ram-Lak és Shepp-Logan sziiré (1.1. dbra). A szfirt
visszavetités alkalmazhatésaga zajos képek esetén korlatozott, ugyanis a magasabb frekvencidkat levagd

szlir6k alkalmazdsa jelentds kontrasztveszteséget okoz. Ez adta a motivaciot 4j mdodszerek kifejlesztéséhez.
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1.1. abra. A Ram-Lak (balra) és Shepp-Logan (jobbra) sziird.



2. fejezet

Ortogonalis polinomrendszerek

Az ortogonadlis polinomokat rendkiviil hasznos tulajdonsigaiknak kdszonhetSen a fizika és a matematika
legkiilonb6zEbb teriiletein hasznaljak. Kiilonosen hasznosak, mivel a Fourier-sorfejtéshez hasonléan, ve-
liik egy analitikusan nem ismert fiiggvény analitikus fiiggvények 6sszegére bonthatd. Az el6z6 fejezetben
lathattuk, hogy a Radon-transzformacié és emiatt inverze is linedris mivelet, igy ha sorbafejtjiik a fiigg-
vényiinket, elég az egyes tagokat transzformdlni. Ehhez olyan bézisfiiggvényekre van sziikség, amelyek
transzformaéltja analitikusan meghatdrozhaté. Tovabba fontos megkdvetelni, hogy az igy kapott dj poli-
nomrendszer is ortogondlis legyen, erre azért van sziikség, hogy a transzformaltat szintén fel tudjuk irni
egy ortogondlis bazisban. Megmutathatd, hogy egy ilyen lehetséges part alkotnak a Zernike és a masodfaji

Csebisev polinomok. A rekonstrukciét ezek segitségével végeztem.

2.1. Masodfaja Csebisev-polinomok

A Csebisev-polinomokat kedvezd tulajdonsdgaik miatt gyakran hasznéljak fiiggvények approximaldsahoz.
A levezetésekben a mdsodfaju Csebisev-polinomok fognak megjelenni, ezért a legfontosabb tulajdonsdgai-
kat roviden ismertetem. A masodfaji Csebisev-polinomok részletes bemutatdsa megtaldlhat6 Abramowitz
és Stegun konyvében [4].

2. Definicié (Méasodfaji Csebisev-polinomok). Azz az n-edfokii U,,(x) polinomot, mely kielégiti a
(1—2%)y" —3zy +n(n+2)y=0 .1
differencidlegyenletet, mdsodfajii Csebisev-polinomnak nevezziik. Ezzel ekvivalens az vigynevezett trigono-

metrikus definicio:
sin((n + 1) arccos )

Un(z) = sin(arccos ) 22)
Az els6 6t Csebisev-polinom a kovetkezo:
Up(z) =1 (2.32)
Ui(z) =2z (2.3b)
Us(z) = 4a* — 1 (2.3¢)
Us(z) = 82° — 4a (2.3d)
Us(z) = 162* — 1222 + 1. (2.3e)
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2.1. abra. Az els6 6t masodfaju Csebisev-polinom.

A Csebisev-polinomok egyik legfontosabb tulajdonsdga az ortogonalitas.

2. Allitas (Ortogonalités). Tetszoleges Uy, (z) és Uy, (z) esetén

1
/Un () U (2)V1 — 22dz = g&nm 2.4)
1

teljesiil.

A bizonyitds megtaldlhat6 Rivlin konyvében [5].

2.2. Zernike radialis polinomok

A Zernike polinomok kétdimenzids, az egységsugari koron ortogonalis polinomok. Az optikdban el6sze-
retettel alkalmazzak 6ket, mivel segitségiikkel optikai rendszerek leképezési hibdi konnyen jellemezhetdk.
Mint azt kés6bb latni fogjuk a Zernike polinomok radidlis részei olyan bazist fognak alkotni, melyben a
fliggvényiink a valds térben sorba fejthetS, transzformadltjdban pedig megjelennek az el6z6 alfejezetben
definidlt masodfaji Csebisev polinomok [2]. A Zernike radidlis polinomok a témahoz kapcsolddé legfon-
tosabb tulajdonsdgait roviden ismertetem.

3. Definicio (Zernike radialis polinomok). Zernike radidlis polinomnak nevezziik a

(n—m)/2 (=" (n—k)! n—2%k .
Zm(r) = J2ok=0 R =) (G T han = m pdros, 2.5)
" 0 ha n — m pdratlan.

alakban megadott polinomokat.



Ezek koziil csak a nemnulla tagokat fogjuk felhasznalni, amelyeket Z/ , jeldl. Az elsS hat Zernike radialis
polinom a kovetkezd (2.2. dbra):

Zy(r) =1 (2.6a)
Zi(r)y=r (2.6b)
Z(r)=2r* -1 (2.6¢)
Z3(r) = r? (2.6d)
Z3(r) =3r3 —2r (2.6¢)
Z3(r) = rs. (2.6)

— 27,

Lo — 7,0
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2.2. abra. Az els6 hat Zernike radidlis polinom.

Fontos tulajdonsaguk, hogy a Zernike polinomokhoz hasonléan a radiélis polinomaik is ortogonalisak:
3. Allitas (Ortogonalitas). Adott l-re, barmely Z}, , (r) Z} o, (r) esetén

1
1

/le+zs(7")le+2t(7°)7°d7" = m%t 2.7

0

teljestil.

A levezetés megtaldlhaté Born és Wolf konyvében [6]. A Zernike radidlis polinomok az dltaldnosabb
Jacobi polinomokkal is kifejezhet6k:

Z} oy = PO (202 — 1), (2.8)

2.3. Rekonstrukcio ortogonalis polinomokkal

[rjuk fel a rekonstrualni kivant fiiggvényiinket egy radialis és axialis rész szorzataként, majd fejtsiik Fourier-
sorba a szogvaltoz6 szerint. Ekkor a kovetkez6 éllitas teljestil:

4. Allitas. Legyen f(z,y) kétvdltozos fiiggvény, amely felirhaté az

+oo

flro)= > gi(r)e' (2.9)

l=—00



Fourier-sor alakban. Ekkor

+o0 +o0
N l > gz(r)e““”] = Y og(t)e?, (2.10)

7 t 2\ /2
Ggi(t) = 2/gl(r)Tl <T> (1 - 7’2> dr. (2.11)
t

It T,, () elséfajii Csebisev polinom.

ahol

Tehdt az f(r, ) fiiggvény szogben invaridns a Radon-transzformdaciora, a radidlis rész pedig egy Gegenbauer-
transzformdcids part alkot a transzformaltjaval. A levezetés megtaldlhaté Deans konyvében [2].

Mivel a fenti integrdl numerikusan még mindig nehezen kezelhetd, ezért a fiiggvényiinket radidlisan is
sorba fogjuk fejteni. Egy ilyen alkalmas polinomrendszert taldlt Marr, ezek az optikdban haszndlt Zernike
polinomok radiélis részei, réviden Zernike radiélis polinomok [7]. gy a fiiggvényiink felirhat6 az

+oo 4o

=3 ) AZl o (r)e'? (2.12)

5=0l=—00

alakban, ahol Z/, , (r) a Zernike radidlis polinomokat jelenti.

5. Allitas. Az axidlisan Fourier-sorba, radidlisan Zernike radidlis polinomok szerint sorba fejtett kétvdl-
tozos fiiggvény Radon-transzformdltja felirhato

+o00 +00 400 400
R(D D AsZlau(r)e’?| =3 Z 2 TR @13)
s=01l=—0 s=0[= |l‘+2 +1

alakban, ahol U\ 12, () mdsodfajii Csebisev polinom.

Bizonyitds (Deans nyomdn). A feliras transzformaltjdnak meghatdrozdsdhoz a sziirt visszavetitést fogjuk
alkalmazni. Irjuk fel el6szor f; s kétdimenzios Fourier transzformdltjat, polarkoordindtds alakban:

“+oo0+4o00 27 +00
Sheew) = [ / Jus(@,y)e 40 dady = / / Zhan(r)etee e Drarap (2.14)

Ezutdn a 8 = ¢ — 6 véltozocserével a

oo [ 27
5f(q,0) =€ / / eltf=iarcosBqgl 7l (ryrdr (2.15)
0 0

Osszefiiggéshez jutunk. A belsé integral a Bessel fiiggvények egyik definial6 integraljaval hozhaté kapcso-
latba [8]:

1 a+42m v , eil-rr/2 2 '
Inlw) =5 | TR AT = — / e!nfreosfp (2.16)
« 0

ahol a = 7/2-t vélasztottunk és alkalmaztuk a 7 = 8 + /2 helyettesitést. Ezt felhaszndlva a

5f(q,0) = 27re“(9_7r/2)/Z+2S )i (gr)rdr (2.17)
0



alakot kapjuk. Ez az integrdl egy Hankel-transzformécid, Erdélyi, Magnus, Oberhettinger és Tricomi
alapjan[9]:

OOJl+23+1(Q) 0 hal <r <oo
—————=Ji(qr)qdq = , 2.18

/ q t(gr)adq rlPs(l’O)(l -2r?) ha0<r<l1 18)

0

ahol Ps(a’ﬁ ) (x) a Jacobi-polinomot jeloli. Kihaszndlva a Zernike radidlis polinomok kapcsolatét a Jacobi

polinomokkal az

r' PO (1 — 2¢%) = (—1)*r POV (202 — 1) = (—1)°Z] o, (r) (2.19)

eredményhez jutunk. A Hankel-transzformécié inverze dnmaga [9], ezért

/ Zi s (r)i(gr)rdr = (71)5‘]”25#“@. (2.20)
0

Az utolsé 1épés egy q valtozo szerinti egydimenzids inverz Fourier-transzformdcio:

—+o0

o 1 Jiio0s _
RY(t.0) =, [8/(¢.0)) = 2me"e™/2(~1)° / Jis2e1() jiag, .21
m q
Az integral elvégzését megkonnyiti, ha az integrandus tényezdinek paritdsat megvizsgaljuk: a reciprok-
fiiggvény pératlan, az '@ fiiggvény pedig felirhaté egy szinusz (pdratlan) és egy koszinusz (pdros) fiigg-
vény Osszegeként az Euler-képlet segitségével. A J,(z) Bessel fiiggvényekr6l tudjuk, hogy paros n-re
parosak, paratlanra pedig paratlanok [4]. A fenti integral igy a kdvetkez6 alakba irhat6:

+o0 +o00 +o00

/ Jir2s+1(a) jivag, / Jivastrl@) (oogovdq 4 / Jirasr1(@) G aydg. 2.22)
q q q

Ha [ paros, akkor az integrdl kiszamithaté Gradshteyn és Ryzhik 728. oldalon taldlhat6 2. 6sszefiiggése
alapjan [10]:

+o0 400

u/ﬂﬁﬁﬂ@ﬁ%q=2/zﬁ@ﬂﬁaﬂwmq
q

. cos((I + 2s + 1) arccos(t)). (2.23)

T l+2s+1

— 00
Felhasznélva, hogy arccos z + arcsinz = 7/2 és cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3, a

2(—1)°

Ttos 41 cos((I 4+ 2s + 1) arccos(t)) =

2(—1) cos ( 7r> sin((l + 2s + 1) arccos(t))

= 3211 Z§ Sin(arccos(®)) sin(arccos(t)) (2.24)

kifejezést kapjuk. Eszrevehetjiik, hogy ebben megjelenik a masodfaji Csebisev polinom definiciéja, igy az
inverz fiiggvényekrdl ismert azonossagot alkalmazva a

—+oo

Jig2s11(q) _ o 2(=1)f T Vs
2 / # COS(tq)dq = m [¢0)] (ZE) Ul+23(t) 1—1t (225)
0

Osszefiiggést kapjuk. Paratlan [ esetén hasonl6 mddon jarhatunk el, igy

+oo 2(-1)° ]
——————¢c0s (IZ) Ujy2:(t)V1 — t2  hal paros
/ Meitqdq — l—|;2;91—s—sl ( 2) I+2 ( ) p (2.26)

2
e ! Hgﬁ sin (1) Upy2(t)v1 — 2 hal paratlan



eredményre jutunk, ezt felhaszndlva, megkaphatjuk a sor egyes tagjainak transzformaltjat:

V1 — 22U 45 (t)e™. (2.27)

l Jly
R [Zi426(n)e?] = |l|+2 +1

Ezeket behelyettesitve a sorba, visszakapjuk az eredeti allitdsunkat [2].
Tekintsiik a Radon-transzformalt

+o0o +o0o 2Als

-3 ¥ T o2

5s=01l=—

sor alakd felirdsit. Az A, , egyiitthatt ekkor tigy hatdrozhatjuk meg, hogy mindkét oldalt beszorozzuk
Ujij+25(t)e"%-val, majd integralunk ¢ és 6 szerint:

A = M / / R (t,0) U425 ()10 dtd0), (2.29)

0 -1

Ezek ismeretében a rekonstrukcié elvégezhetd.

A fenti levezetés alapjan a Uy 45 (t)e™? (1 —t2)1/2 fiiggvények a Radon-tér egy teljes bazisat alkotjak.
Emellett észrevehetjiik azt is, hogy a Jjjj42511 (q)e'? /q fiiggvények a Fourier-tér alkalmas bdzisai. Az igy
meghatdrozott fliggvényrendszereket és jellemzdiket a 2.1. tdblazatban foglaltam 6ssze [2].

Tér Bazisfiiggvények Ertelmezési tartomany  Sulyfiiggvény
Val6s 21| 425(r)e’t? 0<r<i r
0<p<2r
Fourier J|”+23+1(q)e“9/q 0<g< o q
0< <27
Radon  Ujjjya5e™? (1 — t2)1/2 —-1<t<1 (1—1¢2)~1/2
0<0<2m

2.1. tablazat. Val6s-, Fourier- és Radon-tér bazisfiiggvényei



3. fejezet

Implementacio

P

Az el6z6 fejezetben ismertetett inverzidos médszert MATLAB nyelven implementaltam. Az elsd 1épés az
egyes ortogondlis polinomrendszerek eldallitdsa volt. A masodfaju Csebisev-polinomok generaldsara ké-
zenfekvdnek tiint a (2.2) képlet alkalmazdsa. Errdl viszont kideriilt, hogy magasabb indexi (n > 30) tagok
esetén instabilld valik, igy haszndlhatésiaga igencsak korldtozott. A Zernike-polinomok esetén is ismert
egy explicit Osszefiiggés, de ennek haszndlata szintén instabilnak bizonyult, emiatt az alkalmazdsokban
sz€leskortien elterjedt g-rekurzios algoritmust implementaltam. Mind az ellendrzés, mind az inverzi6 ké-
s6bbi megvaldsitasa végett, fontos volt az egyes fiiggvényrendszerek szerinti sorfejtés leprogramozasa. Az
elébb emlitett polinomrendszerek mellett implementaltam egy exponencidlis Fourier-sorfejtést is, ezt az
algoritmus kés6bbi részében fogom alkalmazni. Ezutdn kovetkezett a legfontosabb 1épés: sorfejtés elvég-
zése a szinogram-térben. Az egyiitthatok meghatdrozasahoz a (2.29) kettds integralok elvégzése sziikséges.
Ehhez el6szor a Fourier-sorfejtést végeztem el a szogvaltozo szerint. A kovetkezd 1épés az affin valtozd
szerinti sorfejtés a masodfaji Csebisev-polinomokkal. Az igy meghatdrozott egyiitthatok segitségével a
rekonstrudlni kivant fiiggvényt a radidlisan Zernike-polinomokkal, axidlisan komplex exponencidlis fiigg-
vényekkel adott sort 6sszegezve allitottam els. Ezekbdl a fiiggvényekbdl tigy vettem mintat, hogy az érté-
keiket a Descartes-koordindtarendszer racspontjaiban hatdroztam meg, ezzel kikeriilve az atmintavételezés
problémdjat. Az algoritmus vazlata a 3.1. dbrén lathat6.

Rf(t,0) szinogram |
¥
Fouricr sorfejtes - FF

¥

'L.i,t.',ltll figovinyek

Csehisev sorfejtés
{polinomok genceralis)

A, egyiitthatok

Osszegris
{Zernike radiilis
polinomok generdliasa)

fix,y) rekonsturalt
fiiggvony .

3.1. dbra. Rekonstrukcids algoritmus blokkdiagramja.



3.1. Polinomrendszerek generalasa

Az ortogondlis polinomok sokszor felirhaték zart alakban, ezért ez a legegyszerlibb méd az eldallitasukra.
Ezek az alakok viszont sok esetben nem stabilak, ezért egyéb mddszerekhez kell folyamodnunk. Az egyik
ilyen, altalam is hasznalt lehet8ség a rekurzid. A rekurzidés formuldk eldnye, hogy altaldban egyszer{ibb,
kis szamitdsigényl miiveletekbdl épiilnek fel, igy joval gyorsabban eldallithatjuk a kivant polinomrendszer
elsé N tagjat.

3.1.1. Masodfaja Csebisev-polinomok generalasa

A masodfajui Csebisev-polinomok generaldsat el6szor a (2.2) direkt formuldval végeztem el. Ezekrdl ké-
s6bb, mikor a sorfejtésnél probaltam 6ket felhaszndlni, kideriilt, hogy a nevezd szingularitdsa miatt az
[—1, 1] intervallum két szélén instabilak. Ehelyett az aldbbi rekurziv algoritmust haszndltam [4]

Uo(z) =1 (3.1
Ui(z) =2z (3.2)
Unpi1(z) = 22U, (2) — Up—1(2). (3.3)

A formula segitségével a generalast elvégzd eljards rogton az algoritmus elején az 6sszes késobb sziikséges
tagot elddllitja. Mint 14thatd, a nagy szamitasigény( trigonometrikus és inverz trigonometrikus fiiggvények
eltlintek. Habdar az algoritmus szempontjabol ez nem jelents, de igy kisebb szamitasigény( feladatta valt
a polinomok meghatdrozdsa. A rekurziv dsszefiiggés haszndlatdval kb. 100 polinom legenerdldsanak futdsi
ideje esik egy nagysigrendbe az explicit mddszernek egyetlen polinom eléallitasahoz sziikséges futasi
idejével.

3.1.2. Zernike radialis polinomok generalasa

A Zernike radidlis polinomok el6éllitdsat el6szor a a (2.5) definicié alapjan valdsitottam meg. A stabilitds
vizsgdlatara ismét egy egydimenzids sorfejtést végeztem el. Ebbdl kideriilt, hogy a magasabb fokszamu
polinomok generalasara ez a direkt formula is alkalmatlan. Nem ez volt azonban az egyetlen probléma,
a magasabb rendi polinomok esetén tobb lesz az 6sszegzésben 1év6 tagok szdma. Rdadasul ezen tagok
szamitdsa is lassu a faktoridlisok miatt, igy drasztikusan megnovekszik a futdsi id6 is. Mivel ez a polinom-
rendszer kétindexes, magasabb rendii sorfejtések esetén a sziikséges polinomok szdma is nagymértékben
novekszik.

A fentebb emlitett problémak megolddsara tobb rekurziv algoritmus is sziiletett, ezek koziil a legel-
terjedtebb az ugynevezett g-rekurziv algoritmus. Ez a mddszer a polinomok kiszdmitasat a kovetkezd
Osszefiiggések segitségével teszi lehetdvé:

Zy(r)=nr" ha m=n (3.4)

ZN2(r) = nZM(r) — (n — 1) 2773 (r) ha n—m=2 (3.5)
H

Z5 N (r) = HiZ(r) + (H2 + 7"23) Zr2(r) egyébként (3.6)

ahol a H,, Hs és Hj3 egyiitthatokat a

H = Lm{ Y _ g, 4 Halntm ; 2)(n—m) 3.7)
i, = t;;i(f I)m 2 | m—2) (3.8)
o, - —4(m —2)(m — 3) (3.9)

(n+m—2)(n—m+4)

Osszefiiggések definidljak. A modszer numerikusan stabil, igy azt implementdlva egy gyors és megbizhaté
algoritmust kaptam a Zernike polinomok kiszdmitadsara [11].
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3.2. Sorfejtés

Az altalam vizsgalt rekonstrukcids eljards legfontosabb eleme egy specidlis kétdimenzids sorfejtés a Ra-
don térben. Ahhoz, hogy ezt el tudjam végezni, egydimenziés Fourier- és masodfaji Csebisev-sorfejtés
programoztam le.

3.2.1. Egydimenzios sorfejtések

A Fourier-egyiitthatokat a fliggvény diszkrét Fourier transzformdacidjaval hatdroztam meg, ehhez a jol is-
mert FFT algoritmust alkalmaztam. A masodfaji Csebisev-sorfejtésben az ortogonalitasi integralok elvég-
zésére a legalkalmasabb médszer a Gauss-Csebisev kvadratira haszndlata [12]. Ahhoz, hogy ezt érdemben
alkalmazni tudjuk, a fiiggvényiinket a Csebisev talppontokon kell mintavételezni. Mivel én a szinogramja-
imat a MATLAB beépitett fliggvényével készitettem el, szdmomra csak egyenletes mintavételezésti adatok
alltak rendelkezésre. Ezért a numerikus integralok meghatdrozdsahoz az osszetett Simpson formuldt hasz-
naltam [12].

3.2.2. Rekonstrukcios sorfejtés

A rekonstrukciéhoz sziikséges egyiitthaték meghatarozasahoz elészor a

+oo
RE(LO) = > Sgi(t)e"” (3.10)

l=—00

Fourier-sorfejtést végeztem el, minden ¢ € [—1, 1]-re. A radidlis rész felirhaté a

gi(r) = A2y o(r) (3.11)
s=0

alakban. Ekkor &g (t) kifejezhetd a (2.29) egyenlet alapjan:

®gl(t) _ > Al,s
2v/1 — t2 s:Ol+28+1

Ebbél az A; ; egyiitthatét masodfaji Csebisev-sorfejtéssel hatdroztam meg:

Uppas(t). (3.12)

1
U+25+1 [ Sgt)
Ao = 1 — ¢2dt. 1
Ls - mU|z|+2s(t)\/ t2dt (3.13)
|

Amennyiben rendelkezésre dllnak olyan adatok, amelyekben a &g;(t) értékei a Csebisev talppontokban van
megadva, akkor a legalkalmasabb mddszer az integral elvégzésére az elséfaju Gauss-Csebisev kvadratiira

[12]:
[+ 2s+1 —
Aps = +2s+1 E wi G gy (t:) U425 (ti) /1 — 12, (3.14)

s :
=0

ahol w; = m/n barmely i-re és t; a T,,(t), els6faji Csebisev-polinom zérushelyei, tehdt

21 —1
t; = cos ( 22 7T> . (3.15)

n
Amennyiben egyenletes mintavételezésii adataink vannak, akkor az integrdlban v/1 — t2-tel egyszerfisitiink

és az 1gy kapott formula numerikus integraldsa mar konnyen megval6sithatd, példdul az dltalam is hasznalt
Osszetett Simpson-formuldval.
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3.3. Rekonstrukcio

Az eredményeket polarkoordindtds alakban kapjuk meg. A sorfejtés hasznalatdnak koszonhetSen viszont
nincs sziikség az dtmintavételezésre. El6szor meghatdroztam minden x és y értékhez tartoz6 r és ¢ érté-
ket, majd a Zernike radidlis polinomok, illetve az exponencidlis fiiggvények értékét ezekben a pontokban

szamitottam ki. Ilyen mddon elvégezve az 6sszegzést megkaptam az inverz Radon-transzformaltat.

Az igy elvégzett rekonstrukciéban megjelenik az tigynevezett Gibbs jelenség. Ennek kikiiszobolése

2 2

végett, mindkét sorfejtést az igynevezett Lanczos-féle o-sztirével lattam el [13]:

o(x)= w = sinc (7zx) ,

igy a sorfejtés a kovetkez6képpen médosult:

SAge l .
frno 3 Y Ao (s_1> . (H> D ().

s=0[=—L

2 2

A szir6 hatdsat a négyszogjel Fourier-sorfejtésével szemléltetem a 3.2. dbran.

15 . . . . . . 15 . . . . .
1,0 1,0
-0,5 1 0,54
= 004 = 004
= =
0,54 0,54
1,04 -1,04
1.5 T T T T T T 1.5 T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
X X

2 2

2 2

(3.16)

(3.17)

3.2. dbra. Négyszogjel Fourier-sorfejtése sziird nélkiil (balra) és Lanczos-féle o-sziirvel (jobbra).
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4. fejezet

Elemzés

Ebben a fejezetben ismertetem az altalam megvaldsitott inverziés mddszer elemzését. Ehhez el6szor egy
L2 értelemben vett zajnorméat definidltam és ennek a segitségével az egyes mddszerek kvantitativ jellem-
z€sét végeztem el. Ezt felhaszndlva el6szor megvizsgaltam a Lanczos-féle sziird hatdsat a rekonstrukcidra,
majd a szdrt visszavetitéssel végeztem Osszehasonlitdsokat. Tanulmanyoztam az egyes képalkoto eljarasok

hatékonysdgét zajos szinogram esetén. Legvégiil az egyes mddszerek felbontoképességét elemeztem.

4.1. Rekonstrukcios példak

Az algoritmusom miikodését eldszor az alabbi, tgynevezett Shepp-Logan fantomon és egy koponyardl
késziilt CT-képen fogom demonstralni (4.1. dbra). Mindkét minta 500 x 500 diszkrét adatpontbdl allt.

4.1. dbra. Az elemzés sordn hasznalt mintak.

4.2. abra. Az elemzé€s soran hasznalt szinogramok.



A szinogramokat a MATLAB Image Processing Toolbox-dban taldlhaté radon fiiggvénnyel készitettem
el (4.2. abra).

(@) N =50 (b) N =100 (c) N =200
m @
(d)N =50 (e) N =100 (f) N =200

4.3. abra. Rekonstrualt fantom sziirés nélkiil (a-c) és Lanczos-féle szlirvel (d-e).

(d) N =50 (e) N =100 (f) N =200

4.4. dbra. Rekonstrualt koponya sziirés nélkiil (a-c) és Lanczos-féle sziirGvel (d-e).
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Mindkét kép esetén sziirés nélkiil (4.3a-c dbra és 4.4a-c dbra) és szlir6vel (4.3d-f dbra és 4.4d-f dbra)
is elkészitettem a rekonstrukciot 50, 100 és 200 tagu sorfejtéssel. Lathatd, hogy a sziirés nélkiili képe-
ken, f6leg alacsonyabb tagszamu sorfejtések esetén a Gibbs jelenség jelentds mindségbeli romlast okoz.
Ezzel szemben a Lanczos-féle sziir6 megsziinteti az éleknél fellépd oszcillacidkat, viszont kisebb tagok-
nél ez kontrasztcsokkenést okoz . Osszehasonlitasképpen a rekonstrukciot elvégeztem a MATLAB Image
Processing Toolbox-dban taldlhaté iradon fliggvénnyel (4.5. dbra), amely sziirt visszavetitéses algoritmust
haszndl, az 1. fejeztben ismertetett Ram-Lak sz{irGvel.

4.5. abra. Fantom és koponya rekonstrukcidja szfirt visszavetitéssel.

4.2. Poisson-zaj

Fotondetektaldson alapulé miiszereknél (példaul emisszids tomografia) taldlkozhatunk az igynevezett be-
iitési zajjal. Ennek a jelenségnek az oka, hogy diszkrét energiacsomagokat detektalunk, igy a véletlen ese-
mények (beiitések) bekovetkezése Poisson eloszldsu. A képrekonstrukcidban legelterjedtebb szfirt vissza-
vetités nagy gyengesége viszont a zajra valé érzékenysége. Ezért, hogy az dltalam megvaldsitott eljarast
a szlirt visszavetitéssel hasonlithassam Ossze, mesterségesen generdltam Poisson-zajt a szinogramon (4.6.
dbra). Ezutédn a rekonstrukciét 200 tagig végeztem el szlirés nélkiil és Lanczos szlir6vel, majd sziirt vissza-
vetitéssel 0 és 50 %-os levdgdsu szirGvel.

4.6. dbra. 10 (balra) és 20 %-os (jobbra) mérési pontossdagot szimuldl6 Poisson-zajjal terhelt szinogramok.

Lathat6, hogy sziirés nélkiil a sorfejtés és levagas nélkiil a sz{irt visszavetités egyarant rosszul teljesit,
a részletek teljesen elvesznek (4.7. dbra). A sziir6k megfelel6 haszndlatdval mindkét algoritmus esetén a
zaj hatésa jelentGsen csokkenthet6 (4.8. dbra). Erdemes megfigyelni, hogy mig a sz{irt visszavetités jobban

meg0rzi az éleket, addig a sorfejtés a kontrasztviszonyokat tekintve teljesit jobban.
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(a) Sorfejtés, 10 % zaj

(c) Sorfejtés, 20 % zaj (d) Sziirt visszavetités, 20 % zaj

4.7. abra. Rekonstrudlt zajos szinogram sziirés nélkiili sorfejtéssel és levagas nélkiili szfirt visszavetitéssel.

(a) Sorfejtés, 10 % zaj (b) Szfirt visszavetités, 10 % zaj

(c) Sorfejtés, 20 % zaj (d) Sziirt visszavetités, 20 % zaj

4.8. dbra. Rekonstrudlt zajos sziiréses sorfejtéssel €s 50 %-o0s levagasi szirt visszavetitéssel.
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4.3. Zajmérték

A rekonstrukcios médszerek kvantitativ értékelésére az L2-normdt hasznaltam fel.

4. Definicié (L2-norma). Legyen f(x,y) kétvdltozds fiiggvény. Ekkor az f(x,vy) fiiggvény L2 értelemben

vett normdja
+oo+o0

1 ()2 == / / [f (2, y)]? dady @.1)

— 00 —00

integrdllal definidlt kifejezés.

Ez alapjan képeztem az eredeti f(x, y) fiiggvény és a rekonstrukciéval kapott f*(z, y) fiiggvény kiilonbsé-
gének normdjat, ezaltal egy zajmértéket hataroztam meg. Mivel a fiiggvényeimet csak diszkrét pontokban
ismertem, ezért a kovetkez$ Osszefiiggés alapjan szdmoltam a normat.

Hf(x7y) - f*(xvy)”L? ~ ZZ[f(xla yj) - f*(xhyj)]Q (42)

Ezzel a mddszerrel, szlir6vel €s sziirés nélkiil is kiilonbozd tagokig elvégezve a sorfejtést, meghatdroztam
az L2-normét egy 200 x 200 diszkrét pontban ismert minta esetén (4.9. dbra).

7X107 1 1 1 1 1 1 1 1

6x107 —— Szarés nélkil i
Lénczos szlrdvel

5x107 1

L2

4x107

3x107 1

2X107 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 8 100 120 140 160 180

n

7 2 7 2

4.9. dbra. L2-norma a sorfejtési tagok szamanak fliggvényében, sz{ird nélkiil és Lanczos sztirGvel.

Lathat6, hogy alacsony tagszamu sorfejtések esetén a Gibbs-jelenség még nem tul jelentds, igy itt

a szlirés okozta kontrasztcsokkenés nagyobb eltérést okozott. Viszont kozepes tagszdmndl mar a sziird
hatédsa jelentdsen javul. Magas tagszamok esetében a norma ismét novekedni kezd, ennek oka a diszkrét

7 2

mintavételezés. A Lanczos-szlir6vel készitett rekonstrukcid esetében viszont még itt sem tapasztalhatd

nagy hiba, mivel a sz{ir§ a rosszul mintavételezett magasabb indexi tagokat gyengiti. Az eredeti mddszer
esetén a zajgdrbe minimuma 55, mig a sziirt modszernél 88 tagos sorfejtésnél van.
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4.4. Felbontasanalizis

Az L2-norma 6nmagédban még nem ad elég informéaciot a rekonstrukcié mindségérdl. A képalkotérendsze-
rek vizsgalatdban elterjedt médszer az optikai dtviteli fiiggvény (OTF — Optical Transfer Function) haszna-
lata [14]. Ennek a két dsszetevdjét szoktak meghatarozni, az amplitidéjat, a moduldcios dtviteli fiiggvényt
(MTF — Modulation Transfer Function) és a fazisat, a fdzis dtviteli fiiggvényt (PTF — Phase Transfer Func-
tion). Ezekkel lehet8ség nyilik egy képalkotérendszer felbontasanak jellemzésére. A gyakorlatban féként
az MTF hasznalata praktikus. Ez azt jellemzi, hogy adott frekvencia a bemenethez képest mekkora amp-
litdd6val van jelen a kimenetben. Szemléletesen, ha az MTF magas frekvencidk esetén csokken, elttinik,

akkor ez azt jelenti, hogy a kimeneten kapott kép homélyosabb lesz. A preciz definici6 a kovetkez6:

5. Definicié (Modulacios atviteli fiiggvény). Egy képalkotdrendszer moduldcids dtviteli fiiggvénye (MTF)

az
_[39(w) ‘
§f(w)

osszefiiggéssel definidlt kifejezés, ahol f a rendszerre adott bemenet, g pedig a rendszer jelre adott vdlasza.

MTF (w)

(4.3)

A mi esetiinkben a bemenetet az eredeti fiiggvény, a valaszt pedig a rekonstrukcidval eldallitott kép jelenti.
Az MTF-et BODE-diagramon dbrdzoltam. Az analizist a kiillonb6z6 tagokig végzett sorfejtések esetén
vizsgaltam sz{iré nélkiil és Lanczos-féle sziiréssel. Osszehasonlitdsként a sziirt visszavetités MTF-jét is
elkészitettem, kiilonbozd levagasu sztirékkel (4.10). A diagramokon lathatd, hogy a kis frekvencidkat a
rekonstrukcié megfelel6 médon atengedi, itt az er6sités 0 dB. A nagyobb frekvencidk viszont jelentsen
gyengiilnek. A sorfejtés tagszamanak novelésével a felbontds is novekszik. Az egyes felbontasok kvanti-
tativ jellemzéséhez meghatdroztam az 50 %-os gyengitéshez (—3 dB) tartozé frekvencidkat (4.1. tablazat).

Sorfejtés Sziirt visszavetités
Tagszam Frekvencia Levagds Frekvencia

Sztrés nélkiill Lanczos szirével

100 38,33 18,97 0% 59,21
150 60,47 27,92 30 % 57,99
200 70,47 27,92 50 % 57,30
250 80,40 45,07 70 % 47,34
300 83,34 49,35 90 % 19,41

4.1. tdblazat. 50 %-os gyengitéshez tartozé frekvencidk.

Lathat6, hogy a Lanczos-féle szlird nagymértékben ront a felbontoképességen. Ez annak koszonhetd,
hogy a finom részleteket jelenté magasabb foku tagokat a sztir6 elnyomja. Azt is megfigyelhetjiik, hogy a
sziirt visszavetités felbontoképessége 50 %-os levagds folott kezd erSteljesen gyengiilni, 50 %-nél kisebb
levagédsok esetén a felbontds csak kis mértékben romlik. A legjobb eredményeket a szlirés nélkiili sorfej-
téssel lehetett elérni, ennek viszont nagy hatrdnya a Gibbs-jelenség, ami a képiinkdn hamis mintazatokat

eredményezhet.
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4.10. dbra. Szfrt visszavetités (feliil), sorfejtéses mdodszer MTF-je sziirés nélkiil (kbzépen) és sziiréssel
(alul).
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5. fejezet

Osszegzés

A tomogréfidban egyeduralkodé sziirt visszavetitéses rekonstrukcié problémai miatt felmeriilt az igény
tovabbi inverziés médszerek kidolgozasara is. En az egyik ilyen, régebb Gta ismert, de kevésbé elterjedt
modszert, a sorfejtéses rekonstrukciét valdsitottam meg. A programozas sordn tobb nem vart akadalyba és
kihivasba titkoztem, ilyen volt az egyes polinomgenerdldsi médszerek instabilitdsa vagy a Gibbs-jelenség
kezelése. A dolgozatban l4thattuk, hogy a metddus az elméletnek megfelelden miikodik és alkalmas lehet
valédi mérési adatok rekonstrudldsdra. Az elemzések sordn kideriilt, hogy ennek az eljardsnak is van tobb
gyenge pontja. A zajos szinogramokon végzett rekonstrukcidk alapjan viszont nyugodtan kijelenthetjiik,
hogy lehet 1étjogosultsdga ennek az algoritmusnak is.

A téma azonban korant sincs kimeritve. A tovdbbiakban érdemes lehet még a hasonlé ortogonadlis fiigg-
vényekkel végezhetd inverziés mddszereket tanulméanyozni, illetve a jelenlegi metddust tovabbfejleszteni.
Tovéabba célszer(i lenne az algoritmust egy olyan mérési Osszedllitdson tesztelni, amellyel a Gauss-Csebisev
kvadratirahoz sziikséges pontokban lehet mintat venni.

Valészinileg az dltalam tesztelt médszer nem fogja atvenni a szfirt visszavetités helyét a gyakorlatban,
de sok kiaknazatlan lehet&ségeket rejt még magdban. Igy tovabbfejlesztve akdr bizonyos esetekben jol
haszndlhat6 alternativ médszer is vélhat bel6le.
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