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Előszó, bevezetés

A kvantummechanika jellegzetességei közé tartozik, hogy a mérések nem egy meg-
lévő értéket fednek fel, hanem eredményük a mérési folyamat során jön létre. A
problémát, amire részben ez a válasz, Einstein, Podolsky és Rosen vetették fel
h́ıressé vált [9] cikkükben. A megoldásban döntő szerepe volt John Bell-nek, akinek
a nevéhez a Bell- és a Bell–Kochen–Specker-tétel fűződik [10, 3, 4, 15, 16].

Az elmúlt pár évtizedben a Bell–KS-tétel azok számára is elérhetővé vált, akik

”
kevésbé hajlandók sivár bizonýıtásokat végigszenvedni” [15]. A középpontban

2 vagy annál több qbites, egymással speciálisan kommutáló vagy antikommutáló
Pauli-operátorokból felépülő konfigurációk (Bell–KS-konfigurációk) állnak. A dol-
gozatban ezek közül vizsgálok meg néhányat, és miközben ismertetem az erre spe-
cializálódott módszereket, egy újabb konfigurációkhoz vezető utat is felvázolok.

Az első néhány részében bevezetem azokat a fogalmakat, amelyek seǵıtségével
a rejtett paraméterek és a kontextualitás problémája kényelmesen elmondható.
Ezt úgy valóśıtom meg, hogy a BSc Kvantummechanika kurzusban megszokottnál
szorosabbra fűzöm a kvantumelmélet és a valósźınűségszámı́tás közti kapcsolatot.
Habár hasonló elképzeléseim régóta vannak, a gondolatok jelen alakját, amelynek
itt csak egy rövid́ıtett változatát ismertetem, legfőképp Asher Peres [18] és Rényi
Alfréd [2] kiváló művei inspirálták.

A hátralevő részekben összefoglalom a matematikai apparátus lényeges elemeit,
és ı́gy, remélhetőleg, sikerül kialaḱıtanom a nyelvet, amivel az elért eredményeket
érthetően el tudom mondani. A gondolatmenet folytonossága érdekében itt je-
gyezném meg, hogy egyértelműen saját eredménynek az utolsó négy rész anyagát
tekintem.

A vizsgálódás során használt programot és az ábrákhoz használt segédprogramot
Lazarus-ban1 ı́rtam. Az előbbi fejlődése során alkalmam volt megfigyelni, hogy
a programkódban milyen változások következnek be, amikor a sejtések elfogadott
tényekké válnak, és ahogy a sejtések igazolására szánt kódrészleteket fokozatosan
a sejtést alkalmazó, és majd újabb sejtésekhez vezető kódrészletek váltják fel.

A két program szorosan együttműködik. Az ábrázoló segédprogramban elkésźıtet-
tem a ḱıvánt konfiguráció diagramját, és az hozta létre a kódrészletet, amely
a másik programban a diagramot és a pontokhoz tartozó operátorokat automa-
tizáltan jeleńıti meg. Máskor az automatizált diagramból született meg a szkript,
amelyet az ábrázoló segédprogram képes értelmezni. A split Cayley hexagon di-
agramját is ı́gy késźıtettem el az Andreas Schroth-féle [22] ábrázolást véve alapul.
A paramétereken változtattam, hogy a Heawood-gráf jobban látszodjon.

1URL: lazarus.freepascal.hu
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1. A kvantumelmélet elemei

1.1. Kauzális, sztochasztikus és kvantum szkéma

A stratégiát, hogy környezetünk valamely megismétlődő hatására minden alka-
lommal ugyanazt a választ adjuk, egyszerűsége miatt már ősidők óta használjuk.
Szemben azzal, hogy alacsonyabb rendű szervezetek

”
egy, a kiváltó kauzalitás

értelmében hatásos külső behatást, nevezetesen az ingert egy mozgási folyamat-
tal vagy az anyagok kiválasztásával, szekrécióval válaszolnak meg”,

”
az ideg-

és izomrendszer magasabb rendű állatoknál megjelenő munkamegosztása hozza
magával, hogy ezek az élőlények anélkül képesek ingereket felvenni és értékelni,
hogy azonmód mozgásokkal reagálnának rájuk” [11]. Ez utóbbi speciális eseteként
az ember, már tudatosan, események bekövetkezéséről beszél, ezeket vizsgálja és
jósolgatja, és késleltetett reakcióit a velük kapcsolatos megállaṕıtásokra alapozza.

Defińıciószerűen kauzális szkémába [2] tartoznak azok a szituációk, amikor bizo-
nyos K feltételek teljesülése mellett valamilyen A esemény biztosan bekövetkezik
(szükségszerű esemény). Ez a mot́ıvum megtalálható tudathoz nem kapcsolható
mechanizmusok működésében, mint pl. a reflex, és a modern elméleti modellek
olyan éṕıtőelemeiben, mint a logikai következtetés (K a premissza, A a konklúzió)
vagy a függvény (K a paraméter, A a függvény szerinti kép).

A K feltételek megfigyelője nem egy ḱıvülálló passźıv szerepét tölti be, hanem K

”
létrehozásához” ő is hozzájárul. Vagyis a megfigyelő egy (a szokásosnál tágabb

értelemben vett) ḱısérletet hajt végre, amitől a K feltételek elválaszthatatlanok.
A továbbiakban a ḱısérletet és a feltételeket is ugyanaz a szimbólum jelöli.

Bizonyos esetekben a K ḱısérlet végrehajtásakor bekövetkezhet az A esemény, de
A-tól különböző B, C, ..., események is bekövetkezhetnek (véletlen események).
Az ilyen jelenségek nem illenek a kauzális szkémába, ekkor ún. sztochasztikus
szkémáról van szó. A kauzális szkémához hasonlóan ismét feltételezett, hogy a
K körülmények megismétlődően vagy megismételhetően bukkannak elő, és ezért
az egyes események relat́ıv gyakorisága elvileg mérhető. Ha az A esemény relat́ıv
gyakorisága egy adott érték körül ingadozik, ez az érték A valósźınűsége [2].

A sztochasztikus szkéma matematikai modellje a (Kolmogorov-féle) valósźınűségi
mező. A valósźınűségi mező egy S = (Ω,A,P) hármas, ahol

• Ω az eseménytér ;

• A ⊆ 2Ω az eseményalgebra, elemei az események ;

• P : A → R a valósźınűség.

1



Az A eseményalgebra egy σ-algebra, ami azt jelenti, hogy

1. az Ω biztos esemény eleme A-nak;

2. minden A ∈ A esemény A ≡ Ω \ A ellentéte eleme A-nak, azaz A zárt a
komplementer-képzésre;

3. megszámlálhatóan sok A1, A2, ... ∈ A esemény
⋃∞

i=1 Ai összege eleme A-nak,
azaz A zárt a megszámlálható unióra.

Ezekből az axiómákból levezethető, hogy A tartalmazza az ∅ lehetetlen eseményt,
két A,B ∈ A esemény A\B különbségét, és megszámlálhatóan sok esemény

⋂∞
i=1 Ai

szorzatát (A zárt a megszámlálható metszetre).

A,B ∈ A egymást kizáró események, ha A ∩ B = ∅, és A maga után vonja B-t,
ha A ⊆ B. A ∈ A elemi esemény, ha nem ı́rható fel két tőle különböző esemény
összegeként, és ekkor minden B ∈ A eseményre A ⊆ B vagy A ∩B = ∅.
A P valósźınűség egy halmazfüggvény, amelyre teljesülnek az alábbiak:

1. a biztos esemény valósźınűsége egységnyi: P(Ω) = 1;

2. ha A1, A2, ... ∈ A egymást páronként kizáró események,

P

(
∞⋃

i=1

Ai

)
=
∞∑

i=1

P (Ai) . (1.1)

Ezekből következik, többek között, hogy a lehetetlen esemény valósźınűsége 0, A
valósźınűsége 1 − P (A), és A ⊆ B esetén P (A) ≤ P (B). Az utóbbi alapján, ha
egy A elemi esemény valósźınűsége 1, akkor minden B ∈ A esemény valósźınűsége
1 (ha A maga után vonja B-t) vagy 0 (ha A és B egymást kizárják).

∗ ∗ ∗

A kvantumelmélet szempontjából érdekes sztochasztikus szkémák K feltételei P
előkésźıtésre és T tesztre bonthatók fel. Egy kvantum szkémába2 sorolható szi-
tuációban több, egy P előkésźıtés és egy T teszt párośıtásával megvalósuló K =
(P, T ) ḱısérlet lehetséges; ezek megismételhetősége és a figyelembe vett események
valósźınűségének a létezése most is elengedhetetlen kritérium.

A (P, T ) ḱısérlethez tartozó valósźınűségi mezőt jelölje SP,T . Ennek az eseménytere
és eseményalgebrája defińıciószerűen csak a T teszttől függ (a P előkésźıtéstől

2Saját elnevezés.
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független), ezért kényelmesebb T eseményeiről beszélni. Az elemi események T
kimenetelei. Ha a P előkésźıtés a szövegkörnyezetből egyértelmű, vagy csak a
megléte lényeges, az SP,T valósźınűségi mező T -hez tartozik, és T elvégzése a (P, T )
ḱısérlet elvégzését jelenti.

A defińıció következményeként, rögźıtett T mellett, az SP,T és SP ′,T valósźınűségi
mezők csak a valósźınűségben térhetnek el. Ez alapján az előkésźıtéseken egy
ekvivalencia-reláció értelmezhető: P és P ′ ekvivalens előkésźıtések, ha az SP,T és
SP ′,T valósźınűségi mezők minden figyelembe vett T tesztre megegyeznek. Az
ekvivalencia ḱısérleti ellenőrzésének az elvi lehetősége adott, mivel az események
valósźınűsége a relat́ıv gyakoriságok mérésével meghatározható.

A kvantumelméletben elterjedt szóhasználattal, az ekvivalens előkésźıtések adott
állapotú rendszert álĺıtanak elő, vagyis az állapotok az előkésźıtések ekvivalen-
ciaosztályainak tekinthetők. A kifejezés által sugallt szemlélettel ellentétben az
állapot nem a rendszer megfigyelőtől független objekt́ıv tulajdonsága, vagy más
szavakkal: nem rendelkezik fizikai realitással.

Az állapot csak a megfigyelő képzeletében létezik, és újabb információk hatására
pillanatszerűen változik meg abban a szintén képzeletbeli vonatkoztatási rendszer-
ben, amelyben a megfigyelő a számı́tásait elvégzi [17].

Egy T teszt maximális, ha minden kimenetelére igaz, hogy minden olyan állapotra,
amelyre T adott kimenetele biztosan bekövetkezik, az összes többi teszt minden
kimenetelének a valósźınűsége az állapottól független3. Nem maximális tesztekkel
olyan eseteket lehet kifejezni, amikor a ḱısérlet során használt mérőműszer fel-
bontóképessége nem elég nagy ahhoz, hogy más tesztekkel megkülönböztethető
eseményeket szétválasszon. A maximális teszt fogalma nem abszolút: hogy melyik
ḱısérletben tekinthető a teszt maximálisnak, a rendelkezésre álló eszközöktől és a
ḱısérlet céljától függ.

Az előálĺıtott rendszer tiszta állapotban van, ha valamely maximális teszt kimene-
tele meghatározott [18]. A továbbiakban állapot alatt mindig tiszta állapotot kell
érteni, az ún. kevert állapotok ebben a dolgozatban nem lesznek érintve.

T és T ′ nem kompatibilis tesztek, ha T -nek valamely A kimenetelére teljesül, hogy
minden olyan állapotra (előkésźıtésre), amelyre A biztosan bekövetkezik, T ′ min-
den kimenetelének a valósźınűsége 1-nél kisebb, és T ′-re is hasonló igaz.

Speciális esetben minden olyan állapotra, amelyre T kimenetele meghatározott,
T ′ kimenetelei

”
egyforma” valósźınűségűek, és ford́ıtva. Erre klasszikus példa a

hely és az impulzus mérése. Niels Bohr EPR [9] cikkére adott [5] válaszában
részletesen kifejti, hogy a ḱısérletező a helyméréssel hogyan fosztja meg magát

3Asher Peres [18] könyvében a maximális tesztek ettől különböző defińıciója található. A
dolgozat szerzője azt önkényesen egy kicsit át́ırta, hogy céljainak jobban megfeleljen.
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az impulzusmérés lehetőségétől, és ford́ıtva. Bohr erre a komplementaritás szót
használja, és azt érti alatta, hogy a két léırás (hely és impulzus) kiegésźıti egymást.

A kvantum szkéma tehát valósźınűségi mezők gyűjteménye, és ezek között vannak
olyanok is, amelyek nem kompatibilis tesztekhez tartoznak. Az SP,T valósźınűségi
mezők, egymástól függetlenként kezelve, egyetlen S0 valósźınűségi mezővel helyet-
teśıthetők úgy, hogy ha S0-nak valamelyik elemi eseménye bekövetkezik, minden
SP,T valósźınűségi mezőben minden eseményre adott, hogy bekövetkezett vagy
nem. Ekkor az előálĺıtott rendszer állapota az S0-beli valósźınűséget adja meg, és
a mérési eredményeket reprodukáló, SP,T -beli valósźınűségek ebből csak közvetett

módon származnak. Így a klasszikus statisztikus fizika léırásmódjával ekvivalens
léırás adódik. Az ún. kontextuális rejtett-paraméter elméletek ezt valóśıtják meg.

A Bell–KS-tétel a nem kontextuális rejtett-paraméter elméletek 4 lehetőségét vizsgál-
ja: megtehető az S0-lal való helyetteśıtés akkor is, ha a valósźınűségi mezők nem
függetlenek, abban az értelemben, hogy az eseményalgebrák nem diszjunktak?
Ekkor, ha A több valósźınűségi mező eseménye, egyszerre kell bekövetkeznie az
összes ilyen valósźınűségi mezőben, és ezekben az A által kizárt események nem
következhetnek be. A kérdésnek legfőképp a nem kompatibilis tesztek miatt van
jelentősége, és a helyzet iróniája, hogy ḱısérletileg éppen ezek miatt nem eldönt-
hető: nincs értelme azt feszegetni, hogy

”
mi lett volna ha” T helyett a vele nem

kompatibilis T ′ teszt lett volna elvégezve.

A Bell–KS-tétel a kérdést egy logikai ellentmondással, azaz a matematikai ap-
parátusra visszavezetve válaszolja meg. Ehhez viszont a nem kompatibilis tesz-
tek eseményei közti kapcsolatok léırására is szükség van. Erre, és az események
valósźınűségének a kiszámı́tási módjára eszközöket a kvantum szkéma matema-
tikai modellje biztośıt. Ez a modell nem egyértelmű, pl. a

”
megszokott” modell

komplex Hilbert-tere kvaterniók feletti Hilbert-térre általánośıtható [1].

∗ ∗ ∗

Legyen H egy Hilbert-tér, és az egyszerűség kedvéért legyen véges dimenziós. H
alkalmas arra, hogy egy kvantum szkéma matematikai modellje rá épüljön, mivel
a vele kapcsolatos fogalmak seǵıtségével valósźınűségi mezők álĺıthatók elő, vagy
röviden: H valósźınűségi mezőket indukál.

Hminden valósźınűségi mezője Ω eseményterétH-nak valamely ortonormált bázisa
valóśıtja meg, amiből következik, hogy az eseményterek azonos elemszámúak. Az
eseményalgebrák a σ-algebra axiómáinak betartása mellett tetszőlegesek lehetnek,
rájuk H-ból csak az a megkötés származik, hogy végesek. Az Ω eseménytérhez

4A kifejezés pontos jelentését ld. később.
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és A ⊆ 2Ω eseményalgebrához tartozó teszt maximális, ha az elemi események
egyelemű halmazok, azaz ha A = 2Ω.

A rendszer állapotát egy |ψ〉 ∈ H egységvektor reprezentálja, és ebből az egyes
események valósźınűsége a következő szabállyal számolható. Minden A esemény
(páronként ortogonális) vektorokból álló halmaz lévénH-nak egy 〈A〉 alterét fesźıti
ki, amelyhez egyértelműen tartozik egy P̂〈A〉 ortogonális projektor. Az A esemény
valósźınűsége ekkor

P (A) = ‖P̂〈A〉|ψ〉‖
2
. (1.2)

Ez a halmazfüggvény teljeśıti a valósźınűség axiómáit:

1. Mivel 〈Ω〉 = H, P̂H az egységoperátor, ı́gy P (Ω) = ‖|ψ〉‖2 = 1.

2. Mivel Ω és A véges, a (1.1) kifejezésnek csak véges sok, egymást kizáró
A1, ..., An ∈ A eseményre való teljesülését kell ellenőrizni. Tetszőleges A1,
..., An vektorhalmazokra igaz, hogy

〈A1 ∪ · · · ∪ An〉 = 〈A1〉+ · · ·+ 〈An〉.

Felhasználva, hogy az 〈Ai〉 alterek ortodiszjunktak5,

P̂〈A1〉+···+〈An〉 = P̂〈A1〉 + · · ·+ P̂〈An〉.

Következik, hogy

P (A1 ∪ · · · ∪ An) = ‖P̂〈A1∪···∪An〉|ψ〉‖
2

= ‖P̂〈A1〉+···+〈An〉|ψ〉‖
2

= ‖P̂〈A1〉|ψ〉+ · · ·+ P̂〈An〉|ψ〉‖
2

= ‖P̂〈A1〉|ψ〉‖
2

+ · · ·+ ‖P̂〈An〉|ψ〉‖
2

= P (A1) + · · ·+ P (An) .

Az utolsó előtti egyenlőség a Pitagorasz-tétel6, amely alkalmazható, mivel a
P̂〈Ai〉|ψ〉 vektorok páronként ortogonálisak.

A tapasztalattal csak az események valósźınűségei vethetők össze. Az (1.2) ki-
fejezésből látható, hogy |ψ〉-t és az A-beli vektorokat egységnyi abszolút értékű
skalárral szorozva P (A) nem változik. Emiatt akárhányszor egységvektorról van
szó, hacsak az ellenkezője nincs külön jelezve, mindig egy eiϕ, ϕ ∈ R faktor

5Az U, V ≤ H alterek ortodiszjunktak, ha bármely nemnulla |u〉 ∈ U -ra és |v〉 ∈ V -re 〈u | v〉 =
0. Ebből következik, hogy U ∩ V = {0}.

6A véges eseménytér és eseményalgebra nem jelent lényegi megkötést, hanem csak kényelmi
célokat szolgál, hogy ne kelljen határértékekkel számolni.
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erejéig rögźıtett egységvektort, vagy ami ezzel ekvivalens, az egységvektor által ki-
fesźıtett 1-dimenziós alteret, sugarat kell érteni, és az indukált valósźınségi mezők
eseményterét is ennek a figyelembevételével kell összehasonĺıtani.

Következik, hogy H ortonormált bázisai maximális teszteket reprezentálnak, és
a valósźınűség (1.2) kifejezése alapján a különböző bázisokhoz tartozó maximális
tesztek nem kompatibilisek.

A bevezetett fogalmakkal a Bell–KS-tétel kérdésfeltevése szemléletesen ı́gy hang-
zik: kifesthetők a maximális tesztek elemi eseményei, vagy ezzel ekvivalens módon,
a Hilbert-tér egységvektorai, pirosra vagy zöldre úgy, hogy a zöld vektorokra or-
togonális vektorok pirosak legyenek [18]?

A zöld, illetve piros sźın az elemi események bekövetkezését, illetve be nem követ-
kezését jelenti, a piros vektorok zöldekre való ortogonalitása pedig azt, hogy egy
elemi esemény bekövetkezése minden valósźınűségi mezőben, amelynek eseménye,
az összes többi elemi esemény bekövetkezését kizárja.

Kétdimenziós Hilbert-térben a kifestés lehetséges, de ekkor a H-beli valósźınűségi
mezők eseményalgebrái alapból diszjunktak. Egy dimH > 2-re vonatkozó nemle-
ges választ elsőként Kochen és Specker [10] adtak úgy – és itt a módszer a fontos,
ugyanis John Bell, Andrew Gleason eredményét felhasználva, már előttük megol-
dotta a feladatot [4] –, hogy összeálĺıtottak egy 117 vektorból álló halmazt, amely-
nek a fenti feltételekkel való kisźınezése lehetetlen. Az évek során egyre kevesebb
vektorból álló halmazok születtek, és mára sikerült erre a geometriai problémára
adott választ algebrai ellentmondásként megfogalmazni.

1.2. Valósźınűségi változók és megfigyelhető mennyiségek

A megfogalmazásban fontos szerepet játszanak az önadjungált operátorok, vagy
megfigyelhető mennyiségek. Mı́g a sztochasztikus szkéma méréssel kapcsolatos fo-
galma, a valósźınűségi változó, pusztán csak leképezi az egyetlen valósźınűségi
mező eseményterét, a vele analóg kvantum szkémabeli fogalom, az önadjungált
operátor, már arra vonatkozó információt is tartalmaz, hogy melyik valósźınűségi
mezőben viselkedik valósźınűségi változóként. A részletek a következők.

Legyen SA = (Ω,A,P) és SB = (Θ,A′,Q) két valósźınűségi mező. A ξ : Ω → Θ
függvény valósźınűségi mezők közti homomorfizmus, ha

1. minden B ∈ B-re ξ−1(B) ∈ A;

2. Q(B) = P(ξ−1(B)).

Ha speciálisan Θ = R és A′ = B, ahol B a Borel-féle σ-algebra7, ξ egy valósźınűségi

7A legszűkebb σ-algebra, amely az (a, b] ⊆ R intervallumokat tartalmazza.
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változó. ξ diszkrét valósźınűségi változó, ha értékkészlete megszámlálható. A
diszkrét valósźınűségi változóknak egy fontos speciális esete az A ∈ A, A 6= ∅
esemény indikátor valósźınűségi változója:

ξA(ω) =

{
0, ha ω /∈ A,
1, ha ω ∈ A.

A ξ és ζ valósźınűségi változókból összeadással és szorzással újabb valósźınűségi
változók álĺıthatók elő: minden ω ∈ Ω-ra

(ξ + ζ)(ω) = ξ(ω) + ζ(ω),

(ξ · ζ)(ω) = ξ(ω)ζ(ω).

Egy Â önadjungált operátor sajátértékei valósak, és különböző sajátértékekhez
ortogonális sajátvektorok tartoznak. Emiatt, minden olyan Ω ortonormált bázisra,
amelyben diagonális8, Â egy α : Ω → R leképezést határoz meg: az |ω〉 ∈ Ω
bázisvektorhoz α hozzárendeli Â-nak az |ω〉-hoz tartozó sajátértékét. Ha S egy Ω
eseményterű valósźınűségi mező, és eseményalgebrája minden B ∈ B-re α−1(B)-t
tartalmazza, α az Â által S-ben indukált valósźınűségi változó. Ha Â egy projektor,
α egy indikátor valósźınűségi változó.

Ha Â degenerált, azaz van többszörös sajátértéke, az Ω bázis, amelyben Â dia-
gonális, nem egyértelmű. Ekkor a valósźınűségi mezők, amelyekben Â valósźınűségi
változót indukál, akár nem kompatibilis tesztekhez is tartozhatnak. Ezek a valósźı-
nűségi változók különböző ḱısérleti elrendezésben elvégzett méréseket jelentenek,
és a köztük lévő kapcsolat a kvantum szkéma matematikai modelljének a szintjén
reprezentált: minden elrendezésben

”
Â mérése” történik.

Egy nem kontextuális rejtett-paraméter elmélet szerint, ha Â-nak valamely λ
sajátértékéhez tartozó sajátvektora zöldre van festve, minden µ 6= λ-hoz tartozó
sajátvektor piros kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy a kifestés minden Â által
indukált valósźınűségi változó értékét λ-ra rögźıti, ami úgy is mondható, hogy

”
az Â megfigyelhető mennyiség értéke rögźıtett” (ld. pl. [15]). A kifestés ekviva-

lens a H sugaraihoz tartozó projektorok értékének a rögźıtésével úgy, hogy ha egy
projektor értéke 1, minden, vele kommutáló projektor értéke 0.

Egy nemdegenerált Â önadjungált operátor meghatározza azt a maximális teszt-
hez tartozó valósźınűségi mezőt, amelyben valósźınűségi változóként viselkedik.
Emiatt egy nemkontextuális rejtett-paraméter elmélet létjogosultsága ḱısérletileg
csak degenerált Â operátor mérésével dönthető el. Mivel Â értékének a rögźıtését

8Pontosabban, ha a mátrixa diagonális a bázisban, de ettől a prećızkedéstől a tömörség
kedvéért érdemes eltekinteni.
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nem kompatibilis tesztek elvégzésével kellene kimutatni, ilyen ḱısérlet nem létezik:
Â ugyanazon az előálĺıtott rendszeren csak az egyik elrendezésben mérhető. Így a
rejtett-paraméter elmélet azon álĺıtása – ugyanis csak ı́gy lehet azt értelmezni –,
hogy Â-t másik elrendezésben mérve az eredmény ugyanaz lett volna, értelmetlen.

Több önadjungált operátor szimultán mérése olyan T teszt elvégzésével történik,
amelyre az SP,T valósźınűségi mezőben mindegyikük valósźınűségi változót in-
dukál. Ahhoz, hogy ilyen tesztről egyáltalán beszélni lehessen, szükséges, hogy
az operátorok páronként kommutáljanak, különben H-nak egyetlen ortonormált
bázisa sem diagonalizálja mindannyiukat.

A
”
nem kontextuális rejtett-paraméter elmélet” kifejezésben a

”
nem kontextuális”

jelentése a következő. Egy Â önadjungált operátor mérésének a kontextusa azok-
nak az Â-val, és egymás közt is, kommutáló operátoroknak a halmaza, amelyek
mérése Â mérésével szimultán történik. Â-nak a B̂1, B̂2, ... és a Ĉ1, Ĉ2, ...
operátorokkal való szimultán mérése, ha B̂i és Ĉj nem feltétlenül kommutálnak,
két különböző elrendezésben való mérést jelent.

Ha egy nem kontextuális rejtett-paraméter elmélet az Â, B̂1, B̂2, ... operátoroknak
egy közös |λ〉 sajátvektorát zöldre festi, és ez Â-nak a λ sajátértékéhez tartozó
sajátvektora, az Â, Ĉ1, Ĉ2, ... operátoroknak a közös |µ〉 sajátvektora nem festhető
zöldre, ha Â|µ〉 = µ|µ〉 és µ 6= λ, mivel ekkor |λ〉 és |µ〉 ortogonálisak. Következik,
hogy az elmélet szerint Â értéke a kontextustól független.

Ha egy S valósźınűségi mezőben Â, illetve B̂ az α, illetve β valósźınűségi változókat
indukálják, Â+ B̂ és ÂB̂ újabb valósźınűségi változókat indukálnak S-ben, neve-
zetesen α + β-t és αβ-t. Az álĺıtás a négy operátor diagonális alakjából azonnal
látszik, és csak kommutáló Â és B̂ operátorokra igaz; általában Â+ B̂, illetve ÂB̂
teljesen más elrendezésben mérhető, mint Â vagy B̂.

Egy nem kontextuális rejtett-paraméter elmélet, azáltal, hogy S eseményteréből
valamelyik |ω〉 vektort zöldre festi, a négy operátorhoz hozzárendeli valamelyik
sajátértékét úgy, hogy ha Â-hoz v(Â) és B̂-hez v(B̂) tartozik, akkor Â+ B̂ és ÂB̂
kiválasztott sajátértéke rendre [16, 15]

v(Â+ B̂) = v(Â) + v(B̂), (1.3a)

v(ÂB̂) = v(Â)v(B̂). (1.3b)

1.3. Egy- és több-qubit rendszerek

A valósźınűségi mező és a valósźınűségi változó absztrakt fogalma csak egy keret-
rendszert alkot, konkrét problémák megoldásához további feltételezések, a problé-
mát léıró modellek kellenek. Ezek megadják az eseményeket és azok valósźınűségeit,
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esetleg valósźınűségi változókat is bevezetnek (ld. pl. binomiális eloszlás, Poisson-
eloszlás stb.). Ugyanez a kvantumelméletre is igaz.

A lehető legegyszerűbb modell arra az esetre vonatkozik, amikor egy maximálisnak
tekintett T tesztnek két lehetséges kimenetele van. Ekkor az előálĺıtott rendszer,
elterjedt nevén qubit, kétállapotú, és az őt léıró H2 Hilbert-tér 2-dimenziós.

A T tesztetH2-nek egy kitűntetett bázisa reprezentálja, és az önadjungált operáto-
rok erre a bázisra vonatkozó mátrix alakban ı́rhatók:

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, a11, a22 ∈ R, a12 = a∗21.

Ami A sajátértékeit illeti, a modell egyszerűségéből adódóan, csak két lehetőség
létezik. A triviális esetben A-nak kétszeres sajátértéke van, és az egységmátrixszal
arányos. Amikor a sajátértékei különböznek, A arra vonatkozó információt is tar-
talmaz, hogy melyik ortonormált bázisban diagonális, vagyis hogy melyik valósźı-
nűségi mezőben tekinthető valósźınűségi változónak.

A sajátértékeket az utóbbitól elválasztva, A úgy ı́rható, hogy

A = a0

[
1

1

]
+ a

(
nx

[
1

1

]
+ nz

[
1
−1

]
+ ny

[
−i

i

])
,

ahol (nx, ny, nz) ∈ R3 egy egységvektor, amely az emĺıtett bázist azonośıtja. A
zárójelbel lévő mátrixok az ún. Pauli-mátrixok, és jelölésük rendre X, Z és Y . A
továbbiakban a 2× 2-es egységmátrixot I jelöli.

A Pauli-mátrixok különböző ortonormált bázisban diagonálisak, és sajátértékük
±1. Közülük egyedül Z nemtriviális valósźınűségi változó a T teszthez tartozó
valósźınűségi mezőben. A Z által reprezentált mérés minden extra információt
nélkülöző számértékekkel fejezi ki a rendszer két állapotának a különbségét: a
rendszer egyik állapotában a mérés eredménye +1, a másikban −1.

Egy másik fontos modell az N darab qubitből álló rendszerek modellje. Ekkor a
Hilbert-tér a H2 terek N -szeres tenzorszorzata:

H = H2 ⊗ · · · ⊗ H2.

A továbbiakban a H-n értelmezett önadjungált operátorok közül csak az I egység-
mátrix és a Pauli-mátrixok N -szeres tenzorszorzatai, az N-qubit Pauli-operátorok
kapnak lényeges szerepet. Az általuk generált csoport az N-qubit Pauli-csoport :

GP =
{
ikA1 ⊗ · · · ⊗ AN

∣∣ k = 0, ..., 3, Ai = I,X, Y, Z
}
.

Az egységoperátort leszámı́tva a Pauli-operátorok sajátértékei ±1, és kommutálá-
sukat illetően csak két lehetőség van: kommutálnak vagy antikommutálnak. A
továbbiakban a Pauli-operátorok a

”
⊗” jel nélkül lesznek kíırva.
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1.4. Bell–KS-konfigurációk

A dolgozat főszereplői, a Bell–KS-konfigurációk, egymással speciálisan kommutáló,
illetve antikommutáló Pauli-operátorokból épülnek fel. A nem kontextuális rejtett-
paraméter elméletek kérdése, mint geometriai probléma, egy Bell–KS-konfiguráció
seǵıtségével egy jóval könnyebben tárgyalható algebrai problémára redukálódik: le-
hetetlen a konfiguráció operátoraihoz valamelyik sajátértéküket, azaz ±1-et hozzá-
rendelni az (1.3b) összefüggés értelemszerű teljesülése mellett.

A konfiguráció bizonyos, páronként kommutáló operátorainak a közös sajátvekto-
rait bárhogy sźınezve, mindig lesz köztük két ortogonális zöld vektor. Ez a két vek-
tor valamelyik operátornak a két különböző sajátértékéhez tartozó sajátvektorai,
ami azzal ekvivalens, hogy az operátor által reprezentált mennyiségnek egyszerre
két különböző értéke van. Egyetlen rejtett-paraméter elméletnek sem engedhető
meg, hogy ilyesmit álĺıtson.

IXXI XX

IY Y I Y Y

XY Y X ZZ

1

2

3

4 5 6

1.1. ábra. Mermin–Peres-négyzet

Egy konkrét Bell–KS-konfiguráció, az ún. Mermin–Peres-négyzet [15, 18], az 1.1.
ábrán látható. A négyzet 9 darab 2-qubit Pauli-operátorból áll, és ezek 6 darab,
páronként kommutáló operátorokat tartalmazó halmazba szerveződnek. Egy ilyen
halmazon belül az operátorok szorzata az egységoperátor ±1-szerese, ami alapján
egy halmaz pozit́ıv vagy negat́ıv. Az 1.1. ábrán az 1, ..., 5 jelzésű halmazok po-
zit́ıvak, a 6-os halmaz pedig negat́ıv.

A kisźınezés, mint geometriai probléma a Mermin–Peres-négyzet seǵıtségével a
következőképpen tárgyalható. Adott halmaz operátorai valamely ortonormált
bázisban egyszerre diagonalizálhatók, és a bázisvektorok közül valamelyiknek zöld-
nek kell lennie. Ez tehát halmazonként egy zöld vektort jelent. Az 1, ..., 5 hal-
mazok zöld vektorait jelölje |a〉, ..., |e〉, és az egyszerűség kedvéért mindegyikük
legyen a neki megfelelő halmaz összes operátorának a +1-hez tartozó sajátvektora.

Mivel |a〉-ra és |b〉-re nem lehet ortogonális, a 6-os halmaz |f〉 zöld vektora XX-nek
és Y Y -nak csak a +1-hez tartozó sajátvektora lehet. Viszont ekkor

ZZ|c〉 = |c〉 és ZZ|f〉 = −|f〉,
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ezért |c〉 és |f〉 két ortogonális zöld vektor.

Az operátorok más sajátvektorainak a kiválasztásával is hasonló ellentmondásra
lehet jutni. A Mermin–Peres-négyzet tehát 24, a ḱıvánt módon nem kisźınezhető
vektort rögźıt.

Az algebrai érvelés szerint az operátorokhoz nem lehet hozzárendelni valamelyik
sajátértéküket úgy, hogy (1.3b) értelemszerűen teljesüljön. Waegell és Aravind [27]
az ehhez elégséges feltételeket a Mermin–Peres-négyzeten túlmutató általánosság-
gal foglalta össze9:

1. mindegyik operátor páros számú halmaz eleme;

2. a negat́ıv halmazok száma páratlan.

Az érvelés ı́gy hangzik. Egy halmazbeli operátorok értékenek a szorzata +1 vagy
−1 annak függvényében, hogy pozit́ıv vagy negat́ıv halmazról van szó. Az ı́gy
kapott számokat minden halmazra összeszorozva, a 2. kritérium miatt −1 adódik.
Mivel egy operátor páros számú halmazban van, az értéke az előbbi szorzatban
páros hatványon szerepel, ı́gy annak az eredménye +1 kell, hogy legyen.

Y II

IIX IIY

XII

XXX XY Y

IY I IXI

Y XYY Y X

1.2. ábra. Mermin-pentagramma

Egy másik Bell–KS-konfiguráció az 1.2. ábrán látható Mermin-pentagramma. Mi-
vel ennek csak a

”
v́ızszintes” halmaza negat́ıv, a WA-kritériumok teljesülnek.

9Cikkükben néhány egészen egzotikus konfigurációt is mutatnak.
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2. GF (2) feletti szimplektikus vektorterek tulaj-

donságai

2.1. Pauli-csoport szimplektikus struktúrája

A Bell–KS-konfigurációk vizsgálatának első lépése az a felismerés, hogy az N -qubit
Pauli-csoport egy GF (2) feletti szimplektikus vektortér struktúrájával rendelke-
zik. Pontosabban, létezik egy csoporthomomorfizmus GN és GF (2)2N között10

úgy, hogy két operátor kommutálását, illetve antikommutálását egy, az utóbbin
értelmezett alternáló bilineáris forma adja meg. Ez az irodalomban, a konzulensem
nevével fémjelezett cikkekben is, számtalanszor megjelenik (N = 3-ra ld. pl. [12]).

A homomorfizmus alakja a következő: az ikA1⊗· · ·⊗AN ∈ GN operátorhoz legyen
hozzárendelve a GF (2)2N -beli x = x1...xNx

′
1...x

′
N vektor, ahol az Ai Pauli-mátrixot

xix
′
i azonośıtja az alábbi szabály szerint:

I ↔ 00, X ↔ 01, Z ↔ 10, Y ↔ 11.

Ekkor, ha két operátorhoz x, illetve y tartozik, a szorzatuk képe x + y, és az

〈x,y〉 = x1y
′
1 + · · ·+ xNy

′
N + x′1y1 + · · ·+ x′NyN (2.1)

mennyiség 0, illetve 1 aszerint, hogy a két operátor kommutál vagy antikommutál.

A homomorfizmus magtere nem triviális, mivel a leképezés során az ik tényezőre
vonatkozó információ elveszlődik, és a későbbiekben ez nem marad következmények
nélkül.

Absztrakt szinten, egy F test feletti V vektortér szimplektikus vektortér, ha értel-
mezett rajta egy 〈·, ·〉 szimplektikus formának nevezett bilineáris forma, amely

1. alternáló vagy totálisan izotróp: minden x ∈ V -re 〈x,x〉 = 0;

2. nemdegenerált : ha minden x ∈ V -re 〈x,y〉 = 0, akkor y = 0.

Az első axiómából következik, hogy

0 = 〈x + y,x + y〉 = 〈x,x〉+ 〈x,y〉+ 〈y,x〉+ 〈y,y〉
= 〈x,y〉+ 〈y,x〉,

tehát a szimplektikus forma ferdén szimmetrikus. A gondolatmenet szempontjából
érdekes, GF (2) feletti vektorterek esetén ez szimmetriára egyszerűsödik, mivel
GF (2)-ben −1 = 1.

Ismert tény, hogy minden szimplektikus vektortér dimenziószáma páros [14].

10Emlékeztető: GF (2)2N a rajta értelmezett összeadással csoportot alkot.
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2.2. Alterek, Gauss-együtthatók

Legyen V tetszőleges GF (2) feletti n-dimenziós vektortér.

2.1. Lemma. A k darab lineárisan független vektorból álló halmazok száma

1

k!
21+···+(k−1)(2n − 1)(2n−1 − 1) · · · (2n−k+1 − 1). (2.2)

Bizonýıtás. A lineárisan független x1, ..., xk vektorok egyenként választhatók ki.
Első lépésként x1 nem lehet a nullvektor. Feltéve, hogy az i-edik lépésben i − 1
darab vektor már megvan, a lineáris függetlenség megőrzéséhez xi nem lehet benne
az általuk kifesźıtett Wi−1 altérben. Emiatt xi

νi = |V \Wi−1| = 2i−1(2n−i+1 − 1)

darab vektor közül választható. A vektorok sorrendje irreleváns, ezért a keresett
szám ν1ν2...νk/k!.

V bázisainak a száma a (2.2) formulából k := n helyetteśıtéssel adódik:

1

n!
21+···+(n−1)(2n − 1)(2n−1 − 1) · · · (21 − 1). (2.3)

A k-dimenziós V -alterek halmaza a Gr(n, k) Grassmann-sokaság, számukat a
[
n
k

]

Gauss-együtthatók adják meg.

2.2. Lemma. [
n

k

]
=

2n − 1

2k − 1
· 2n−1 − 1

2k−1 − 1
· · · 2

n−k+1 − 1

21 − 1
. (2.4)

Bizonýıtás. A k darab lineárisan független vektorból álló halmazok (2.2) számát
osztani kell egy ilyen halmaz által kifesźıtett altér bázisainak a (2.3) számával, és
ebből

[
n
k

]
adódik.

A Gauss-együtthatókra igazak az alábbi összefüggések:
[

n

n− k

]
=

[
n

k

]
,

[
n

0

]
=

[
n

n

]
= 1,

[
n+ 1

k

]
= 2k

[
n

k

]
+

[
n

k − 1

]
. (2.5)

Legyen W ≤ V egy altér. A V/W faktortérnek egy k-dimenziós altere olyan
ekvivalenciaosztályokból áll, amelyek uniója V -nek egy k+ dimW -dimenziós, W -t
tartalmazó altere. Így a W -t tartalmazó m > dimW -dimenziós alterek száma

[
n− dimW

m− dimW

]
. (2.6)
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2.3. Izotróp és Lagrange-alterek

A továbbiakban VN egy GF (2) feletti 2N -dimenziós szimplektikus vektorteret
jelöl. Egy W ≤ VN altér ortogonális kiegésźıtője az összes W -beli vektorra or-
togonális vektorok W⊥ altere. Mivel a szimplektikus forma nem degenerált,

dimW + dimW⊥ = dimVN = 2N.

W izotróp, ha W ≤ W⊥, azaz ha tetszőleges két vektora ortogonális. W Lagrange-
altér, ha W⊥ = W . Következik, hogy minden Lagrange-altér N -dimenziós. VN
Lagrange-altereinek a Lag VN halmaza a Lagrange–Grassmann-sokaság.

2.3. Lemma. A k darab páronként ortogonális, lineárisan független vektorból álló
halmazok száma:

1

k!
21+···+(k−1)(22N − 1)(22(N−1) − 1) · · · (22(N−k+1) − 1). (2.7)

Bizonýıtás. A gondolatmenet (2.2) bizonýıtásához hasonló. xi most sem lehet a
már kiválasztott x1, ..., xi−1 vektorok által kifesźıtett izotróp Wi−1 altérben, de
emellett a páronkénti ortogonalitásnak is meg kell maradnia. Ehhez az eddigi
vektorokra xi-nek ortogonálisnak kell lennie, tehát xi ∈ W⊥

i−1. Következik, hogy
xi ∈ W⊥

i−1 \Wi−1. Mivel Wi−1 izotróp, a szóbajövő vektorok száma

ν ′i = |W⊥
i−1 \Wi−1| = |W⊥

i−1| − |Wi−1|
= 22N−(i−1) − 2i−1

= 2i−1(22(N−i+1)−1 − 1).

VN k-dimenziós izotróp altereinek a száma (2.7) és (2.3) hányadosa:
[
N

k

]

⊥
≡ 22N − 1

2k − 1
· 22(N−1) − 1

2k−1 − 1
· · · 2

2(N−k+1) − 1

21 − 1
. (2.8)

Ebből, k := N helyetteśıtéssel, VN Lagrange-altereinek a száma:

L(N) ≡ |Lag VN | = (2N + 1)(2N−1 + 1) · · · (2 + 1). (2.9)

Egy W ≤ VN izotróp altér W⊥/W szimplektikus faktortere egy 2(N − dimW )-
dimenziós szimplektikus vektortér az alábbi szimplektikus formával:

〈x +W,y +W 〉W = 〈x,y〉.
W⊥/W minden Lagrange-altere olyan ekvivalenciaosztályokból áll, amelyek uniója
VN -nek egy W -t tartalmazó Lagrange-altere adódik. Emellett, ha U egy Lagrange-
altér VN -ben, U/W Lagrange-altér W⊥/W -ben. Következik, hogy a W -t tartal-
mazó Lagrange-alterek száma L(N − dimW ) = |Lag VN−dimW |.

14



2.4. Lemma. [
N

k

]

⊥
=

L(N)

L(N − k)

[
N

k

]
.

Bizonýıtás. Az összefüggés számolással is belátható, viszont egy szemléletesebb
bizonýıtás a következő. Minden k-dimenziós izotróp W altér benne van egy U
Lagrange-altérben. Ez utóbbi L(N)-féleképpen választható, és a k-dimenziós al-
tereinek a száma

[
N
k

]
. W -t összesen L(N − k) darab Lagrange-altér tartalmazza,

ezért osztani kell ezzel a számmal.

2.5. Lemma.

L(N) =
N∑

k=0

[
N

k

]
21+···+k. (2.10)

Bizonýıtás. Indukcióval. Az álĺıtás N = 1-re igaz: L(1) = 3. Az L(N)-re ı́rható
rekurziós összefüggés szerint

L(N) = (2N + 1)L(N − 1) = (2N + 1)
N−1∑

k=0

[
N − 1

k

]
21+···+k.

A jobb oldal algebrai átalaḱıtásokkal és a (2.5) azonosságok felhasználásával, kicsit
hosszadalmasan, de a ḱıvánt alakra hozható.

2.6. Lemma. Az U Lagrange-altérrel diszjunkt Lagrange-alterek száma

I(N) ≡ 21+···+N .

U-t egy W ≤ U izotróp altérben metsző Lagrange-alterek száma I(N − dimW ).

Bizonýıtás. A második álĺıtáshoz, a konkrét ismerete nékül, alkalmazni kell I-t a
W⊥/W szimplektikus faktortérre. Felhasználva a kapott kifejezést, és hogy minden
Lagrange-altér U -t valamilyen W izotróp altérben metszi,

L(N) =
∑

W≤U

I(N − dimW ) =
N∑

k=0

[
N

k

]
I(N − k) =

N∑

k=0

[
N

k

]
I(k).

Egy k := N−k változócsere után az utolsó egyenlőség az
[
N
k

]
=
[

N
N−k

]
összefüggésből

következik. A jobb oldalt a (2.10) formulával összehasonĺıtva,

0 =
N−1∑

k=0

[
N

k

] [
21+···+k − I(k)

]
+ 21+···+N − I(N).

V1 Lagrange-altereinek a száma 3, és ezek csak a triviális altérben metszik egymást,
ezért I(1) = 21. Indukciós feltevésként, legyen I(k) = 21+···+k minden k < N -re.
Ekkor a jobb oldalon a szumma eltűnik, és adódik az álĺıtás.
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2.4. Szimplektikus bázis, szimplektikus transzformáció

2.7. Lemma. Ha egy B ⊆ VN vektorhalmazban minden vektor pontosan egy másik
B-beli vektorra nem ortogonális, B elemei lineárisan függetlenek.

Bizonýıtás. Legyen x a B-beli vektorok nemtriviális lineáris kombinációja úgy,
hogy egyetlen B-beli vektorral sem egyenlő. Ha a lineáris kombinációban y együtt-
hatója nemnulla, egy olyan vektor, amely elvileg csak y-ra nem ortogonális, x-re
sem lesz ortogonális. Ez már két vektor, tehát a feltétel nem teljesül.

A fenti tulajdonsággal rendelkező vektorhalmazok szükségszerűen páros sok vek-
tort tartalmaznak, és ezek nemortogonális párokba szerveződnek. Ha egy ilyen B
vektorhalmaz kifesźıti VN -t, akkor B szimplektikus bázis.

Nem ront az általánosságon, ha a B szimplektikus bázis elemeit a1, ..., aN , b1, ...,
bN jelöli, ahol

〈ai, ak〉 = 〈bi,bk〉 = 0, és 〈ai,bk〉 = δik, i, k = 1, ..., N. (2.11)

B-nek a Ba = {a1, ..., aN}, illetve Bb = {b1, ...,bN} part́ıciói egy-egy Lagrange-
alteret fesźıtenek ki, és ezeket jelölje Ua, illetve Ub. A két Lagrange-altér diszjunkt.
Egy szimplektikus bázis 2N−1-féleképpen osztható fel Ba és Bb part́ıciókra úgy,
hogy (2.11) teljesüljön.

2.8. Lemma. Legyen Ua és Ub két diszjunkt Lagrange-altér. Ha Ua bázisa Ba,
Ub-nek egyértelműen létezik Bb bázisa úgy, hogy Ba ∪Bb szimplektikus bázis.

Bizonýıtás. Legyen Ba = {a1, ..., aN}, és legyen B′b = {b′1, ...,b′N} Ub-nek egy
bázisa. Ha B′b és a keresett Bb ⊆ Ub bázis közti transzformáció mátrixa B = [Bkj],

δik = 〈ai,bk〉 =
N∑

j=1

Bkj〈ai,b
′
j〉, amiből B = A−1, ahol Aij = 〈ai,b

′
j〉.

Az egyértelműséghez felhasználható, hogy Ub-nek minden Bb-től különböző bázisá-
ban van olyan b bázisvektor, amely két vagy több Bb-beli vektor összege, és amely
ı́gy két vagy több Ba-beli vektorra nem ortogonális.

2.9. Lemma. VN szimplektikus bázisainak a száma

1

4NN !
41+···+N(4N − 1) · · · (41 − 1). (2.12)
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Bizonýıtás. Az előző lemma értelmében egy B szimplektikus bázis megválasztása
Ua, Ub ésBa megválasztásával ekvivalens. Ua L(N)-féleképpen, Ub I(N)-féleképpen
választható, a Ba ⊆ Ua bázisok számát pedig a (2.3) formula adja meg. Mivel Ua

és Ub között nincs különbség, osztani kell 2-vel. A műveletek elvégzése és kisebb
átrendezések után a kifejezés adódik.

Az Â : VN → VN lineáris transzformáció szimplektikus transzformáció, ha őrzi a
szimplektikus formát, vagyis minden x,y ∈ VN -re

〈Âx, Ây〉 = 〈x,y〉.

Ha VN -ben rögźıtett egy szimplektikus bázis, a szimplektikus transzformációk
mátrixa ún. szimplektikus mátrix. Ezek a mátrixok csoportot alkotnak, amelynek
neve: szimplektikus csoport, és jelölése, általánosan, GF (q) feletti 2N -dimenziós
vektortér esetén: Sp(2N, q).

Egy szimplektikus mátrix oszlopvektorai szimplektikus bázist alkotnak. Az anti-
kommutáló párok permutációit és a párokon belüli cseréket összeszámolva, minden
szimplektikus bázisból 2NN ! darab szimplektikus mátrix hozható létre. (2.12) mi-
att

|Sp(2N, 2)| = 1

2N
41+···+N(4N − 1) · · · (41 − 1). (2.13)

Ismert, hogy a szimplektikus csoportot speciális szimplektikus transzformációk,
ún. transzvekciók generálják [7]. Az x vektorhoz tartozó transzvekció

T̂x(y) = y + 〈x,y〉y.

A transzvekciók kieléǵıtik az alábbi, Coxeter-relációknak nevezett összefüggéseket:

T̂ 2
x = Î és T̂xT̂y =

{
T̂yT̂x, ha 〈x,y〉 = 0

T̂x+yT̂x, ha 〈x,y〉 = 1
(2.14)
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3. A véges geometria elemei

A szimplektikus vektorterek a Bell–KS-konfigurációkat csak az egyik oldalról képesek
megviláǵıtani. A konfigurációk lényeges jellemzője, hogy az egyes, páronként kom-
mutáló operátorokból álló halmazok hogyan metszik egymást, és ezt az információt
a konfiguráció geometriája tartalmazza. Ennek a megragadásában a véges geomet-
ria módszerei seǵıtenek.

A pont-egyenes geometriák kulcsfontosságú fogalmához, illetve azok előnyös tu-
lajdonságokkal rendelkező speciális eseteihez a gráfokon és az illeszkedési rend-
szereken keresztűl célszerű eljutni. Ez az összefoglaló is ezt a programot követi.
Ahol nincs explicit módon forrás megjelölve, az összefoglaló többnyire a [8, 6, 19]
művekből való szemezgetés eredménye.

3.1. Gráfelméleti alapfogalmak

Egy G gráf, szemléletesen, pontoknak vagy csúcsoknak nevezett absztrakt objektu-
mok gyűjteménye, amelyen belül bizonyos pontpárokat élek kötnek össze. G pont-
halmazát V (G), élhalmazát E(G) jelöli. Egy másik szokásos jelölés: G = (V,E),
ahol V a pontok halmaza és E az élek halmaza.

”
x ∈ G” jelentése x ∈ V (G) vagy

x ∈ E(G) aszerint, hogy a szövegkörnyezetben x pontot vagy élt jelöl.

A továbbiakban feltételezett, hogy G hurokmentes iránýıtatlan gráf, és az élei leg-
fennebb egyszeresek, azaz E(G) ekvivalens egy V (G)-n értelmezett szimmetrikus,
irreflex́ıv relációval.

A jelöléseket megkönnýıti, ha G élei V (G) kételemű részhalmazaiként vannak ke-
zelve. Egy v pont és egy e él illeszkednek, ha v ∈ e. Az e-vel illeszkedő pontok e
végpontjai. Az e = {u, v} élt a továbbiakban uv jelöli (természetesen uv = vu).

Az u és v pontok szomszédosak, ha uv ∈ G, v szomszédainak a halmaza v∗, és v
fokszáma a szomszédainak a száma: deg(v) = |v∗|. A G gráf k-reguláris, ha minden
pontjának a fokszáma k, és teljes, ha pontjai páronként szomszédosak. Az n
pontú teljes gráf jelölése: Kn. A G gráf G komplementer gráfjának a ponthalmaza
megegyezik V (G)-vel, és uv ∈ G akkor és csak akkor, ha uv /∈ G.

Az U ⊆ V (G) ponthalmaz független, haG egyetlen élének sem tartalmazza mindkét
végpontját. A G gráf k-részes, ha V (G)-nek létezik k elemű felosztása úgy, hogy
minden part́ıció független, és nincs ugyanilyen k−1 elemű felosztás. Ha a part́ıciók
száma nem lényeges, G többrészes ; ha speciálisan k = 2, G kétrészes.

A {v0, ..., vk} ponthalmazú, {v0v1, ..., vk−1vk} élhalmazú Pk gráf egy v0 és vk közti
k-hosszú út (k az út hossza), v0 és vk az út végpontjai, a többi vi pedig belső pont.

18



Ha k ≥ 3, egy k-hosszú út, amelynek a két végpontja megegyezik, k-hosszú kör.
A k-hosszú utak, illetve körök kompakt jelölése:

Pk = (v0, v1, ..., vk), illetve Ck = (v0, ..., vk = v0).

A G′ gráf részgráfja G-nek (jelölés: G′ ≤ G), ha V (G′) ⊆ V (G) és E(G′) ⊆ E(G).
G′ fesźıtett részgráf, ha élhalmaza a G′ ≤ G feltétel teljesülése mellett maximális,
azaz ha E(G′) pontosan azoknak az uv ∈ G éleknek a halmaza, amelyekre teljesül,
hogy u, v ∈ G′. Az U ⊆ V (G) ponthalmaz által kifesźıtett részgráf az egyetlen
G′ ≤ G fesźıtett részgráf, amelyre V (G′) = U .

Az u, v ∈ G pontok d(u, v) távolsága11 a legrövidebb u és v közti P ≤ G út hossza,
vagy d(u, v) =∞, ha ilyen nem létezik. G derékbősége (vagy

”
girth paramétere”)

a legrövidebb C ≤ G kör hossza, és átmérője a két legtávolabbi pontjának a
távolsága: D(G) = maxu,v∈G d(u, v). G összefüggő, ha bármely két pontja között
létezik út, azaz ha D(G) ≤ ∞.

Egy k-reguláris, g derékbőségú gráf, amelynek ezekkel a megkötésekkel minimális
számú pontja van, (k, g)-cage. A (3, 5)-cage a jól ismert Petersen-gráf (3.1. ábra),
a (3, 6)-cage pedig a Heawood-gráf (3.2. ábra).

Legyen ϕ : V (G) → V (G′) a G és G′ gráfok ponthalmazai közti leképezés (alter-
nat́ıv jelölés: ϕ : G → G′). A halmazok szokásos elemenkénti leképezésével ϕ az
E(G)-beli éleket (kételemű halmazokat) V (G′) egy- vagy kételemű részhalmazaira
képezi. Az érdekes leképezés-osztályok a következők:

• homomorfizmus : minden e ∈ G élre ϕ(e) ∈ G′; ez kizárja, hogy ϕ(e) egye-
lemű halmaz legyen, tehát minden v′ ∈ G′ pont ϕ szerinti ősképe független
ponthalmaz G-ben.

• izomorfizmus : bijekt́ıv homomorfizmus, amelynek a ϕ−1 inverze is homomor-
fizmus;

• automorfizmus : izomorfizmus, amikor G = G′;

A G és G′ közti homomorfizmusok halmaza Hom(G,G′), és G automorfizmusainak
a halmaza Aut(G). Az utóbbi a függvénykompoźıcióval csoportot alkot. A G és
G′ gráfok izomorfak (jelölés: G ∼= G′), ha létezik köztük izomorfizmus.

11d(u, v) teljeśıti a távolság axiómáit: (1) d(u, v) = 0 akkor és csak akkor, ha u = v; (2)
szimmetria: d(u, v) = d(v, u); (3) háromszög-egyenlőtlenség : d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v, w).
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3.2. Illeszkedési rendszer és geometria

Egy Γ illeszkedési rendszer elemek gyűjteménye, amelyen belül bizonyos, különböző
t́ıpusú elemek illeszkednek egymásra. Formálisan a Γ = (X,∼, τ) hármas egy
I t́ıpushalmaz feletti illeszkedési rendszer, ahol X az elemhalmaz, ∼ egy X-en
értelmezett bináris reláció, az ún. illeszkedési reláció, és τ : X → I a t́ıpusfüggvény.
x ∈ Γ szinońımája annak, hogy x ∈ X, x ∼ y az x és y elemek illeszkedését jelenti,
és τ(x) az x ∈ X elem t́ıpusa. Ha i ∈ I, az i-elemek halmaza τ−1(i).

Az U ⊆ X elemhalmaz t́ıpusa τ(U) ⊆ I, U rangja a t́ıpusának a számossága, és
Γ rangja az X elemhalmaz rangja. Ha a vizsgált szituáció az ellenkezőjét nem
igényeli, a τ t́ıpusfüggvény mindig szürjekt́ıv, azaz τ(X) = I, mivel többnyire
értelmetlen X-beli elemek által nem képviselt t́ıpusokat figyelembe venni.

A Γ illeszkedési rendszerre a következő axiómák teljesülnek:

1. ∼ reflex́ıv és szimmetrikus;

2. minden x, y ∈ Γ-ra, ha τ(x) = τ(y) és x 6= y, akkor x � y.

A Γ illeszkedési rendszer G(Γ) illeszkedési gráfjának a ponthalmaza X, és xy ∈
G(Γ) akkor és csak akkor, ha x ∼ y (ennek csak x 6= y esetén van értelme). A
2. axióma értelmében G(Γ) egy többrészű gráf, amelyben bármely i ∈ I-re az
i-elemek halmaza független. Γ két elemének a távolsága a G(Γ)-ban értelmezett
távolság, és Γ összefüggő, ha G(Γ) összefüggő.

Legyen egy I feletti Γ = (X,∼, τ) és egy I ′ feletti Γ′ = (X ′,∼′, τ ′) illeszkedési
rendszer. Γ′ részrendszere Γ-nak (vagy Γ tartalmazza Γ′-t; jelölés: Γ′ ≤ Γ), ha
X ′ ⊆ X, és ∼′ a ∼ reláció, τ ′ pedig a τ függvény X ′-re vett megszoŕıtása. Ugyanezt
az illeszkedési gráfok szemszögéből nézve, G(Γ′) ≤ G(Γ) az X ′ által kifesźıtett
részgráf. Γ′-t az X ′ halmaz által Γ-ban indukált illeszkedési rendszernek is h́ıvják.

Legyen ϕ : X → X ′ a két elemhalmaz közti leképezés (alternat́ıv jelölés: ϕ : Γ→
Γ′). Az alábbi leképezés-osztályokokat érdemes definiálni:

• gyenge homomorfizmus : ha x, y ∈ X illeszkednek, ϕ(x), ϕ(y) ∈ X ′ is illesz-
kednek, emellett τ ′(ϕx) = τ ′(ϕy) akkor és csak akkor, ha τ(x) = τ(y);

• korreláció: bijekt́ıv gyenge homomorfizmus, amelynek a ϕ−1 inverze is gyenge
homomorfizmus; egy Γ → Γ′ korreláció létezéséből következik, hogy a G(Γ)
és G(Γ′) illeszkedési gráfok izomorfak.

• autokorreláció: korreláció, amikor Γ = Γ′;

• homomorfizmus : gyenge homomorfizmus, I = I ′ és τ ′(ϕx) = τ(x), ∀x ∈ X;
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• izomorfizmus, bijekt́ıv homomorfizmus, amelynek a ϕ−1 inverze is homomor-
fizmus; összehasonĺıtva a korrelációval, egy x ∈ X elem és x izomorfizmus
szerinti képének a t́ıpusa megegyezik.

• automorfizmus : izomorfizmus, amikor Γ = Γ′;

• beágyazás : injekt́ıv homomorfizmus.

A gráfokhoz hasonlóan a Γ és Γ′ illeszkedési rendszerek közti homomorfizmusok
halmaza Hom(Γ,Γ′), és Γ automorfizmusainak az Aut(Γ) halmaza csoportot alkot.
A gráfokhoz képest most egy újabb csoport, Γ autokorrelációinak a Cor(Γ) cso-
portja is megjelenik, amelynek Aut(Γ) normális részcsoportja. Γ és Γ′ izomorfak
(jelölés: Γ ∼= Γ′), ha létezik köztük izomorfizmus.

Γ beágyazható Γ′-be, ha létezik Γ → Γ′ beágyazás, és ekkor Γ a beágyazott il-
leszkedési rendszer. A beágyazás megengedi, hogy nem illeszkedő elemek képe
illeszkedjen, ezért Γ beágyazhatóságából nem következik, hogy Γ′-nek van Γ-val
izomorf részrendszere. Ha az utóbbi feltétel fennáll, kényelmesebb a Γ′ által tar-
talmazott Γ rendszerről, vagy még rövidebben,

”
Γ′-nek a Γ-járól” beszélni annak

ellenére, hogy szigorú értelemben Γ nem részrendszere Γ′-nek. Nem kizárt, hogy
ilyen értelemben Γ′-nek

”
több Γ-ja is van”.

A ϕ autokorreláció és a τ t́ıpusfüggvény egy α(ϕ) : I → I bijekciót határoz meg,
és az α : Cor(Γ) → SI leképezés magterét Γ automorfizmusai alkotják. ϕ egy
polaritás, ha ϕ és α(ϕ) rendje12 2, illetve trialitás, ha a két bijekció rendje 3.

Az f ⊆ X halmaz zászló, ha páronként illeszkedő elemeket tartalmaz. Az f zászló
kamra, ha τ(f) = I, és valamely i ∈ I-re i-panel, ha τ(f) = I \ {i}. A 2. axióma
miatt a zászlók elemei különböző t́ıpusúak, és a kamrákban minden lehetséges
t́ıpusú elemből pontosan egy van. Az I feletti Γ illeszkedési rendszer I feletti
geometria, ha minden maximális zászlója kamra.

A geometriák fontos tulajdonsága, hogy az I-től különböző zászlókat hány kam-
ra tartalmazza. Ha ez a szám legalább 2, a geometria rögźıtett, ha legalább 3,
a geometria sűrű. Ha minden panelt pontosan 2 kamra tartalmaz, a geometria
vékony13. A Γ geometria véges, ha X véges halmaz.

3.3. Pont-egyenes geometria, általánośıtott n-szög

Ha a t́ıpushalmaznak nincs túl sok eleme, az illeszkedési rendszer vagy geometria
megadásában a különböző t́ıpusú elemek halmaza explicit módon jelölhető, és ekkor

12Emlékeztető: egy a csoportelem rendje a legkisebb k szám, amelyre ak = e.
13Az angol nyelvű terminológia rendre firm, thick és thin (ld. pl. [6], 1. fejezet).
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a t́ıpusfüggvény magától értetődővé válik. Például az I = {1, ..., n} feletti n rangú
Γ = (X1, ..., Xn,∼) illeszkedési rendszer Xi-beli elemeinek a t́ıpusa i. Ilyenkor
az x ∈ Γ kifejezés pontos jelentése, azaz hogy x melyik Xi halmazba tartozik, a
szövegkörnyezetre van b́ızva.

A geometriák speciális esete a Γ = (P,L,∼) pont-egyenes geometria, ahol P a
pontok, L pedig az egyenesek halmaza. Γ zászlói egy pontot és egy vele illeszkedő
egyenest tartalmaznak, ezért triviálisan kamrák. Két nem illeszkedő elem halmaza
egy anti-zászló. Ha az ellenkezője nincs jelezve, a továbbiakban geometria alatt
pont-egyenes geometriát kell érteni. Esetenként hasznos egy gráfot is geometri-
aként tekinteni.

Annak a megfogalmazása, hogy a Γ geometria rögźıtett (sűrű), ı́gy egyszerűsödik:
minden egyenessel legalább két (három) pontnak, és minden ponttal legalább két
(három) egyenesnek kell illeszkednie. Γ vékony, ha minden egyenessel pontosan
két pont, és minden ponttal pontosan két egyenes illeszkedik.

Γ = (P,L,∼) duálisa Γ∗ = (L, P,∼−1), vagyis Γ∗ ponthalmaza L, egyeneshalmaza
P , és illeszkedési relációja Γ illeszkedési relációjának az inverze. A duálisképzés
általában nem polaritás (pl. amikor |P | 6= |L|), emellett meglévő zászlókat nem
ront el, és újabb zászlókat sem teremt. Mivel a duálisképzés lényegében az elemek
t́ıpusainak a felcserélése, Aut(Γ∗) ∼= Aut(Γ). Γ önduális, ha Γ ∼= Γ∗.

Γ reguláris, t́ıpusa (|P |t |L|s), és rendje (s−1, t−1), ha minden egyenessel s darab
pont, és minden ponttal t darab egyenes illeszkedik. Az (nt nt) t́ıpus, illetve az
(s, s) rend szokásos rövid́ıtése: (nt), illetve s. Ha Γ rendje s = 1, 2, 3, ..., akkor Γ
elsőrendű, másodrendű, harmadrendű stb. geometria. Ha Γ t́ıpusa (|P |t |L|s), Γ∗

t́ıpusa (|L|s |P |t). Egy k-reguláris G = (V,E) gráf t́ıpusa (|V |k |E|2).

A p, p′ ∈ Γ pontok kollineárisak, ha egy közös egyenessel illeszkednek; ha az egye-
nes egyértelmű, pp′-vel jelölhető. A különböző l, l′ ∈ Γ egyenesek a mindkettőjükre
illeszkedő pontokban metszik egymást, ha ilyen létezik, egyébként párhuzamosak.
Defińıciószerűen egy egyenes párhuzamos önmagával. Az egyértelmű közös pont
ll′-vel jelölhető. A duális geometriában az egymást metsző egyeneseknek kollineáris
pontok felelnek meg.

A pontok halmazán a kollinearitás egy szimmetrikus bináris reláció, ezért van
értelme a Γ geometria kollinearitási gráfjáról beszélni. A p ∈ Γ ponttal kollineáris
pontok halmaza p perp-halmaza (jelölés: p⊥). Az A ⊆ P ponthalmaz perp-halmaza
azokat a pontokat tartalmazza, amelyek minden A-beli ponttal kollineárisak: A⊥ =⋂

p∈A p
⊥. Egy egyenes perp-halmaza az öt metrsző egyenesek halmaza.

Ha Γ-nak nincs két egyenese, amelyre ugyanazok a pontok illeszkednek, Γ minden
egyenese a vele illeszkedő pontok halmazaként tekinthető. Ez a szemlélet előnyös,
mert értlemet ad a halmazműveletek egyenesekre való alkalmazásának. Egy ilyen
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geometria abban különbözik a 3.1 részben definiált gráfoktól, hogy az egyenesekkel
illeszkedő pontok száma nincs 2-re korlátozva.

Egy Γ geometria általánośıtott n-szög, vagy, n-re való explicit utalás nélkül, általá-
nośıtott sokszög, ha [13, 22]

1. bármely x, y ∈ Γ elemekre Γ-nak van x-et és y-t tartalmazó n-hosszú köre.
Egy ilyen kör Γ-nak egy apartmanja14.

2. Γ-nak nincs k-hosszú köre, ha 2 ≤ k < n.

Az n-hosszú körök ezt a két axiómát triviálisan teljeśıtik, ezért hagyományos n-
szögeknek15 is szokták őket nevezni. Ők tehát elsőrendű általánośıtott n-szögek.
A GQ(s, t) szimbólum egy (s, t) rendű általánośıtott négyszöget jelent.

Ismert eredmény, hogy egy általánośıtott n-szög duálisa is általánośıtott n-szög, és
hogy egy általánośıtott n-szög akkor és csak akkor sűrű, ha tartalmaz n+1-hosszú
kört. Egy általánośıtott n-szög illeszkedési gráfjának a derékbősége 2n és átmérője
n; az egymástól (maximális) n távolságra lévő elemek szembenállnak egymással16

[13].

3.4. Néhány konkrét példa

A későbbiekben releváns geometriák egy része a Kn, n = 3, 4, 5, 6 teljes gráfból
feléṕıthető (3.1. ábra). A teljes gráf K∗n duálisa és a tőle jobbra lévő Γn geometria
kapcsolata a következő: Γn ponthalmaza megegyezik K∗n ponthalmazával, egyene-
sei pedig a K∗n-ban maximális, páronként nem kollineáris pontokat tartalmazó S
halmazok közül azok, amelyek elemszáma a lehető legnagyobb.

Speciálisan K∗n-ban az S halmazok egyforma elemszámúak, ezért egyrészt mind-
egyikük Γn egyenese lesz, másrészt a γ : K∗n 7→ Γn leképezés nem kollineáris
pontokhoz kollineáris pontokat rendel, és ford́ıtva.

K∗n páronként kollineáris pontjainak a maximális halmazai két osztályba sorolhatók
aszerint, hogy a pontok illeszkednek egy közös egyenessel vagy nem. Az előbbiek
elemszáma n − 1, az utóbbiaké pedig 3, amiből következik, hogy a teljes gráfok
duálisán értelmezett γ akkor és csak akkor invertálható (és inverze önmaga), ha
n > 4, mivel ez kell ahhoz, hogy Γn-ben a két osztály ne mosódjon össze (vö: Γ4

esete, 3.1. ábra). Ha az invertálhatóság fennáll, Aut(Γn) ∼= Aut(Kn).

Az ı́gy kapott geometriákon ḱıvül fontos még a Fano-śık és két, belőle feléṕıthető
geometria, a Heawood-gráf és a split Cayley-hexagon (3.2. ábra).
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K3

K4

K5

K6

(62 43) teljes négyoldal 1-reguláris gráf

Petersen-gráf

GQ(2, 2) doily

(102 54) pentagramma

(152 65)

háromszög három pont

Kn K∗
n Γn

3.1. ábra. Teljes gráfból feléṕıthető geometriák
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Fano-śık Heawood-gráfSplit Cayley hexagon

pontok
egyenesek
zászlók
anti-zászlók

3.2. ábra. Fano-śıkból feléṕıthető geometriák

p

l

p′

p′′

l′

l′′

pl

l′′

p′

p′′

l′

3.3. ábra. Fano-śık zászlója és illeszkedő elemek
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A Fano-śık egy másodrendű általánośıtott háromszög, 7 pontja és 7 egyenese van,
pontjai páronként kollineárisak, és apartmanjainak a száma17 28. A Fano-śık pont-
jainak, egyeneseinek, zászlóinak és anti-zászlóinak a száma, összesen, 63.

A Heawood-gráf a Fano-śık illeszkedési gráfja, ezért kétrészű, 14 pontja van és
3-reguláris, ı́gy éleinek a száma 21. Minden él a Fano-śık egy zászlójának felel
meg. A Heawood-gráf, mint geometria, egy (2, 1) rendű általánośıtott hatszög, és
az előzőek alapján apartmanjainak a száma 28.

A split Cayley-hexagon (a továbbiakban csak hexagon) egy másodrendű általánośı-
tott hatszög 63 ponttal és 63 egyenessel. A pontok a Fano śık valamely pontjához,
egyeneséhez, zászlójához vagy anti-zászlójához egyértelműen hozzárendelhetők [22]
(3.2. ábra). Az egyenesek megkonstruálásához legyen {p, l} a Fano-śık zászlója.
Az l egyenessel illeszkedő másik két pont legyen p′ és p′′, és a p ponttal illeszkedő
másik két egyenes legyen l′ és l′′ (3.3. ábra). Ekkor a {p, l} zászlóhoz rendelt
hexagon-ponttal illeszkedő három egyenes alakja a pontokhoz tartozó Fano-śık-
objektumokkal kifejezve

{p, l, {p, l}} , {{p, l} , {p′, l′} , {p′′, l′′}} , {{p, l} , {p′, l′′} , {p′′, l′}} . (3.1)

Mivel a Fano-śıknak 21 zászlója van, ez a konstrukció a 63 egyenest lefedi.

A hexagon 36 Heawood-gráfot tartalmaz. Ezek közül egy a 3.2. ábrán, a diagramon
7-edrendű forgási szimmetriával nem rendelkezők pedig a 3.4. ábrán láthatók. A
hexagon apartmanjai egyértelműen valamelyik Heawood-gráfhoz tartoznak, ezért
a számuk 36 · 28 = 1 008.

A Fano-śık, a doily és a hexagon közös tulajdonsága, hogy másodrendű, azaz
a lehető legkevesebb elemmel rendelkező sűrű általánośıtott sokszögek (a doily
általánośıtott négyszög). A Fano-śık és a doily önduálisak, de a hexagon már nem
az; duálisa a másik lehetséges másodrendű általánośıtott hatszög [21].

14Angol nyelvű terminológia: apartment.
15Angol nyelvű terminológia: ordinary n-gon
16Angol nyelvű terminológia: opposites.
17Azaz

(
7
3

)
− 7, mivel 7 darab közös egyenessel illeszkedő ponthármast nem kell számolni.
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3.4. ábra. Nemtriviális Heawood-gráfok a hexagonban
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4. Geometriák beágyazása és ćımkézése

4.1. Szimplektikus poláris tér

Absztrakt szinten, a 2.1. részben definiált szimplektikus vektorterek fontos geomet-
riákat, ún. szimplektikus poláris tereket indukálnak [25]. Ha F = GF (q) és a vek-
tortér 2N -dimenziós, a szimlektikus poláris teret W (2N−1, q) jelöli. W (2N−1, q)
elemei az indukáló vektortér izotróp alterei, két elem illeszkedik, ha valamelyik
altér tartalmazza a másikat (a ∼ illeszkedési reláció a szimmetrizált ≤), és egy
elem t́ıpusa az altér dimenziószáma. Az 1, 2, illetve 3 t́ıpusú elemek W (2N − 1, q)
pontjai, egyenesei, illetve śıkjai. W (2N − 1, q) rangja N . W (2N − 1, q) két pontja
kollineáris, ha ugyanarra az egyenesre illeszkednek.

A kvantumelmélet és a szimplektikus poláris terek közti összefüggés a következő.
Az N -qubit Pauli-csoport a (2.1) szimplektikus formával ellátott GF (2)2N vek-
tortérre képezhető (ld. 2.1. rész), vagyis adott egy konkrét szimplektikus vektortér,
amely egy konkrét W (2N − 1, 2) szimplektikus poláris teret valóśıt meg. Ennek
a térnek bármely pontját a megvalóśıtó altér egyetlen nemnulla vektora, vagy a
vektor által megadott Pauli-operátor egyértelműen azonośıtja.

Módszertani érdekesség, hogy az N -qubit Pauli-csoport és W (2N − 1, 2) kapcso-
latát [26] szerzői a szimplektikus vektortér megkerülésével éṕıtik fel. Természetesen
ez az út rövidebb, de csak akkor járható, ha a gondolatmenet nélkülözheti a vek-
torterek által rendelkezésre bocsátott eszközöket.

A hátralevő részekben pont-egyenes geometriák W (2N −1, 2)-be való beágyazásai
lesznek megvizsgálva N = 2, 3-ra, illetve egy tágabb leképezés-osztályra, a ćımké-
zésekre18 is szükség lesz. Ez utóbbiak speciális injekt́ıv gyenge homomorfizmusok,
amelyek pontokhoz pontokat, de bizonyos esetekben egyenesekhez nem egyenese-
ket, hanem jól definiálható módon (ld. alább) śıkokat19 rendelnek. Bevezetésüket
az motiválja, hogy W (2N − 1, 2)-be csak olyan geometriák ágyazhatók, amelyek
egyeneseire legfennebb három pont illeszkedik20.

Minden ćımkézést egy injekt́ıv ϕ generátorfüggvény21 határoz meg, amely a vizsgált
Γ geometria pontjait W (2N − 1, 2) pontjaira képezi úgy, hogy egy közös egyenes-
sel illeszkedő pontok képei W (2N − 1, 2)-nek valamely, ponttól különböző t́ıpusú
elemével illeszkednek. A ϕ által meghatározott ćımkézés képezze az l egyenest a
legkisebb t́ıpusú ilyen elemre. A továbbiakban a Γ teljes elemhalmazán értelmezett
ćımkézés és a generátorfüggvénye ugyanazzal a szimbólummal lesz jelölve.

18Átvett nemhivatalos elnevezés, saját defińıció.
19vagy N > 3 esetén akár még nagyobb t́ıpusú elemeket, de erre most nem lesz szükség
20Emlékeztető: egy beágyazás injekt́ıv, és őrzi az illeszkedéseket.
21Saját elnevezés.
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A defińıcióból nem következik, de a vizsgált esetekben fennáll, hogy a fenti szabály-
lyal a ϕ ćımkézés injekt́ıv, és az egyenesekhez ugyanolyan t́ıpusú elemeket rendel.
Vagyis ϕ egy Γ 7→ W (2N − 1, 2) injekt́ıv gyenge homomorfizmus.

Mivel W (2N−1, 2) pontjait GF (2)2N nemnulla vektorai egyértelműen azonośıtják,
könnyebb azt mondani, hogy ϕ, generátorfüggvény vagy ćımkézés, Γ kollineáris
pontjaihoz ortogonális GF (2)2N -beli vektorokat, és ı́gy, közvetetten, kommutáló
N -qubit Pauli-operátorok rendel22. Konkrét ćımkézések ábrázolásában a geomet-
ria pontjai mellett az operátorok lesznek feltűntetve.

Ha a szövegkörnyezetből egyértelmű, hogy melyik ćımkézésről van szó, a rá való
explicit utalást meg lehet spórolni egy olyan szóhasználattal, amely nem tesz
különbséget Γ pontjai, a hozzájuk rendelt W (2N − 1, 2)-pontok, az utóbbiakat
azonośıtó vektorok, és a vektork által megadott N -qubit Pauli-operátorok között.
Így van értelme azt mondani, hogy

”
Γ vektorai kollineárisak” vagy

”
az operátorok

az l egyenessel illeszkednek”.

4.2. Ekvivalens és nemekvivalens ćımkézések

A Bell–KS-konfigurációk vizsgálata során fontos tudni, hogy két ćımkézés mikor
határoz meg két különböző konfigurációt. Defińıciószerűen, a ϕ és ϕ′ ćımkézések
ekvivalensek (jelölés: ϕ′ ≡ ϕ), ha valamely α ∈ Aut(Γ)-ra ϕ′ = ϕα.

Γ nemekvivalens ćımkézéseinek a száma, |Aut(Γ)| és |Sp(2N, 2)| nem függetlenek.
A GF (2)2N -en értelmezett M szimplektikus mátrix és egy ϕ generátorfüggvény
kompoźıciója egy újabb, Mϕ-vel jelölhető ćımkézés generátorfüggvénye, és ı́gy Γ
ćımkézéseinek a halmazán egy Sp(2N, 2) csoporthatás definiálható.

ϕ stabilizátorát jelölje s(ϕ), és a stabilizátor defińıciójához hasonlóan legyen

S(ϕ) = {M ∈ Sp(6, 2)|Mϕ ≡ ϕ} .

Ekkor s(ϕ) részcsoportja S(ϕ)-nek, és

|S(ϕ)|
|s(ϕ)| = |Aut(Γ)|.

Következik, hogy a ϕ-vel közös orbiton lévő nemekvivalens ćımkézések száma

|Sp(2N, 2)|
|S(ϕ)| =

|Sp(2N, 2)|
|s(ϕ)| · |Aut(Γ)| , (4.1)

22Ezzel a szemlélettel az l ∈ Γ egyenes, mint ponthalmaz, ϕ szerinti képe páronként ortogonális
vektorok halmaza, és mint olyan, egy izotróp alteret fesźıt ki. A ϕ ćımkézés l-t ezen altér által
megvalóśıtott W (2N − 1, 2)-beli elemre képezi.
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Ahhoz, hogy Γ ćımkézései Γ geometriájú Bell–KS-konfigurációkat adjanak meg, a
Waegell–Aravind-kritériumoknak teljesülniük kell. Az 1.4. részben léırtak alapján,
az új fogalmakkal a WA-kritériumok ı́gy hangzanak:

1. adott ćımkézés esetén Γ minden egyenesére igaz, hogy a vele illeszkedő Pauli-
operátorok szorzata az egységoperátor ±1-szerese (azaz a vele illeszkedő vek-
torok összege a nullvektor). Ekkor Γ-nak pozit́ıv, illetve negat́ıv egyenesei
különböztethetők meg.

2. Γ minden pontja páros számú egyenessel illeszkedik;

3. Γ-nak páratlan számú negat́ıv egyenese van.

Ha az 1. kritérium a ϕ ćımkézésre teljesül, akkor tetszőleges M ∈ Sp(2N, 2) esetén
Mϕ-re is teljesül. A 3. kritérium Mϕ-re már nem garantált, mivel az egyenesek

”
előjelére” vonatkozó információt sem a GF (2)2N vektortér, sem a W (2N − 1, 2)

szimplektikus poláris tér nem tartalmazza; ez a Pauli-csoport leképezése során
elveszett. Emiatt a Γ geometriájú Bell–KS-konfigurációk számát (4.1) nem adja
meg, hanem csak felülről becsüli. A tényleges egyenlőség, jó esetben, számı́tógéppel
ellenőrizhető (ld. pl. [20], Conclusion).

4.3. W (3, 2) és a doily izomorfiája, Mermin-négyzetek

ZX

IZIX

XZ

Y I

ZIXI

Y X

Y Y

Y Z

ZY

IY

XY

ZZ XX

negat́ıv egyenesek

4.1. ábra. Doily és W (3, 2) izomorfiája

A (2.8) formula szerint GF (2)4-nek 15 egydimenziós, és ugyanennyi kétdimenziós
izotróp altere van. Az utóbbiak, a Lagrange-alterek, 3 nemnulla vektort tartal-
maznak, és ezek 3, az adott Lagrange-altérben lévő egydimenziós alteret fesźıtenek
ki. A (2.8) formula utáni megjegyzések alapján minden egydimenziós, és egyben
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(2, 1) grid

4.2. ábra. (2, 1) grid-ek a doily-ban

izotróp, alteret 3 Lagrange-altér tartalmaz. Tehát W (3, 2) másodrendű geometria
15 ponttal és 15 egyenessel.

A 4.1. ábrán látszik, hogy a doily W (3, 2)-vel izomorf (a kiemelt egyenesek ne-
gat́ıvak). Az izomorfizmus, mint beágyazás stabilizátora triviális, és mivel (2.13)
szerint Sp(4, 2) rendje megegyezik a doily automorfizmus-csoportjának a rendjével,
(4.1) alapján a csoporthatás újabb nemekvivalens beágyazásokat nem hoz létre.

A 4.2. ábrán a (2, 1) grid (a Mermin-négyzetek geometriája) és a doily 10 darab
grid-je látható, az utóbbiak egy ötödrendű forgási szimmetria erejéig. 9 grid-nek
1, 1-nek pedig 3 negat́ıv egyenese van, ezért mind a 10 egy-egy Mermin-négyzetet
határoz meg. Ez ismert eredmény, ld. pl. [23].

4.4. A hexagon klasszikus beágyazása W (5, 2)-be

A hexagon W (5, 2)-be való ún. klasszikus beágyazásai több okból is figyelemre
méltók. Az egyik az, hogy csak a szembenálló vektorok nem ortogonálisak, amiből
a 2.7. Lemma alapján következik, hogy az apartmanok (6-hosszú körök) vektorai
szimplektikus bázist alkotnak. Ez a jelenség a doily beágyazásán is megfigyelhető.
Miatta a hexagon minden klasszikus beágyazásának a stabilizátora triviális.

A klasszikus beágyazások másik fontos tulajdonsága, hogy tetszőleges apartman
pontjainak a képe a teljes beágyazást meghatározza. Bármely apartman valame-
lyik hexagon-beli Haewood-gráf apartmanja, ezért egy Fano-śık háromszögének az
illeszkedési gráfja.

A Fano-śık egy T háromszögének az elemei leképezhetők egy B ⊆ GF (2)6 szimp-
lektikus bázis vektoraira úgy, hogy nemortogonális vektorok csak szembenálló, és
ı́gy különböző t́ıpusú elemekhez tartozzanak (4.3. ábra, bal). Legyen U1, illetve U2

a pontokhoz, illetve az egyenesekhez tartozó vektorok által kifesźıtett Lagrange-
altér. A leképezés a teljes Fano-śıkra kiterjeszthető úgy, hogy adott t́ıpusú ele-
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mekhez ugyanannak az Ui Lagrange-altérnek a nemnulla vektorai tartozzanak,
és, továbbra is, csak a szembenálló elemekhez rendelt vektorok ne legyenek orto-
gonálisak (4.3. ábra, jobb).

a3a2

a1

b2b3

b1 a3a2

a1

b2b3

b1

a1 + a2 a1 + a3

a2 + a3

b1 + b3 b1 + b3

b2 + b3
a1 + a2 + a3
b1 + b2 + b3T

4.3. ábra. Vektorok hozzárendelése a Fano-śık elemeihez

Rögźıtve, hogy a Fano-śık bármely {p, l} zászlójához vagy anti-zászlójához a p-hez
és l-hez rendelt vektorok összege tartozzon, a (3.1) konstrukció miatt egy hexagon-
beágyazás generátorfüggvénye adódik (vö: [24], IV. rész). A GF (2)6 kanonikus
bázisából ı́gy feléṕıthető hexagon-beágyazás a 4.4. ábrán látható.

Az emĺıtett két tulajdonság a következő észrevételt támasztja alá: a hexagon
egy automorfizmusát egyértelműen jellemzi, hogy egy kiszemelt apartmant melyik
másikra képezi, és hogyan. Az apartmanok száma 1 008, az apartman-apartman
izomorfizmusoké pedig, a D6 diéder-csoport rendjével azonosan, 12. Következik,
hogy a hexagon automorfizmus-csoportjának23 a rendje 12 096. Mivel a klasszikus
beágyazások stabilizátora triviális, a nemekvivalens beágyazások száma

|Sp(6, 2)|
12 096

= 120.

A továbbiakban nem lesz különös jelentősége, de érdemes megjegyezni, hogy a
hexagonnak ún. ferde beágyazása is létezik (konkrét példa: ld. [20], Figure 2),
viszont a csoporthatás a klasszikus beágyazások halmazából nem vezet ki.

4.5. A (102 54) pentagramma W (5, 2)-be képező ćımkézése

A hexagon és a (102 54) pentagramma egymás ellentétei abban az értelemben,
hogy mı́g az előbbinek 12 096 automorfizmusa és 120 nemekvivalens beágyazása, az
utóbbinak, pont ford́ıtva, 120 automorfizmusa és 12 096 nemekvivalens ćımkézése

23Ez a csoport izomorf a G2(2) Chevalley-csoporttal, ezért a split Cayley-hexagont G2(2)
hexagonnak is h́ıvják [24].
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4.4. ábra. A GF (2)6 kanonikus bázisa által meghatározott hexagon-beágyazás
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van. Az álĺıtás a (4.1) formulából következik, de ehhez be kell látni, hogy a pen-
tagramma ćımkézéseinek a stabilizátora triviális.

A ćımkézések az egyenesekhez W (5, 2) śıkjait rendelik, és teljeśıtik az 1. WA-
kritériumot. Ami a 3. WA-kritériumot illeti, számı́tógép seǵıtségével ellenőriztem,
hogy az 1, 3, illetve 5 negat́ıv egyenest eredményező ćımkézések száma 7 884, 4 104,
illetve 108. Ez nem teljesen új eredmény, ld. [20], Conclusion.

4.1. Lemma. Ha a pentagramma két nemkollineáris x és y vektora ortogonális,
akkor az összes y-nal kollineáris vektor ortogonális x-re.

y y1 y2

x

l

4.5. ábra. Segédábra a 4.1. Lemmához

Bizonýıtás. Egy y-nal illeszkedő l egyenes az x-el illeszkedő egyenesektől különbö-
zik, de metszi azokat, és a közös vektorokat jelölje y1 és y2 (4.5. ábra). A kolli-
nearitások miatt x ortogonális y1-re és y2-re. Ha x ortogonális y-ra, akkor az l-el
illeszkedő negyedik vektorra, y + y1 + y2-re is ortogonálisnak kell lennie.

4.2. Lemma. A pentagramma két vektora akkor és csak akkor ortogonális, ha
kollineáris.

u v u v u v u v

4.6. ábra. Segédábra a 4.2. Lemmához

Bizonýıtás. A ćımkézések defińıciója miatt csak azt kell belátni, hogy az ortogo-
nalitás elégséges a kollinearitáshoz. Ez indirekt módon bizonýıtható. Legyen u és
v a pentagramma két nem kollineáris, de ortogonális vektora. Az ellentmondáshoz
a 4.1. Lemma egymásutáni alkalmazása vezet, és ez a 4.6. ábrán látható. A szürke
vektorok a lemmabeli x szerepét töltik be, a vastag fekete vonalak az újonnan
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megállaṕıtott ortogonalitások, és a fekete vektorok már biztosan minden vektor-
ra ortogonálisak. A végén az adódik, hogy t́ız különböző vektor páronként orto-
gonális. GF (2)6 maximális, páronként ortogonális vektorokat tartalmazó halmazai
a Lagrange-alterek, és ezeknek csak 7 nemnulla vektoruk van.

A pentagramma minden egyeneséhez egy teljes négyoldal tartozik (4.7. ábra, bal).
A 4.2. és a 2.7. Lemmákból következik, hogy mind az öt teljes négyoldal vektorai
szimplektikus bázist alkotnak.

l

∑
l1
∑

l2
∑

l3
∑

l4

l2
l4 l1

l3

4.7. ábra. Az l egyeneshez tartozó teljes négyoldal

Mivel a pentagramma közös egyenessel illeszkedő vektorainak az összege a null-
vektor, bármely teljes négyoldal ćımkézése a pentagramma ćımkézését is meg-
határozza. A generátorfüggvények közti összefüggés a 4.7. ábra jobb oldali di-
agramján látható, ahol

∑
l a teljes négyoldal l egyenesével illeszkedő vektorok

összege. Mechanikusan belátható, hogy
∑

i

∑
li = 0.

4.3. Lemma. A teljes négyoldalnak két olyan W (5, 2)-be képező nem-ekvivalens
ćımkézése van, amely generátorfüggvényének a képhalmaza ugyanaz a szimplektikus
bázis.

a3

a2

a1

b2

b3

b1

a3

a2

a1
b2

b3

b1

4.8. ábra. Segédábra a 4.3. Lemmához

Bizonýıtás. A generátorfüggvény a teljes négyoldal nemkollineáris pontjait csak
nemortogonális vektorokra képezheti. Három, páronként ortogonális bázisvektor
az egyik ćımkézésben közös egyenesre illeszkedik, a másikban a teljes négyoldal
valamely háromszögének a három vektora (4.8. ábra).
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Legyen a pentagramma ćımkézése ϕ. Ekkor tetszőleges l egyeneshez tartozó Q
teljes négyoldal ćımkézése adott. Q-nak a 4.3. Lemma szerinti másik ćımkézéséből
származó pentagramma-ćımkézés ϕ-nek az l-konjugáltja24.

Az l-konjugálás a defińıció alapján önmaga inverze. A művelet megváltoztatja az
l egyenesre illeszkedő vektorokat: a Q egyeneseire illeszkedő vektorok összegét a
Q-beli háromszögek vektorainak az összege váltja fel (vö: 4.7. ábra, jobb).

Egy adott pentagramma-ćımkézésnek 5 darab l-konjugáltja van. Számı́tógépet
használva feltártam, hogy a pentagrammák 1 008 darab 12-es csoportba, dupla
hatosokba25 szerveződnek, és egy dupla hatosból az l-konjugálás nem vezet ki.

a1
a2
a3

b1

b2

b3

4.9. ábra. Dupla hatosok és megvalóśıtó objektumok

A dupla hatosok szerkezetét a 4.9. ábra szemlélteti. A gráf pontjai pentagramma-
ćımkézéseket, az élek szimplektikus bázisokat, és a szomszédos pontok egymással
l-konjugált kapcsolatban álló ćımkézéseket reprezentálnak. Az azonos árnyalatú
pontok a kétrészű gráf azonos part́ıciójához tartoznak.

4.6. A hexagon és a (102, 54) pentagramma ćımkézéseinek a
kapcsolata

4.4. Lemma. A 6-hosszú körnek négy olyan W (5, 2)-be képező nemekvivalens
beágyazása van, amely generátorfüggvényének a képhalmaza ugyanaz a szimplekti-
kus bázis, és a szembenálló pontok képei nemortogonálisak.

Bizonýıtás. A négy beágyazás a 4.10. ábrán látható. Az első diagramhoz képest
a többi háromban a kiemelt pontokhoz rendelt nemortogonális vektorpár fel van
cserélve. A négy diagramot középpontosan tükrözve belátható, hogy többszörös
cserével újabb nemekvivalens beágyazások nem hozhatók létre.

24Saját elnevezés.
25Az elnevezés abból ered, hogy a gráf (ld. 4.9. ábra) a 30 pontból és 12 egyenesből álló

Schläfli-féle dupla hatos konfiguráció duálisával izomorf.
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4.10. ábra. Segédábra a 4.4. Lemmához

A pentagramma és a hexagon kapcsán előbukkanó 12 096 és 120 számokra [26] és
[20] szerzői is felfigyeltek. Ennek a magyarázatát a 4.11. ábra foglalja össze, amit
a következőképpen kell értelmezni.
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Apartman

Dupla hatos
Pentagramma-ćımkézés

1 2 3 1 008

1 12 13 25 12 096
1 2 3 1 008

Hexagon-automorfizmus 1 12 13 25 12 096

4.11. ábra. A többször is előbukkanó 12 096 szám magyarázata

A függőleges sávok kifejezik, hogy a dupla hatosok és a hexagon apartmanjai
kölcsönösen egyértelműen megfeleltethetők egymásnak. Egy dupla hatos 12 penta-
gramma-ćımkézésből áll, egy apartmannak pedig 12 automorfizmusa van.

A v́ızszintes sávok a 120 nemekvivalens hexagon-beágyazás és a dupla hatosok 30
élének a kapcsolatát fejezik ki. Egy kiválasztott dupla hatos 30 szimplektikus bázis
kiválasztását jelenti (ld. 4.9. ábra), és a 4.4. Lemma alapján a dupla hatoshoz tar-
tozó hexagon-apartmannak ezekből 120 beágyazása késźıthető el. Az utóbbiakat
kiterjesztve a hexagonra, adódik a 120 klasszikus beágyazás.

A v́ızszintes és függőleges sávok találkozási pontjában egy-egy szimplektikus bázis
áll. Ezek száma az ábra, és a (2.12) formula szerint is, 1 008 · 30 = 30 240. Ha a
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4.12. ábra. Dupla hatosok és hexagon-apartmanok kapcsolata

hexagon beágyazása rögźıtett, egy sor az apartmanok által meghatározott szimp-
lektikus bázisokat reprezentálja. Egy oszlop egy kiválasztott dupla hatos éleit
megvalóśıtó bázisokat jelenti.

Az 4.12 ábra az elhangzottakat szemlélteti. A hexagon aktuális (az ábrán nem
feltűntetett) beágyazása a dupla hatosok kiemelt éléhez tartozik.

4.7. Pentagrammák ćımkézésein értelmezett műveletek

Az l-konjugálás nem az egyedüli, ćımkézésekre ható művelet, amely a dupla hato-
sokból nem vezet ki. Ebben a részben két újabb művelet lesz megvizsgálva, mivel
ezek a dupla hatosokat egy másik irányból viláǵıtják meg, és ezzel, indirekt módon,
a Bell–KS-konfigurációk egy osztályának a megtalálásához járulnak hozzá.

Legyen a pentagramma ćımkézése ϕ. Ha az l egyenessel illeszkedő vektorok x, y,
z és w, a ćımkézésre ható l-transzvekció26

T̂lϕ := T̂xT̂yT̂zT̂wϕ, (4.2)

ahol T̂x az x vektorhoz tartozó transzvekció. Mivel a négy vektor páronként orto-
gonális, a (2.14) Coxeter-relációk miatt a transzvekciók sorrendje lényegtelen.

26Saját elnevezés.
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x1 x2 x3 x4 x1 x2 x3 x4

a1

b1

a2

a3 b3

b2

a1 + x1 + x4

b2 + x1 + x2a2 + x3 + x4

a3 + x1 + x3 b3 + x2 + x4

b1 + x2 + x3

l l

ϕ: T̂lϕ:

4.13. ábra. Ćımkézés l-transzvektáltja

A művelet hatását, az általánosság megsértése nélkül, a 4.13. ábra mutatja. Az,
hogy a jobb oldalon valóban egy, az 1. WA-kritériumot teljeśıtő ćımkézés látható,
néhány lépésben mechanikusan ellenőrizhető. Az l egyenesre illeszkedő pontokhoz
T̂lϕ ugyanazokat a W (5, 2)-pontokat rendeli, mint ϕ, ami tömören úgy mondható,
hogy a két ćımkézésnek van közös egyenese.

Legyen
∑
ϕ a pentagramma vektorainak az összege. Az 4.13. ábra mindkét oldalán

a vektorokat összeadva, és felhasználva, hogy
∑

i xi = 0, adódik, hogy

∑
ϕ =

∑
T̂lϕ. (= a1 + a2 + a3 + b1 + b2 + b3) (4.3)

Pusztán a geometriát tekintve, a pentagramma bármely p pontja három egyenessel
nem illeszkedik (jelölje őket l1, l2 és l3), és három ponttal nem kollineáris (ezek
l1l2, l2l3 és l1l3). Ez a hat elem egy T (p) háromszöget indukál. Ha adott egy ϕ
ćımkézés, és ϕ(p) = x, a T (p) és T (x) jelölések ekvivalensek. T (x) vektorainak
az összegét jelölje

∑
T (p), vagy

∑
T (x). A p 7→ ∑

T (x) generátorfüggvényű,
ϕ∗-gal jelölt ćımkézés ϕ konjugáltja27. Vagyis egy ϕ ćımkézés konjugáltját úgy kell
elkésźıteni, hogy egy adott p ponthoz a T (p) háromszög ϕ szerinti vektorainak az
összegét kell rendelni.

A ϕ 7→ ϕ∗ leképezés transzvekcióval is feĺırható.
∑
ϕ-re a pentagramma egyetlen

x vektora sem ortogonális, mivel három vektor nem ortogonális x-re, és ı́gy

T̂∑ϕx = x +
∑

ϕ.

Az 1. WA-kritérium miatt az x perp-halmazában lévő vektorok összege x, ezért∑
ϕ = x +

∑
T (x), amiből következik, hogy T̂∑ϕx =

∑
T (x). Tehát

ϕ∗ ≡ T̂∑ϕϕ. (4.4)

27Ismert szó, új fogalomra használva.
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∑
ϕ∗ kiszámolása során felhasználható, hogy a pentagramma adott pontjával il-

leszkedő két egyenes a p-vel nem illeszkedő három egyenes mindegyikével egy-egy
háromszöget határoz meg. Vagyis minden pont három darab háromszögnek a pont-
ja. Következik, hogy

∑
ϕ∗-ban minden pont ϕ szerinti vektora háromszorosan van

figyelembe véve, ezért ∑
ϕ∗ =

∑
ϕ. (4.5)

Mivel egy transzvekció önmaga inverze, a (4.4) és (4.5) formulákból látszik, hogy
a konjugálás is önmaga inverze, azaz ϕ kétszeres konjugálása egy ϕ-vel ekvivalens
ćımkézést eredményez.

A defińıciókat felhasználva mechanikusan ellenőrizhető, hogy a már megismert l-
konjugálás az l-transzvekció és a konjugálás szorzata. A két művelet felcserélhető:

(T̂lϕ)∗ = T̂l∗ϕ
∗, (4.6)

A T̂l∗ szimbólumban a ∗ azt jelenti, hogy az l-transzvekciót a ϕ∗ ćımkézés szerinti
vektorokkal kell elvégezni (ld. (4.2)).

Egy tetszőleges ϕ ćımkézésből kiindulva l-transzvekciókkal 5 másik ćımkézés hoz-
ható létre, és a művelet ennek a 6 ćımkézésnek a halmazából nem vezet ki. Ez
a halmaz a 4.9. ábrán látható kétrészű gráf egy part́ıciója. Benne bármely két
ćımkézésnek van közös egyenese. A part́ıciók közti átjáró művelet a konjugálás.

Az 4.14. ábra ezeket az észrevételeket szemlélteti arra az esetre, amikor a kiinduló
ćımkézés a pentagramma valamelyik teljes négyoldalának a pontjaihoz a kanonikus
bázisvektorokat rendeli (a hozzájuk tartozó Pauli-operátorok XII, IXI, IIX,
ZII, IZI, IIZ).

Egy adott T̂l l-transzvekció és a konjugálás a dupla hatos összes ćımkézésére a
következőképpen hat. Legyen l az azonos part́ıciókhoz tartozó ϕ1 és ϕ2 ćımkézések
közös egyenese28, és most, (4.6) szellemiségével ellentétben, hasson mind a 12
ćımkézésre ugyanaz a négy transzvekció. Az elhangzottak alapján T̂l felcseréli
ϕ1-et és ϕ2-t. A többi ćımkézésekre az ı́rható, hogy T̂lϕ = ϕα12, ahol α12 egy
pentagramma-automorfizmus, amely ϕ-nek a ϕ1-el, illetve a ϕ2-vel közös egyeneseit
cseréli fel (vö: ekvivalens ćımkézések). (4.6) miatt a másik part́ıcióban hasonló
történik.

A konjugálás (4.3), (4.4) és (4.5) alapján a dupla hatos minden ćımkézésére ugyan-
az a transzvekció. Ez a művelet a part́ıciókat cseréli fel.

28Ez nem prećız, de szemléletes.
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4.14. ábra. Dupla hatos, és belőle nem kivezető műveletek
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4.8. 9+1-es geometria W (5, 2)-be képező ćımkézése

A 9+1-es konfigurációkhoz 29 az a kérdés vezetett, hogy egy kiszemelt operátor
(vagy vektor), pl. XXX, egy adott dupla hatoson belüli ćımkézésekre, pl. a 4.14.
ábrán lévőkre, milyen más operátorokkal együtt illeszkedik a pentagramma valame-
lyik egyenesével. Az XXX-et tartalmazó operátor-négyeseket külön választva, a
4.15. ábrán látható konfiguráció adódik. A geometriát jelölje Γ. A vastag görbével
jelölt egyenes pozit́ıv, ı́gy a WA-kritériumok teljesülnek.

XY Y

XZZ

XII

Y XY

ZXZ

IXI

Y Y X

ZZX

IIX

XXX

pozit́ıv egyenes

4.15. ábra. 9+1-es Bell–KS-konfiguráció

Az eddigi geometriákhoz képest Γ kilóg a sorból, mivel nem reguláris, és a kitűnte-
tett

”
10.” pontja minden egyenesével illeszkedik, továbbá vannak olyan egyenesei,

amelyek két pontban metszik egymást.

Utolsó nekifutásként Γ-nak a 4.15. ábrából általánośıtott ćımkézései lesznek meg-
vizsgálva. Egy ilyen ćımkézés Γ egyeneseit W (5, 2) śıkjaira, azaz GF (2)6 Lagrange-
altereire képezi. Az érintett Lagrange-alterek Y metszete GF (2)6-nak egydimen-
ziós (izotróp) altere. Ennek a nemnulla vektora legyen y0.

A GF (2)/Y szimplektikus faktortér által indukált WY (3, 2) szimplektikus poláris
tér pontjai {C, Y } alakúak, ahol C egy mellékszotálya Y -nak valamely GF (2)6-
beli, Y -t tartalmazó, kétdimenziós altérben. C két darab nemnulla vektort tartal-
maz, és ha az egyiket x jelöli, a másik x + y0.

Γ nem kitűntetett pontjai a 6 egyenessel egy G grid-et indukálnak. WY (3, 2) a
doily-val izomorf, és ı́gy 10 grid-et tartalmaz. Legyen ezek közül az egyik GY , és le-
gyen egy izomorfizmus G és GY között. Ekkor G minden p pontjához hozzátartozik
egy {Cp, Y } alakú GY -pont. A Cp-beli vektorok legyenek xp és xp + y0. Az xp

vektorok megválaszthatók úgy, hogy G bármely l egyenesére
∑

p∈l xp eltűnjön (vö:
Mermin–Peres-négyzet, 1.1. ábra).

29A névadó: Lévay Péter
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Ezek után Γ-nak egy ćımkézése a következőképpen éṕıthető fel. A generátorfügg-
vény rendelje a 10. ponthoz y0-t, a G grid p pontjaihoz pedig xp-t vagy xp + y0-t
a 4.16. ábrán látható mintázatok szerint.

≡ xp ≡ xp + y0

4.16. ábra. Mintázatok a ćımkézés konstrukciójához

A ćımkézések számának a becsléséhez fel kell használni, hogy y0 63-féleképpen,
GY 10-féleképpen, a mintázat pedig 16-féleképpen választható. Ez összesen 10 080
nemekvivalens ćımkézés. Ugyanez az érték jön ki a (4.1) formula alapján is, viszont
figyelembe kell venni, hogy a ćımkézések stabilizátora most nem triviális, hanem
két szimplektikus mátrixot tartalmaz.

Számı́tógép seǵıtségével azt kaptam, hogy Γ összes nemekvivalens ćımkézése Bell–
KS-konfigurációt határoz meg. Pontosabban, az 1, 3, illetve 5 negat́ıv egyenest
eredményező ćımkézések száma 5 184, 4 464, illetve 432.
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