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El6sz6, bevezetés

A kvantummechanika jellegzetességei kozé tartozik, hogy a mérések nem egy meg-
1év6 értéket fednek fel, hanem eredménytik a mérési folyamat soran jon létre. A
problémat, amire részben ez a vélasz, Einstein, Podolsky és Rosen vetették fel
hiressé valt [9] cikkitkben. A megolddsban dénté szerepe volt John Bell-nek, akinek
a nevéhez a Bell- és a Bell-Kochen—Specker-tétel fiizodik [10, 3, 4, 15, 16].

Az elmult par évtizedben a Bell-KS-tétel azok szamara is elérhet6évé valt, akik
,kevésbé hajlandok sivar bizonyitasokat végigszenvedni” [15]. A kozéppontban
2 vagy annal tobb gbites, egymadssal specidlisan kommutélé vagy antikommutald
Pauli-operéatorokbdl felépiil$ konfiguraciok (Bell-KS-konfigurdciok) allnak. A dol-
gozatban ezek koziil vizsgalok meg néhanyat, és mikozben ismertetem az erre spe-
cializalodott médszereket, egy djabb konfiguraciokhoz vezetd utat is felvazolok.

Az els6 néhany részében bevezetem azokat a fogalmakat, amelyek segitségével
a rejtett paraméterek és a kontextualitas probléméja kényelmesen elmondhaté.
Ezt tgy valésitom meg, hogy a BSc Kvantummechanika kurzusban megszokottnal
szorosabbra flizom a kvantumelmélet és a valdszintiségszamitas kozti kapcsolatot.
Habar hasonlé elképzeléseim régéta vannak, a gondolatok jelen alakjat, amelynek
itt csak egy roviditett valtozatat ismertetem, legféképp Asher Peres [18] és Rényi
Alfréd [2] kivalé miivei inspiralték.

A hatralevé részekben Osszefoglalom a matematikai apparatus lényeges elemeit,
és igy, remélhetoleg, sikeriil kialakitanom a nyelvet, amivel az elért eredményeket
érthetden el tudom mondani. A gondolatmenet folytonossaga érdekében itt je-
gyezném meg, hogy egyértelmiien sajat eredménynek az utolsé négy rész anyagat
tekintem.

A vizsgalddas soran hasznélt programot és az abrakhoz hasznalt segédprogramot
Lazarus-ban® irtam. Az el6bbi fejlédése soran alkalmam volt megfigyelni, hogy
a programkoédban milyen valtozasok kovetkeznek be, amikor a sejtések elfogadott
tényekké valnak, és ahogy a sejtések igazolasara szant kodrészleteket fokozatosan
a sejtést alkalmazo, és majd tjabb sejtésekhez vezeto kodrészletek valtjak fel.

A két program szorosan egytittmiikodik. Az abrazold segédprogramban elkészitet-
tem a kivant konfiguracié diagramjat, és az hozta létre a kodrészletet, amely
a masik programban a diagramot és a pontokhoz tartozd operatorokat automa-
tizaltan jeleniti meg. Maskor az automatizalt diagrambdl sziiletett meg a szkript,
amelyet az abrazold segédprogram képes értelmezni. A split Cayley hexagon di-
agramjat is igy készitettem el az Andreas Schroth-féle [22] abrézolast véve alapul.
A paramétereken véltoztattam, hogy a Heawood-graf jobban latszodjon.
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1. A kvantumelmeélet elemei

1.1. Kauzalis, sztochasztikus és kvantum szkéma

A stratégiat, hogy kornyezetiink valamely megismétlddd hatdsara minden alka-
lommal ugyanazt a vélaszt adjuk, egyszertisége miatt mar 6sidék éta hasznéljuk.
Szemben azzal, hogy alacsonyabb rendd szervezetek ,egy, a kivalté kauzalitas
értelmében hatasos kiilsé behatast, nevezetesen az ingert egy mozgasi folyamat-
tal vagy az anyagok kivalasztésaval, szekrécioval véalaszolnak meg”, ,az ideg-
és izomrendszer magasabb rendii allatoknal megjelené munkamegosztdasa hozza
magaval, hogy ezek az él6lények anélkiil képesek ingereket felvenni és értékelni,
hogy azonmdd mozgasokkal reagélnanak rajuk” [11]. Ez utébbi specidlis eseteként
az ember, mar tudatosan, események bekdvetkezéséril beszél, ezeket vizsgalja és
josolgatja, és késleltetett reakcidit a veliik kapcsolatos megallapitasokra alapozza.

Definicidszeriien kauzdlis szkémdba [2] tartoznak azok a szituacidk, amikor bizo-
nyos K feltételek teljesiilése mellett valamilyen A esemény biztosan bekovetkezik
(sziikségszeri esemény). Ez a motivum megtalalhaté tudathoz nem kapcsolhaté
mechanizmusok miikodésében, mint pl. a reflex, és a modern elméleti modellek
olyan épitSelemeiben, mint a logikai kovetkeztetés (K a premissza, A a konklizid)
vagy a figguény (K a paraméter, A a fiiggvény szerinti kép).

A K feltételek megfigyel6je nem egy kiviilallo passziv szerepét tolti be, hanem K
»1étrehozasdhoz” 6 is hozzajarul. Vagyis a megfigyel$ egy (a szokdsosnal tagabb
értelemben vett) kisérletet hajt végre, amitél a K feltételek elvalaszthatatlanok.
A tovabbiakban a kisérletet és a feltételeket is ugyanaz a szimbdélum jeloli.

Bizonyos esetekben a K kisérlet végrehajtasakor bekovetkezhet az A esemény, de
A-tél kiilonboz6 B, C, ..., események is bekovetkezhetnek (véletlen események).
Az ilyen jelenségek nem illenek a kauzdlis szkéméba, ekkor tn. sztochasztikus
szkémdrol van szd. A kauzélis szkémahoz hasonléan ismét feltételezett, hogy a
K kortlmények megismétlodoen vagy megismételhetoen bukkannak elo, és ezért
az egyes események relativ gyakorisdga elvileg mérheto. Ha az A esemény relativ
gyakorisaga egy adott érték koriil ingadozik, ez az érték A waldsziniisége [2].

A sztochasztikus szkéma matematikai modellje a (Kolmogorov-féle) valdsziniiségi
mezd. A valdszintliségi mez6 egy S = (£2,.A, P) harmas, ahol

o () az eseménytér;
o A C 29 az eseményalgebra, elemei az események;

e P: A — R a valdsziniséy.



Az A eseményalgebra egy o-algebra, ami azt jelenti, hogy

1. az Q biztos esemény eleme A-nak;

2. minden A € A esemény A = Q\ A ellentéte eleme A-nak, azaz A zirt a
komplementer-képzésre;

3. megszdmldlhatéan sok A, A, ... € A esemény | J;°, A; dsszege eleme A-nak,
azaz A zart a megszamlalhaté uniéra.

Ezekbdl az axiémakbdl levezethetd, hogy A tartalmazza az () lehetetlen eseményt,
két A, B € Aesemény A\B kiilonbségét, és megszamlalhatéan sok esemény (1~ A;
szorzatdt (A zért a megszamlalhaté metszetre).

A, B € A egymdst kizdré események, ha AN B = 0, és A maga utdn vonja B-t,
ha A C B. A€ A elemi esemény, ha nem irhaté fel két téle kiillonb6z6 esemény
osszegeként, és ekkor minden B € A eseményre A C B vagy AN B = 0.

A P valdszinliség egy halmazfiiggvény, amelyre teljesiilnek az alabbiak:

1. a biztos esemény valészintisége egységnyi: P(Q2) = 1;

2. ha Ay, Ay, ... € A egymast paronként kizaré események,
P (UAZ) => P(4). (1.1)
i=1 i=1

Ezekbdl kovetkezik, tébbek kozott, hogy a lehetetlen esemény valészintisége 0, A
valdészintisége 1 — P (A), és A C B esetén P (A) < P (B). Az utébbi alapjdn, ha
egy A elemi esemény valdszintisége 1, akkor minden B € A esemény valdszintisége
1 (ha A maga utan vonja B-t) vagy 0 (ha A és B egymést kizéarjdk).

* * *

A kvantumelmélet szempontjabol érdekes sztochasztikus szkémak K feltételei P
elékészitésre és T tesztre bonthatdk fel. Egy kvantum szkémdba® sorolhaté szi-
tuacioban tobb, egy P elOkészités és egy T teszt parositasaval megvaldsulé K =
(P, T) kisérlet lehetséges; ezek megismételhetésége és a figyelembe vett események
valdszintiségének a létezése most is elengedhetetlen kritérium.

A (P, T) kisérlethez tartozd valészintiségi mezot jelolje Spr. Ennek az eseménytere
és eseményalgebraja definiciészeriien csak a T teszttél fiigg (a P el6készitéstol

2Sajst elnevezés.



fiiggetlen), ezért kényelmesebb T eseményeirdl beszélni. Az elemi események T
kimenetelei. Ha a P elOkészités a szovegkornyezetbdl egyértelmi, vagy csak a
megléte lényeges, az Spr valoszintiségi mez6 T-hez tartozik, és T' elvégzése a (P, T)
kisérlet elvégzését jelenti.

A definicié kovetkezményeként, rogzitett 1" mellett, az Spr és Sprp valdszinliségi
mezok csak a valdszintiségben térhetnek el. Ez alapjan az elokészitéseken egy
ekvivalencia-reldcié értelmezheté: P és P’ ekvivalens elékészitések, ha az Spr és
Spr valészinliségi mezok minden figyelembe vett 7' tesztre megegyeznek. Az
ekvivalencia kisérleti ellenorzésének az elvi lehetosége adott, mivel az események
valészintisége a relativ gyakorisagok mérésével meghatarozhato.

A kvantumelméletben elterjedt széhasznalattal, az ekvivalens el6készitések adott
allapotd rendszert allitanak el6, vagyis az allapotok az elokészitések ekvivalen-
ciaosztalyainak tekinthetok. A kifejezés altal sugallt szemlélettel ellentétben az
allapot nem a rendszer megfigyel6tdl fiiggetlen objektiv tulajdonsiga, vagy més
szavakkal: nem rendelkezik fizikai realitassal.

Az allapot csak a megfigyel6 képzeletében létezik, és tijabb informéaciok hatasara
pillanatszertien valtozik meg abban a szintén képzeletbeli vonatkoztatasi rendszer-
ben, amelyben a megfigyel6 a szamitdsait elvégzi [17].

Egy T teszt mazrimadlis, ha minden kimenetelére igaz, hogy minden olyan allapotra,
amelyre T adott kimenetele biztosan bekovetkezik, az 0sszes tobbi teszt minden
kimenetelének a valészintisége az allapottdl fiiggetlen®. Nem maximélis tesztekkel
olyan eseteket lehet kifejezni, amikor a kisérlet soran haszndlt mérémiiszer fel-
bontoképessége nem elég nagy ahhoz, hogy mas tesztekkel megkiilonboztethetd
eseményeket szétvalasszon. A maximalis teszt fogalma nem abszolit: hogy melyik
kisérletben tekinthet6 a teszt maximalisnak, a rendelkezésre allé eszkozoktol és a
kisérlet céljatol fligg.

Az eldallitott rendszer tiszta dllapotban van, ha valamely maximalis teszt kimene-
tele meghatérozott [18]. A tovabbiakban dllapot alatt mindig tiszta dllapotot kell
érteni, az un. kevert dllapotok ebben a dolgozatban nem lesznek érintve.

T és T' nem kompatibilis tesztek, ha T-nek valamely A kimenetelére teljesiil, hogy
minden olyan allapotra (el6készitésre), amelyre A biztosan bekovetkezik, 77 min-
den kimenetelének a valdszintisége 1-nél kisebb, és T"-re is hasonlé igaz.

Specidlis esetben minden olyan allapotra, amelyre T kimenetele meghatarozott,
T’ kimenetelei ,egyforma” valdsziniiségiiek, és forditva. Erre klasszikus példa a
hely és az impulzus mérése. Niels Bohr EPR [9] cikkére adott [5] valaszaban
részletesen kifejti, hogy a kisérletez6 a helyméréssel hogyan fosztja meg magét

3 Asher Peres [18] kiényvében a maximdlis tesztek ettdl kiilonbézé definfcidja taldlhats. A
dolgozat szerzGje azt onkényesen egy kicsit atirta, hogy céljainak jobban megfeleljen.



az impulzusmérés lehetdségétol, és forditva. Bohr erre a komplementaritas szot
hasznalja, és azt érti alatta, hogy a két leirds (hely és impulzus) kiegésziti egymaést.

A kvantum szkéma tehat valdsziniiségi mezok gytjteménye, és ezek kozott vannak
olyanok is, amelyek nem kompatibilis tesztekhez tartoznak. Az Spp valdszintiségi
mezok, egymastol fiiggetlenként kezelve, egyetlen S, valészintiségi mezével helyet-
tesithetdk ugy, hogy ha Sy-nak valamelyik elemi eseménye bekovetkezik, minden
Spr valdészinliségi mezében minden eseményre adott, hogy bekovetkezett vagy
nem. Ekkor az el6allitott rendszer allapota az Sy-beli valoszintiséget adja meg, és
a mérési eredményeket reprodukald, Spr-beli valoszintiségek ebbdl csak kozvetett
moédon szarmaznak. fgy a klasszikus statisztikus fizika leirasmédjaval ekvivalens
lefras adddik. Az an. kontextudlis rejtett-paraméter elméletek ezt valdsitjak meg.

A Bell-KS-tétel a nem kontextudlis rejtett-paraméter elméletek* lehetSségét vizsgal-
ja: megtehetd az Sp-lal valo helyettesités akkor is, ha a val6szinliségi mezdk nem
fiiggetlenek, abban az értelemben, hogy az eseményalgebrak nem diszjunktak?
Ekkor, ha A tobb valésziniiségi mezd eseménye, egyszerre kell bekovetkeznie az
osszes ilyen valdszintliségi mezoben, és ezekben az A altal kizart események nem
kovetkezhetnek be. A kérdésnek legfoképp a nem kompatibilis tesztek miatt van
jelentOsége, és a helyzet irénidja, hogy kisérletileg éppen ezek miatt nem eldont-
heto: nincs értelme azt feszegetni, hogy ,,mi lett volna ha” T helyett a vele nem
kompatibilis 7" teszt lett volna elvégezve.

A Bell-KS-tétel a kérdést egy logikai ellentmondéssal, azaz a matematikai ap-
paratusra visszavezetve valaszolja meg. Ehhez viszont a nem kompatibilis tesz-
tek eseményei kozti kapcsolatok leirasara is sziikség van. Erre, és az események
valoszintiségének a kiszamitdasi modjara eszkozoket a kvantum szkéma matema-
tikai modellje biztosit. Ez a modell nem egyértelmi, pl. a ,,megszokott” modell
komplex Hilbert-tere kvaternidk feletti Hilbert-térre dltalanosithaté [1].

* * *

Legyen H egy Hilbert-tér, és az egyszertiség kedvéért legyen véges dimenzids. H
alkalmas arra, hogy egy kvantum szkéma matematikai modellje ra épiiljon, mivel
a vele kapcsolatos fogalmak segitségével valdszinliségi mezok allithatok elo, vagy
roviden: H wvaldsziniségi mezoket indukdl.

‘H minden valészintiségi mezdje €2 eseményterét H-nak valamely ortonormalt bazisa
valdsitja meg, amibol kovetkezik, hogy az eseményterek azonos elemszamuak. Az
eseményalgebrak a o-algebra axiomdinak betartdsa mellett tetszélegesek lehetnek,
rajuk H-bdl csak az a megkotés szarmazik, hogy végesek. Az () eseménytérhez

4A kifejezés pontos jelentését 1d. késSbb.



és A C 29 eseményalgebrdhoz tartozé teszt maximalis, ha az elemi események
egyelemti halmazok, azaz ha A4 = 29

A rendszer éllapotat egy [¢) € H egységvektor reprezentdlja, és ebbdl az egyes
események valdszinlisége a kovetkezd szabdllyal szamolhaté. Minden A esemény
(paronként ortogonalis) vektorokbdl 4116 halmaz lévén H-nak egy (A) alterét fesziti
ki, amelyhez egyértelmtien tartozik egy ]5< 4y ortogondlis projektor. Az A esemény
valészintisége ekkor

. 2
P (A) = [Pyl (1.2)
Ez a halmazfiiggvény teljesiti a valoszinliség axiomait:
1. Mivel (Q) = H, Py, az egységoperator, igy P (Q) = |[|¢)]|> =

2. Mivel Q és A véges, a (1.1) kifejezésnek csak véges sok, egymadst kizdrd
A, .., A, € A eseményre vald teljestilését kell ellenorizni. Tetszoleges Ay,
., A, vektorhalmazokra igaz, hogy

(AjU---UA,) =(A) + -+ (An).
Felhasznalva, hogy az (A;) alterek ortodiszjunktak®,
p(A1>+“'+<An> = P(Al) +o Tt ]S(Aw‘

Kovetkezik, hogy

P(Alu---uAn>:||P<A1U...UA |¢>||2=||13<Al+ O
— (| Pray ) + a9
— (| Py [0 + - HP o
:P(A1)+' ( )

Az utolsé elStti egyenléség a Pitagorasz-tétel®, amely alkalmazhaté, mivel a
Prayy|¥) vektorok paronként ortogonalisak.

A tapasztalattal csak az események valdsziniiségei vethetok ossze. Az (1.2) ki-
fejezésbol lathatd, hogy |¢)-t és az A-beli vektorokat egységnyi abszolut értéki
skaldrral szorozva P (A) nem valtozik. Emiatt akarhdnyszor egységvektorrél van
sz6, hacsak az ellenkezdje nincs kiilon jelezve, mindig egy e'¥, ¢ € R faktor

SAz U,V < H alterek ortodiszjunktak, ha barmely nemnulla |u) € U-ra és |v) € V-re (u | v) =
0. Ebbél kovetkezik, hogy U NV = {0}.

6A véges eseménytér és eseményalgebra nem jelent lényegi megkdtést, hanem csak kényelmi
célokat szolgdl, hogy ne kelljen hatarértékekkel szamolni.



erejéig rogzitett egységvektort, vagy ami ezzel ekvivalens, az egységvektor altal ki-
feszitett 1-dimenzids alteret, sugarat kell érteni, és az indukalt valészinségi mezdk
eseményterét is ennek a figyelembevételével kell 6sszehasonlitani.

Kovetkezik, hogy H ortonormalt bazisai maximdlis teszteket reprezentalnak, és
a val6sziniiség (1.2) kifejezése alapjan a kiilonb6z6 bazisokhoz tartozé maximélis
tesztek nem kompatibilisek.

A bevezetett fogalmakkal a Bell-KS-tétel kérdésfeltevése szemléletesen igy hang-
zik: kifesthet6k a maximalis tesztek elemi eseményei, vagy ezzel ekvivalens mddon,
a Hilbert-tér egységvektorai, pirosra vagy zoldre ugy, hogy a zold vektorokra or-
togonalis vektorok pirosak legyenek [18]7

A z0ld, illetve piros szin az elemi események bekovetkezését, illetve be nem kovet-
kezését jelenti, a piros vektorok zoldekre valé ortogonalitasa pedig azt, hogy egy
elemi esemény bekovetkezése minden valdszintiségi mezében, amelynek eseménye,
az Osszes tobbi elemi esemény bekovetkezését kizarja.

Kétdimenzios Hilbert-térben a kifestés lehetséges, de ekkor a H-beli valdszintiségi
mezok eseményalgebréi alapbdl diszjunktak. Egy dim H > 2-re vonatkozd nemle-
ges valaszt elséként Kochen és Specker [10] adtak gy — és itt a mddszer a fontos,
ugyanis John Bell, Andrew Gleason eredményét felhasznédlva, mar elottiik megol-
dotta a feladatot [4] —, hogy Osszeéllitottak egy 117 vektorbdl allé halmazt, amely-
nek a fenti feltételekkel vald kiszinezése lehetetlen. Az évek sordn egyre kevesebb
vektorbdl all6 halmazok sziilettek, és mara sikertilt erre a geometriai problémara
adott vélaszt algebrai ellentmondéasként megfogalmazni.

1.2. Valoszintliségi valtozok és megfigyelhet6 mennyiségek

A megfogalmazasban fontos szerepet jatszanak az onadjungélt operatorok, vagy
megfigyelheté mennyiségek. Mig a sztochasztikus szkéma méréssel kapcsolatos fo-
galma, a valdszinliségi véltozo, pusztan csak leképezi az egyetlen valészintiségi
mez6 eseményterét, a vele analdog kvantum szkémabeli fogalom, az onadjungalt
operator, mar arra vonatkozé informaciot is tartalmaz, hogy melyik valészintiségi
mezoben viselkedik valészintiségi valtozoként. A részletek a kovetkezok.

Legyen Sy = (2, A,P) és S = (0, A',Q) két valdszinliségi mez6. A £ : Q) — ©

fiiggvény valdszinliségi mezdok kozti homomorfizmus, ha
1. minden B € B-re £1(B) € A;
2. Q(B) = P(¢(B)).
Ha specidlisan © = R és A’ = B, ahol B a Borel-féle o-algebra’, ¢ egy valdszintiségi

TA legsziikebb o-algebra, amely az (a,b] C R intervallumokat tartalmazza.



valtozo. & diszkrét valdszinliségi véaltozo, ha értékkészlete megszamlalhatd. A
diszkrét valdszintiségi valtozdknak egy fontos specidlis esete az A € A, A #
esemény indikdtor valdsziniségi vdltozoja:

0, hawée A,
Salw) = {1, ha w € A.

A € és ( valészintiségi valtozdkbdl Gsszeadassal és szorzassal ujabb valésziniiségi
valtozok allithatok el6: minden w € Q-ra

(€ + (W) = &(w) + (W),
(€ Ow) = &(w)C(w).

Egy A onadjungalt operdtor sajatértékei valdsak, és kiilonbozo sajatértékekhez
ortogonalis sajatvektorok tartoznak. Emiatt, minden olyan €2 ortonormalt bazisra,
amelyben diagondlis®, A egy a :  — R leképezést hatdroz meg: az |w) € Q
bézisvektorhoz o hozzarendeli A-nak az |w)-hoz tartozé sajétértékét. Ha S egy €
eseményterti valésziniiségi mez6, és eseményalgebraja minden B € B-re a~'(B)-t
tartalmazza, o az A ltal S-ben indukdlt valosziniségi valtozo. Ha A egy projektor,
a egy indikator valdszintiségi valtozo.

Ha A degenerdlt, azaz van tobbszoros sajatértéke, az {2 bézis, amelyben A dia-
gonalis, nem egyértelmii. Ekkor a valdsziniiségi mezok, amelyekben A valoszintiségi
valtozot indukal, akar nem kompatibilis tesztekhez is tartozhatnak. Ezek a valdszi-
niiségi valtozok kiillonbozo kisérleti elrendezésben elvégzett méréseket jelentenek,
és a koztiik 1év6 kapcsolat a kvantum szkéma matematikai modelljének a szintjén
reprezentalt: minden elrendezésben ,,121 mérése” torténik.

Egy nem kontextudlis rejtett-paraméter elmélet szerint, ha A-nak valamely X
sajatértékéhez tartozd sajatvektora zoldre van festve, minden p # A-hoz tartozo
sajatvektor piros kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy a kifestés minden A 4ltal
indukalt valdszintiségi valtozo értékét A-ra rogziti, ami gy is mondhatd, hogy
Jaz A megfigyelhetd mennyiség értéke rogzitett” (Id. pl. [15]). A kifestés ekviva-
lens a H sugaraihoz tartozo projektorok értékének a rogzitésével tigy, hogy ha egy
projektor értéke 1, minden, vele kommutal6 projektor értéke 0.

Egy nemdegeneralt A énadjungalt operdtor meghatdrozza azt a maximalis teszt-
hez tartozd valdsziniiségi mezot, amelyben valdszinliségi valtozdként viselkedik.
Emiatt egy nemkontextualis rejtett-paraméter elmélet létjogosultsiaga kisérletileg
csak degeneralt A operétor mérésével donthets el. Mivel A értékének a rogzitését

8Pontosabban, ha a matrixa diagondlis a bazisban, de ettél a precizkedéstdl a tomorség
kedvéért érdemes eltekinteni.



nem kompatibilis tesztek elvégzésével kellene kimutatni, ilyen kisérlet nem létezik:
A ugyanazon az el6allitott rendszeren csak az egyik elrendezésben mérheto. Igy a
rejtett-paraméter elmélet azon allitdasa — ugyanis csak igy lehet azt értelmezni —

hogy A-t mésik elrendezésben mérve az eredmény ugyanaz lett volna, értelmetlen.

Tobb onadjungélt operator szimultan mérése olyan T teszt elvégzésével torténik,
amelyre az Spr valdszinliségi mezében mindegyikiik valészintiségi véaltozét in-
dukal. Ahhoz, hogy ilyen tesztrdl egyaltalan beszélni lehessen, sziikséges, hogy
az operatorok paronként kommutaljanak, kiillonben H-nak egyetlen ortonormélt
bézisa sem diagonalizalja mindannyiukat.

A nem kontextudlis rejtett-paraméter elmélet” kifejezésben a ,nem kontextualis”
jelentése a kovetkez6. Egy A onadjungalt operator mérésének a kontextusa azok-
nak az A-val, és egymas kozt is, kommutalé operatoroknak a halmaza, amelyek
mérése A mérésével szimultdn torténik. A-nak a By, Ba, ... és a Cy, Cs, ...
operatorokkal valé szimultan mérése, ha B; és C’J nem feltétlentl kommutalnak,
két kiillonboz6 elrendezésben vald mérést jelent.

Ha egy nem kontextuadlis rejtett-paraméter elmélet az A, By, Bs, .. operatoroknak
egy kozos |\) sajatvektorat zoldre festi, és ez A-nak a ) sajatértékéhez tartozé
sajatvektora, az 121, CH, ég, ... operatoroknak a kozos |u) sajatvektora nem festhetd
zoldre, ha A|p) = p|p) és pu # A, mivel ekkor |\) és |p) ortogonalisak. Kovetkezik,
hogy az elmélet szerint A értéke a kontertustdl fuggetlen.

Ha egy S valoszinliségi mezében A, illetve B az a, illetve f8 valoszintiségi valtozokat
indukaljak, A+ Bés AB Ujabb valészintiségi valtozokat indukalnak S-ben, neve-
zetesen « + fS-t és af-t. Az allitds a négy operator diagondlis alakjdbol azonnal
latszik, és csak kommutalo Aés B operatorokra igaz; dltalaban A+ B illetve AB
teljesen mds elrendezésben mérhetd, mint A vagy B.

Egy nem kontextudlis rejtett-paraméter elmélet, azaltal, hogy S eseményterébol
valamelyik |w) vektort zdldre festi, a négy operatorhoz hozzarendeli valamelyik
sajatértékét ugy, hogy ha A-hoz v(A) és B-hez v(B) tartozik, akkor A+ B és AB
kivélasztott sajatértéke rendre [16, 15]

v(A+ B) = v(A) +v(B), (1.3a)
v(AB) (B). (1.3b)

I
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1.3. Egy- és tobb-qubit rendszerek

A valdszintliségi mez6 és a valdsziniiségi valtozd absztrakt fogalma csak egy keret-
rendszert alkot, konkrét problémak megoldasahoz tovabbi feltételezések, a problé-
mat leird modellek kellenek. Ezek megadjak az eseményeket és azok valoszintiségeit,



esetleg valdsziniiségi valtozdkat is bevezetnek (ld. pl. binomidlis eloszlas, Poisson-
eloszlas sth.). Ugyanez a kvantumelméletre is igaz.

A lehet6 legegyszertibb modell arra az esetre vonatkozik, amikor egy maximalisnak
tekintett T tesztnek két lehetséges kimenetele van. Ekkor az eléallitott rendszer,
elterjedt nevén qubit, kétallapot, és az 6t leird Ho Hilbert-tér 2-dimenzids.

A T tesztet Ho-nek egy kitiintetett bazisa reprezentélja, és az 6nadjungalt operato-
rok erre a bazisra vonatkozd matrix alakban irhatdk:

11 Q12 *
A= ;a0 €R,  ap = ay,;.
Q21 Q22

Ami A sajatértékeit illeti, a modell egyszertiségébdl adédoan, csak két lehetdség
létezik. A trividlis esetben A-nak kétszeres sajatértéke van, és az egységmatrixszal
aranyos. Amikor a sajatértékei kiilonboznek, A arra vonatkozo informéciot is tar-
talmaz, hogy melyik ortonormalt bazisban diagonalis, vagyis hogy melyik valdszi-
nliségi mezoében tekinthetd valdszinliségi valtozdnak.

A sajatértékeket az utobbitdl elvalasztva, A ugy irhaté, hogy

amal Jra(nl, Tenl L]eal 7).

ahol (ng,ny,n,) € R egy egységvektor, amely az emlitett bazist azonositja. A
zardjelbel 1év6 matrixok az an. Pauli-mdtrizok, és jeloléstik rendre X, Z és Y. A
tovabbiakban a 2 x 2-es egységmatrixot [ jeloli.

A Pauli-matrixok kiilonb6zé ortonormalt bazisban diagondlisak, és sajatértékiik
+1. Koziiliik egyediill Z nemtrivialis valészintiségi valtozo a T teszthez tartozo
valoszintiségi mezében. A Z Aaltal reprezentalt mérés minden extra informacidt
nélkiilozé szamértékekkel fejezi ki a rendszer két allapotanak a kiilonbségét: a
rendszer egyik allapotaban a mérés eredménye +1, a masikban —1.

Egy masik fontos modell az N darab qubitbdl allé rendszerek modellje. Ekkor a
Hilbert-tér a Hs terek N-szeres tenzorszorzata:

H=H,® - @ Hs.

A tovabbiakban a H-n értelmezett onadjungalt operatorok koziil csak az I egység-
matrix és a Pauli-matrixok N-szeres tenzorszorzatai, az N-qubit Pauli-operdtorok
kapnak lényeges szerepet. Az altaluk generalt csoport az N-qubit Pauli-csoport:

Gp={i"Ai®@ - @Ax|k=0,..,3, A, =1,X,Y, Z}.

Az egységoperatort leszamitva a Pauli-operatorok sajatértékei £1, és kommutéla-
sukat illetéen csak két lehetoség van: kommutalnak vagy antikommutalnak. A
tovabbiakban a Pauli-operdtorok a ,,®” jel nélkiil lesznek kiirva.



1.4. Bell-KS-konfiguraciok

A dolgozat f6szereploi, a Bell-KS-konfiguraciok, egymaéssal specidlisan kommutélo,
illetve antikommutalé Pauli-operatorokbdl épiilnek fel. A nem kontextudlis rejtett-
paraméter elméletek kérdése, mint geometriai probléma, egy Bell-KS-konfiguréacio
segitségével egy joval konnyebben targyalhaté algebrai problémara redukalodik: le-
hetetlen a konfiguracié operatoraihoz valamelyik sajatértékiiket, azaz +1-et hozza-
rendelni az (1.3b) Osszefiiggés értelemszerti teljestilése mellett.

A konfiguracié bizonyos, paronként kommutal6é operatorainak a kozos sajatvekto-
rait barhogy szinezve, mindig lesz koztiik két ortogonalis zold vektor. Ez a két vek-
tor valamelyik operatornak a két kiilonbozo sajatértékéhez tartozo sajatvektorai,
ami azzal ekvivalens, hogy az operdtor altal reprezentalt mennyiségnek egyszerre
két kiilonbozo értéke van. Egyetlen rejtett-paraméter elméletnek sem engedhetd
meg, hogy ilyesmit allitson.

4 5 6
1 XI—IX—XX

2 IY—YI—YY

3 XY YX—~ZZ

1.1. dbra. Mermin—Peres-négyzet

Egy konkrét Bell-KS-konfiguracié, az un. Mermin—Peres-négyzet [15, 18], az 1.1.
abran lathaté. A négyzet 9 darab 2-qubit Pauli-operatorbdl &ll, és ezek 6 darab,
paronként kommutal6 operatorokat tartalmazé halmazba szervezodnek. Egy ilyen
halmazon beliil az operatorok szorzata az egységoperator +1-szerese, ami alapjan
egy halmaz pozitiv vagy negativ. Az 1.1. dbran az 1, ..., 5 jelzési halmazok po-
zitivak, a 6-os halmaz pedig negativ.

A kiszinezés, mint geometriai probléma a Mermin—Peres-négyzet segitségével a
kovetkezoképpen targyalhaté. Adott halmaz operatorai valamely ortonormalt
béazisban egyszerre diagonalizalhatok, és a bazisvektorok koziil valamelyiknek zold-
nek kell lennie. Ez tehat halmazonként egy zold vektort jelent. Az 1, ..., 5 hal-
mazok zold vektorait jelolje |a), ..., |€), és az egyszerliség kedvéért mindegyikiik
legyen a neki megfelel6 halmaz 0sszes operatoranak a +1-hez tartozo sajatvektora.

Mivel |a)-ra és |b)-re nem lehet ortogonalis, a 6-os halmaz | f) z6ld vektora X X-nek
és YY-nak csak a +1-hez tartozo sajatvektora lehet. Viszont ekkor

ZZley =le) & ZZ|f) ==[[),
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ezért |c) és |f) két ortogonalis zold vektor.

Az operatorok mas sajatvektorainak a kivalasztasaval is hasonld ellentmondésra
lehet jutni. A Mermin—Peres-négyzet tehat 24, a kivant médon nem kiszinezhet6
vektort rogzit.

Az algebrai érvelés szerint az operatorokhoz nem lehet hozzarendelni valamelyik
sajatértékiiket ugy, hogy (1.3b) értelemszertien teljesiiljon. Waegell és Aravind [27]
az ehhez elégséges feltételeket a Mermin—Peres-négyzeten tilmutatd altalanosség-
gal foglalta ossze:

1. mindegyik operator paros szamu halmaz eleme;

2. a negativ halmazok szama paratlan.

Az érvelés igy hangzik. Egy halmazbeli operdtorok értékenek a szorzata +1 vagy
—1 annak fiiggvényében, hogy pozitiv vagy negativ halmazrdl van sz6. Az igy
kapott szamokat minden halmazra Osszeszorozva, a 2. kritérium miatt —1 addodik.
Mivel egy operator paros szamu halmazban van, az értéke az elobbi szorzatban
paros hatvanyon szerepel, igy annak az eredménye +1 kell, hogy legyen.

YII

XX X—YYX—Yi( Y—XYY

7

11X 1Yy

g
ZaN

Y1 I1XI

1.2. dbra. Mermin-pentagramma

Egy masik Bell-KS-konfiguracié az 1.2. dbran lathaté Mermin-pentagramma. Mi-
vel ennek csak a ,vizszintes” halmaza negativ, a WA-kritériumok teljestilnek.

9Cikkiikben néhdny egészen egzotikus konfiguraciét is mutatnak.
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2. GF(2) feletti szimplektikus vektorterek tulaj-
donsagai

2.1. Pauli-csoport szimplektikus struktiraja

A Bell-KS-konfiguracidk vizsgalatanak elsé 1épése az a felismerés, hogy az N-qubit
Pauli-csoport egy GF(2) feletti szimplektikus vektortér strukturdjéval rendelke-
zik. Pontosabban, létezik egy csoporthomomorfizmus Gy és GF(2)?V kozott!
ugy, hogy két operator kommutaldsat, illetve antikommutaldsat egy, az utobbin
értelmezett alternald bilinedris forma adja meg. Ez az irodalomban, a konzulensem
nevével fémjelezett cikkekben is, szdmtalanszor megjelenik (N = 3-ra Id. pl. [12]).

A homomorfizmus alakja a kovetkezd: az i*A;®---®@ Ay € Gy operatorhoz legyen
hozzérendelve a GF(2)?"-beli x = x1...zx7}...xy vektor, ahol az A; Pauli-mdtrixot
x;x), azonositja az aldbbi szabdly szerint:

I1+00, X+<01, Z<+10, Y < 11.
Ekkor, ha két operatorhoz x, illetve y tartozik, a szorzatuk képe x 4+ y, és az
(x,y) =@y + - +anyy + 200+ + Tyn (2.1)

mennyiség 0, illetve 1 aszerint, hogy a két operator kommutal vagy antikommutal.

A homomorfizmus magtere nem trivilis, mivel a leképezés soran az i* tényezdre
vonatkozo informacio elveszlodik, és a késébbiekben ez nem marad kovetkezmények
nélkiil.

Absztrakt szinten, egy F' test feletti V' vektortér szimplektikus vektortér, ha értel-
mezett rajta egy (-,-) szimplektikus formdnak nevezett bilinedris forma, amely

1. alterndld vagy totdlisan izotrép: minden x € V-re (x,x) = 0;
2. nemdegenerdlt: ha minden x € V-re (x,y) = 0, akkor y = 0.

Az els6 axiémabdl kovetkezik, hogy
0=&x+y,x+y)=&x)+{&xy)+{yx)+{yy)
= (x,y) + (v, %),

tehdt a szimplektikus forma ferdén szimmetrikus. A gondolatmenet szempontjabol
érdekes, GF(2) feletti vektorterck esetén ez szimmetridra egyszertisodik, mivel
GF(2)-ben —1 = 1.

Ismert tény, hogy minden szimplektikus vektortér dimenziészdma péaros [14].

10Emlékezteté: GF(2)%V a rajta értelmezett dsszeadassal csoportot alkot.
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2.2. Alterek, Gauss-egyiitthatok

Legyen V tetszileges GF'(2) feletti n-dimenziés vektortér.

2.1. Lemma. A k darab linedrisan fiiggetlen vektorbol allo halmazok szama

1
E21+"'+<’f—1>(2" — Dt —1)-- (2 1), (2.2)
Bizonyitds. A linedrisan fliggetlen xi, ..., x; vektorok egyenként valaszthatok Kki.

Els6 1épésként x; nem lehet a nullvektor. Feltéve, hogy az i-edik 1épésben ¢ — 1
darab vektor mar megvan, a linearis fliggetlenség megorzéséhez x; nem lehet benne
az altaluk kifeszitett W;_; altérben. Emiatt x;

v; = |V \ Wifl‘ — 2i71(2n7i+1 o 1)
darab vektor koziil vdlaszthatd. A vektorok sorrendje irrelevans, ezért a keresett

szam vivy...v [kl O

V' béazisainak a szama a (2.2) formulabdl k := n helyettesitéssel addodik:
1

m2l+"'+<n—1>(2" — 1t =1)-- (28 = 1). (2.3)

A k-dimenziés V-alterek halmaza a Gr(n, k) Grassmann-sokasdg, szémukat a [Z]
Gauss-egyutthatok adjak meg.

2.2. Lemma.

o _ 1 anl -1 2n7k+1 -1
m - : . (2.4)

Kl 2k—1 o1 _1 T ot

Bizonyitds. A k darab linedrisan fiiggetlen vektorbdl &ll6 halmazok (2.2) szdmat
osztani kell egy ilyen halmaz éltal kifeszitett altér bazisainak a (2.3) szamaval, és

ebbdl [1] adédik. O

A Gauss-egyltitthatokra igazak az alabbi Osszefliggések:

RN O A N

Legyen W < V egy altér. A V/W faktortérnek egy k-dimenzids altere olyan
ekvivalenciaosztalyokbdl all, amelyek uniéja V-nek egy k + dim W-dimenziés, W-t
tartalmazdé altere. Igy a W-t tartalmazo m > dim IW-dimenzids alterek szama

{n — dim W]

2.6
m —dim W (2.6)
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2.3. Izotrép és Lagrange-alterek

A tovabbiakban Vy egy GF(2) feletti 2N-dimenzids szimplektikus vektorteret
jelol. Egy W < Vi altér ortogonalis kiegészitoje az Osszes W-beli vektorra or-
togonalis vektorok W+ altere. Mivel a szimplektikus forma nem degeneralt,

dim W + dim W+ = dim Viy = 2N.

W izotrdp, ha W < W+, azaz ha tetsz6leges két vektora ortogonalis. W Lagrange-
altér, ha W+ = W. Kovetkezik, hogy minden Lagrange-altér N-dimenziés. Vy
Lagrange-altereinek a Lag Vi halmaza a Lagrange—Grassmann-sokasdg.

2.3. Lemma. A k darab pdronként ortogondlis, linedrisan figgetlen vektorbdl dllo
halmazok szima:

L it (k=1) (02N 2(N—-1 2N—k+1

HQ++(k (2 —1)(22V-D 1) (22 RED ), (2.7)
Bizonyitds. A gondolatmenet (2.2) bizonyitdsdhoz hasonlé. x; most sem lehet a
mar kivalasztott xi, ..., x;_1 vektorok altal kifeszitett izotrép W;_; altérben, de
emellett a paronkénti ortogonalitasnak is meg kell maradnia. Ehhez az eddigi
vektorokra x;-nek ortogondlisnak kell lennie, tehat x; € W,. Kovetkezik, hogy
X; € Wi{ 1\ Wi_y. Mivel W,_; izotrdp, a szébajové vektorok szdma

Vz{ = |WZL—1 \Wi1| = |WZL—1| — Wil
— 22N—(’i—l) - 2i—l

— 2i71(22(]\77i+1)71 o 1) D

Vi k-dimenzids izotrép altereinek a szama (2.7) és (2.3) hanyadosa:

N 22N _ 1 22(N—1) -1 22(N—k+1) -1
= . e : 2.8
{k}L 2k — 1 2k=1 — 1 21 —1 (28)

Ebbdl, k := N helyettesitéssel, Vi Lagrange-altereinek a szdma:
L(N) = |Lag V| = 2V + D)2¥ ' +1)--- (24 1). (2.9)

Egy W < Vy izotrép altér WL /W szimplektikus faktortere egy 2(N — dim W)-
dimenzids szimplektikus vektortér az alabbi szimplektikus forméaval:
(x+ Wy +W)w=(xy).

W+ /W minden Lagrange-altere olyan ekvivalenciaosztalyokbdl 4ll, amelyek uniéja
Vn-nek egy W-t tartalmazd Lagrange-altere adédik. Emellett, ha U egy Lagrange-
altér Vy-ben, U/W Lagrange-altér W= /W-ben. Kovetkezik, hogy a W-t tartal-
mazé Lagrange-alterek szama L(N — dim W) = |Lag Vi _qimw |-
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2.4. Lemma.

Nl  L(IN) [N

) el
Bizonyitds. Az Osszefiiggés szamolassal is belathatd, viszont egy szemléletesebb
bizonyitas a kovetkez6. Minden k-dimenzids izotrép W altér benne van egy U
Lagrange-altérben. Ez utébbi L(N)-féleképpen valaszthatd, és a k-dimenzids al-

tereinek a szdma [}]. W-t dsszesen L(N — k) darab Lagrange-altér tartalmazza,
ezért osztani kell ezzel a szammal. O

2.5. Lemma.

L(N) = i [ﬂ PR (2.10)

k=0

Bizonyitds. Indukciéval. Az allitds N = 1-re igaz: L(1) = 3. Az L(N)-re irhaté
rekurzios Osszefiiggés szerint

LNy = (@Y + DL(N — 1) = 2V + 1) Z[ ]zu "
k=0

A jobb oldal algebrai atalakitasokkal és a (2.5) azonossagok felhasznalasaval, kicsit
hosszadalmasan, de a kivant alakra hozhatd. n

2.6. Lemma. Az U Lagrange-altérrel diszjunkt Lagrange-alterek szama

I(N) = 2t +,
U-t egqy W < U izotrép altérben metszé Lagrange-alterek szama I(N — dim W).
Bizonyitds. A masodik éllitashoz, a konkrét ismerete nékiil, alkalmazni kell I-t a

W+ /W szimplektikus faktortérre. Felhasznalva a kapott kifejezést, és hogy minden
Lagrange-altér U-t valamilyen W izotrép altérben metszi,
N
k
0

N

N

L = —di =

(N)= > I(N-dimW)=>" LJI(
W<U k=0

Egy k := N—k valtozdcsere utan az utolsé egyenloség az [ ] [ N k} osszefliggésbol

kovetkezik. A jobb oldalt a (2.10) formulaval dsszehasonlitva,

0= ]:Z_Ol []]j } (21t — I(k)] + 2" — I(N).

V) Lagrange-altereinek a szama 3, és ezek csak a trivialis altérben metszik egymast,
ezért I(1) = 2'. Indukcids feltevésként, legyen I(k) = 2% minden k& < N-re.
Ekkor a jobb oldalon a szumma eltiinik, és adédik az allitas. O
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2.4. Szimplektikus bazis, szimplektikus transzformacié

2.7. Lemma. Ha eqy B C Vi vektorhalmazban minden vektor pontosan eqy masik
B-beli vektorra nem ortogondlis, B elemei linedrisan filiggetlenek.

Bizonyitas. Legyen x a B-beli vektorok nemtrividlis linearis kombinacidja gy,
hogy egyetlen B-beli vektorral sem egyenlé. Ha a linearis kombindciéban y egytitt-
hatéja nemnulla, egy olyan vektor, amely elvileg csak y-ra nem ortogonalis, x-re
sem lesz ortogondlis. Ez mar két vektor, tehat a feltétel nem teljestl. O

A fenti tulajdonsiggal rendelkezé vektorhalmazok sziikségszertien péaros sok vek-
tort tartalmaznak, és ezek nemortogonalis parokba szervezddnek. Ha egy ilyen B
vektorhalmaz kifesziti Viy-t, akkor B szimplektikus bdzis.

Nem ront az altalanossagon, ha a B szimplektikus bazis elemeit ay, ..., ay, by, ...,
by jeldli, ahol

(ai,ak> = <bz,bk> = 0, és (az-,bk> = 6@'14:7 i, k= 1, ceey N. (211)

B-nek a B, = {ay,...,ay}, illetve B, = {by,...,bx} particidi egy-egy Lagrange-
alteret feszitenek ki, és ezeket jelolje Uy, illetve U,. A két Lagrange-altér diszjunkt.
Egy szimplektikus bézis 2V~'-féleképpen oszthaté fel B, és B, particidkra gy,
hogy (2.11) teljesiiljon.

2.8. Lemma. Legyen U, és U, két diszjunkt Lagrange-altér. Ha U, bdzisa B,,
Uy-nek egyértelmien létezik By bdzisa gy, hogy B, U By szimplektikus badzis.

Bizonyitds. Legyen B, = {ai,...,an}, és legyen B = {b},...,byy} Uynek egy
bézisa. Ha B; és a keresett By, C Uy, bazis kozti transzformdacié matrixa B = [By;],

N
0 = (i, bg) = Y _ Bij(a;, b)), amibsl B=A"", ahol A; = (a;b)).
j=1

Az egyértelmiiséghez felhasznalhatd, hogy Uy-nek minden B,-t6l kiillonboz6 bazisa-
ban van olyan b bazisvektor, amely két vagy tobb By-beli vektor Osszege, és amely
igy két vagy tobb B,-beli vektorra nem ortogonalis. O]

2.9. Lemma. Vy szimplektikus bazisainak a szdma

1

W@*"”(M —1)--- (4" =1). (2.12)
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Bizonyitds. Az el6z6 lemma értelmében egy B szimplektikus bazis megvalasztasa
U,, Uy és B, megvélasztasaval ekvivalens. U, L(N)-féleképpen, U, I(N)-féleképpen
véalaszthaté, a B, C U, bazisok szdmat pedig a (2.3) formula adja meg. Mivel U,
és Uy kozott nines kiilonbség, osztani kell 2-vel. A miiveletek elvégzése és kisebb
atrendezések utan a kifejezés adddik. m

Az A : Vy — Vy linedaris transzformacié szimplektikus transzformdcio, ha 6rzi a
szimplektikus format, vagyis minden x,y € Vy-re

~ ~

(Ax, Ay) = (x,y).

Ha Vi-ben rogzitett egy szimplektikus béazis, a szimplektikus transzformacidk
matrixa un. szimplektikus mdtriz. Ezek a matrixok csoportot alkotnak, amelynek
neve: szimplektikus csoport, és jelolése, altalanosan, GF(q) feletti 2/N-dimenziés
vektortér esetén: Sp(2N,q).

Egy szimplektikus matrix oszlopvektorai szimplektikus bazist alkotnak. Az anti-
kommutal6 parok permutacioit és a parokon beliili cseréket 6sszeszamolva, minden
szimplektikus bdzisbol 2V N1 darab szimplektikus matrix hozhaté létre. (2.12) mi-

att
wp@Nﬂn=§%£++N@N—1y~@ﬂ—1y (2.13)

Ismert, hogy a szimplektikus csoportot specialis szimplektikus transzformacidk,
un. transzvekcidk generaljak [7]. Az x vektorhoz tartozé transzvekeié

~

Ti(y) =y + (x,¥)y.

A transzvekciok kielégitik az aldbbi, Cozeter-relacioknak nevezett 6sszefliggéseket:

IR . .7, h =0
P f s ddy = e haxy) (2.14)
x+ylx, ha (x,y)=1
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3. A véges geometria elemei

A szimplektikus vektorterek a Bell-KS-konfigurdciokat csak az egyik oldalrol képesek
megvilagitani. A konfiguraciok lényeges jellemzoje, hogy az egyes, paronként kom-
mutald operatorokbdl all6 halmazok hogyan metszik egymast, és ezt az informaciot
a konfiguracié geometridja tartalmazza. Ennek a megragadasaban a véges geomet-
ria modszerei segitenek.

A pont-egyenes geometriak kulcsfontossdgu fogalmahoz, illetve azok elényos tu-
lajdonsagokkal rendelkezé specialis eseteihez a grafokon és az illeszkedési rend-
szereken keresztiil célszeri eljutni. Ez az osszefoglald is ezt a programot koveti.
Ahol nincs explicit médon forrds megjelolve, az dsszefoglal tobbnyire a [8, 6, 19]
miivekbdl vald szemezgetés eredménye.

3.1. Grafelméleti alapfogalmak

Egy G grdf, szemléletesen, pontoknak vagy csucsoknak nevezett absztrakt objektu-
mok gytjteménye, amelyen beliil bizonyos pontparokat élek kotnek 6ssze. G pont-
halmazéat V(G), élhalmazat E(G) jeloli. Egy maésik szokasos jelolés: G = (V, E),
ahol V' a pontok halmaza és E az élek halmaza. ,x € G” jelentése z € V(G) vagy
x € E(G) aszerint, hogy a szovegkornyezetben x pontot vagy élt jelol.

A tovabbiakban feltételezett, hogy G hurokmentes irdanyitatlan graf, és az élei leg-
fennebb egyszeresek, azaz E(G) ekvivalens egy V(G)-n értelmezett szimmetrikus,
irreflexiv relacioval.

A jeldléseket megkonnyiti, ha G élei V(G) kételemii részhalmazaiként vannak ke-
zelve. Egy v pont és egy e €l illeszkednek, ha v € e. Az e-vel illeszkedd pontok e
végpontjai. Az e = {u,v} élt a tovabbiakban uwv jeldli (természetesen uv = vu).

Az u és v pontok szomszédosak, ha uv € G, v szomszédainak a halmaza v*, és v
fokszama a szomszédainak a szdma: deg(v) = |v*|. A G graf k-requldris, ha minden
pontjanak a fokszama k, és teljes, ha pontjai paronként szomszédosak. Az n
pontt teljes graf jelolése: K,. A G graf G komplementer grdfjdnak a ponthalmaza
megegyezik V (G)-vel, és uv € G akkor és csak akkor, ha uv ¢ G.

Az U C V(G) ponthalmaz fiiggetlen, ha G egyetlen élének sem tartalmazza mindkét
végpontjat. A G graf k-részes, ha V(G)-nek létezik k elemii felosztdsa ugy, hogy
minden particié fiiggetlen, és nincs ugyanilyen k—1 elemt felosztas. Ha a particiok
szama nem lényeges, G tobbrészes; ha specialisan k = 2, G kétrészes.

A {vy, ..., vx } ponthalmazi, {vovy, ..., vp_1vx} élhalmazi Py graf egy vy és vy kozti
k-hosszi it (k az Gt hossza), vy és vy az Ut végpontjai, a tobbi v; pedig belsd pont.
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Ha k > 3, egy k-hosszu ut, amelynek a két végpontja megegyezik, k-hosszi kor.
A k-hosszu utak, illetve korok kompakt jelolése:

P, = (vo,v1, ..., 0x), illetve Cy = (v, ..., = vp).

A G’ gréf részgrifia G-nek (jelolés: G' < G), ha V(G') CV(G) és E(G') C E(Q).
G' feszitett részgrdf, ha élhalmaza a G' < G feltétel teljesiilése mellett maximalis,
azaz ha E(G') pontosan azoknak az uv € G éleknek a halmaza, amelyekre teljesiil,
hogy u,v € G'. Az U C V(G) ponthalmaz dltal kifeszitett részgrif az egyetlen
G’ < G feszitett részgraf, amelyre V(G') = U.

Az u,v € G pontok d(u,v) tdvolsdga'! alegrovidebb u és v kozti P < G 1t hossza,
vagy d(u,v) = oo, ha ilyen nem létezik. G derékbdsége (vagy ., girth paramétere”)
a legrovidebb C' < G kor hossza, és dtmérdje a két legtavolabbi pontjanak a
tavolsdga: D(G) = max, eq d(u,v). G dsszefiiggd, ha barmely két pontja kozott
létezik ut, azaz ha D(G) < oo.

Egy k-reguléris, g derékbdségu graf, amelynek ezekkel a megkotésekkel minimélis
szamu pontja van, (k, g)-cage. A (3,5)-cage a jol ismert Petersen-grdf (3.1. bra),
a (3,6)-cage pedig a Heawood-grdf (3.2. dbra).

Legyen ¢ : V(G) — V(G') a G és G’ grafok ponthalmazai kozti leképezés (alter-
nativ jelolés: ¢ : G — G’). A halmazok szokdsos elemenkénti leképezésével p az
E(G)-beli éleket (kételemti halmazokat) V(G') egy- vagy kételemi részhalmazaira
képezi. Az érdekes leképezés-osztalyok a kovetkezok:

e homomorfizmus: minden e € G élre p(e) € G'; ez kizarja, hogy ¢(e) egye-
lem halmaz legyen, tehat minden v € G’ pont ¢ szerinti 6sképe fiiggetlen
ponthalmaz G-ben.

e izomorfizmus: bijektiv homomorfizmus, amelynek a ¢! inverze is homomor-
fizmus;

e automorfizmus: izomorfizmus, amikor G = G';

A G és G’ kozti homomorfizmusok halmaza Hom(G, G’), és G automorfizmusainak
a halmaza Aut(G). Az utébbi a fiiggvénykompoziciéval csoportot alkot. A G és
G’ grafok izomorfak (jelolés: G = G'), ha létezik koztiik izomorfizmus.

Hd(u,v) teljesiti a tavolsdg axiomait: (1) d(u,v) = 0 akkor és csak akkor, ha u = v; (2)
szimmetria: d(u,v) = d(v,u); (3) hdromszog-egyenldtlenség: d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).
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3.2. Illeszkedési rendszer és geometria

Egy T illeszkedési rendszer elemek gytjteménye, amelyen beliil bizonyos, kiillonb6z6
tipusi elemek illeszkednek egymésra. Formadlisan a I' = (X, ~,7) harmas egy
I tipushalmaz feletti illeszkedési rendszer, ahol X az elemhalmaz, ~ egy X-en
értelmezett bindris relacio, az un. illeszkedési reldcio, és T : X — I a tipusfiigguény.
x € ' szinonimaja annak, hogy x € X, z ~ y az x és y elemek illeszkedését jelenti,
és 7(z) az x € X elem tipusa. Ha i € I, az i-elemek halmaza 77 ().

Az U C X elemhalmaz tipusa 7(U) C I, U rangja a tipusdnak a szdmossaga, és
I' rangja az X elemhalmaz rangja. Ha a vizsgalt szituacié az ellenkezdjét nem
igényeli, a 7 tipusfiiggvény mindig sziirjektiv, azaz 7(X) = I, mivel tébbnyire
értelmetlen X-beli elemek altal nem képviselt tipusokat figyelembe venni.

A T illeszkedési rendszerre a kovetkezo axiémak teljesiilnek:

1. ~ reflexiv és szimmetrikus;

2. minden z,y € I'-ra, ha 7(x) = 7(y) és x # y, akkor z ~ y.

A T illeszkedési rendszer G(I') illeszkedési grdfjanak a ponthalmaza X, és xy €
G(I") akkor és csak akkor, ha x ~ y (ennek csak x # y esetén van értelme). A
2. axiéma értelmében G(I') egy tobbrészii graf, amelyben barmely i € I-re az
i-elemek halmaza fiiggetlen. I' két elemének a tdvolsiga a G(I')-ban értelmezett
tavolsag, és I' dsszefiiggd, ha G(T') Osszefiiggd.

Legyen egy [ feletti I' = (X, ~,7) és egy I’ feletti IV = (X', ~/, 1) illeszkedési
rendszer. I” részrendszere I'-nak (vagy I' tartalmazza 1"-t; jelolés: TV < I'), ha
X' C X, és~ an~relacid, 7' pedig a 7 fliggvény X'-re vett megszoritasa. Ugyanezt
az illeszkedési grafok szemszogébél nézve, G(I') < G(I') az X' altal kifeszitett
részgraf. I'-t az X’ halmaz altal I'-ban indukdlt illeszkedési rendszernek is hivjak.

Legyen ¢ : X — X’ a két elemhalmaz kozti leképezés (alternativ jelolés: ¢ : I' —
['"). Az alabbi leképezés-osztalyokokat érdemes definidlni:

e gyenge homomorfizmus: ha x,y € X illeszkednek, ¢(x), p(y) € X’ is illesz-
kednek, emellett 7/(px) = 7/(py) akkor és csak akkor, ha 7(x) = 7(y);

e korreldcio: bijektiv gyenge homomorfizmus, amelynek a ¢! inverze is gyenge
homomorfizmus; egy I' — I korrelacié 1étezésébdl kovetkezik, hogy a G(I')
és G(I") illeszkedési grafok izomorfak.

e autokorreldcio: korrelacio, amikor I' = I";

e homomorfizmus: gyenge homomorfizmus, I = I’ és 7/(pz) = 7(x),Vz € X;
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e izomorfizmus, bijektiv homomorfizmus, amelynek a ¢! inverze is homomor-
fizmus; osszehasonlitva a korrelaciéval, egy © € X elem és z izomorfizmus
szerinti képének a tipusa megegyezik.

e automorfizmus: izomorfizmus, amikor I' = I";

e bedgyazds: injektiv homomorfizmus.

A gréfokhoz hasonléan a I' és I illeszkedési rendszerek kozti homomorfizmusok
halmaza Hom(I', '), és " automorfizmusainak az Aut(I') halmaza csoportot alkot.
A gréfokhoz képest most egy tjabb csoport, I' autokorreldcidinak a Cor(I") cso-
portja is megjelenik, amelynek Aut(T") normalis részcsoportja. I' és I izomorfak
(jelolés: T' = T7), ha létezik koztiik izomorfizmus.

I’ bedgyazhaté T'-be, ha létezik I' — I” bedgyazas, és ekkor I' a bedgyazott il-
leszkedési rendszer. A bedgyazds megengedi, hogy nem illeszked6 elemek képe
illeszkedjen, ezért I' beagyazhatosagabdl nem kovetkezik, hogy IV-nek van I'-val
izomorf részrendszere. Ha az utébbi feltétel fennéll, kényelmesebb a I &ltal tar-
talmazott I' rendszerrdl, vagy még rovidebben, ,IV-nek a I'-jar6l” beszélni annak
ellenére, hogy szigoru értelemben I' nem részrendszere ['-nek. Nem kizart, hogy
ilyen értelemben I'-nek ,,tobb I'-ja is van”.

A ¢ autokorreldcié és a 7 tipusfiiggvény egy a(p) : I — I bijekciét hataroz meg,
és az o @ Cor(I') — Sy leképezés magterét I' automorfizmusai alkotjak. ¢ egy
polaritds, ha ¢ és a(p) rendje'? 2, illetve trialitds, ha a két bijekcié rendje 3.

Az f C X halmaz zdszlo, ha paronként illeszkedd elemeket tartalmaz. Az f zaszlo
kamra, ha 7(f) = I, és valamely i € I-re i-panel, ha 7(f) = I\ {i}. A 2. axiéma
miatt a zaszlok elemei kiilonbozo tipusuak, és a kamrakban minden lehetséges
tipusu elembol pontosan egy van. Az [ feletti I' illeszkedési rendszer I feletti
geometria, ha minden maximalis zdszl6ja kamra.

A geometridk fontos tulajdonsaga, hogy az I-t6l kiillonbozé zaszlokat hany kam-
ra tartalmazza. Ha ez a szam legalabb 2, a geometria rdgzitett, ha legalabb 3,
a geometria surid. Ha minden panelt pontosan 2 kamra tartalmaz, a geometria
vékony'3. A T geometria véges, ha X véges halmaz.

3.3. Pont-egyenes geometria, altalanositott n-szog

Ha a tipushalmaznak nincs til sok eleme, az illeszkedési rendszer vagy geometria
megadéasdaban a kiilonbozo tipusi elemek halmaza explicit médon jelolheto, és ekkor

12Emlékeztetd: egy a csoportelem rendje a legkisebb k szam, amelyre a* = e.

13Az angol nyelvii terminolégia rendre firm, thick és thin (1d. pl. [6], 1. fejezet).
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a tipusfiggvény magétol értetéddvé vélik. Példaul az I = {1, ..., n} feletti n rangi
I' = (Xq,..., X, ~) illeszkedési rendszer X;-beli elemeinek a tipusa i. Ilyenkor
az x € I kifejezés pontos jelentése, azaz hogy = melyik X; halmazba tartozik, a
szovegkornyezetre van bizva.

A geometridk specidlis esete a I' = (P, L, ~) pont-egyenes geometria, ahol P a
pontok, L pedig az egyenesek halmaza. I' zaszloi egy pontot és egy vele illeszkedd
egyenest tartalmaznak, ezért trivialisan kamrak. Két nem illeszked6 elem halmaza
egy anti-zdszlo. Ha az ellenkezdje nincs jelezve, a tovdabbiakban geometria alatt
pont-egyenes geometriat kell érteni. Esetenként hasznos egy grafot is geometri-
aként tekinteni.

Annak a megfogalmazasa, hogy a I geometria rogzitett (siirli), igy egyszertisodik:
minden egyenessel legalabb két (hdarom) pontnak, és minden ponttal legalabb két
(harom) egyenesnek kell illeszkednie. T' vékony, ha minden egyenessel pontosan
két pont, és minden ponttal pontosan két egyenes illeszkedik.

I'=(P,L,~) dudlisa T* = (L, P,~"'), vagyis I'* ponthalmaza L, egyeneshalmaza
P, és illeszkedési relacidja I illeszkedési reldacidjanak az inverze. A dudlisképzés
altaldban nem polaritds (pl. amikor |P| # |L|), emellett meglévé zdszlokat nem
ront el, és jabb zaszlokat sem teremt. Mivel a dualisképzés lényegében az elemek
tipusainak a felcserélése, Aut(I'™) = Aut(T"). T' ondudlis, ha T' = T'*.

[ reguldris, tipusa (|Pl; |L|s), és rendje (s—1,t—1), ha minden egyenessel s darab
pont, és minden ponttal ¢ darab egyenes illeszkedik. Az (n;n;) tipus, illetve az
(s, ) rend szokdsos roviditése: (n;), illetve s. Ha T rendje s = 1,2,3, ..., akkor T’
elsérendi, mdsodrendi, harmadrendd stb. geometria. Ha I' tipusa (|P|; |L|s), ['*
tipusa (|L|s |Pl¢). Egy k-regularis G = (V, E) graf tipusa (|V | |E|2).

A p,p’ € T pontok kollinedrisak, ha egy kozos egyenessel illeszkednek; ha az egye-
nes egyértelmi, pp’-vel jelolhetd. A kiilonbozo [, 1" € ' egyenesek a mindkettdjiikre
illeszked6 pontokban metszik egymast, ha ilyen létezik, egyébként pdarhuzamosak.
Definiciészertien egy egyenes parhuzamos onmagaval. Az egyértelmi kozos pont
ll'-vel jelolhetd. A duédlis geometridban az egymést metszo egyeneseknek kollinedris
pontok felelnek meg.

A pontok halmazan a kollinearitds egy szimmetrikus bindris relacié, ezért van
értelme a I' geometria kollinearitdsi grafjarol beszélni. A p € T' ponttal kollinearis
pontok halmaza p perp-halmaza (jelolés: pt). Az A C P ponthalmaz perp-halmaza
azokat a pontokat tartalmazza, amelyek minden A-beli ponttal kollinedrisak: A+ =
ﬂpe A P*. Egy egyenes perp-halmaza az 6t metrsz6 egyenesek halmaza.

Ha I'-nak nincs két egyenese, amelyre ugyanazok a pontok illeszkednek, I' minden
egyenese a vele illeszked6 pontok halmazaként tekintheté. Ez a szemlélet elonyos,
mert értlemet ad a halmazmiveletek egyenesekre valé alkalmazasanak. Egy ilyen

22



geometria abban kiilonbozik a 3.1 részben definidlt grafoktol, hogy az egyenesekkel
illeszked6 pontok szama nincs 2-re korlatozva.

Egy I' geometria dltaldnositott n-szog, vagy, n-re valé explicit utalas nélkiil, dltald-
nositott sokszog, ha [13, 22]

1. barmely z,y € I' elemekre ['-nak van z-et és y-t tartalmazo n-hosszu kore.
Egy ilyen kor I'-nak egy apartmanja'*.

2. I'-nak nincs k-hosszui kore, ha 2 < k < n.

Az n-hosszu korok ezt a két axiémat trividlisan teljesitik, ezért hagyomdnyos n-
szogeknek is szoktdk ket nevezni. Ok tehdt elsérendfi dltaldnositott n-szogek.
A GQ(s,t) szimbdélum egy (s,t) rendii altalanositott négyszoget jelent.

Ismert eredmény, hogy egy altalanositott n-szog dudlisa is altalanositott n-szog, és
hogy egy altalanositott n-szog akkor és csak akkor stiri, ha tartalmaz n + 1-hosszu
kort. Egy altalanositott n-szog illeszkedési grafjanak a derékbosége 2n és atméroje
n; az egymastdl (maximélis) n tdvolsdgra 16vé elemek szembendlinak eqgymdssal'®

[13].

3.4. Néhany konkrét példa

A késobbiekben relevans geometridk egy része a K,, n = 3,4,5,6 teljes grafbol
felépithetd (3.1. dbra). A teljes graf K duélisa és a téle jobbra 16v6 T',, geometria
kapcsolata a kovetkezo: I';, ponthalmaza megegyezik K ponthalmazaval, egyene-
sei pedig a K -ban maximdlis, paronként nem kollinedris pontokat tartalmazé S
halmazok koziil azok, amelyek elemszama a lehet6 legnagyobb.

Specialisan K -ban az S halmazok egyforma elemszdmuak, ezért egyrészt mind-
egyikik I, egyenese lesz, masrészt a v : K — I, leképezés nem kollinearis
pontokhoz kollinearis pontokat rendel, és forditva.

K paronként kollinedris pontjainak a maximalis halmazai két osztalyba sorolhaték
aszerint, hogy a pontok illeszkednek egy kozos egyenessel vagy nem. Az elébbiek
elemszama n — 1, az utébbiaké pedig 3, amibdl kovetkezik, hogy a teljes grafok
duédlisan értelmezett v akkor és csak akkor invertalhaté (és inverze dnmaga), ha
n > 4, mivel ez kell ahhoz, hogy I',-ben a két osztdly ne mosédjon Ossze (vo: Iy
esete, 3.1. dbra). Ha az invertdlhatdsdg fennall, Aut(T',,) = Aut(K,).

Az igy kapott geometridkon kiviil fontos még a Fano-sik és két, belole felépitheto
geometria, a Heawood-grdf és a split Cayley-hexagon (3.2. dbra).
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haromszog hérom pont

O——O

O——O

O——O

(62 43) teljes négyoldal 1-regularis graf
K; (102 54) pentagramma Petersen-graf
K (154 65) GQ(2,2) doily
. J - ) - )
Y Y Y
K, K} r,

3.1. abra. Teljes grafbol felépithetd geometriak
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Heawood-graf

Split Cayley hexagon

o-sikbol felépithet6 geometridk

3.2. abra. Fan

lleszkedo elemek

zléja és

o-sik zas

3.3. dbra. Fan
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A Fano-sik egy masodrendii altaldnositott haromszog, 7 pontja és 7 egyenese van,
pontjai paronként kollinedrisak, és apartmanjainak a szama!” 28. A Fano-sik pont-
jainak, egyeneseinek, zaszldinak és anti-zaszldinak a szama, Gsszesen, 63.

A Heawood-graf a Fano-sik illeszkedési grafja, ezért kétrészi, 14 pontja van és
3-regularis, igy éleinek a szama 21. Minden él a Fano-sik egy zdszléjanak felel
meg. A Heawood-graf, mint geometria, egy (2, 1) rendd altalanositott hatszog, és
az elozoek alapjan apartmanjainak a szama 28.

A split Cayley-hexagon (a tovabbiakban csak hexagon) egy masodrendii dltaldnosi-
tott hatszog 63 ponttal és 63 egyenessel. A pontok a Fano sik valamely pontjahoz,
egyeneséhez, zaszlojdhoz vagy anti-zdszl6jahoz egyértelmiien hozzarendelhetok [22]
(3.2. dbra). Az egyenesek megkonstrudlasahoz legyen {p,[} a Fano-sik zdszldja.
Az [ egyenessel illeszked6 masik két pont legyen p' és p”, és a p ponttal illeszkedd
masik két egyenes legyen I’ és [” (3.3. abra). Ekkor a {p,l} zdszl6hoz rendelt
hexagon-ponttal illeszked6 harom egyenes alakja a pontokhoz tartozé Fano-sik-
objektumokkal kifejezve

o, LAp, 3y, e 03,000, 070 e i3 0007 {003 (3.

Mivel a Fano-siknak 21 zaszléja van, ez a konstrukcié a 63 egyenest lefedi.

A hexagon 36 Heawood-grafot tartalmaz. Ezek koziil egy a 3.2. dbran, a diagramon
7-edrendii forgasi szimmetridval nem rendelkezdk pedig a 3.4. dbran lathatok. A
hexagon apartmanjai egyértelmiien valamelyik Heawood-grathoz tartoznak, ezért
a szamuk 36 - 28 = 1008.

A Fano-sik, a doily és a hexagon kozos tulajdonsaga, hogy masodrendii, azaz
a lehetd legkevesebb elemmel rendelkezé siirli dltalanositott sokszogek (a doily
altalanositott négyszog). A Fano-sik és a doily 6ndudlisak, de a hexagon mér nem
az; dudlisa a mésik lehetséges masodrendi altalanositott hatszog [21].

14 Angol nyelvii terminolégia: apartment.

15 Angol nyelvii terminolégia: ordinary n-gon

16 Angol nyelvii terminolégia: opposites.

17 Azaz (;) — 7, mivel 7 darab kozos egyenessel illeszkedé ponthéarmast nem kell szamolni.
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3.4. abra. Nemtrividlis Heawood-grafok a hexagonban
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4. Geometridk beagyazasa és cimkézése

4.1. Szimplektikus polaris tér

Absztrakt szinten, a 2.1. részben definialt szimplektikus vektorterek fontos geomet-
ridkat, un. szimplektikus poldris tereket indukélnak [25]. Ha F' = GF(q) és a vek-
tortér 2N-dimenzids, a szimlektikus poldris teret W (2N —1, q) jeloli. W(2N —1, ¢q)
elemei az indukdlé vektortér izotrop alterei, két elem illeszkedik, ha valamelyik
altér tartalmazza a mésikat (a ~ illeszkedési reldcié a szimmetrizalt <), és egy
elem tipusa az altér dimenziészdma. Az 1, 2, illetve 3 tipusi elemek W (2N — 1, q)
pontjai, egyenesei, illetve sikjai. W(2N — 1, q) rangja N. W(2N — 1, q) két pontja
kollinedris, ha ugyanarra az egyenesre illeszkednek.

A kvantumelmélet és a szimplektikus polaris terek kozti osszefiiggés a kovetkezo.
Az N-qubit Pauli-csoport a (2.1) szimplektikus formaval ellatott GF(2)?Y vek-
tortérre képezhetd (1d. 2.1. rész), vagyis adott egy konkrét szimplektikus vektortér,
amely egy konkrét W (2N — 1,2) szimplektikus poldris teret valésit meg. Ennek
a térnek barmely pontjat a megvaldsité altér egyetlen nemnulla vektora, vagy a
vektor dltal megadott Pauli-operator egyértelmiien azonositja.

Modszertani érdekesség, hogy az N-qubit Pauli-csoport és W(2N — 1,2) kapcso-
latat [26] szerz6i a szimplektikus vektortér megkeriilésével épitik fel. Természetesen
ez az ut rovidebb, de csak akkor jarhaté, ha a gondolatmenet nélkiilozheti a vek-
torterek altal rendelkezésre bocsatott eszkozoket.

A hétralevé részekben pont-egyenes geometridk W (2N — 1, 2)-be val6 bedgyazésai
lesznek megvizsgalva N = 2, 3-ra, illetve egy tagabb leképezés-osztalyra, a cimké-
zésekre'® is szitkség lesz. Ez utébbiak specialis injektiv gyenge homomorfizmusok,
amelyek pontokhoz pontokat, de bizonyos esetekben egyenesekhez nem egyenese-
ket, hanem jél definidlhaté médon (Id. aldbb) sikokat'® rendelnek. Bevezetésiiket
az motivalja, hogy W(2N — 1,2)-be csak olyan geometridk dgyazhatok, amelyek
egyeneseire legfennebb harom pont illeszkedik?®.

Minden cimkézést egy injektiv ¢ generdtorfiigguény®' hatdroz meg, amely a vizsgdlt
' geometria pontjait W (2N — 1,2) pontjaira képezi tgy, hogy egy kozos egyenes-
sel illeszked6 pontok képei W (2N — 1,2)-nek valamely, ponttdl kiillonboézé tipusi
elemével illeszkednek. A ¢ éltal meghatarozott cimkézés képezze az | egyenest a
legkisebb tipusu ilyen elemre. A tovabbiakban a I teljes elemhalmazan értelmezett
cimkézés és a generatorfiiggvénye ugyanazzal a szimbélummal lesz jelolve.

18 Atvett nemhivatalos elnevezés, sajat definicié.

Yvagy N > 3 esetén akir még nagyobb tipusi elemeket, de erre most nem lesz sziikség
20Emlékeztetd: egy bedgyazds injektiv, és 6rzi az illeszkedéseket.

21Gajat elnevezés.
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A definiciobdl nem kovetkezik, de a vizsgélt esetekben fennéll, hogy a fenti szabaly-
lyal a ¢ cimkézés injektiv, és az egyenesekhez ugyanolyan tipusu elemeket rendel.
Vagyis ¢ egy I' — W(2N — 1, 2) injektiv gyenge homomorfizmus.

Mivel W (2N —1, 2) pontjait GF(2)*¥ nemnulla vektorai egyértelmiien azonositjak,
konnyebb azt mondani, hogy ¢, generdtorfiiggvény vagy cimkézés, I' kollinearis
pontjaihoz ortogondlis GF(2)*-beli vektorokat, és igy, kozvetetten, kommutald
N-qubit Pauli-operatorok rendel??. Konkrét cimkézések dbrazoldsaban a geomet-
ria pontjai mellett az operatorok lesznek feltiintetve.

Ha a szovegkornyezetbdl egyértelmii, hogy melyik cimkézésrol van szo, a ra vald
explicit utalast meg lehet spérolni egy olyan szdéhasznalattal, amely nem tesz
killonbséget T' pontjai, a hozzdjuk rendelt W (2N — 1,2)-pontok, az utébbiakat
azonosito vektorok, és a vektork altal megadott N-qubit Pauli-operatorok kozott.
fgy van értelme azt mondani, hogy ,,I" vektorai kollinearisak” vagy ,,az operatorok
az | egyenessel illeszkednek”.

4.2. Ekvivalens és nemekvivalens cimkézések

A Bell-KS-konfiguraciok vizsgalata soran fontos tudni, hogy két cimkézés mikor
hataroz meg két kilonbozd konfigurdciot. Definicioszertien, a ¢ és ¢’ cimkézések
ekvivalensek (jelolés: ¢' = ), ha valamely a € Aut(I')-ra ¢’ = @a.

I' nemekvivalens cimkézéseinek a szama, |Aut(I')| és |[Sp(2N,2)| nem fiiggetlenek.
A GF(2)*N-en értelmezett M szimplektikus métrix és egy ¢ generatorfiiggvény
kompozicigja egy ujabb, My-vel jelolheto cimkézés generatorfiiggvénye, és igy I'
cimkézéseinek a halmazin egy Sp(2/V, 2) csoporthatas definidlhato.

v stabilizatorat jelolje s(p), és a stabilizator definicidjahoz hasonléan legyen

S(¢) ={M € Sp(6,2)| My = p}.

Ekkor s(p) részcsoportja S(p)-nek, és

S _
sy Al

Kovetkezik, hogy a ¢-vel kozos orbiton 1év6 nemekvivalens cimkézések szama

ISp(2N,2)|  [Sp(2N,2)]
1S(e)]  [s()] - [Aut(D)]’ (4.1)

22Ezzel a szemlélettel az [ € I egyenes, mint ponthalmaz, ¢ szerinti képe paronként ortogonélis
vektorok halmaza, és mint olyan, egy izotrop alteret feszit ki. A ¢ cimkézés [-t ezen altér altal
megvaldsitott W (2N — 1, 2)-beli elemre képezi.
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Ahhoz, hogy I' cimkézései I' geometridju Bell-KS-konfiguracidkat adjanak meg, a
Waegell-Aravind-kritériumoknak teljestilniiik kell. Az 1.4. részben leirtak alapjan,
az 1j fogalmakkal a WA-kritériumok igy hangzanak:

1. adott cimkézés esetén I' minden egyenesére igaz, hogy a vele illeszkedd Pauli-
operatorok szorzata az egységoperator +1-szerese (azaz a vele illeszked6 vek-
torok Osszege a nullvektor). Ekkor I'-nak pozitiv, illetve negativ egyenesei
kiilonboztethetok meg.

2. I' minden pontja paros szamu egyenessel illeszkedik;

3. I''nak paratlan szamu negativ egyenese van.

Ha az 1. kritérium a ¢ cimkézésre teljesiil, akkor tetszéleges M € Sp(2N, 2) esetén
M-re is teljesiil. A 3. kritérium Mp-re mar nem garantalt, mivel az egyenesek
Leléjelére” vonatkozé informéciot sem a GF(2)*Y vektortér, sem a W (2N — 1,2)
szimplektikus polaris tér nem tartalmazza; ez a Pauli-csoport leképezése soran
elveszett. Emiatt a [' geometridju Bell-KS-konfiguraciok szémat (4.1) nem adja
meg, hanem csak feliilrél becstili. A tényleges egyenlGség, j6 esetben, szamitogéppel
ellendrizhetd (1d. pl. [20], Conclusion).

4.3. W(3,2) és a doily izomorfidja, Mermin-négyzetek

—— negativ egyenesek

4.1. abra. Doily és W (3,2) izomorfidja

A (2.8) formula szerint GF(2)*-nek 15 egydimenzids, és ugyanennyi kétdimenzids
izotrop altere van. Az utébbiak, a Lagrange-alterek, 3 nemnulla vektort tartal-
maznak, és ezek 3, az adott Lagrange-altérben 1év6 egydimenzids alteret feszitenek
ki. A (2.8) formula utdni megjegyzések alapjan minden egydimenzids, és egyben
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(2,1) grid

4.2. dbra. (2,1) grid-ek a doily-ban

izotrép, alteret 3 Lagrange-altér tartalmaz. Tehat W (3,2) méasodrendii geometria
15 ponttal és 15 egyenessel.

A 4.1. abrén latszik, hogy a doily W (3,2)-vel izomorf (a kiemelt egyenesek ne-
gativak). Az izomorfizmus, mint bedgyazds stabilizdtora trividlis, és mivel (2.13)
szerint Sp(4, 2) rendje megegyezik a doily automorfizmus-csoportjénak a rendjével,
(4.1) alapjan a csoporthatds Gjabb nemekvivalens bedgyazasokat nem hoz létre.

A 4.2. dbrén a (2,1) grid (a Mermin-négyzetek geometridja) és a doily 10 darab
grid-je lathaté, az utébbiak egy otodrendii forgasi szimmetria erejéig. 9 grid-nek
1, 1-nek pedig 3 negativ egyenese van, ezért mind a 10 egy-egy Mermin-négyzetet
hatédroz meg. Ez ismert eredmény, 1d. pl. [23].

4.4. A hexagon klasszikus beagyazasa W (5,2)-be

A hexagon W (5,2)-be valé un. klasszikus bedgyazédsai tobb okbdl is figyelemre
méltok. Az egyik az, hogy csak a szembendll6 vektorok nem ortogonalisak, amibol
a 2.7. Lemma alapjan kovetkezik, hogy az apartmanok (6-hosszi korok) vektorai
szimplektikus bézist alkotnak. Ez a jelenség a doily bedgyazasan is megfigyelheto.
Miatta a hexagon minden klasszikus beagyazasanak a stabilizatora trivialis.

A klasszikus bedgyazasok masik fontos tulajdonsaga, hogy tetszéleges apartman
pontjainak a képe a teljes bedgyazast meghatarozza. Barmely apartman valame-
lyik hexagon-beli Haewood-graf apartmanja, ezért egy Fano-sik haromszogének az
illeszkedési grafja.

A Fano-sik egy T haromszogének az elemei leképezheték egy B C GF(2)° szimp-
lektikus bazis vektoraira gy, hogy nemortogondlis vektorok csak szembenalld, és
igy kiilonboz6 tipusu elemekhez tartozzanak (4.3. dbra, bal). Legyen Uy, illetve U
a pontokhoz, illetve az egyenesekhez tartozé vektorok altal kifeszitett Lagrange-
altér. A leképezés a teljes Fano-sikra kiterjesztheté tgy, hogy adott tipusu ele-
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mekhez ugyanannak az U; Lagrange-altérnek a nemnulla vektorai tartozzanak,
és, tovabbra is, csak a szembenall6 elemekhez rendelt vektorok ne legyenek orto-
gondlisak (4.3. dbra, jobb).

ay ay

b, + by + bs
a1+a2+a3
a; +ag a; +as

by + bs

b; + bs

az b; aj az as +as by as

4.3. abra. Vektorok hozzérendelése a Fano-sik elemeihez

Rogzitve, hogy a Fano-sik barmely {p, [} zdszl6jdhoz vagy anti-zdszldjahoz a p-hez
és [-hez rendelt vektorok Gsszege tartozzon, a (3.1) konstrukeié miatt egy hexagon-
bedgyazas generatorfiiggvénye adodik (vo: [24], IV. rész). A GF(2)® kanonikus
bazisabol igy felépitheté hexagon-beagyazds a 4.4. abran lathato.

Az emlitett két tulajdonsag a kovetkezo észrevételt tamasztja ald: a hexagon
egy automorfizmusat egyértelmien jellemzi, hogy egy kiszemelt apartmant melyik
masikra képezi, és hogyan. Az apartmanok szama 1008, az apartman-apartman
izomorfizmusoké pedig, a Dy diéder-csoport rendjével azonosan, 12. Kovetkezik,
hogy a hexagon automorfizmus-csoportjanak® a rendje 12096. Mivel a klasszikus
bedgyazasok stabilizatora trividlis, a nemekvivalens bedgyazasok szdma

A tovabbiakban nem lesz kiilonos jelentOsége, de érdemes megjegyezni, hogy a
hexagonnak tn. ferde bedgyazasa is létezik (konkrét példa: 1d. [20], Figure 2),
viszont a csoporthatds a klasszikus bedgyazasok halmazabdl nem vezet ki.

4.5. A (1055,) pentagramma W (5,2)-be képez6 cimkézése

A hexagon és a (109 54) pentagramma egymaés ellentétei abban az értelemben,
hogy mig az el6bbinek 12 096 automorfizmusa és 120 nemekvivalens beagyazasa, az
utobbinak, pont forditva, 120 automorfizmusa és 12 096 nemekvivalens cimkézése

23Ez a csoport izomorf a G5(2) Chevalley-csoporttal, ezért a split Cayley-hexagont Go(2)
hexagonnak is hivjdk [24].
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agon-beagyazas

hex

altal meghatarozott

4.4. dbra. A GF(2)® kanonikus bézisa
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van. Az allitds a (4.1) formulabdl kovetkezik, de ehhez be kell latni, hogy a pen-
tagramma cimkézéseinek a stabilizatora trividlis.

A cimkézések az egyenesekhez W (5,2) sikjait rendelik, és teljesitik az 1. WA-
kritériumot. Ami a 3. WA-kritériumot illeti, szamitogép segitségével ellenOriztem,
hogy az 1, 3, illetve 5 negativ egyenest eredményez6 cimkézések szama 7 884, 4 104,
illetve 108. Ez nem teljesen ij eredmény, 1d. [20], Conclusion.

4.1. Lemma. Ha a pentagramma két nemkollinedris x és y vektora ortogondlis,
akkor az 0sszes y-nal kollinedris vektor ortogondlis x-re.

e
yO\Yl”\nyz ©
N

4.5. dbra. Segédabra a 4.1. Lemmé&hoz

Bizonyitas. Egy y-nal illeszked6 [ egyenes az x-el illeszkedd egyenesektol kiilonbo-
zik, de metszi azokat, és a kozos vektorokat jelolje y, és y, (4.5. dbra). A kolli-
nearitasok miatt x ortogondlis y;-re és y,-re. Ha x ortogondlis y-ra, akkor az [-el
illeszked6 negyedik vektorra, y + y; + y,-re is ortogonalisnak kell lennie. O

4.2. Lemma. A pentagramma két vektora akkor és csak akkor ortogondlis, ha
kollinearis.

u v u v u v u v

4.6. abra. Segédabra a 4.2. Lemmé&hoz

Bizonyitds. A cimkézések definicidja miatt csak azt kell belatni, hogy az ortogo-
nalitas elégséges a kollinearitashoz. Ez indirekt médon bizonyithato. Legyen u és
v a pentagramma két nem kollinearis, de ortogonalis vektora. Az ellentmondéashoz
a 4.1. Lemma egyméasutani alkalmazasa vezet, és ez a 4.6. dbran lathatd. A sziirke
vektorok a lemmabeli x szerepét toltik be, a vastag fekete vonalak az djonnan
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megallapitott ortogonalitasok, és a fekete vektorok mar biztosan minden vektor-
ra ortogonalisak. A végén az adddik, hogy tiz kiilonb6z6 vektor paronként orto-
gonalis. GF(2)% maximalis, paronként ortogondlis vektorokat tartalmazé halmazai
a Lagrange-alterek, és ezeknek csak 7 nemnulla vektoruk van. O

A pentagramma minden egyeneséhez egy teljes négyoldal tartozik (4.7. dbra, bal).
A 4.2, és a 2.7. Lemmakbol kovetkezik, hogy mind az 6t teljes négyoldal vektorai
szimplektikus bazist alkotnak.

ly L
4.7. abra. Az [ egyeneshez tartozo teljes négyoldal

Mivel a pentagramma kozos egyenessel illeszked6 vektorainak az Osszege a null-
vektor, barmely teljes négyoldal cimkézése a pentagramma cimkézését is meg-
hatarozza. A generatorfiiggvények kozti Osszefiiggés a 4.7. abra jobb oldali di-
agramjan lathat6, ahol > 1 a teljes négyoldal [ egyenesével illeszkedd vektorok
Osszege. Mechanikusan belathato, hogy >, > 1; = 0.

4.3. Lemma. A teljes négyoldalnak két olyan W (5,2)-be képezd nem-ekvivalens
cimkézése van, amely generdtorfigguényének a képhalmaza ugyanaz a szimplektikus
bazis.

aj b,

as bs as bs

as ba as b2
b, ai

4.8. abra. Segédabra a 4.3. Lemmahoz
Bizonyitds. A generatorfiiggvény a teljes négyoldal nemkollinearis pontjait csak
nemortogonalis vektorokra képezheti. Harom, paronként ortogondlis bazisvektor

az egyik cimkézésben kozos egyenesre illeszkedik, a masikban a teljes négyoldal
valamely haromszogének a harom vektora (4.8. abra). O
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Legyen a pentagramma cimkézése ¢. Ekkor tetszoleges [ egyeneshez tartozd @)
teljes négyoldal cimkézése adott. (Q-nak a 4.3. Lemma szerinti masik cimkézésébol
szarmazé pentagramma-cimkézés p-nek az [-konjugdltja®*.

Az [-konjugélas a definicié alapjan énmaga inverze. A miivelet megvaltoztatja az
[ egyenesre illeszkedd vektorokat: a () egyeneseire illeszked6 vektorok Osszegét a
@-beli haromszogek vektorainak az Gsszege véltja fel (vo: 4.7. dbra, jobb).

Egy adott pentagramma-cimkézésnek 5 darab [-konjugaltja van. Szamitégépet
hasznalva feltartam, hogy a pentagrammaék 1008 darab 12-es csoportba, dupla
hatosokba®® szervezédnek, és egy dupla hatosbdl az I-konjugalds nem vezet ki.

(2

@),
a] — b1
ags — b2 \&V@’@("‘/
a; —b /'/52"‘3'3\\\
3 D3 2\

4.9. abra. Dupla hatosok és megvaldsitd objektumok

A dupla hatosok szerkezetét a 4.9. abra szemlélteti. A graf pontjai pentagramma-
cimkézéseket, az élek szimplektikus bazisokat, és a szomszédos pontok egymassal
l-konjugalt kapcsolatban all6 cimkézéseket reprezentalnak. Az azonos arnyalati
pontok a kétrészi graf azonos particiéjahoz tartoznak.

4.6. A hexagon és a (10,, 5;) pentagramma cimkézéseinek a
kapcsolata

4.4. Lemma. A 6-hosszi kdrnek négy olyan W (5,2)-be képezd nemekvivalens
bedgyazdsa van, amely generdtorfigguényének a képhalmaza ugyanaz a szimplekti-
kus bdzis, és a szembenallo pontok képei nemortogondlisak.

Bizonyitds. A négy bedgyazas a 4.10. abran lathato. Az els6 diagramhoz képest
a tobbi hdaromban a kiemelt pontokhoz rendelt nemortogonalis vektorpér fel van
cserélve. A négy diagramot kozéppontosan tiikrozve belathatd, hogy tobbszoros
cserével ijabb nemekvivalens beagyazasok nem hozhatok létre. O]

24Gajat elnevezés.
25 Az elnevezés abbdl ered, hogy a graf (I1d. 4.9. dbra) a 30 pontbél és 12 egyenesbdl &ll6
Schlafli-féle dupla hatos konfiguracié dualisaval izomorf.
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4.10. abra. Segédabra a 4.4. Lemmahoz

A pentagramma és a hexagon kapcsan el6bukkand 12096 és 120 szamokra [26] és
[20] szerz6i is felfigyeltek. Ennek a magyarazatét a 4.11. dbra foglalja Gssze, amit

a kovetkezoképpen kell értelmezni.

Dupla hatos 1 2
Pentagramma-cimkézés 1 12 13

1
2
3

30 “(i%)

Hexagon-automorfizmus 1 12 13
Apartman 1 2

[\
S EIREE R R EIREH

Dupla hatos éle

25

2

1008
12096

(e 1
9

120

12096
1008

sezeA3eaq-u03exof]

4.11. dbra. A tobbszor is el6bukkand 12 096 szam magyarazata

A fiuggdleges savok kifejezik, hogy a dupla hatosok és a hexagon apartmanjai
kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetok egymasnak. Egy dupla hatos 12 penta-
gramma-cimkézéshdl all, egy apartmannak pedig 12 automorfizmusa van.

A vizszintes savok a 120 nemekvivalens hexagon-beagyazas és a dupla hatosok 30
élének a kapcsolatat fejezik ki. Egy kivalasztott dupla hatos 30 szimplektikus béazis
kivélasztasat jelenti (1d. 4.9. dbra), és a 4.4. Lemma alapjan a dupla hatoshoz tar-
tozo hexagon-apartmannak ezekbdl 120 bedgyazasa készitheto el. Az utdbbiakat

kiterjesztve a hexagonra, adédik a 120 klasszikus bedgyazas.

A vizszintes és fiiggbleges savok talalkozasi pontjaban egy-egy szimplektikus béazis
all. Ezek szama az abra, és a (2.12) formula szerint is, 1008 - 30 = 30240. Ha a
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4.12. dbra. Dupla hatosok és hexagon-apartmanok kapcsolata

hexagon beagyazasa rogzitett, egy sor az apartmanok altal meghatarozott szimp-
lektikus béazisokat reprezentalja. KEgy oszlop egy kivalasztott dupla hatos éleit
megvalosité bazisokat jelenti.

Az 4.12 dbra az elhangzottakat szemlélteti. A hexagon aktuédlis (az dbran nem
feltlintetett) bedgyazasa a dupla hatosok kiemelt éléhez tartozik.

4.7. Pentagrammak cimkézésein értelmezett miiveletek

Az [-konjugalas nem az egyediili, cimkézésekre haté miivelet, amely a dupla hato-
sokbdl nem vezet ki. Ebben a részben két djabb miivelet lesz megvizsgalva, mivel
ezek a dupla hatosokat egy masik iranybdl vilagitjak meg, és ezzel, indirekt médon,
a Bell-KS-konfiguracidk egy osztalyanak a megtalaldsdhoz jarulnak hozza.

Legyen a pentagramma cimkézése ¢. Ha az [ egyenessel illeszked6 vektorok x, y,
z és w, a cimkézésre haté [-transzvekcio®®

~

Tip == T Ty T, Twip, (4.2)

ahol T az x vektorhoz tartozé transzvekeié. Mivel a négy vektor paronként orto-
gondlis, a (2.14) Coxeter-relaciék miatt a transzvekcidk sorrendje lényegtelen.

26Saj4t elnevezés.
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as + X3 + X4 b2+X1+X2

as + x; + X3 bz +x3 + x4

by + x2 + x3

4.13. abra. Cimkézés [-transzvektaltja

A mivelet hatdsat, az altaldnossag megsértése nélkiil, a 4.13. dbra mutatja. Az,
hogy a jobb oldalon valéban egy, az 1. WA-kritériumot teljesité cimkézés lathato,
néhany lépésben mechanikusan ellendrizheté. Az [ egyenesre illeszkedd pontokhoz
Ty ugyanazokat a W (5, 2)-pontokat rendeli, mint ¢, ami téméren gy mondhatd,
hogy a két cimkézésnek van kozos egyenese.

Legyen Y ¢ a pentagramma vektorainak az dsszege. Az 4.13. dbra mindkét oldaldn
a vektorokat Gsszeadva, és felhasznalva, hogy » . x; = 0, adddik, hogy

Z@:Zj}(p (:al+ag+ag+b1+b2+b3> (43)

Pusztéan a geometriat tekintve, a pentagramma barmely p pontja hdrom egyenessel
nem illeszkedik (jelolje 6ket Iy, Iy és l3), és hdrom ponttal nem kollinedris (ezek
lila, Iols és l1l3). Ez a hat elem egy T'(p) haromszoget indukdl. Ha adott egy ¢
cimkézés, és p(p) = x, a T'(p) és T'(x) jelolések ekvivalensek. T'(x) vektorainak
az Osszegét jelolje > T(p), vagy > T(x). A p — > T(x) generdtorfiiggvényt,
p*-gal jelolt cimkézés ¢ konjugdltja®’. Vagyis egy ¢ cimkézés konjugaltjat ugy kell
elkésziteni, hogy egy adott p ponthoz a T'(p) hdromszog ¢ szerinti vektorainak az
Osszegét kell rendelni.

A ¢ — * leképezés transzvekcidval is felirhatd. Y p-re a pentagramma egyetlen
x vektora sem ortogonalis, mivel harom vektor nem ortogonalis x-re, és igy

TZ@XZX—I—ZQO.

Az 1. WA-kritérium miatt az x perp-halmazdban 1év8 vektorok Osszege x, ezért
Yoo =x+) T(x), amibél kovetkezik, hogy T5~,x = > T'(x). Tehat

o' =T pp. (4.4)

2TIsmert sz6, Gj fogalomra hasznélva.
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> p* kiszdmoldsa sordn felhasznéalhatd, hogy a pentagramma adott pontjaval il-
leszkedo két egyenes a p-vel nem illeszkedd harom egyenes mindegyikével egy-egy
haromszoget hataroz meg. Vagyis minden pont hdrom darab haromszégnek a pont-
ja. Kovetkezik, hogy > ¢*-ban minden pont ¢ szerinti vektora haromszorosan van

figyelembe véve, ezért
D=2 e (45)

Mivel egy transzvekcié 6nmaga inverze, a (4.4) és (4.5) formuldkbdl latszik, hogy
a konjugdlas is oOnmaga inverze, azaz ¢ kétszeres konjugalasa egy ¢-vel ekvivalens
cimkézést eredményez.

A definiciékat felhasznalva mechanikusan ellenorizhetd, hogy a méar megismert [-
konjugalas az [-transzvekcio és a konjugdalas szorzata. A két mivelet felcserélheto:

(Tip)* = Tig", (4.6)

A T}« szimbdlumban a * azt jelenti, hogy az [-transzvekciot a ¢* cimkézés szerinti
vektorokkal kell elvégezni (1d. (4.2)).

Egy tetszoleges ¢ cimkézésbdl kiindulva [-transzvekcidkkal 5 masik cimkézés hoz-
hatd létre, és a miivelet ennek a 6 cimkézésnek a halmazabol nem vezet ki. Ez
a halmaz a 4.9. abran lathato kétrészii graf egy particiéja. Benne barmely két
cimkézésnek van kozos egyenese. A particiok kozti atjard mivelet a konjugalas.

Az 4.14. abra ezeket az észrevételeket szemlélteti arra az esetre, amikor a kiindulé
cimkézés a pentagramma valamelyik teljes négyoldalanak a pontjaihoz a kanonikus
béazisvektorokat rendeli (a hozzdjuk tartozé Pauli-operatorok X111, IX1I, I1X,
ZII,1Z1,117).

Egy adott T; I-transzvekei6 és a konjugélas a dupla hatos o0sszes cimkézésére a
kovetkezdképpen hat. Legyen [ az azonos particiékhoz tartozoé ¢, és o cimkézések
kozos egyenese®®, és most, (4.6) szellemiségével ellentétben, hasson mind a 12
cimkézésre ugyanaz a négy transzvekcié. Az elhangzottak alapjan T, felcseréli
p1-et és wo-t. A tObbi cimkézésekre az irhatd, hogy le = @a1a, ahol ags egy
pentagramma-automorfizmus, amely ¢-nek a p;-el, illetve a @o-vel kozos egyeneseit
cseréli fel (vo: ekvivalens cimkézések). (4.6) miatt a masik particioban hasonlé
torténik.

A konjugélés (4.3), (4.4) és (4.5) alapjan a dupla hatos minden cimkézésére ugyan-
az a transzvekcio. Ez a miivelet a particiokat cseréli fel.

28Ez nem preciz, de szemléletes.
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4.14. abra. Dupla hatos, és belole nem kivezet6 miiveletek
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4.8. 9+1-es geometria W (5,2)-be képez6 cimkézése

A 9+1-es konfigurdcickhoz? az a kérdés vezetett, hogy egy kiszemelt operdtor
(vagy vektor), pl. XX X egy adott dupla hatoson beliili cimkézésekre, pl. a 4.14.
abran lévokre, milyen mas operatorokkal egytitt illeszkedik a pentagramma valame-
lyik egyenesével. Az X X X-et tartalmazo operator-négyeseket kiilon valasztva, a
4.15. abran lathato konfiguracié adodik. A geometriat jelolje I'. A vastag gorbével
jelolt egyenes pozitiv, igy a WA-kritériumok teljesiilnek.

XYY YXY YYX

O O O
e O O
11X

XZZ

XII S

XXX

—— pozitiv egyenes

4.15. abra. 9+1-es Bell-KS-konfiguracié

Az eddigi geometridkhoz képest I' kilog a sorbdl, mivel nem regularis, és a kitiinte-
tett ,,10.” pontja minden egyenesével illeszkedik, tovabba vannak olyan egyenesei,
amelyek két pontban metszik egymast.

Utolso nekifutasként [-nak a 4.15. abréabdl dltalanositott cimkézései lesznek meg-
vizsgdlva. Egy ilyen cimkézés T egyeneseit W (5, 2) sikjaira, azaz GF(2)® Lagrange-
altereire képezi. Az érintett Lagrange-alterek Y metszete GF(2)%-nak egydimen-
7zi6s (izotrdép) altere. Ennek a nemnulla vektora legyen y,,.

A GF(2)/Y szimplektikus faktortér altal indukalt Wy (3,2) szimplektikus poldris
tér pontjai {C,Y} alakiak, ahol C' egy mellékszotalya Y-nak valamely GF(2)5-
beli, Y-t tartalmazo, kétdimenzids altérben. C' két darab nemnulla vektort tartal-
maz, és ha az egyiket x jeloli, a masik x + y,.

[’ nem kitiintetett pontjai a 6 egyenessel egy G grid-et indukdlnak. Wy (3,2) a
doily-val izomorf, és igy 10 grid-et tartalmaz. Legyen ezek koziil az egyik Gy, és le-
gyen egy izomorfizmus G és Gy kozott. Ekkor G minden p pontjahoz hozzatartozik
egy {Cp, Y} alaki Gy-pont. A Cp-beli vektorok legyenek x, és x, +y,. Az x,
vektorok megvalaszthatdk dgy, hogy G barmely [ egyenesére 3, x,, elttinjon (vo:
Mermin—Peres-négyzet, 1.1. dbra).

29A névadés: Lévay Péter
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Ezek utan I'-nak egy cimkézése a kovetkezdképpen épitheto fel. A generatorfiigg-
vény rendelje a 10. ponthoz y(-t, a G grid p pontjaihoz pedig x,-t vagy x, + y,-t
a 4.16. abran lathaté mintazatok szerint.

M3 B i

t
1

0 =Xy ® =X, + Yo

4.16. abra. Mintazatok a cimkézés konstrukciéjahoz

A cimkézések szamanak a becsléséhez fel kell hasznélni, hogy y, 63-féleképpen,
Gy 10-féleképpen, a mintazat pedig 16-féleképpen valaszthato. Ez osszesen 10 080
nemekvivalens cimkézés. Ugyanez az érték jon ki a (4.1) formula alapjan is, viszont
figyelembe kell venni, hogy a cimkézések stabilizatora most nem trivialis, hanem
két szimplektikus matrixot tartalmaz.

Szamitogép segitségével azt kaptam, hogy I' 6sszes nemekvivalens cimkézése Bell-
KS-konfiguraciét hataroz meg. Pontosabban, az 1, 3, illetve 5 negativ egyenest
eredményez6 cimkézések szama 5184, 4 464, illetve 432.
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