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1. Bevezetés

A jatékelmélet olyan helyzeteket modellez, ahol a jatékosok nyereményét a sajat don-
tésiikon kiviil jatékostarsaik dontései is befolyéasoljak. Kiilonosen érdekesek azok az élet-
helyzetek, amikor a jatékosok optimalis dontésének kivalasztasat a jatékostarsak ellen-
érdekeltsége akadalyozza. Az evolicios jatékelmélet ilyen rendszereket vizsgal szamos
egyszerisité feltétel mellett. A sokszereplds jatékelmeéleti modellek elemzését nagy meér-
tékben egyszertsiti, ha az egyforma jatékosok kozotti kolecsonhatast azonos parkéleson-
hatasok Gsszegeként kozelitjiik. Ebben a kozelitésben a koélesonhatést egy n X n-es nye-
remény matrixszal irhatjuk le [1], aminek elemei definialjak a jatékosok nyereményét, ha
az egyik az i-edik, a masik pedig a j-edik lehetGséget (tiszta stratégiat) valasztja az n le-
hetséges dontés koziil. Az evolicios jatékelméleti modellekben [2-5] a jatékosok ugyanazt
a stratégiat hasznaljak jatékostarsaikkal szemben egy adott id6ben és az igy kapott nye-
reményeiket novelhetik azzal, hogy egyszerre vagy egymast véletlen sorrendben kdvetve
egy masik tiszta stratégiat valasztanak.

A jatékelméleti modellekben a jatékosok képviselhetnek embert, névényt, allatot vagy
baktériumot, és ennek megfelelen szolgalhatnak elméleti hattérként a kozgazdasagi, bio-
logiai és szociologiai jelenségek szdmszerd vizsgalatanal. Az emlitett tudoméanyteriiletek
fejlodését a statisztikus fizika eszkozei jelentés mértékben segitették, mert mar évtizedek
6ta hasznalunk olyan modszereket, amelyek segitségével meghatarozhato egy sokrészecs-
kés rendszer makroszkopikus viselkedése, ha ismerjiik a részecskék kozotti parkolcsonha-
tast. Kiilonosen szoros kapcsolat 1étezik a statisztikus fizika és az evolicids jatékelméleti
modellek koz6tt, ha a kélcsonhatast egy potencial jatékkal irjuk le. Ismert, hogy az Gsszes
szimmetrikus kétstratégias matrix jaték ilyen.

Ebben a dolgozatban azt vizsgaljuk meg, hogy mi torténik egy sokszereplés evolicios
jatékelméleti modellben, ha a jatékosok az eredeti két tiszta stratégia mellett hasznalhat-
nak egy harmadik (kevert) stratégiat is, ami a tiszta stratégiak vegyes hasznalatat jelenti.
Pontosabban, a kevert stratégianél a jatékosok kiilonbo6z§ valoszintséggel valaszthatjak
az egyik vagy mésik stratégiat. Megmutatjuk, hogy a kibGvitett jaték tovabbra is potenci-
al jaték marad, és emiatt hasznalhatjuk a statisztikus fizika modszereit a makroszkopikus
rendszer viselkedésének szamszeri elemzésénél, ha a stratégia eloszlas fejlédését az tun.
logit szabaly vezérli. A logit szabaly egy olyan sztochasztikus stratégiavaltas, amelyik az
egyéni nyeremény novelését exponencidlisan novekve stulyfaktorral segiti és az alacsony
zaji hataresetben eltiinteti a rendszerbdl a kevert stratégidkat. Ez azért meglepd, mert a
paramétertér egy tartomanyaban a hagyomanyos evolicios jatékelmélet egy evoltcidésan
stabil kevert stratégia uralkodasat josolja. A latszolagos ellentmondas feloldasa érdeké-
ben megvizsgaltuk ugyanezt a térbeli modell egy utanzéasra épiilé dinamikai szabéallyal is.
Ez utobbi modellben az evoliciosan stabil kevert stratégia mar életképesnek bizonyult
az evolicios versengésben.
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2. Elméleti hattér és formalizmus

2.1. Evolaciés jatékok racson

Altalanos szimmetrikus parkolesonhatas esetén a kolesonhatast jellemzé n x n-es mat-
rix alakja:

11 QAr2 -+ Qinp
Q21 Q22 -+ Q2p

A=| T T - (1)
p1 Qp2 *°° Qpn

Ennek jelentése, hogy a;; az az elem, mely az egyik jatékos i-dik, a masik jatékos
j-dik dontési opcidjanak valasztasakor irja le el6bbi nyereményét a jaték soran.

A kolcsonhatast, vagy jatékot azért nevezziik szimmetrikusnak, mert mindkét jateé-
kos szamara ugyanezen A métrix adja meg a lehetséges kimeneteleket. A jatékelméleti
modellek 1ényege, hogy a jatékosok nyereményét sajat dontésiik mellett partneriiké is be-
folyasolja, ezért célszert definidlni a stratégia fogalméat, ami azt adja meg, hogy a jatékos
az adott n lehet6ség koziil melyiket valasztja. Matrixos jelolésben ezt egy n dimenzios
oszlopvektorként foghatjuk fel, melynek tiszta stratégidk esetén csak egy nem 0 eleme
van:

1 0
0 :

Sz, Sy = )" 0 ’ (2)
0 1

ahol s, és s, rendre az x és y jatékos stratégidja. Ezek alapjan megadhato a jatékosok
nyereménye a kolcsonhatas soran:

Uy, =sLA s, és u, = SZA “ Sy (3)

Fontos jellemzGje a matrixjatékoknak a Nash-egyensuly. Akkor beszéliink Nash- egyen-
salyrol, ha a dontés egyoldali megvaltoztatdsdval semelyik jatékos sem képes novelni a
sajat nyereményét. A (3) egyenlet jeloléseivel élve egyensilyi helyzetben u, nem no-
velhet6 s, valtoztatasaval, y-ra hasonl6 feltétel érvényes. Megmutathato, hogy minden
parkolesonhatasban 1étezik legalabb egy Nash-egyenstly [6].

A modell kiterjeszthets térben, tehat a jatékosok elhelyezhet6k valamilyen racs pont-
jaiban 1gy, hogy mindenki a szomszédos racspontokkal all kolcsonhatasban. Idébeli ki-
terjesztéssel pedig eljuthatunk az evolicios jatékelmélet modelljeihez, ahol a jatékosok
ismétl6ds meneteket jatszanak szomszédaikkal, és id6rdl idére lehetGséget kapnak stra-
tégiajuk modositasdra annak reményében, hogy nyereményiiket névelhetik.

Evolucios jatékoknal bevezethetd az evoliciosan stabil stratégia (ESS) fogalma. Amennyi-
ben a racspontokon levs jatékosokat egyedekkel azonositjuk, akkor egy ESS-t valaszto
populacioval szemben nem tud sikeres lenni egy "mutéans", aki eltér az ESS-t6l [7].
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Kiilonféle dinamikai szabalyok allnak rendelkezésre az iddfejlesztésnél: lehetséges de-
terminisztikus [8], vagy sztochasztikus [9] alapon torténd utéanzasa a jol teljesité szom-
szédnak. A sztochasztikus dinamika, vagy logit szabaly a fizikailag érdekesebb eset, hi-
szen a rendszer Boltzmann-eloszlésba fejlédik, ha a parkdlesénhatésok potencialjatékok-
kal (Id. késGbb) irhatok le [10-12]. Ezen feliil alkalmasan paraméterezett kétstratégias
jatékok és az Ising-modell [13,14] kozott is hasonlosagok figyelhetsk meg [15-20).

A dolgozatban négyzetracson elhelyezkeds jatékosok esetét vizsgéaltuk, mindkét fen-
tebb emlitett evolicios dinamika esetén, n = 3 kiilénb6z6 valaszthato stratégiaval. A nye-
reménymatrix paraméterezésében a kétstratégias tarsadalmi dilemmak jel6lésrendszerét
hasznaltuk, ezért, valamint a fizikai analogidk mélyebb megértése végett a kovetkezsk-
ben tekintsiik 4t a potencialjatékok elméletét, tovibba az ezek egy specidlis eseteként
kezelhets kétstratégias tarsadalmi dilemmakat.

2.2. Potencialjatékok és kétstratégias tarsadalmi dilemmak

Kétstratégias modellnél a stratégidkat a (2) egyenlet alapjan adhatjuk meg, az elter-

jedt jelolésekkel:
1 0

ahol a fogolydilemma jatékbol ismerds D (defection, é16skddés), valamint C' (cooperation,
egylittmiikodés) lehetGségek fordulnak eld. Ezek utan a szomszédos jatékosok nyeremé-
nyeit a (3) Osszefiiggés definidlja. A kétstratégias tarsadalmi dilemmak jelolésében [21]
a nyereménymatrix négyparameéteres:

()

ahol a paraméterek jelentése rendre biintetés a kolesonds élgskodésért (Punishment), ki-
sértés (Temptation), a balek nyereménye (Sucker’s payoff), valamint a kélesonos egyiitt-
miikodés jutalma (Reward). Tényleges dilemmahelyzetet a T'> R > P > S paraméter-
valasztas okoz, és az altalanossag csokkenése nélkiil atskalazhatjuk a métrixot agy, hogy
csak két paraméter szerepeljen benne:

A= (g ?) (6)

A paraméterek megvalasztasatol fiiggGen négy lényeges tartomanyra oszlik a T — S
paramétersik, ahogy ez az 1. 4bran lathato. A stratégiaparok kozti nyilak azt jelolik, hogy
az egyoldalu stratégiavaltoztatasok mikor kifizet6déek, mikor érdemes valtani. Kénnyen
beldthato, hogy azok a pontok, ahonnan nem mutat ki nyil, Nash-egyenstlyok.

Az angol roviditések jelentései az adott paramétertartomanyban kialakul6 jatékok
jellegzetességeire utalnak. Szarvasvadaszatnél (SH) az azonos valasztashoz tartozé hely-
zetek egyenstlyinak bizonyulnak. A harmonia (H) jaték a kdlesonds egyiittmiikodeés, a
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S A H

e

o
R R

1. abra. Négy folyamdbra a jdatékok jellemzésére a T — S sikon. A vizszintes (S = 0) és
a figgdleges (T = 1) szaggatott vonalak vdilasztjdk el a harmdnia (H), héja-
galamb (HD), szarvasvaddszat (SH), és fogolydilemma (PD) tartomdnyokat.
Sziirke négyzetek jelzik a Nash-eqyensilyokat.

fogolydilemma (PD) a kolesonos éloskodés kialakulasat segiti elg, mig a héja-galamb
(HD) tartomanyban ellentétes stratégiavalasztas az egyensily.

Lathato, hogy semelyik esetben nincs iranyitott hurok a folyamébrakon. Ez nem tel-
jesiil altalanosan, hanem csak akkor, ha vizsgalodasunkat a potencialjatékok korére
szikitjiik. Ilyenkor felirhato egy m X n-es V matrix [10, 12|, amire teljesiil az alabbi
egyenl@ség:

ij — ‘/ij = Akj — Aij7 Vi,j, k. (7)

Ez azt fejezi ki, hogy ha az els6 jatékos k-dik stratégiaja helyett az i-diket valaszt-
ja, nyereményvaltozasa megegyezik a potencial megvaltozasaval. A potenciél 1étezéséhez
hasonl¢ feltételnek kell teljesiilnie a masodik jatékos stratégiavaltasaira is. Ebbdl kovet-
kezik, hogy szimmetrikus jatéknal V is szimmetrikus, ha létezik. Kétstratégias esetben a
jatek szimmetriajabol kovetkezik a potencial létezése [12,19], nagyobb n esetén viszont
ez nem feltétleniil igaz.

Szemléltetésként nézziik meg, hogy alakul jelen esetben a potencidlméatrix (itt a (7)
egyenletbdl egyszertien szamolhato):

V:(g 1+§—T>' (8)

Az eddigiekbdl belathato, hogy a potencidlmaximumhoz tartozé stratégiapar minden-
képp Nash-egyensiily, ez egyben magyaréazza is a paramétertartomanyok kozotti kiillonb-
ségeket az 1. abran. Ha V valamely eleme nagyobb az 0sszes tobbinél, akkor ez tiszta
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egyenstlyi helyzet, ami tekinthet§ kitiintetett Nash-egyensilynak. A paramétersikon a
harmoénia tartomanyban, és a szarvasvadéaszat T'= S + 1 egyenes {6lé es6 részén a C'C
stratégiapar valasztasa, fogolydilemma esetén és a szarvasvadaszat maésik felében a DD,
mig a héja-galamb tartoményban a DC' — CD stratégiapar vilasztasa szamit a fentiek
szerint kitiintetett Nash-egyenstlynak.

Ha a modellt a 2.1. fejezetben irtak szerint kiterjesztjiik egy négyzetracsra, akkor logit
szabaly esetén alacsony zajszintnél a rendszer ebbe az allapotba fog fejlédni. Ilyenkor
definialhatjuk a teljes rendszer potencialjat is [22], ami a parkolesonhatasok Osszegeként
adodik: .

U(s) = ) 25 Sz * VSu+4,, (9)

ahol S egy L x L xn dimenzios vektor (L db racspont a négyzet oldalhossza, n valasztha-
t6 tiszta stratégia), ami a racspontokon 1évG Gsszes jatékos stratégiajat tartalmazza. Itt
az 0sszegzés egy x jatékoson, és négy szomszédjan (x + 0,) fut végig. Amennyiben csak
egy jatékos valtoztat, akkor a teljes rendszer potencialjanak megvaltozasa egyenls lesz
az aktiv jatékos nyereményvaltozasaval. Fz analog a negativ potencialis energia fogalmé-
val (Hamilton-fiiggvény) a fizikdban, mig a kitiintetett Nash-egyenstly a sokrészecskés
rendszerek alapallapotaval allithatoé parhuzamba.

A logit szabaly fizikai fontossagdt matematikai atalakitasok révén is belathatjuk. A
dinamika lényege, hogy szadmitogépes Monte Carlo szimulaciokat végezve egy elemi MC
lépésben annak valosziniisége, hogy egy = jatékos a stratégiajat s!-re valtoztatja, meg-
adhato sajat és a tobbiek nyereményének fiiggvényében:

) el(sh)/ K

v = S /K (10)

w (s

ahol K a hémérséklet, vagy zaj, és

i(sy) = Y _sq - Asgys, (11)
6z

egyenlet adja meg u-t, a szomszédokkal folytatott jatékokbol Gsszeadddd nyereményt.
Lathato, hogy a leginkabb kifizet6d6 stratégia valasztisa exponencialisan valésziniibb a
tobbinél, K — 0 hataresetben ezért keriil alapallapotba a rendszer.

Altalanosan is belathato, hogy az egyes stratégiaprofilok valoszintiségét ennél a dina-
mikai szabalynal a Boltzmann-eloszlas adja [10]:
L us)x
p(S) = —e : (12)

ahol U-t a (9) egyenlettel definialtuk, és Z a szokasos allapotosszeg:

Z =Y e'ONK (13)
S
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Ezen feliil ujabb statisztikus fizikai analogiat talalunk, ha a héja-galamb tartoményt
vizsgaljuk egy négyzetracson, itt ugyanis logit szabaly alkalmazéasaval a zaj (hémérsék-
let) fiiggvényében az Ising modell altal elérejelzett fazisatalakulasok mennek végbe. Ezt
tekintjiik at a kovetkez6 fejezetben.

2.3. Ising modell parhuzama a tarsadalmi dilemmakkal

A kétdimenzits Ising modellben mindegyik racspontra elhelyeziink egy s, = +1 spind
részecskét [23]. Ekkor felirhato a kdlesonhatasi energia a teljes rendszerre:

H = —Jstngm — thz, (14)

z,0z
ahol J a csatolési allando, h pedig a magneses tér erGssége. Rovid levezetés segitségével

belathato, hogy ez teljesen analog a (9) egyenlettel. Az Ising-modell és a tarsadalmi
dilemmak paraméterei kozotti Osszefliggést szemlélteti a 2. abra. Az Ising modell leiras-

oz Ll
%
Of—mmm ya
\\
~
‘\
‘\
‘\
- =
‘\
I “\
; | =
0 i 3 7

2. abra. Ising-modell a T — S paramétersikon. A hdttér a kitintetett Nash-egyensilyt
jelzi (fehér-CC, sziirke-DD, sakktdbla-CD). A piros szaggatott tengelyen z jeloli
a szomszédok szamdt.

modjaban a fehér teriilet homogén ferromagneses bedallast jelent, a sziirke ugyancsak
ezt, de ellenkez§ iranyban. A legérdekesebb rész a héja-galamb tartomany, ahol antifer-
romagneses rendezddést varunk az elméleti szdmolasok alapjan, 6sszhangban az 1. 4bran
lathato kitiintetett egyensilyi allapotokkal.

Amint az el6z6 fejezetben lattuk, az elméleti fazisdiagramok az alacsony hémérsékleten
kialakultakkal mutatnak hasonlosagot az evoltcios jatékelmélet modelljeiben logit sza-
baly alkalmazasa esetén. Erdekes tehat megvizsgalni, hogy a hémérséklet fiiggvényében
meddig marad ennyire rendezett a stratégiaprofil a négyzetracson.

Monte Carlo szimulaciokat végezve valtozo zajszint mellett Gsszevethetjiik eredménye-
inket az Ising modell altal josolt fazisatalakulassal, ami egzaktul szamolhato két dimen-
zibban [24]. Ezt mutatja a 3. abra.
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1.0 . .
0.8 ]
0.6 1
= i
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K

3. 4bra. Rend-rendezetlen dtmenet Ising modellben az antiferromdgneses tartomdnyban.
A folytonos vonal az egzakt megoldds, a négyzetek a h = 0-ndl végzett MC-
szimuldciok eredményei. Gyémanttal jelélve a h = 0.2 eset, a paraméterek vdl-
toztatdsa eltolja a kritikus pontot, de jellegét nem wvdltoztatja meg.

Itt a rendparaméter, vagy az antiferromégneses atlagos magnesezettség

2
m = N (; Sy — ; Sf/) (15)

modon szamolhatd, amennyiben az Osszegzést kettébontjuk a sakktabla-jelleg altal kije-
161t két alracsra, ' pontokon pozitiv, x”-nél negativ spint részecskék vannak tobbségben
K — 0 esetén. A tarsadalmi dilemmaknal D = —1, C' = 1 megfeleltetéssel élhetiink.

2.4. Kevert stratégiak

A kevert stratégiak (2) osszefiiggés altalanositasabol adodnak. A lényegi otlet az,
hogy nem egy tisztan meghatarozott opcidt valasztunk, hanem mindegyiket valamekkora
valoszintiséggel. Ekkor a feltételiink:

Y spi=1650<s,; <1Vi=1..n (16)

i=1

Ezt a matematikai formulat kétféleképpen lehet értelmezni: az els§ ténylegesen va-
loszintiségi, egy raciondlis jatékos a maga altal meghatarozott valoszintiséggel valaszt-
ja valamelyik stratégiat a jaték soran. Biologiai modellekben ugyanakkor célszeri (16)
Osszefiiggésnek egy statisztikai alapon nyugvo értelmezését alkalmazni. Ilyen esetekben
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egy populaci6 akkor valosit meg kevert stratégiat, ha az azt alkotd egyedek olyan arény-
ban valasztjak az egyes tiszta stratégidkat, ami éppen megegyezik a méasik értelmezésben
megadhato valoszintiség-értékekkel.

Kétstratégias esetben a kevert stratégiat x és y jatékos szaméra a kovetkezd osszefiiggés

definialja:
1—a\ | 1-—
sw:( N )essy:( 55), (17)

ahol a és (0 < o, 8 < 1) adjak meg annak a valosziniiségét, hogy x és y jatékosok
a C' stratégiat valasztjak. Nyereményiik abban az esetben, ha (6) tarsadalmi dilemma
jelolést hasznaljuk, megadhatd o és (3 fliggvényében:

uz (e, B) = af+T(1 —a)f+ Sa(l—05), (18)
uy(a,8) = af+S(1—a)f+Ta(l—7p). (19)

A kevert stratégiak kozott is létezik Nash-egyensuly. Ennek feltétele, hogy az alabbi két

feltétel teljesiiljon:
Ou,(a, B) _ 0 & Ouy(a, )
Oa ap
A 4. abran lathatéo modon a jatékosok sajat véalasztasuktol fiiggetleniil ugyanazt az

eredményt kapjak, ha ellenfeliik Nash-egyenstlyi stratégiat valaszt (8 = [* vagy
a = a*) A lényegi eredmény kozvetlen szamolasokkal is megkaphato, az egyensulyi

~0. (20)

4. dbra. Piros szaggatott vonal jelzi a vizsgdlt jatékos nyereményét, ha az ellenfél Nash-
egyensilyi stratégidt vdlaszt. Az dbra T = 1.5 és S = 0.5 értékeknél a héja-
galamb tartomdnyban érvényes helyzetet illusztrdlja.

stratégia mindkét jatékosra ugyanazt a valdsziniiséget adja:

S
== — 21
=0 =rrso (21)
valamint a nyeremény is megegyezik
. N ST
uz(aaﬁ ) = uy(a aﬁ) (22)

T T+S-1
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Levezethets, hogy (21) egyenlet két esetben ad 0 és 1 kozé esG értéket: a héja-galamb
tartomany mellett a szarvasvadészat esetén is. A masik két teriilet csak tiszta Nash-
egyensulyokat enged meg, ezt szemlélteti az 5. dbra, ami a Harmoénia tartomanyban
elérhet6 nyereményeket abrazolja.

5. dbra. A Nash-egyensilyt kék pont jelzi. Bdrhogy is vdltoztatja az aktiv jatékos a ko-
operdldsi valdsziniséget, kisebb nyereményt kap, mint o = 1 vagy B = 1 esetén.
T = 0.5,5 = 0.5, tehdt a nyereménymdtriz szimmetrikus, ezért nem ldtunk
ktilonbségel a kél jdatékos nyereményeiben.

A két kiilénbo6z6 tartomanyban megvalosuld kevert Nash-egyenstly mégsem teljesen
ekvivalens, ugyanis o* valasztasa csak héja-galamb jatéknal lesz evoluciosan stabil stra-
tégia (ESS). Ezt a fogalmat az elméleti biologia vezette be [7], és azt jelenti, hogy egy
mutéans képtelen elterjedni egy olyan populaciéoban, amely egy evoliciosan stabil straté-
gia valoszinlség-aranyai szerint tartalmaz egyiittmikodsket és élskoddket.

A korabban bevezetett jeloléseket hasznalva ez a kritérium ugy fogalmazhatoé meg,
hogy w,(a*, ) < uy(a*, o) és u,(ar, B) < uy(a*, B), tehat a tobbségi populacié énma-
gaval jatszva is jobban teljesit, és a mutanssal szemben sem veszit.

Hasonl6 stabilitasi feltétel vezethetd le olyan evolicios jatékoknal, ahol a megfeleld
aranyokkal bir6 populaciot olyan differencidlegyenletekkel irjuk le, melyek a magasabb
nyereményt biztosito stratégiak elterjedését segitik elg [25]. Ilyen dinamikai szabalyra
fogunk példat latni a 3.3. fejezetben.

Eddig osszefoglaltuk az evoluciés jatékelméleti modell alapvetd jeldléseit, valamint a
potencialjatékok fizikai jelent&ségét, és a kevert stratégia fogalmét. A kovetkezGkben
sorra vessziik a dolgozat célkittizéseit és bemutatjuk a munka menetét.
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3. Haromstratégias tarsadalmi dilemmma vizsgalata

3.1. Célkitiizés és alapveté szamolasok

Munkank soran egy olyan modellt vizsgaltunk, ami egy 3 stratégias tarsadalmi di-
lemmaként foghato fel. Az eddig bevezetett két stratégia mellé felvettiik az el6z6 kettd
kevert stratégiajat, ami a valészintiséggel egyiittmiikods, 1 — a valoszintiséggel valasztja
a masik lehetdséget. Vezessiik be erre a stratégiara az M (mixed) jelolést! A jatékot
jellemz6 nyereménymatrix ekkor az alabbi alakba irhato:

D C M
D 0 T oT
A=cC| s 1 a+(1-a)s . (23)

M\aS a+(1—a)T o®>+a(l—a)(T+5S)

Elgszor lassuk be, hogy ez potencialjaték! A potencial 1étezésére vonatkozo a (7) feltétel
némi algebrai atalakitds utdn az alabbi alakba frhaté a haromstratégias szimmetrikus
jatékoknal:

Apg — A9y + Agz — Azg + Az — A3 = 0. (24)
A behelyettesités utan latszik, hogy A potencialjaték. Ezek utan konnyen meghatarozha-
t0 a potencial, hiszen tudjuk réla, hogy szimmetrikus, és az egyoldalu stratégiavaltasok
kovetkeztében kialakulé nyereményvaltozasokat tiikrozi:

0 S aS
v=|s 1-7+5 S+a(l—T) . (25)
aS S+a(l-T) o*(1-T-2S)+2aS

Kiszamolhatjuk, melyik elem lesz maximalis a potencidlmatrixban, és felrajzolhatjuk
ez alapjan a logit szabélynal a termodinamikai hataresetben érvényes fazisdiagramot a
paramétersikon, ezt mutatja a 6. abra.

A DD stratégiaparhoz tartozé potencial példaul akkor lesz a maximalis méatrixelem,
ha S < 0é T < S+ 1, a kevert stratégia megjelenése tehat nem hoz 1j feltételt a
kétstratégias esethez képest.

Az elméleti fazisdiagram pontosan ugyanaz lett, mint kétdimenziés esetben. Ez f6képp
azért meglepd, mert a héja-galamb tartomanyban létezik kevert Nash-egyensuly, itt M
stratégia mégsem jelenik meg sehol. Ez alapjan varakozas szerint a korabbiakban vazolt
eredmények (Ising-modell fazisaitmenete, Boltzmann-eloszlas) itt is teljesen helytalloak
kell legyenek, mikézben hozzdadtunk a rendszerhez még egy stratégiat. Mivel a sza-
molasok altalanos a-val helytalloak, ezért ez az eredmény tetszéleges kevert stratégiara
érvényes.

A fenti analitikus eredmények azt sugalltak, hogy elGszor a logit szabély alkalmazasa-
val vizsgaljuk meg, hogy mennyiben moédositja az Ising modell joslatait az a perturbéacio,
amit a hozzdadott, de nem meghatarozo stratégia jelent a rendszerben. Az el6zGekbdl
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6. bra. K — 0 hatdresetben érvényes fazisdiagram logit szabdly esetén. Az dbrardl hi-
anyzik a kevert stratégia

kovetkezGen az altaldnossagot nem csokkenti, de a hatékonysagot noveli, ha az elkovetke-
z&kben az o = 0.5 esetre szoritkozunk. Tetsz6leges a érték mellett futtatott szimulaciok
esetén 3.3. fejezet eredményei moédosulhatnak 1ényegileg, ennek elemzése tilmutat ezen
munka hatarain.

Masodik kérben pedig olyan kériilményeket teremtettiink, ahol dominalni tud M stra-
tégia, amely a héja-galamb tartoméanyban a 2.4. fejezetben taglaltak szerint ESS. Ehhez
az 2.1. fejezetben emlitett determinisztikus jellegli dinamikéat alkalmazzuk, amit innentél
imitacios szabalynak hivunk. Ennél a szabélynal kisérleti fazisdiagramot is felvesziink,
valamint a nyereménymatrix paramétereinek fiiggvényében vizsgaljuk, milyen fazisatme-
netek jelennek meg a rendszerben. Végiil értelmezziik a kapott eredményeket és bemu-

cscs

3.2. Monte Carlo szimulaciék logit szabalynal

Az evolucits jatékelmélet dinamikai szabélyainak fontos része, hogy minden esetben
a stratégiavaltas valdsziniségérdl beszéliink. Ahhoz, hogy ez a gyakorlatban is megvalo-
suljon, a véletlenszertiséget a szimulacioknal is alkalmazni kell. Erre alkalmas modszert
biztositanak a Monte Carlo szimulaciok. A futtatott programnak rendelkeznie kell egy
véletlenszdmgeneratorral, amely biztositja a késébbiekben a folyamatok valdszintiségi
jellegét. Jelen esetben egy Mersenne-primeken alapul6 algoritmust hasznaltunk.

A program Monte Carlo szimulaciés 1épések sorozatat hajtja végre. Egy 1épés alatt
minden jatékosnak atlagosan egyszer lehet&sége van modositani a stratégidjan, ennek
valosziniiségét logit dinamikai szabaly esetén a (10) és (11) egyenletek adjak meg a
szomszédokkal folytatott jatszmak utan.
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A szimulaci6 lényeges paraméterei még a négyzetracs mérete (a legtébb esetben L =
400 valasztassal élve ez 400 x 400-as volt), a szomszédok szama (egyszerti négyzetracson
szimulalva ez 4-nek adodik), valamint a korabban mar részletezett mennyiségek: a ho-
mérséklet, tovabba a nyereménymatrix két parameétere ((25) harmadik véaltozoja a = 0.5
volt végig).

Annak érdekében, hogy minél jobban érvényesiiljenek a jaték jellegébdl fakado dina-
mikai jelenségek, a kezdGallapotot legtobb esetben véletlenszert stratégiaprofilnak alli-
tottuk be.

A jelenségek értelmezését segitette, hogy olyan programmal is dolgoztunk, ami képes
volt a négyzetracson uralkod6 allapotok valés idejii megjelenitésére. Az ezzel készitett
pillanatfelvételeken lathato, hogy alacsony zaj esetén nagy pontossaggal teljesiilnek a 6.
abra joslatai a kialakulo fazisokrol.

A képek alig néhany szimulacios 1épés utan késziiltek, hogy még lathatoak legyenek
rajtuk a gyengébb stratégidk is, hosszabb id& elteltével homogén fazisok terjednek el
az egész racson. Kiilonosen szembet(ing a 7c dbran lathatoé jelenség: a doméneket még
hatarvonalak valasztjak el, ezt nevezziik polidomén allapotnak.

Amennyiben a racs végtelen nagy lenne, a rendszer 6rokké polidomén allapotban ma-
radna. A szimulaciokat viszont véges racson végeztiik, tehat elegendd id6 utan kialakul a
monodomén allapot.Az alracsrendez6dés akkor terjed ki a teljes racsra, amikor az atlagos
doménmeéret Osszemérhetévé valik a racs méretével.

A linearis doménméret v/t-vel aranyos, jelen esetben az idét Monte Carlo lépésekben
mérjiik. Ez magyarazza azt, hogy sokkal hosszasabb szimuliciok kellenek azokban az
esetekben, ahol a paraméterck miatt a v/#-t szorzo aranyossagi tényezo kicsi. Ez a tény
megneheziti, és sokkalta hosszabbé teszi a fazisdtmenetek vizsgalatat a kritikus pont
kornyékén.

A nehézségek athidalasara tobbféle triikkkot alkalmazhatunk, a leginkabb célravezetd
a kezddallapot alkalmas megvalasztasa. A kritikus pont kornyékén sokszor nem csak
egyszeri adatgytjtést végeztiink, hanem amennyiben nem lattuk jelét rendezettségnek,
a végs6 MC 1épés utani allapotot a kovetkezd szimulacio kezdGéllapotanak beallitva djra
futtattuk a programot.

3.2.1. Szimulaciék ferromagneses alapesetben

Ahogy a 7. 4bran is lathato, a rendez6dés szempontjabol kettéoszthatjuk a paraméter-
sikot a héja-galamb tartomanyra (7" > 1, S > 0) valamint az ezen kiviili részre. Az Ising
itt vizsgaljuk a stratégiak gyakorisaganak hémérsékletfiiggését, akkor a 3. 4bran lathato
atmenethez képest simabb atalakulast varunk, mert itt ferromégneses a termodinamikai
limesben kialakul6 alapéllapot, és az ebbdl valé atmenet kevésbé éles, mint antiferromég-
neses tartomanyban. Eltérést jelent a kétfazisa Ising modell altal targyalt esethez képest,
hogy itt egy harmadik stratégiat is hozzavettiink a rendszerhez, de mivel ez az el6z6 ket-
t6 kevert stratégidja, ezért varhatoéan nem lesz kvalitativ eltérés a két fazisatalakulas
k6zott.
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7. abra. Pillanatfelvételek a paraméterek kilonbozd értékeinél, K = 0.1. Alacsony zaj
esetén mdr az elméleti hatdrvonaltol kis tdvolsagban is eqyértelmiien kialakul
a rendezett dllapot. Fehér szinnel C, feketével D, sziirkével pedig M stratégia
lathato.

Ezen varakozasok megvizsgalasahoz gy futtattunk szimuléciokat, hogy kiilonb6z6 hé-
mérsékleteken mentiink végig a 3.2. fejezetben részletezett folyamaton. Az adatgytjtés
hosszat MC lépésekben (MCs, Monte Carlo steps) megadd atlagolasi id6 (ts) mellett
hozzédadtunk a programhoz egy termalizacios szakaszt (¢,), erre azért volt sziikség, hogy
a kezdeti véletlen elrendezés ne befolyasolja az eredményt, tehat az adatgytjtés csak a
termalizécios id6 elteltével kezdGdott el. Jelen esetben L = 400 mellett ¢, és ¢, 5000 M C's
koriil volt, amit a kritikus pont kérnyékén kissé¢ néveltiink a nagyobb pontossag érdeké-
ben. A program t, + t, 1épés utdn novelte a hémérsékletet, és tjrakezdte a folyamatot.
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Ennek eredményeképpen megkaptuk a ferromagneses-paraméagneses atalakuléas lefolyé-
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8. abra. Stratégidk gyakorisdginak hdmérséklet-figgése a szarvasvaddszat (SH) tarto-

mdnyban. Teli kor: D, idires négyzet: C, tires rombusz: M stratégia.

Osszehasonlitva grafikonunkat az Ising modell jéslataival azt lathatjuk, hogy valoban
teljesiilt a varakozas, a ferromégneses rend eltiinésére jellemz6 sima atalakulast kaptunk.
A hémérséklet novekedésével a kevert stratégia is egyre inkabb életképesebb, értelem-
szertien pedig a két tiszta stratégia kozotti gyakorisaggal fordul eld.

Az atalakulas jellege tokéletesen megegyezik mindkét grafikonon, az egyetlen eltérés
az, hogy egyszer D, masszor C stratégia dominalt kezdetben. Mivel az Ising modellben ez
csupan annyi kiilonbséget jelent, hogy melyik irAnyba mutat a ferromagneses rendezGdés,
nem meglepd, hogy a hémérsékletfiiggésre nézve nem jelentkezik semmiféle kiilonbség.

3.2.2. Szimulaciék antiferromagneses alapesetben

A fentinél egy fokkal érdekesebb kérdés, hogy vajon hogyan alakul a fazisditmenet, ha
a paramétersik héja-galamb tartomanyaban vizsgalodunk. Néhany pillanatképpel itt is
szemléltethetjiik, hogy hogyan kezd megtorni a szabalyos sakktabla alakzat (9. abra).

Az abrakon latszik, hogy alacsony zaj esetén alig néhany "fonal" mentén képes az
egyenstlyitol eltérd stratégiaprofil megjelenni, majd egyre nagyobb mértékben né a vé-
letlenszertiség a stratégiaeloszlasban, jellemzGen a kevert stratégia tori meg egyre inkdbb
a C'D — DC pérok uralmat, majd homogén M teriiletek is ki tudnak alakulni. Ez nem
meglepd, hiszen ebben a tartomanyban létezik kevert Nash-egyensuly.

Ezek az eredmények arra engednek kdvetkeztetni, hogy az antiferromagneses allapot-
nak megfelel§ sakktébla-rendez6désbdl hasonloéan zajlik le a fazisdtmenet a rendezetlen-
be, mint kétstratégias esetben, de a végallapotban (nem meglep&en) nem elhanyagolhato
mo6don meg fog jelenni a harmadik stratégia is.

Hogy varakozasainkat igazolhassuk, ismételten Monte Carlo szimulaciokat futtattunk,
annyi kiilonbséggel az el6z6khoz képest, hogy a hémérséklet-intervallumot nem ekvi-
disztdns modon osztottuk fel, mivel az Ising-modell itt éles atmenetet josol a kritikus
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(¢) K=0.5

9. abra. Pillanatfelvételek héja-galamb tartomdnyban (T = 1.6 S = 0.55) kilonbozd hd-
mérsékleteknél. Fehérrel C, feketével D, kékkel M stratégia ldthato.

pont kornyékén. Az dtmenet hémérsékleténél az el6z6 fejezetben megadott termalizaci-
0s és atlagolasi id6knél nagysagrendekkel hosszabbakkal dolgoztunk (ts és t, 10° MC's
koriil), valamint a racs méretét is noveltitk, L = 1500-ra. Erre azért volt sziikség, hogy
a kiilonosen éles fazisatalakulas lefolyasat minél nagyobb pontossaggal rogzithessiik.
Az adatgy(jtés ezuttal ugy zajlott, hogy felosztottuk a racsot sakktablaszertien két

alracsra, amelyek koziil az egyiken homogén D, a méasikon homogén C' az egyensilyi
allapot, és kiilon-kiilon vizsgéltuk a stratégidk megjelenési gyakorisagat. Erre értelem-
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szertien azért volt sziikség, hogy szamszertsiteni tudjuk a rendezettséget, ami az egész
racsra atlagolva nem mutatkozna meg.
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10. abra. Stratégia gyakorisagok fiiggése a homérséklettdl a héja-galamb tartomdnyban
(T =135 = 0.6). Az egyik alrdcs adatai teli, a mdsik alrdcs adatai tires
szimbolumokkal jelennek meg. A korék a C, a négyzetek a D, a rombuszok az
M stratégia frekventdltsdgdt jelzik.

A szimuléaciok eredményét szemléltets 10. Abran lathato, hogy varakozasainknak meg-
felel6en alakult a fazisdtmenet. A fazisatmenet jellegében szembetiinGen hasonlit a 3.
abra eredményeihez, noha egy harmadik stratégiaval bévitettiik rendszeriinket.

A kritikus pont értéke csokkent a 3. abrdhoz képest, ennek oka, hogy mas paramé-
terek mellett végeztiik a szimuldciét, mint a fenti esetben. Az atmenet jellege azonban
egyaltalan nem valtozott, és ezt logaritmikus skéla segitségével is szemléltethetjiik. A 11.
abran megmutatjuk, hogy a kritikus pont kornyékén a hémérsékletvaltozas 1/8-ik hatva-
nyaval ardnyos a magnesezettség csokkenése, amint azt az Onsager-féle egzakt megoldas
is josolja. Az ezzel valo Osszehasonlitas teszi lehetévé a kritikus pont helyének lehetd
legpontosabb meghatarozasat, ezek szerint K, = 0.358.

A 2.3. fejezetben hasznalt (15) képletet jelen esetben is alkalmazhatjuk a magnesezett-
ség szamolasara, bar ezittal kiilon vettiik C' és D stratégia jarulékait az 6sszegzésnél.

A fentiekben megmutattuk, hogy az Ising modell alkalmazhatosaga kiterjed arra az
esetre is, amikor egy kevert stratégiat hozzdadunk a vilaszthato lehet&ségekhez, hiszen
a hémérséklet valtoztatédsa mellett jellegre ugyanolyan jelenségek adodtak. Kérdés még
azonban, hogy az elméleti fazisdiagram milyen megszoritasokkal irja le a gyakorlatban
megvalosuld allapotokat.
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11. abra. Mdgnesezettség a kritikus pont kdzelében log-log skdldn, tires négyzettel C', teli
rombusszal D stratégia dltal adott hozzdjarulds a mdgnesezettséghez. Az eg-
zakt megoldds m ~ (K — K,)'/® fiiggést josol, a szimuldciok ezt jo kizelitéssel
visszaadjdk.

3.2.3. Elméleti fazisdiagram ellenGrzése

A korabbi alfejezetekben bemutatott szimuldcidés eredményeink mér arra engedtek
kovetkeztetni, hogy az elméleti fazisdiagram jo leirasat adja a ténylegesen megvalosulo
allapotoknak, ezek a paramétersik egy meghatarozott pontjan érvényes helyzetet irtak
le, ezért nem tekinthetGek dénté bizonyitéknak.

Annak érdekében, hogy atfogobb képet kapjunk a paramétersik kiilonb6z§ tartoma-
nyaiban megvalosulo fazisokrdl, azokat a paraméterek fiiggvényében is meg kell vizsgal-
nunk. Ezért ezuttal olyan szimulaciokat futtattunk, melyek a hémérséklet és az egyik
paraméter allandosaga, valamint a mésik valtozidsa mellett tették lehetévé a stratégi-
ak gyakorisaganak vizsgalatat. Els¢ alkalommal T paramétert végigfuttattuk a teljes
relevans intervallumon, igy kapott eredményeinket mutatja a 12. abra.

Els6 megfigyelésiink, hogy a valtozéas hirtelen torténik, az érdekes kornyezetben 0.01-
esre stiritve a lépéskozt sem tortént egy lépésnél lassabban, tehéat a fazisok kozotti ha-
tarvonal nagyon éles alacsony zajnal.

Masodik megfigyelésként rogzithetjiik, hogy az atmenet 7" = 0.61-nél tortént meg,
ami nem felel meg az elméleti szamitasokbol adédonak. Ennek oka a szimulaciok rosszul
megvalasztott kezddallapotaban keresendé.

Amennyiben a racsot nem véletlenszeri stratégiaeloszlassal latjuk el a szimuléci6 kez-
detén, kiilonféle jelenségekkel talalkozhatunk. Jelen esetben a hiszterézis jelenségét mu-
tattuk meg. Ennek 1ényege, hogy amikor egy homogén stratégiaprofilt szeretnénk atfor-
ditani az ellentétes homogén allapotba, akkor sziikségiink van egy hajtoerére, amit azzal
biztosithatunk, ha a paraméterek valtoztatasaval a paramétersikon tullépiink a fazisha-
tarokon. Az Atmégnesezidés néhany kritikus méretet meghaladoé ellentétes iranyia domén
megjelenése utan az elényt élvezd domén egyenletes sebességii novekedésével alakul ki.
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12. abra. Stratégidk gyakorisagdnak figgése T' paramétertdl, az dllandok K = 0.1, vala-
mint S = —0.7 értéke mellett. Piros folytonos vonallal C, kék szaggatottal D,
fekete korokkel M stratégia van jeldlve. Nyil mutatja a T = 0.3 pontot, ahol a
fazisdiagram alapjdn az dtmenetet vdrndnk.

A 12. abrat eredményez6 szimulédcioknal homogén C' doménnel inditottuk a programot,
igy jelentGsen eltolodott az atmenet helye. Ugyanezt a grafikont felvehetnénk, ha magas
T értékekrsl, homogén D-vel kezdenénk, és balra haladnank a paramétersikon, ekkor
balra tolodna az dtmenet. Itt jelentkezik a hiszterézis.

Itt megjegyezziik, hogy ezeknél a szimulacioknal ¢, = t;, = 5000MC's volt a min-
tavételezés ideje L = 400-as racsméret mellett, ezeknek a paramétereknek a novelése
csOkkenthette volna a hiszterézis nagysigat, viszont komoly numerikus eréfeszitéseket
igényelt volna. A kezd&allapotok jobb megvélasztasaval ugyanakkor ilyen szimulacios
paraméterek alkalmazéasaval is kikiiszobolhetS a hiszterézis, amint azt aldbb latni fog-
juk.

A kovetkezdkben masik S paraméter melletti metszetet tekintettiink, és nagyobb hé-
mérséklet, K = 0.3 esetén. Az atmenet ebben az esetben egy fokkal szélesebb interval-
lumban zajlik, amint a 13. Abra mutatja (a T paramétert most csak sziikebb tartoméanyon
futtattuk, ahol a valtozast vartuk).

A zaj novekedése amellett, hogy kiszélesiti az &tmenetet, a kevert stratégianak is ked-
vez, gyakorisdganak a valtas helyén maximuma van, de 7" > 0.5 esetben is megmarad a
rendszerben. Ez nem meglepd, hiszen itt mér koézelediink a kritikus ponthoz, ahol a fazis-
atmenet miatt a kevert stratégia elGtérbe keriil az alacsony hémérsékletii alaphelyzethez
képest.

Kezdsallapotnak most azt allitottuk be, hogy a racsot felosztottuk 6 fiigg6leges csikra,
és rendre C, illetve D doméneknek allitottuk be ezen csikokat. Ilyen beallitasok mellett
varjuk azt, hogy a lehetd legkisebb mértékben jelenjen meg a hiszterézis. Az dtmenet
tényleges helye (a piros és kék vonalak metszéspontja) T = 0.5, tehéat valoban helytallo
a potencidlméatrix alapjan megalkotott 6. abra.
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13. abra. Stratégidk frekventdltsdginak fiiggése T paramétertdl, az dllandok K = 0.3,
valamint S = —0.5 értéke mellett. Piros folytonos vonallal C, kék szaggatottal
D, fekete kdorokkel M stratégia van jeldlve.

Ebben a fejezetben attekintettiik a fizikailag legérdekesebb logit dinamikai szabaly
mellett végzett szimulaciok eredményeit. Az el6z6ekben nem csak azt sikeriilt igazolni,
hogy az Ising modellel val6 analogia érvényben marad tetszéleges kevert stratégia hoz-
zdadasaval a rendszerhez, de azt a megallapitast is alatamasztottuk, hogy az elméleti
fazisdiagram alacsony hémérsékletii hataresetben jo leirasat adja rendszeriinknek.

A kovetkezSkben olyan koriilményeket keresiink, ahol a kevert stratégia életképesnek
bizonyulhat. Ehhez imitaciés dinamikai szabalynél elvégzett szimulaciok eredményeit
fogjuk targyalni, és ahol lehetséges, diszkutalni a két dinamika koézotti alapvetd eltéré-
seket.

3.3. Monte Carlo szimulaciék imitaciés szabalynal

Az alapvetd eltérés jelen esetben a logit szabélyhoz képest az, hogy itt nem a (10)
egyenlet adja meg a stratégiavaltas valoszintségét. Itt egy véletlenszertien kivalasztott
x jatékos egy szintén véletlenszeriien valasztott y szomszéd stratégiajat veszi at a (26)
Osszefiiggés szerint adott valoszintiséggel:

1
1 + e(@a(se) =ity (sy)/ K)’

w(sy = sy) = (26)
ami a két jatékos nyereménykiilénbségétsl fiigg. Amennyiben a nyereménykiilonbséget
energiaval azonositjuk, szembeting a parhuzam a Fermi-Dirac-fiiggvénnyel.

Ennek kovetkezménye, hogy K — 0 hatiresetben mindig megtorténik a magasabb
nyereményt hozé stratégara vald valtas. Mivel csak olyan stratégidra valthatnak a ja-
tékosok, ami jelen van a rendszerben, ezért van harom homogén abszorbélo allapot,
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amibdl nem tud kibillenni a rendszer. Ez a dinamikai szabaly a paraméterek valtozta-
tdsadra a homogén és a tobbstratégias allapotok kozott olyan fazisatmenetekre képes,
melyek az iranyitott perkolacios (directed percolation, DP) univerzalitasi osztélyba tar-
toznak [3,26-28|.

A szimulacié egyéb jellemzd paraméterei és koriilményei a 3.2. fejezetben ismertetek-
kel teljesen megegyezGek voltak. A tartoményok jellegzetességeit szemléltetendd itt is
bemutatunk par pillanatfelvételt a racson kialakuld stratégiaprofilokrol:

oo -
. LS apd s
' F._ .'I-k -8 .=_ .

() T=158=05

14. abra. Pillanatfelvételek a paraméterek kiilonbozd értékeinél, K = 0.3. A felvételek
még akkor késziltek, amikor az abszorbdlo dllapotok nem alakultak még ki, de
mdr mindenttt tobbségben volt az eldnyds stratégia. Feketével D, fehérrel D,

kékkel M ldthato.

3.3.1. Fazisdiagram keészitése

A 14c abran lathato6 a legnagyobb lényegi kiilonbség a logit szabéalyhoz képest, mégpe-
dig az, hogy itt a héja-galamb stratégianal megjelenik a kevert stratégia dominanciaja.
Ez egybevag a 2.4. fejezet eredményeivel, miszerint itt ez a stratégia evoliciosan stabil.
Ez természetesen nem az egész héja-galamb tartoményban igaz, mert az egyiittmiikodési
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valoszintiséget a = 0.5 konstans értéken tartjuk, tehat az evolicios stabilitas kritériuma
csak a tartomany kozépss részén teljesiil.

Itt megjegyzendd, hogy ebben a tartomanyban 6sszehasonlitva eredményeinket a logit
szaballyal az alracs-rendezédés helyett jelenik meg a kevert stratégia dominancidja. Ez
a dinamika ugyanis egyaltalan nem képes alrdcs-rendezett struktarak kialakitasara, ez
kétstratégias esetben sem valésult meg, az ott végzett szimulacidok azt mutattak, hogy
héja-galamb tartomanyban C' és D stratégiak egyiittélése figyelhet6 meg, de anélkiil,
hogy barmilyen jel utalna az alracsok szerinti rendezettségre [29]. A harom stratégia
egylittélését szemlélteti a 15. abra.

15. abra. Hdrom stratégia egyiittélése T = 1.08, S = 0.1, valamint K = 0.3 paraméte-
reknél. Nincs rendezettség, eqyik stratégia sem képes domindlni.

Az abszorbalé allapotok megjelenése lehetdséget ad arra, hogy olyan fazisdiagramot
készitsiink, amely kevés numerikus erdfeszités dran megadja nekiink, hogy a paramé-
tersitkon hol melyik stratégia dominal. Elég ugyanis csak a kialakul6 homogén fazisok
hatarait vizsgédlni, tehat a paramétersiknak azt a részét, ahol mar éppen nem képes
kialakulni a homogén allapot. A legpontosabb fazisdiagramot itt is K — 0 termodina-
mikai hataresetben kapnank meg, de a hosszi relaxacios id6k miatt ez nagyon sokkal
hosszabb szimulacios idGket igényelne, mint ha nagyobb zajszintnél futtatunk szimula-
ciokat. Kompromisszumként tehdt K = 0.3-nal dolgoztunk, és igy is visszakaptuk az
alacsony zajszintnél szamolt allapotabra jellegzetességeit.

A hatarokat folytonos vonallal jeloltiik a 16.4bran, ezt azért tehettiik meg, mert a
kritikus pont kozelében (M teriilet "sarka", C-D elagazas) nagyon siiri mintavételezéssel
szimulaltunk, a tobbi részen pedig nem volt drasztikus a valtozas. A modszeriink az volt,
hogy valamely paramétert fixen tartottuk a masik valtoztatdsa mellett, és egészen addig
finomhangoltuk a beéllitasokat, amig azonositottuk azt a pontot, ami szétvalasztja a
kétféle viselkedést.

Lathato, hogy elképzeléseink igazolodtak: az M stratégia a héja-galamb tartoméanyban
al =S5+ 1 egyenes mentén tud dominalni, ami az o = 0.5 valasztassal a kevert stra-
tégia ESS. Ttt jegyezziik meg, hogy amennyiben « is valtozhatna, akkor ez a tartomany
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16. abra. A szimuldciok eredményéiil adddo fazisdiagram imitdcids szabdlyndl K = 0.3
mellett. A fehér tartomdnyokban mindenhol a jelzett stratégia alakit ki homo-
gén fazist, a szirke zondban két vagy hdrom stratégia marad életben a végsd
staciondrius dllapotban nagy méreteknél.

feltehetGleg kiszélesedne, s6t, adott esetben C és D altal dominalt teriiletek rovasara is
novekedhetne. Ennek a sejtésnek az igazoldsa tulmutat jelen munka keretein, de min-
denképpen érdekes vizsgalodasokra nyujt alapot.

3.3.2. lIranyitott perkolaciés atmenet szimulalasa

Még atfogobb képet ad a 16. abra sziirke, egyiittlétezési zondirol az, ha a fazisdiagram
egy metszetét tekintjiik, tehat valamely paraméter allandoséga és a masik valtoztatasa
mellett vizsgaljuk a stratégiak gyakorisdgat a racson.

Jelen esetben elGszor S = 0.3 értéken rogzitettiik a paramétert, és emellett val-
toztattuk T értékét. Mivel a statisztikai hiba 6sszemérhets a vonalvastagsaggal, ezért
nem kell a 3.2. fejezetben latott modon kiilonb6z6 szimboélumokkal jelolni a stratégia-
gyakorisagokat, hanem vonalakkal is 4brazolhatjuk a valtozast. Az abrazolt eredmények
nyilvanvalova teszik, hogy milyen univerzalis jellegzetességekkel bir egy stratégia kihalasa
az abszorbal6 allapot felé kozeledve.

Elviekben mind a négy atmenet esetén a kihal6 stratégia hatvanyfiiggvény szert-
en tinik el a kritikus T,.-hez kozeledve. Pontosabban az elting stratégia gyakorisaga
p~ |T —T.|°, ahol § = 0.58 az 6sszes kétdimenzios esetben [28]. A numerikus adatsor,
melyet abrazoltunk, visszaadja ezt az elméleti varakozast a statisztikai hiban beliil.

A fazisdiagramnak vizsgalhatjuk olyan metszetét is, ahol egyidejiileg harom stratégia
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17. abra. Stratégia frekvenciak T fiigguényében imitdicios szabdlyndl, ha S = 0.3,
K =0.3 és a=0.5. A folytonos, pontozott és a kék szaggatott vonalak rendre
a D, C, és M stratégidk gyakorisdgat szimbolizdljdk.

egylittlétezése is megengedett egy bizonyos tartoményban. Ehhez tekintsiik az S = 0
esetet, melyet a 18. 4bra szemléltet.
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18. &bra. Stratégia frekvencidk T figguényében imitdcios szabdlyndl, ha S =0, K = 0.3
és a = 0.5. A folytonos, pontozott és a kék szaggatott vonalak rendre a D, C,
és M stratégidk gyakorisdgat szimbolizdljdk.

Jellegre itt is a fentihez hasonlé Atmeneteket tapasztalunk. Az univerzalitas elve miatt
a kevert stratégia eltiinésénél a harmas egyiittlétezési régioban szintén az iranyitott per-
kolacids atmenetek jellemzGi tlinnek el6, de ennek elegendGen pontos numerikus igazola-
sahoz sokkal hosszabb szimulécios kisérletekre van sziikség. A 18. dbra adatai nagyjabol
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4 honapos szimulaciokat igényeltek, ezért ezt a dolgozat keretein beliil nem tartottuk

célszertinek behatobban elemezni, hiszen a kvalitativ egyezések mér ennyi adathol is
igazolhatok.

Fenti eredményeinket még atfogobban szemléltethetjiik, ha a fazisdiagramnak fiiggéle-
ges metszetét is vessziik, a szimulacios eredmények 7' = 1.2-né¢l a 19. dbrén szerepelnek.
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19. abra. Stratégia frekvencidk S fiiggvényében imitdcios szabdlyndl, ha T = 1.2, K = 0.3
és a = 0.5. A folytonos, pontozott és a kék szaggatott vonalak rendre a D, C,
€s M stratégidk gyakorisagdt szimbolizdljdk.

Az atmenetek teljesen hasonléak a korabbiakhoz, itt is a DP univerzalitasi osztalyba
tartozo6 atalakulasokat kapunk.
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4. (")sszegzés

A dolgozat soran olyan evolicios jatékelméleti modell tulajdonsagait vizsgaltuk, ahol
a szokasos kétstratégias tarsadalmi dilemma jatékot kib&vitettiik egy harmadik straté-
giaval tgy, hogy az az els6 ketts kevert stratégiajaként adodik. Ez is tiszta stratégiaként
foghato fel, de a kevert stratégianak megfelel6 értékekkel a nyereménymaéatrix vonatkozo
elemeinél.

Megmutattuk, hogy az igy adodé 3 x 3-as matrixjaték potencialjaték, amennyiben
szimmetrikus kétstratégias alapjatékbol indulunk ki. A potencidlmatrix kiszamitasat
kovetGen meg tudtuk adni a kitiintetett Nash-egyenstiilyokat a paramétersikon, amelyek
mind a kétszereplGs jatékra, mind a négyzetracsra kiterjesztett sokszereplds kolcsonha-
tasra vonatkoznak. Meglep§ modon azt taldltuk, hogy a potencialmaximumok semmilyen
esetben nem esnek a 2 x 2-es alapmatrixon kiviilre. £z maga utan vonta a kevert stratégia
eltiinését a rendszerbdl alacsony hémérsékleteken, ha a stratégiavaltasok valoszintiségét
a logit szabaly adja meg.

A potencidljatékok elméletére alapozd szamolasok helyességét megerGsitették az al-
talunk elvégzett Monte Carlo szimulaciok. Eppen emiatt a kétstratégias modelltsl nem
tapasztaltunk nagy eltéréseket, vagyis a statisztikus fizikabol ismert Ising modellel valo
parhuzamok ebben a modellben is érvényben maradtak. A hémérséklet valtoztatasa-
val végzett szimulaciok mellett érdekes jelenségeket tudtunk megmutatni akkor is, ha
a nyereménymatrix paramétereit valtoztattuk. Sikeriilt a magnességgel valdé analdgiat
egy hiszterézis-jelenség szimulélasaval tovabb mélyiteni, valamint alkalmas kezddGallapot
esetén hiszterézis hidnyaban az elméleti fazisdiagram helyességét is szemléltetni.

A fentiektdl alapjaiban eltéré eredmények adodtak viszont akkor, ha a stratégidk tér-
beli eloszlasanak alakulasat a jobban teljesité szomszéd utanzasa hatarozta meg. Ebben
az esetben a kevert stratégia domindlni tudott a paramétersiknak azon tartomanyaiban,
ahol evolaciosan stabil stratégia. A fazisdiagramot itt is meghataroztuk és Gsszehason-
litottuk az elméleti szamolasokkal, de ebben az esetben a sakktabla-szerti rendezGdést
felvaltotta a kevert stratégia elterjedése a racson.

Ennél a dinamikai szabalynal is parhuzamot tudtunk vonni egy statisztikus fizikai
modellel: ilyen koriilmények kézott a paraméterek fiiggvényében végbemend fazisitala-
kulédsok az iranyitott perkolaciés univerzalitasi osztalyba tartoztak.

A két evolucios dinamika k6zotti alapvetd eltérést az okozza, hogy az utanzasos szabély
nem képes alracsrendezett stratégiaprofil kialakitasara, ami viszont a logit szabaly esetén
a paramétersik széles tartomanyaban képes elterjedni a racson. Ebbél azt a kovetkezte-
tést szirhetjiik le, hogy mig a logit szabaly alkalmazaséval kaphato eredmények allnak
legkozelebb a termodinamikaboél ismert rendszerekhez, az uténzasos dinamika jobban
alkalmazhato evoltciobiologiai modellekben, ahol a jol elkevert 6kologiai rendszerben az
ESS kozelebb van az atlagtér-jellegti kozelitések feltételeihez.
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