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1. Bevezetés

Ez még mindig valtozatlan Kolcsonhatd spinrendszerek kutatésa tobb évtizede a
szilardtestfizika egyik legaktivabb teriilete. A spinrendszerek viselkedését meghatarozza
a spinek kozott fellépo kicserélodési kolesonhatas, az esetleges spin-palya kolcsonhatas és
a kiils6 méagneses tér osszjatéka. Sok esetben komoly elméleti kihivést jelent ezen rend-
szerekrdl barmilyen allitast is megfogalmazni.

Korabbi dolgozatomban bemutattam a topoldgia 1jszerti felhasznalasaval, hogy ezen
rendszerekben altaldnos esetben mindig létezik olyan magneses tér érték, ahol az
alapéllapot degeneralt [I]. Az ilyen magneses tér értékek a mégneses paramétertérben
diszkrét pontokként mutatkoznak, melyeket magneses Weyl-pontoknak neveztiik el, utal-
va a Weyl-félfémekkel val6 matematikai analégiara, ahol a megszokott hulldmszam tér
helyett esetiinkben a mégneses térnek van kiemelt szerepe [2].

Az éltalam eddig vizsgalt rendszer két kolcsonhaté feles spint tartalmazott, mivel
kisérletileg ezt tudtuk megvalésitani dupla kvantumpottyokbe csapdazott elektronok
segitségével [3]. Egy ilyen rendszerben a teljes topoldgikus toltés, mas néven a Chern-
szam ketto, ezért két degeneracids pontot vartunk a paramétertérben. Mivel a spinrend-
szert leiré6 Hamilton-operator kolcsonhato része idétiikrozésre invarians, ezért a két pont
egymas idotiikrozott parja, azaz ellentétes méagneses térnél jelentkeznek. Ezen pontok 1étét
a kisérletekkel is igazoltuk.

Azonban a rendszer teljes topolégikus toltése nem feltétleniil egyezik meg a dege-
neraciés pontok szamaval, konnyedén lehet olyan Hamilton-operdtort konstrudlni, mely-
ben magas foku szimmetria folytdn a koordinatatengelyek mentén Osszesen hat dege-
neraciés pont van jelen. Ezen pontokat a szimmetria mellett ugyanakkor a topologia is
védi, mely robosztus, tehat a szimmetria folytonos lerontaséaval nem lehet a degeneraciokat
felhasitani, a pontok csupdn arrébb vandorolnak a paramétertérben. Ez alapjan tehat hat
pont esete is generikusnak mondhaté. Ez persze felveti a kérdést, hogy milyen esetek
lehetnek, még ezenkiviil, és az is kérdéses tovabba, hogy a degeneracids pontok miként
osztoznak a teljes Chern-szamon.

Munkédm soran a rendszer analitikus és numerikus vizsgalataval egyarant keresem a
felmeriilt kérdésekre a valaszt. Kitérek tovabba olyan kérdésekre is, hogy a spinek kozotti
csatolas megvéltoztatdsa (izotrop/anizotrop, ferro/antiferromagneses stb.) miként hat a
Weyl-pontokra. Mivel hogy a két-elektron rendszer egy nagyon specialis, egyszerli esete
a kolcsonhaté spinrendszereknek. Erdekes kérdés, hogy bonyolultabb rendszerek esetén
mit tud allitani a topoldgia és mit tapasztalunk a numerikabél. Ehhez tobb vagy na-
gyobb spineket tartalmazé rendszereket fogok megvizsgéalni. A dolgozat f6 célja topoldgia

segitségével a lehet6 legtobb altalanos allitast megfogalmazni.



2. Topolégia [4]

2.1. Topolodgiai eszkozok

A topolégia alkalmazasa soran az adiabatikus folyamatoknal hasznalt fogal-
makat vessziik alapul, mint a Berry-konnexié, Berry-gorbiilet, és a Chern-szam.
Vegyiik a Hamilton-operdtorok egy olyan csalddjat, ami kiils6 paramétertdl fiigg.
Ez a szilardtestfizikaban a topologiat elscként alkalmazé munkakban az elektronok
hullamszama volt. Esetiinkben, mivel hogy spinrendszereket vizsgalunk, a magneses tér

lesz. Ekkor az alapallapotra a sajatérték-egyenletet:

H(B) = Eo(B) [¥o(B)), (2.1)

ahol a Hamilton-operator, és igy az alapéllapot és alapéllapoti energia is B paramétertol

fiigg. A Berry-konnexiot definialé képlet:
A =i(Vo(B)|Vp¥o(B)), (2.2)

mely egy valés vektormennyiség. Ez valamilyen médon az alapallapot megvaltozasat mu-
tatja a magneses tér fliggvényében, de mértékfiiggd mennyiség, igy nem lehet fizikai je-
lentése. Ahhoz, hogy mértékfiiggetlen mennyiséget kapjunk, venni kell a Berry-konnexié
rotaciéjat:

B(B) = Vg x A(B), (2.3)

ez a Berry-gorbiilet. Nem véletlen az A és B jelolés, hiszen a két mennyiség kozott ugyanaz
a kapcsolat, mint vektorpotencial és méagneses tér kozott, de a kalligrafikus {rasmod utal
arra, hogy ez két 1j absztrakt mennyiség. Habar a Berry-gorbiilet argumentuméban a
valdés méagneses tér szerepel, a két mennyiség kozott nincsen szoros, kozvetlen kapcsolat.
Egy fontos kiilonbség, hogy a Berry-gorbiilet feliileti integralja zart feliilet mentén lehet

nemnulla. Ezt a mennyiséget egy 27 normélassal a feliillet Chern-szaméanak nevezziik:

1
CV)=—-—— # B-dS (2.4)
2

oV
Fontos tulajdonsaga, hogy egy mértékinvaridns egész szam. Ha a Chern-szam nemnulla, az
azt jelenti, hogy a feliileten beliil valahol B szingularis, ilyenkor az alapéallapot degenerédlt.

Numerikus szamitasokhoz ezen mennyiségek diszkrét megfelel6it hasznaljuk.



2.2. Alkalmazas spinrendszerre

A topoldgiai fogalmak bevezetése utan néhany egyszerii példan keresztiil bemutatom,
hogy a topolégia hogyan alkalmazhatd spinrendszerekre.

Spinrendszerek esetén a magneses tér elsdsorban a Zeeman-tagban jelenik meg, ami
egy feles spin esetén

Hy; = —upB%§"™S = —upBL%LS (2.5)

eh
2Me

forméban irhato, ahol up = ~ 5,8 1072 meV/T a Bohr-magneton, B a magneses
tér, § = %0' a Pauli-matrixokbdl képezett spinvektor-operator, és g pedig a Landé-féle
g-faktor tenzoridlis megfeleldje, egy kilenc fliggetlen valés komponensbdl all6 matrix. Ez
utobbi hatasara tekinthetiink tgy, hogy a spin egy gB = Beg effektiv magneses teret
érzékel, igy alapallapotban ezzel egy irannyal megegyezéen all be. A g-tenzor a polaris de-
kompozicio tétele alapjan felbonthaté egy specidlis ortogonalis matrix és egy szimmetrikus

matrix szorzatéra: § = OG. Ezt felhasznélva a Zeeman-felhasadds nagysiga:
AE® = i3 Bly = 3B §"§B = 1B G’ B, (2.6)

csak a szimmetrikus résztdl fiigg. Az ortogonalis rész nem hatarozhaté meg a felhasadés
mérésével, viszont a megvaltozasa mérhetd g-tenzor moduldcié segitségével [5].

Ha az effektiv magneses tér nulla, az alapéllapot degeneralt. Ez a valés magneses
térben, mint paramétertérben altalaban az origéban jelentkezik. A degeneracios
pont Chern-szama a g-tenzor determindnsanak eldjelével egyezik meg. Ez kénnyedén
kiszamithato feles spinre abban az esetben, ha g-tenzor az egységmatrix (Fiiggelék , és
ebbol altalanos pozitiv determinansi g-tenzorra pedig egy folytonos deformacioval jutha-
tunk. A folytonos deformécid] a mindig egész Chern-szamot folytonosan véltoztatja, igy
az konstans. Negativ determinansu g-tenzorhoz az atmenet nem folytonos, mivel ahhoz
az egyik sajatértéknek nullan kell atmennie. Ilyenkor a degenerdciés pontok a g-tenzor
nulla sajitértékhez tartozé sajatalterén (origén atmend egyenes, sik, vagy a teljes tér)
helyezkednek el, igy azokat nem lehet korbevenni egy feliilettel, azaz a Chern-szam nem
értelmezheto.

Tobb spin esetén a Hamilton-operatorban az egyes spinek Zeeman-tagjai 0sszegzddnek:

Hy; = —ppB" Y §7Si=—pp Y Bl S, (2.7)

LA g-tenzor lényegében a magneses tér linedris dtskalazasat okozza, ezt addig valtoztathatjuk folyto-
nosan, amig az elfajult eseteket elkertiljiik. A pozitiv és negativ determinansi g-tenzorok esetére tekint-
hetiink két kiilon problémaként, melyekre talaltunk egy dltaldnos képletet, de nincsen folytonos atmenet
a kettd kozott.



ahol S; az egyes Hilbert-tereken haté spinoperatorok, pl.: Sy = g‘ MRelI®...01. A
topologikus mennyiségek t6bb nem kdélesénhatoé spin esetén 6sszegzédnek (Fiiggelék ,
mivel ekkor az alapallapot az egyrészecske alapéallapotok tenzorszorzata, tehat az origéban
levo degeneracids pont Chern-szama az egyes g-tenzorok determindnsanak eléjeleinek
Osszegével egyezik meg.

Kolesonhato spinek esetében a fenti érvelés mar nem allja meg a helyét, de belathato,
hogy bizonyos megszoritasokkal a kolcsonhatds nem valtoztatja meg a rendszer teljes
topologikus toltését. Ehhez el6szor tegyiik fel, hogy a kolcsonhatas nem fiigg a magneses
tértol:

H(B) = Hz(B) + Hin (2.8)

Ekkor egy A paraméterrel atskalazva a Hamilton-operatort és kihasznalva a Zeeman-tag

linearitasat, kapjuk az alabbi eredményt:

HOAB) = MH(B) + Hyy = A {HZ<B> n %H] (2.9)

A sajatértékegyenlet linearitdsa miatt az alapallapot nem fiigg a kiemelt A skédlafaktortdl,
igy a topologikus mennyiségek sem fiiggnek. Ha noveljiik a magneses tér nagysagat,
az egyenértékli azzal, mintha konstans magneses tér mellett a kolcsonhatas nagysagat
csokkentenénk. Ezt kihasznalva tudjuk kiszamitani a teljes rendszer Chern-szamat.

El6szor vegytlink egy B sugaru gombot az origd kortil, és a sugarral tartsunk végetlenbe:

B—oo

Coo = lim C(B) =) detg; (2.10)

ahol g; az i-edik spin g-tenzora. Hatarértékben a nem kolcsonhatod spinrendszer teljes

Chern-szamat kapjuk vissza. A képlet alapjan akkor is elhanyagolhaté a kolesonhatas

a Zeeman-tag mellett, ha az fligg a magneses tértol, viszont korlatos nagysagu.
Belathatd, hogy nagyobb spin esetén a Chern-szam 2Ssgndet(g), ahol S a spin

nagysaga, ekkor a rendszer teljes topologikus toltése::
Co = ZQSisgndetgi. (2.11)

Ha a teljes Chern-szam nemnulla, akkor valahol a mégneses térben létezik legaldbb
egy degeneracids pont, amit nem lehet felhasitani a Hamilton-operator folytonos de-

formaciéjavalP] csak elmozditani lehet, felhasitani nem.

2 A kolesénhatés esetén a folytonos deformécié alatt azt értem, hogy a Hamilton-operdtor métrixelemei
folytonosan valtoznak



3. Modellek dupla kvantumpotty rendszerre

A korabbi munkdamban bemutatott [1] két kdlesonhat6 feles spint dupla kvantumpotty-
be csapdéazott elektron parral valdsitottuk meg. A kisérletben mindkét pottyon egy-egy
elektron helyezkedett el. Ezt a rendszert tobb modell-el is leithatjuk, melyek koziil kettot
mutatok be az alabbiakban.

Az exchange-modell kifejezetten egy spinrendszert ir le és csak spin szabadsagi foka
van, mig a Hubbard-modell rendelkezik a spin mellett betoltés szabadsagi fokkal is és
igy valamivel kozvetlenebb a kapcsolata a kisérleti megvaldsitashoz. Késébb latni fogjuk,

hogy a két modell bizonyos hataresetben megegyezik.

3.1. Exchange-modell

Miutan a modellben csak a spin szabadsagi fok szerepel, ezért a Hilbert-tér négy
dimenzids. A kolcsonhatast
Hip = ST ISk (3.1)

forméban frhatjuk fel, ahol dltaldnos esetben J egy kilenc fiiggetlen valés komponenssel
rendelkez6 matrix.

Ha a kolesonhatés izotrop, akkor minddssze egy fliggetlen komponens van, J egy skalar.
Ilyenkor a két spin a parhuzamos bedllast preferalja. Elojeltol fliggéen lehet a kdlesonhatés
ferromégneses, ekkor az azonos irdny az energetikailag kedvezobb, vagy antiferromagneses,
ilyenkor pedig az ellentétes bedllas a kedvezd. Ha J szimmetrikus métrix, akkor megfe-
lel6 bazisvalasztassal diagonalizalhaté. A kiilonboz6 Heisenberg-modellekben altalaban
diagonalis J-tenzorokat hasznélnak, pl. egyik példa az Ising-modell, ahol csak az egyik
diagondlis komponens nemnulla. A teljesen antiszimmetrikus J-tenzorra is van példa, a
Dzsalosinszkij-Moriya-kolcsonhatdst egy ilyen tenzorral irjuk le. Ekkor a fiiggetlen pa-
raméterek szama hérom, és a kolesonhatds két spin kozott Dys - (S7 x Ss) formaban is

irhaté, ilyenkor az egymassal 90°-0s szoget bezard spinkonfiguraciok preferaltak.



3.2. Hubbard-modell

Az exchange-modellhez képest a Hubbard-modellben figyelembe vessziik az elektronok
toltés szabadsagi fokat is. Az elézd négy allapoton til az is megengedett, hogy a két
elektron azonos pottyon helyezkedjen el. Feltéve, hogy a palya gerjesztési energia kelléen
nagy, a két elektron azonos palyara keriil. Ekkor a Pauli-elvnek megfelelélen szinglet
part alkotnak. A két ilyen konfiguraciét is figyelembe véve hat dimenziés Hilbert-teret
kapunk. A bizis: [14,0), [1, 1) [1,4) [ 1), 14,10, 14), abol |i, j)-ben az i (j) a bal
(jobb) oldali kvantumpd6ttyon talalhaté elektronok szamat, illetve spin allapotét jeloli. A
tovabbiakban hasznélni fogom a csak elektronszamot jelolé (0,2), (2,0), (1,1) jelolést is.
Az utébbi egyidejileg négy allapotot jeldl.

A Hamilton-operator diagonalis elemeit nulla magneses tér esetén a kvantumpottyok
kapuelektrodakkal szabélyozott on-site energidja (er/g), valamint az ugyanazon pottyon

tartézkodé elektronok kézott haté Coulomb-kélesonhatas (U, r) hatdrozza meg:

1
Hy = Z Ny€y + 5 Z U,ny(ny, — 1), (3.2)

ye{L,R} ve{L,R}

ahol ny/r a kvantumpottyck betoltottsége. A diagondlis elemek csak a betoltéstdl fligge-

nek, igy a hat dimenziés bazisunkban harom kiilonbozo érték lehetséges:

E@20) = 2¢, +Up
Eq =€ +er (3.3)
E(ng) == 2€R + UR

Mivel szamunkra az energiaszintek kozotti kiilonbség a fontos, az (1,1) dllapotok energidjat
valaszthatjuk nulldnak. A mdsik két energidra pedig az egyszerliség kedvéért a Vi p =
Ur/r + €r/r — €ryr. jelolést haszndlom a késébbiekben.

Ebben a modellben a spinek koélesénhatéasa a korabban emlitett Pauli-elvbol és a elekt-
ronok kvantumpé6ttyok kozotti alagutazasdbol (tunneling) ered. Az alagutazast a kovet-

kez0 tag irja le:

H, = Z (tSS/CTLSCRS/ -+ hC) , (34)

ss'e{tl}
ahol CJ;S és cys az v € {L, R} kvantumpéttyon s spinti elektront kelt6- és eltiintetd
operatorok, t°° =ty — it - 4y pedig az alagutazds amplitidéjat jellemz6 SU(2) matrix
négy paraméterrel. A ty elem felel meg a spin-megorzé alagutazasért, mig spin-palya

kolcsonhatas jelenlétében figyelembe kell venniink, hogy a spin nem feltétlentil 6rzédik



meg az alagutazds sordn, ezt egy t = (t,,t,,t,) vektoridlis taggal vehetjiik figyelembe.
Az elfordulds a t vektor koriil torténik és a szogére teljesiil, hogy sin(2a) = [¢|/t. A
kolesonhatds erdsségét a t? = tZ + t* mennyiség jellemzi.

Matrixos formaban a tunneling-tag az alabbi mdédon néz ki:

0 ty — ity —to+it, to-+it, t,+it, 0
t, + it, 0 0 0 0 t, + it,
—to — it 0 0 0 0 —tg — it
Ht - 0 .Z ° .Z (35>
to - th 0 0 0 0 t() - th
t, — ity 0 0 0 0 t,—it,

0 ty— ity —to+it, to+it. t,+it, 0



4. Schrieffer—Wolff-transzformacié [6]

A Schrieffer—Wolff-transzforméacié az idofliggetlen perturbaciészamitas egy igen
hatékony mdédja, tn. kvazidegeneralt perturbaciészamitas, amely soran egy bonyolultabb,
nagyobb dimenziés Hamilton-operatort annak egy kisebb dimenzids altérére szoritjuk le
igy egyszertsitve a problémat. Hatékonysaga abban rejlik, hogy nem tesz kiilonbséget a de-
generalt és nem degeneralt perturbacidészamitas kozott. A Hamilton-operator a megszokott
médon két részbdl 4ll: egy HY taghdl ismert F, sajatértékekkel és |U,,) sajatvektorokkal,
valamint egy H' taghdl, amely perturbativ jellegii.

H=H"+H (4.1)

A transzformécié azon a feltételen alapul, hogy H® strukturijabél adéddéan a
sajatallapotokat egy alacsonyabb (A = {|V,,)}) és egy magasabb (B = {|¥;)}) ener-
gids részhalmazra oszthatjuk, amelyek kozott a H' csatoldas gyenge a két altér energia
kiilonbségéhez képest.

S unitér operatort, gy,

Szamunkra az A altér az érdekes, ezért, megkonstrualjuk az e~
hogy a

H=e¢"He® (4.2)

transzforméciéval kapott Hamilton-operdtorban az A és B alterek kozotti (Wi|H|W,,)

matrixelemek eltiinjenek H’ kivant rendjéig . abra).

e -5 ‘o...-.o'.‘-:.:-

H H

1. abra. A Schrieffer—Wolff-transzformacio lényege, hogy a Hamilton-operdtort gy
transzformdljuk, hogy az blokkdiagondlis formadt oltson.

A szdmol4s soran felbontjuk a Hamilton-operatort H = H° + H' + H? tagokra, ahol
H?' blokkdiagondlis, csak az A és B altéren beliil vannak matrixelemei, mig H?-nek csak
a két altér kozott vannak (2] dbra).

Felhasznélva, hogy S anti-hermitikus, és H-ra alkalmazva a Haussdorf-kifejtést, azt
kapjuk, hogy S-nek H?2-hoz hasonld struktirdjinak kell lennie.

Feltéve, hogy felithatjuk az S = SM + S@ 4 . sorfejtést, szukcessziven meg-

hatdrozhatjuk S minden rendjét az el6z6ekbél, azt kihasznélva, hogy H minden rendjében



H HO H! H?

2. abra. A Hamilton-operdtor perturbativ tagjat felbontjuk két specidlisan strukturdlt
blokkmdtrizra.

blokkdiagondlis formajua kell legyen. Ekkor S els6 két eleme:

H!
S(l) _ ml
m E,—E 43
4.3
1 H o Hyt Hpy Hyy
g@ _ _ Sl VL
e B — B %:Em,_El ;Em—El/

ha a kapott kifejezéseket visszahelyettesitjiik H kifejtésébe, akkor megkapjuk rendrél-

rendre a transzformaciora a képleteket:

H( )/ — HO
(1) !
Hmm Hym (4.4)

1 1
H’ H’
z Rt EE

A nullad- és elsérendli tagok minddssze az eredeti Hamilton-operdtor H° és H' tagja
levetitve a kisebb altérre, az els6 nemtrividlis tag a méasodrendii tag.

Fontos megjegyezni, hogy magasabb rendben is a nevezokben csak olyan energi-
akiilonbségek jelennek meg, ahol az egyik tag az A halmaz, masik pedig a B halmaz
allapotai koziil vald. Az A és B halmazokat pedig igy hatarozzuk meg, hogy energiaban
jol szeparaltak legyenek, ezért a hagyomanyos perturbaciészamitassal ellentétben akkor

is alkalmazhatjuk a transzformaciés képleteket, amikor A degeneralt.

4.1. Hubbard-modell transzformalasa exchange-modellbe

Ha a Hubbard-modellben az egy pottyon tartézkodo elektronok kozott nagy a
Coulomb-kolcsonhatas, akkor két elektron szdmara kedvezdtlen ugyanazon a pottyon
tartézkodni, a (2,0) és (0,2) betoltottségii dllapotok nagy energidjiak, melyeket Schrieffer—

Wolff-transzforméaciéval eliminalhatunk. Ezzel a betoltés szabadsagi fokot veszitjiik el, és
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érezhetoen, egy exchange-modellhez hasonlot kapunk eredményiil, mivel csak a spin sza-
badsagi fokok maradnak meg.

A transzformalandd métrix:

Vi ty — it, —to+it, tg+1t, ty + ity 0
ty + ity 0 0 0 0 ty, + 1ty
—ty — 1t, 0 0 0 0 —to — 1t,
Hewe = Ho + Hy = ’ . ’ . (4.5)
to — th 0 0 0 0 to — th
ty, — 1ty 0 0 0 0 ty — ity

0 ty—ity —to+it, lo+it, t,+it, Vg

ahol az alacsony energids édllapotok az m € {2,3,4,5} indexekhez, mig a nagy energids
allapotok az [ € {1,6} indexekhez tartoznak.
Az elsé nem eltling jarulékot a méasodrendd korrekcié adja. Alkalmazva a (4.4) for-

mulat, a transzformalt matrix a kovetkezd alakot Olti:

N 171 1 Lrr 1
Fs = =3 [+ 7] & ottt = =3 [+ -] s (48)
2 VL VR 1e{16} 4 VL VR

ahol kihasznaltuk, hogy a tunneling-métrix nagyon specidlis alakd, [ € {1,6} esetén tel-
jestti (HZ ) mm: = 2(Hyp)pmi(Hy)ime egyenlBséget, mivel a transzformdcids képletben szerepld
szummazas a sok nulla elemnek és az 1 <+ 6 indexcserére val6 szimmetrianak koszonhetéen
a matrix onmagaval valé szorzasat adja.

Egy 2x2-es onadjungalt matrixnak Osszesen 4 fiiggetlen valés paramétere lehet, és
kifejtheté az {1,0,,0,,0.} bazisban, hasonléan egy 4x4-es Onadjungdlt mdatrixnak 16
fliggetlen vals paramétere lehet, igy a bazis, amin kifejtheté: {1®1,0,®1,...,0,®0,}.
Ha a kapott Hamilton-operatort ezen bazison kifejtjiik, akkor visszakapjuk az exchange-
modell J-tenzoranak komponenseit. Megjegyzés: ezt a gondolatmenetet dltaldnosithatjuk
N spin esetén 2N x 2N-es mdtrizokra is, de ekkor figyelembe kell venni, hogy a kifejtés

soran elofordulhat hdrom-, néqgy-, ... N-spin kolcsonhatas is.
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A kolesonhatas idotiikrozési szimmetridja megkoveteli, hogy, a hat darab 1 ® o; és
0; ® 1 tagnak az idotiikrozési szimmetria miatt el kell tinnie.

A kifejtés soran az
Hy= D[4 2 (4STRS rf) (4.7)
TR\ VL Ve LR ‘

alaku exchange-tagot kapjuk eredményiil, ahol

12— 212 — 22 2tgt, + 2t,t, 2tot, + 2t.t.

R 1 Yy z Yy Yy

R= | 2tots + 20ty 2 — 22 — 262 —2tgt, + 2t,t, (4.8)
—2toty + 2t,t, 2oty + 2yt P — 217 =27

egy dimenziétlan matrix. Az igy kapott R elsé rénézésre altaldnosnak tiinik, de valéjaban
9 helyett csak 3 paramétertdl fiigg, tovabba egy SO(3) matrix, ami pontosan ugyanazt
a forgatast irja le a valés térben, mint amit a tunneling tagot definidlé képletben
szerepld t° matrix ir le a spinortéren. A kicserél6dési tag amplitidéja pozitiv eléjeld, igy
a forgatdst leszamitva ez egyfajta antiferromagneses kolcsonhatast le, a két spin szamara
kedvez6 az ellentétes bedllds. Ezt ugy képzelhetjiik el (csak spinmegérzé alagutazést
feltételezve), hogy olyan méasodrendii folyamatok jatszodnak le, ahol az egyik elektron
idonként atalagutazik a masik kvantumpottyre majd vissza. Ezt akkor tudja megtenni,
ha a spinjének ellentétes irdnyu a bedlldsa, mint a masik pottyon tartézkodo elektron
spinjének. Ha alagutazas kozben elfordul a spin, akkor energetikailag az a kedvezd, ha

annyit fordul el a spin, amennyi a két pottyon a kvantalasi tengelyek altal bezart szog.
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5. Analitikus eredmények a degeneraciés pontokra

Ebben a szakaszban megmutatom, hogy a degeneracioés pontok helyére a két modell-
ben milyen analitikus formulak adhatéak. A Hubbard-modell esetében tetszoleges pa-
raméterszetthez megadhaté a degeneracié pontok helye analitikusan, igy a Schrieffer—
Wolff-transzformaciéval kapott exchange-modell esetén is van analitikus eredmény, de
ezen és par specidlis eseten kiviil az altalanos exchange-modellben mar csak numerikus
megoldast alkalmaztam. A szamolasok soran elhagyom a h és pup természeti allandokat,

valamint a spinoperatorokbdl az 1/2-et.

5.1. Kolcsonhatas egyszeriisitése bazistranszformacioval

Az el6z6 részben szemléletes képet kaphattunk a Hubbard-modell kolecsonhato tagjarol.

At tudunk térni egy olyan bézisba, ahol ez a tag egyszerlibb formaju, csak spinmegérzo

alagutazast tartalmaz. Ehhez végezziink egy SU(2) forgatdst az egyik spin bazisén. A
transzforméaciot a

S =5s000—18 -0 (5.1)

mdtrixszal végezhetjiik, ahol sZ + s> + 35 + s> = 1. A bal- és jobboldali spin bazisit
kiilon-kilon a
Sk = BlockDiag(1,0¢ ® S, 1)

(5.2)
Sp, = BlockDiag(1, S ® o9, 1)

matrixokkal forgathatjuk el. A transzformacié a (2,0) és (0,2) allapotokat érintetleniil
hagyja. Az S matrix s vektor koriil forgat 2 cos™|s| szoggel. Forgassuk el a bal oldali

spint, példaként az 1,2 indexii tag kiejtése:

2
(H£)1,2 - Z(SL)l z(Ht ,_] Z Ht 12] ],1 -
J=1

i (5.3)
= (t, —ity)(s0 — 15,) + (to + it,)(—sy — is,) = 0,
melybdl lathato, hogy az idedlis valasztas
(s0,8) = (to,t)/t. (5.4)

Elvégezve a kolecsonhatds matrixan a transzformaciot, valoban megkapjuk a tisztan

spinmegoOrz6 tagot tartalmazd matrixot. A kolecsonhatds nagysdga nem valtozik az 1j
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bézisban, igy o helyére t keriil:

(5.5)

o O O O O O
+ O O O O o+
o O O o O O

—1

Az 1j bazis vélasztas annak felel meg, hogy a két kvantumpottyon hasznalt spin bazis
éppen ugy all egyméshoz képest elfordulva, ahogyan a két kvantumpotty kozott alagutazo
elektron spinje fordul el.

A bézisvalasztas soran a spinforgat6é hopping eltiintetéséhez csak a két spin bazisanak

relativ elfordulasara kapunk megkotést. Ha a két spin bazisat egyiitt forgatjuk a
Sr.r = BlockDiag(1,S ® S, 1) (5.6)

matrix segitségével, akkor a H, kolcsénhaté tag nem valtozik meg.

5.2. Bazistranszformacio hatasa a Zeeman-tagra

Ha spinek béazisan elvégziink egy transzforméaciot, akkor a Hamilton-operator Zeeman-

tagja is varhatoan meg fog véltozni.
H;=-BlgrLo®1-1®QBggro (5.7)

A baloldali spin bazisanak transzformélasa csak a baloldali spin Zeeman-tagjat valtoztatja
meg, ugyanigy a jobboldali esetén. Altaldnos S maétrixot vélasztva a transzformécit

konnyedén végig tudjuk szamolni a Pauli-matrixok algebrajat kihasznalva:
(s00—is-0)(B-0)(sooo+is-o) = [(s2—s*) B+2so(sx B)+2(s-B)s|-oc = (RB)-o, (5.8)

ahol R nem méds, mint S forgatés SO(3)-beli megfelel6je, ami azt jelenti, hogy a bazis el-
forgatasa egyenértékii az effektiv magneses terek elforgatasaval. Ennek hatasa a g-tenzorra
egy ortogondlis matrixszal vald szorzas balrdl, de ez fizikailag nem mérhetd, mivel a
Zeeman-felhasadasban a képlet alapjan csak a matrix szimmetrikus komponense
jatszik szerepet, a felhasadés az effektiv méagneses tér nagysagatdl fiigg, forgatds soran ez

nem valtozik. Ezért a spin bazisat tetszolegesen megvalaszthatjuk.
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Behelyettesitve S-be a spinforgaté hopping eltlintetéséhez alkalmas paramétereket,
a kapott R métrix megegyezik a -as képletben szereplé Schrieffer—Wolff-

transzformaciéval kapott ortogonalis matrixszal.

5.3. Degeneracios pontok helye izotrop Hubbard-modellben

Elészor nézziik a legegyszer(ibb, izotrop esetet (g-tenzorok izotropak, és nincsen spin-
forgaté hopping), ami segit megérteni, hogy milyen feltételek mellett taldlunk dege-
neraciokat a spektrumban. Ha vannak ilyenek, akkor ezek a forgds szimmetria miatt nem
diszkrét pontokban, hanem egy zart gombfeliileten jelentkeznek, és elég csak a magneses
tér nagysaganak fliggvényében vizsgalni a rendszert, igy képet kapva, arrdl, hogy mi a
feltétele a degenerdcié meglétének. Ilyenkor a paraméterek szama is kevesebb: g1, p a két
g-faktor (tegyiik fel, hogy pozitivak), t az alagutazas amplitidéja, és Vi, g a (2,0) és (0,2)

allapotok energidja. A Hamilton-operator az alabbi egyszeri forméat o6lti:

Vi 0 —t t 0
0 —(gz+9r)B 0 0 0
g |7t 0 —(92 — 9r)B 0 0 —t (5.9)
t 0 0 +(9L — gr)B 0 t
0 0 0 0 +(gr +9gr)B 0
0 0 —t t 0 Vi

A kolesonhatés egy szinglet-triplet bazist preferalja, a triplet allapotok sajatallapotok,
a szinglet allapot pedig keveredik a (2,0) és (0,2) dllapotokkal, igy az alapallapot energidja
csokken, ezaltal egy szinglet-triplet felhasadds torténik. A Zeeman-tag ezzel szemben a
spin sajatallapot bazisban lesz diagondlis, igy magneses tér jelenlétében keverednek az S
és Ty allapotok.

Legyen g4 = gr +ggr. Lathatéan a T triplet allapotok lecsatolodnak a tobbi allapotroél,
ezek energiai +¢, B. Ha kellden nagy a magneses tér, akkor az alapallapot egzaktul a |11)

triplet allapot. A maradék négy allapot méatrixa:

Vi —t t 0

—t —g¢.B 0 —t

o= g (5.10)
t 0 +g.B t
0 —t t Vi

Ha nincsen kolesonhatés, akkor a métrix diagondlis, a [1]) és [1]) spin sajatallapotok
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energiaja a magneses tér fliggvényében +g_B szerint valtozik, a két magasabb energiaju
allapot pedig konstans V7, energidval rendelkezik. A kolcsonhatds megjelenése csokken-
ti a szinglet energidjat, igy nulla magneses térnél az energia nulla ald keriil (Fiiggelék
, és ez lesz az alapallapot, viszont az aszimptotikusan viselkedésen nem valtoztat,
nagy tereknél az alapéllapoti energia —|g_|B koriil lesz. A g-faktorok pozitivitdsa mi-
att |g.|> |g_|, azaz kelléen nagy mégneses térnél az aszimptotikus viselkedés alapjan
a T_ triplet az alapallapot. Novelve nullarél a magneses teret, egy bizonyos értéknél az
alapéllapot degeneralt mivel ezen két allapot (triplet és szinglet) a Hamilton-operator

kiilonboz6 invarians altereibol keriil ki, nem hibridizélnak . abra).

ﬂ) 4 - - - - - T T T T b) 4 T T T T T T T T T
I———
31 §(0,2) ] #15(0.2) ]
$(2.0) S(2,0)
2 2

1L T(1,1)
Ty(1,1)

Energia

-1 1
M
2+ 1

o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 0.8 1 12 14 16 18 2

Magneses tér Magneses tér

3. abra. Az dllapotok energidjanak vdltozasa a mdgneses tér nagysdganak figguényében.
Két triplet (piros) és a tobbi (kék) kozott nincsenek mdtrizelemek, igy azok figgetleniil a
tobbi dllapottol linedrisan fiiggenek a magneses tértdl. a) Ha a két spin g-faktorainak eldjele
megegyezik, akkor a lefele tartd piros girbe utoléri a kéket, igy van degenerdcios pont. b)
Ha a g-faktorok eldjele eltérd, akkor a triplet sosem lesz alapdllapot, igy nem alakulhat ki
degenerdcio. Az abrdhoz haszndlt paraméterek: Vi p =2, t =1, g, = 1,gr = £0.2

Vegyiik azt az egyszeriibb esetet, amikor a dupla kvantumpotty stabilitasdiagramjan
mindkét potty np r=1-hez tartozé Coulomb-gyémdntjanak kozepén vagyunk: €;/,p =
T lkor Vi = YeiUs = UL Az (5.10) egyik sajétértéke E = U, igy ezzel lehet

egyszertisiteni. A maradék harom allapotra a sajatértékegyenlet:

(U—-E)E*>—¢>B*) +4’E =0 (5.11)

A degenerécié feltétele, hogy az egyik sajatérték megegyezzen a lefele tartd triplet ener-

gidjaval, E = —g, B-t behelyettesitve a sajatértékegyenletbe a B = 0 egy trividlis meg-
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oldéssal egyszertisitve (ami a Tp-T_ degeneracionak fel meg) kapjuk, hogy:

U+ JUR Al
Bieg = ILIR ~_( + ) (5.12)

2(9r + 9r) TU Q_L g_R

A kozelit6 képlet a t/U — 0 limeszben érvényes. Ha az altalanosabb V}, # Vg esetnél
maradunk, egy olyan harmadfoki egyenletet kapunk, aminek a gyokeinek 0sszege negativ,
a szorzatuk pedig pozitiv, azaz mindig pontosan egy pozitiv valés gyoke van.

Ellentétes eldjelii g-faktorok esetén aszimptotikusan nagy mégneses tereknél nem trip-
let allapot lesz az alapallapot .b abra).

5.4. Degeneracios pontok iranya altalanos Hubbard-modellben

Az izotrop eset alapjan azt a feltételt tehetjiik a degeneracios pontok meglétéhez, hogy
a lokalis bazisban értelmezett T triplet allapot a Hamilton-operdtor sajatallapota, és
nagy magneses tereknél ez az alapallapot. Ehhez az kell, hogy meg tudjuk gy vélasztani
a két spin bazisat ugy, hogy z-iranyu mindkét effektiv magneses tér, és ebben a bazisban
nincsen spinforgaté hopping. A spinforgatd részt az egyik effektiv magneses tér elfor-
gatasaval tudjuk elimindlni, igy mar csak az kell, hogy az igy kapott két effektiv magneses

tér parhuzamos legyen, ami az alabbi sajatvektor problémahoz vezet:

RBeff,L || Bett R

Al (5.13)
(9r RgL)B||B

Ez azt jelenti, hogy anizotrop esetben a degeneraciés pontok csak specialis iranyban
jelentkeznek, egy altalanos iranyban a triplet dllapotok keveredése miatt felhasad a dege-
nerdcié (4} abra).

Legyen m olyan irany, amelyre teljestil az feltétel, és a hozza tartozo sajatérték
An. A degeneracids pont szamolasa soran a képletekben a g; és gr két szam volt, nem
tenzorialis mennyiségek. Anizotrop esethez definialni kell az adott mégneses tér iranyhoz
tartozé g-faktorokat. Ha B = Bn, akkor |Beg r|= B|grn|, ezért gr = |grn|. El6jelekre
is igyelve g;, = \.gr. Mivel a degeneracié meglétének feltétele az, hogy a g-faktorok eléjele
megegyezzen, ezért a degeneracios pontok g;RgL matrix pozitiv valdos sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok iranydban vannak.

Pozitiv determinansi g-tenzorok esetén a polaris dekompozicié tétele alapjan

felirhatjuk a g-tenzorokat egy szimmetrikus, pozitiv definit, és egy specialis ortogonélis
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a) , b)

1} $(0,2) 3
S(2,0)

2 2
.8 41 L(1.1) 8
%ﬁ' Ty(1.1) %‘3
(= 20
= T(1.1) =

I A oT (1,1) + BS(1,1)

S(L1) \
’ ¢ BT.(1,1) -a S(1,1)

-3 -3
o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 ] 0z 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Magneses tér Maégneses tér

4. dbra. a) lzotrop esetben lathattuk, hogy mindig van degenerdcid, ha a g-faktorok eldjele
megegyezik. b) Anizotrépia esetén dltaldnos irdnyban az dllapotok hibridizdlnak és a de-
generdcio felhasad. A hibridizdciot ebben a példdban a mdgneses tér 10°P-os elforduldsa
okozza.

matrix szorzatara, ekkor:
iR = GGOEROLGYL = Gi' R Gy, (5.14)

igy olyan kifejezést kaptunk, amiben a g-tenzorok mérheto, szimmetrikus része szerepel,
és egy effektiv forgatas, ami all a spinforgaté hoppingbdl, és allhat abbdl, hogy a két

kvantumpottyben eltéré a spin-bézis.

5.5. Hat degeneraciés pont feltétele

Lathattuk, hogy a degeneraciés pontok jelenléte egy valds, 3x3-as métrix sajatvektor
problémajara vezethetd vissza. Szamuk attdl fiigg, hany pozitiv valos sajatértéke van a g-
tenzorokbdl és hopping forgatasabol megkonstrudlt matrixnak, minden ilyen sajatértékhez
egy id6tiikrozott pontpar tartozik. Roviden felsorolom a kiilonféle lehetséges eseteket.

Ha a g-tenzorok determinansanak elGjele megegyezik, akkor a teljes Chern-szam =+2,

és det (gﬁlﬁgL) = det gr,/det gr pozitiv. Ilyenkor a lehetséges esetek:

e Mindharom sajatérték pozitiv valoés szam. Ekkor 6 degeneracios pont van. Mivel a
teljes topologikus toltés +2, ezért négy pontnak +1, mig kettének -1 a Chern-szama.

Ennek a levezetését késobb latni fogjuk.
e Mindharom sajatérték valos szam, és az egyik pozitiv. Ekkor 2 pont van.

o Két sajatérték komplex, egy pedig pozitiv valds szam. Ekkor szintén 2 pont van.
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Masik lehetdség, ha a két g-tenzor determindnsanak ellentétes az eldjele, ekkor a teljes
topologikus toltése a rendszernek 0. Ez nem pusztan elméleti felvetés, kisérleti relevanciaja
is lehet, mivel a g-tenzorban egy effektiv momentum van, amiben a spinnek negativ, mig
a palyamomentumnak pozitiv jaruléka van. Méréseink soran olyan erds és anizotrop spin-
palya kolesonhatast tapasztaltunk, hogy az egyik g-tenzor legnagyobb foértéke 20, mig a
legkisebb 1 volt, el6fordulhatott volna -1-es is [3]. Ellentétes el6jelli determindnsok esetén

a lehetséges esetek:

e Mindharom sajatérték negativ valds szam. Ekkor nincs degeneraciés pont.

e Mindharom sajatérték valds szam, és az egyik negativ. Ekkor 4 pont van, ebbdl

ketté pontnak +1, kettonek -1 a Chern-szama.

o Két sajatérték komplex, egy pedig negativ valos szam. Ekkor szintén nincs dege-

neracios pont.

Két szélsOséges eset lehetséges, ha nincs forgatds, akkor mindhdarom sajatérték po-
zitiv valds szam (bizonyitas Fliggelék , ha pedig izotropak a g-tenzorok, akkor a
matrixszorzas eredménye egy ortogonalis matrix, és ekkor egy valés sajatérték van, ami po-
zitiv. Utdbbi esetet felfoghatjuk ugy, hogy a két kvantumpotty kozotti alagutazas kozben
az elektron spinjét egy Bgor spin-palya magneses tér forgatja el, és a degeneracids pont
létének feltétele, hogy B||Bsor [7]. A két hatédreset kozott a pontok szama attol fiigg, hogy
a g-tenzorok elnyultsaga és a forgatas koziil melyik dominal jobban. Ha a forgatas szogét
nullarodl folytonosan noveljiik, akkor a hat pont elkezd elmozdulni, egy bizonyos szognél
két-két pont Gsszetalalkozik és eltiinnek. Az annihilacié csak a topologikus toltés megma-
radast teljesitve kovetkezhet be, a két pontpar ellentétes Chern-szamokkal rendelkezik. A
harmadik pontpar is elmozdul, de megmarad.

A g-tenzorok elnyultsdganak kapcsolatat a maximalis szoggel ahol még hat pont van
egy egyszerli példan szamszertisithetjik. Legyen a két g-tenzor diagondlis a grg .y, ele-

mekkel, és R, a z-tengely koriil forgat o szoggel, ekkor:

e o5 —LLging ()
IR,x 9R,x
A*lR A _ 9L,x _: 9L,y
= | =%sina =% cosa 1
gR z9L IRy 9R,y 0 <5 5)
O O gL,z

9R,z

A z-iranyu degenerdcids pont megmarad, a kezdetben z- és y-irdnyi pontok egy bizonyos

szognél eltiinnek. A hatdrszoget a sajatértékegyenlet diszkrimindansabdl kaphatjuk meg, a

hat pont feltétele:
2— VA Ay (5.16)
Ao+ A,

coso >
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ahol \; = g1../0r.- A maximaélis sz0g koszinuszéra a ., ardnyok szamtani és mértani
kozepének hanyadosat kaptuk. Ez anndl kisebb, minél jobban eltér a két arany. Példaként
tegylik fel, hogy a g-tenzorok féértékeit az [1 — A, 1 + A] intervallumbdl véalasztjuk
(0 <A <1). A legnagyobb maximélis forgatdst az intervallum széleivel kaphatjuk, ek-

kor az aranyok \, = ;_ﬁ és Ay = %. A sz0g:
a? 2 1 — A?
1— — ~cosa > = ~1—2A2
A | 1A
2 A ts 1+A (5.17)
a < 2A,

ahol a kozelités A << 1 esetén érvényes. Lathatéan kis A értékek setén, azaz ha a g-
tenzorok az egységmatrixtol csak kicsit térnek el, akkor a maximélis forgatas, ahol még
lehet hat degeneréciés pont ennek az eltérésnek (A) az elsé hatvanyaval ardanyos. Az .a
abran lathatjuk abrazolva az egzakt eredményt a maximélis szogre A fiiggvényében.
Egy masik példan .b abra) a gﬁleL matrix sajatértékeinek valtozasat lathatjuk a

forgés szogének fliggvényében, ahol Ra z-tengely koriil forgat, és a g-tenzorok:

2 1 -1 100
g=|1 3 1 gr=10 10 (5.18)
~1 1 4 00 1

Hat degenerécidhoz a gﬁleL matrixnak mindhdrom sajatértékének pozitiv valds
szamnak kell lennie (ha nincs forgatas, akkor mindig teljesiil). Ezt a feltételt a forgatds
kétféleképpen hitsithatja meg, vagy negativ két sajatérték (altaldban 180°-os forgatdsnéal
ez az eset all fenn), vagy pedig kett6 sajatérték komplex (ez pedig 90°-os forgatas esetén
jellemz6). Mivel a R miétrix determindnsa a +1, ezért a forgatds szogétdl nem fiigg a
g;RgL matrix determinansa. Ha noveljiik a forgatas szogét nullarol, akkor a sajatértékek
folytonosan fognak megvaltozni, de a determinans véges pozitiv értéke miatt a komplex
szamsik valés tengelyén nem léphetik at a nullat. fgy a hat pont esete elsoként mindig ugy
sziinik meg, hogy két sajatérték komplex lesz. Mivel a komplex sajatértékeknek egymas
konjugdltjai, az dtmenet hat és ketto degeneracids pont kozott ugy torténik meg, hogy a
két sajatérték talalkozik a valés tengelyen, majd egymas tiikorképeként mozognak tovabb
a komplex szamsikon. A magneses térben ez ugy néz ki, hogy két-két degeneracios pont el-
kezd egymas felé kozeledni majd 6sszeolvadnak és eltiinnek. Mivel az atmenet pillanatdban
két sajatérték megegyezik, a QI_{IRQL matrix degenerélt lesz, igy minden irdnyban lesznek
degeneracios pontok a degeneralt altéren, folytonosan sokan. A magneses térben a két

pontpar tsszeolvadédsanak pillanatdaban megjelenik egy (a taldlkozé pontokat tartalmazd)
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5. dbra. a) Pdrhuzamos fétengelyi g-tenzorok esetén a maximdlis szdg, ahol még hat de-
generdcios pont lehetséges. A A paraméter a g-tenzorok elnyiltsdgat jellemzi, a féértékek
1 — A, 1 + Al intervallumba esnek. Ebben a specidlis példdban ldthatéan egy 90°-os
vagy anndl nagyobb forgatds esetén mar nem lehet hat pont, dltaldnos esetben meg le-
het konstrudlni ugy a paramétereket, hogy még 180°-osndl nagyobb forgatdisokndl is hat
degenerdcios pont legyen (a paraméterek véletlen sorsoldsa sordn egymillics mintdbdl csak
egy-kettd ilyen fordul els). b) A g;RgL matriz sajdatértékeinek valds része eqy z-tengely
korili forgatds szogének fugguényében eqy dltaldnos esetben. Kis szognél mind a hdrom
sajatérték pozitiv és valos, majd eqy adott szégnél két sajatérték komplex lesz, és eqymds
konjugdltjaiként vdltoznak. Nagyobb forgatdisokndl dltalaban tjra valds lesz mind a hdrom
sajdtérték, de ebbdl kettd negativ. A folyamat nem feltétlenil monoton, olyan eset is
lehetséges, ahol a két komplex sajatérték ijra valos €s pozitiv lesz a szog novelésének
hatdsdra, majd ismét komplex értéket vesznek fel. A g-tenzorok ennél a példandl az
formula szerintiek.

degeneracios gylri. Ez a forgatasi szog tovabbi novelése hatasara azonnal felhasad, de a
kozel degeneralt alapallapotok jelenléte végigkiséri az egzakt degeneraciok osszeolvadésat
@. abra). A degeneraci6s pontok mozgésat és Osszeolvadasat lathatjuk a@. abran. Miutan
két sajatérték komplex lett akar tjra taldlkozhatnak a valds tengelyen, tehetik ezt tgy
is, hogy a nulldt megkeriilve negativ valés szamok lesznek (nagy szogeknél altalaban ez
torténik).
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6. abra. Hat degenerdcios pont megszinése a mdgneses paramétertérben. Az dabrdn azok
a pontok vannak abrdzolva, melyeknél az elsé gerjesztés kisebb mint eqy megadott érték.

Ldthato, hogy amikor egybeolvad két egzakt

degenerdcios pontpar, akkor a felhasadds eqy

gytri mentén nagyon kicsi lesz, de a degenerdcio nem egzakt. Abrdzoldsban kiszinet Palyi

Andrdsnak.
a=7° a=14° a=21°
=508, (mT) <508, E)mT) <508, BmT)
500 500 500
\,/‘ P 500 \,/ = 500 \'/ 500
e 7 v NL T [\ 28
AR N 7 A<
b b 0 B () ,%5 pNTA 0 8 (m) N 0 B (mT)
7N TRETR = R R
-500 -500 -500
500 500 500
"0 _—0 __—"0
-500 B, (mT) -500 B, (mT) =500 B, (mT)
7. abra. A degenerdcids pontok oOsszeolvaddsa. Az egyes pontok a Chern-szamuk

alapjan vannak szinezve,
teljes Chern-szamot wvdltozatlanul hagyja.

a piros pontoké +1, a

kék pontoké -1. Az dsszeolvadds a
A nyilak a numerikusan szamitott Berry-

gorbiiletet (mdgneses teret) mutatjdk, a +1 Chern-szami pontok az erévonalak forrdsai,

mig a -1 Chern-szammal rendelkezok a nyeldi. A paraméterek: U
0.12cos(/2) meV, t, = 0.12sin(a/2) meV,

5.5.1. Statisztika hat pontra

1 meV, to
gL = dlag(1’477>7 gr = dla’g<67173)

Lathattuk, hogy habar a teljes topologikus toltés +2, léteznek esetek, ahol ennél tobb

degeneracios pontot taldlunk. Felmeriil a kérdés, hogy a 2, illetve 6 pontos konfiguraciok

mennyire mondhatdak altalanosnak. Erre a kérdésre statisztikat végezve kaphatjuk meg

a valaszt. Mivel a degeneracios pontok szama a g;;RgL matrix sajatértékeitol fiigg, ezért

ViR, t* értékeivel nem kell térédniink. A g-

képlet alapjan, és a

9LRay- € [0,1], {aLr, VLr}

tenzorokat szimmetrikusnak vessziik az (|5.14))

€ [—m, x|, cos(Brr) € [-1,1] (5.19)
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egyenletes valészintiségi valtézokkal sorsoljuk ki, ahol grpa,. a g-tenzorok féértékei,
és arr, Brr, Yor az Euler-szogei. A szogek ilyen valasztasa egyenletesen sorsolja a
z-fétengelyt az egységgomb feliiletén, és egyenletesen sorsolja a masik két fotengelyt az
erre merdleges irdnyok koztl. A to,,. hopping paramétereket egyenletesen sorsoljuk a
négydimenzids egységgomb feliiletén. Belathato, hogy az ilyen t,,. paraméterekkel kapott
R matrixok ugyanazzal az eloszlassal rendelkeznek, mint az ap g, Brr, vor Fuler-szogekkel
leirt forgatés. Sot, az igy sorsolt forgatasok eloszlasa invarians marad ortogondlis matrixal
valo szorzasra. Emiatt ha a g-tenzorokat nem szimmetrikusnak sorsoljuk g = VDW
alakban, ahol D diagonalis, Viés W ortogonalis matrix, akkor nem valtozik a statiszti-
ka. Azonban fontos megjegyezni, hogy a forgatds szoge nem egyenletes eloszlasi, csak a

tengelye. A szog stirtiségfliggvénye:

f@)=—ll-cosl)]  pelom (5.20)

Az igy sorsolt egymillios mintabdl a hat degeneraciét add esetek szama 25060 volt, ami
mindossze 2.5%-ot jelent, igy a hat pont esete habar altaldnos, de ritkdnak mondhaté. A
ritkasagot az okozza, hogy forgasszog striiségfiiggvénye kis szogeknél négyzetesen indul
nullabdl, azaz a kis szogli forgatdsok ritkdnak mondhatdk. Ez a 2.5% koritilbeliil a 45°-ndl

kisebb szogl forgatasok gyakorisdga:

s

P <<p < %) = %/[1 — cos(p)|dy = le — ﬁ ~ 0.0249 (5.21)
0

Készitettem statisztikat az ellentétes el6jelii determinanssal rendelkez6 g-tenzorokrél
is, ekkor a topologikus toltés alapjan nem varunk degeneraciés pontot, de eléfordulhat
négy pont esete is. Ehhez az egyik g-tenzor féértékeit [-1,0] intervallumbél sorsoltam.
Az eredmény egymillios mintabdl 352205 eset. Ez annak a kovetkezménye, hogy a négy
pontnak a 180° koriili forgatasok kedveznek, a nagy szogii forgatdsok pedig gyakoribbak.
A 147.4°-ndl nagyobb szogii forgatasok gyakorisaga felel meg 35.2%-nak.

5.6. Degeneracidok az exchange-modellben

A Hubbard-modellbél Schrieffer—Wolff-transzformaciéval kapott exchange-modellben
ortogonalis matrix szamszorosa volt a kolcsonhatasi tag, legyen J = JR. Lithattuk a
Hubbard-modell esetén azt is, hogy a spineken végzett bézistranszformacioval ki lehet

ejteni a spinforgaté hopping tagot. A spin bazisdnak elforgatdsat a spinoperatorok elfor-
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gatasaval helyettesithetjiik, igy kicserélodési kolcsonhatasban kiejtheto az R métrix:

Hiyy = J(RSL)TRSg = JSE Sk =

1 1 3
ZEJ [(SL + SR)2 - SI% - 5121] = §J(SL + SR)2 - §J

(5.22)
Az 1j bazisban izotropként irhatjuk fel a kdlcsonhatést, és ez atirhaté olyan formaba, hogy
megjelenjen a két spin Osszege. Mivel két feles spin Osszegzése az % ® % = 0@ 1 moédon
torténik, ezért szinglet-triplet felhasadas kovetkezik be a kolcsonhatas kovetkeztében.
Azonban ne felejtsiik el, hogy a kicserélodési tag csak ebben a specidlis bazisban néz ki
izotropnak, igy ezek a sajatallapotok, un. pszeudo-szinglet és pszeudo-triplet allapotok.
A spinoperdtorokbdl ismét elhagyva az 1/2-eket J(ofor — 1) szorzat alakban felirva
a kolecsonhatast, a Zeeman-taggal egytitt kapjuk a teljes Hamilton-operatort, ahol a

magneses tér ismét a Q;{IRQL matrix sajatvektora:

—g.B 0 0 0
0 —g.B-2J  2J 0
Hips = g . (5.23)
0 °0]  +g.B—2J 0
0 0 0 +g.B

Itt lecsatolodnak a Ty triplet allapotok ugyanigy, mint a Hubbard-modellben, és a
S-Ty altér sajatértékegyenletébe behelyettesithetjiik ismét a E = —g, B feltételt a de-

generaciéra, ami a

gr !E
eredményre vezet, mely megegyezik a korabbi (5.12)) képletben szereplé kozelitéssel, abban
az esetben ha J = t?/U.

Visszahelyettesitve a kapott méagneses teret a Hamilton-operatorba a S-Tj altéren, a

Baeg = J (i ;1 ) (5.24)

sajatallapotokra kapuk, hogy:

1
Ty = ——=—= (9r|T}) + 9 [I1))
V9L + gk "] ” (5.25)

Sy = ———— (g0 I1) — g 1))

93 + 9%

ahol S, az alapallapot. A g indexes jelolés utal arra, hogy a méagneses tér keveri a szinglet-

triplet allapotokat. Lathat6, hogy ha g = gg, akkor g_B =0, igy S, = S és T, = Tp.
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5.6.1. Degeneracios pontok Chern-szama

Az exchange-modellben egyszeriibb formulakat kapunk, ezért tovabbi, bonyolultabb
szamolasokat is konnyebb elvégezni vele. Egy felmeriil6 kérdés, hogy ha hat degeneracios
pont van a paramétertérben, és a teljes Chern-szam 42, akkor a degenerdciés pontok
milyen Chern-szamokkal rendelkeznek egyenként, hogy az oOsszegiik kiadja a +2-6t. Az
idotiikrozott pontparok toltése megegyezik. Numerikus szamoldsokbdl azt lattuk, hogy
két pontparnak +1, mig egy pontparnak -1 a Chern-szama. Kérdéses, hogy mitol lesz az
egyik degeneraciés pontpar eltéro a masik kettotél. Ahhoz, hogy ezt megtudjuk, szamoljuk
ki analitikusan a pontok Chern-szamét.

A degeneracio kis kornyezetében sorfejthetjiik a Hamilton-operatort elsé rendig:
H(Bgeg +dB) ~ Hy +dBTVgH(B) (5.26)

és felhasznalhatjuk azt, hogy kétszeres degeneracié kozelében a rendszer jé kozelitéssel

kétallapotia a T_ és S, altéren, igy kifejtheté Pauli-métrixokkal:
H(Bgeg + dB) ~ (Hy + dBego)1 + dBXgo = (Hy + dBeo)l —dBY§%e  (5.27)

Itt dBegp hatasaval nem kell foglalkoznunk, csak az energiat tolja el. Lathaté a kétféle
felirasbol, hogy
§'o =—-VpH,(B), (5.28)

a H, jelolés utal arra, hogy csak o,,. komponenseket vessziik figyelembe az S,—T_
altéren. A degeneracios pont Chern-szama pedig nem lesz mas, mint § determinansanak
elojele, ami +1 lehet.

Ehhez meg kell hatarozni a § mennyiséget. Els6ként helyettesitsink Bgeg + dB

mégneses teret a Hy,, Hamilton-operatorba, és a |1l),[}1) bazison végezziink el egy

M= TR (5.29)
gr gL

métrix segitségével. Ekkor hagyjuk el a T’y és T}, allapotokat, nem mas, mint egy elsérendii

forgatast az

Schrieffer—Wolff-transzformécié. Az eredményiil kapott 2x2-es matrix olyan alakid, mintha
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egy effektiv magneses tér hatna a spinekre:

_ 9rdBr. — grdBra

dB, 2 2
V9L +9r
B, — gLdB
dB, = Py I (5.30)
V9L +9r
4B, — Y4B + 9idBr.

9 + g%

Lathatéan a kapott kifejezés anizotrop abbdl a szempontbdl, hogy az effektiv magneses tér
z-irdnyu komponensére més kifejezést kaptunk. A z-iranyt Q;{IRQL egyik sajatvektorabdl
kaptuk, igy az eredmény &tirhaté bézisfiiggetleniil. Legyen n a sajétvektor (a degeneracid
iranya), ekkor n = grn/|grn| az effektiv mégneses tér irdnya (az eddigi szdmolds soran

z-tengely irdnya volt). igy:

-~ RA — g s 2RA + 2 A
g:<]1_nnT)gR gL ngR+n T IrItgL 9dr.gr

7l (5.31)
Vi + gk 91+ 9k
Ennek a determindnsa pedig (Fiiggelék [8.5)):
An(1+ Ay
detg = det QR ( + )()\'n, — >\n’)<)\n — >\'n,") (532)

(1+X2)2

A kapott kifejezésben megjelenik a QE{IRQL matrix két mésik sajatértéke is. Az eldjelet
a (An — Ans)(An — A\pw) tag hatdrozza meg. Ha sorrendbe tessziik a sajatértékeket, akkor
a sorrendben kozépso sajatértékhez tartozo degeneracionak lesz -1 a Chern-szama. Az
is lathato, hogy csak ellentétes Chern-szamu degenerédcids pontok tudnak taldlkozni, és
kioltani egymast, mivel ekkor két sajatérték kozelit egyméshoz, és az nem lehet a két
sz€1s0.

Ha csak két pont van, akkor vagy negativ két sajatérték, és ekkor (A, — Apr) (A — Aprr)
két pozitiv szam szorzata, vagy pedig komplex, ekkor két komplex konjugélt szam szor-
zata, tehat mindig pozitiv, ahogy azt elvarjuk, hogy a teljes Chern-szam valéban +2

legyen.

5.6.2. Ferromagneses kolcsonhatas

Eddig az exchange-modellnak azzal az eseteivel foglalkoztam, ami a Hubbard-
modellbdl is szarmaztathatd. Ezzel szemben az exchange-modell még szamos lehetoséget
nyujt a spinek kozotti kolesonhatas szamara. Ezek koziil vizsgalok meg néhény esetet a
tovabbiakban.
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A Hubbard-modellbdl antiferromagneses kolcsonhatast kaptunk, hiszen csak a
pszeudo-szinglet allapot tud nulla mégneses térnél kolcsonhatni a (2,0) és (0,2)
allapotokkal, és igy alacsonyabb energiara keriilni. Ugyanakkor az exchange-modellben
le tudjuk irni a ferromagneses kolcsénhatést, mindossze a J-tenzorba negativ amplituddt
kell behelyettesiteni:

Hiy = —|J|SERSR (5.33)

Ismét valaszthatunk olyan rendszert, ahol a kolesonhatasban eltlinik forgatas matrix. Nul-
la méagneses térnél a pszeudo-triplet az alapallapot, ami degenerdlt, ami azt jelenti, hogy
magneses paramétertér origdjaban van degeneracios pont. Ha bekapcsolunk egy nagyon
kis magneses teret, akkor a két spin relativ irdnyat a kolcsonhatas fogja meghatarozni, ami

azt jelenti, hogy egyiitt fognak beallni valamilyen iranyba, van egy egyiittes g-tenzoruk:
g= 1%@1, + gr (5.34)

A Chern-szam is ennek megfelel6, C' = 2 sgndet g. Az origén kiviil is el6fordulhatnak
degeneracios pontok, ebben az esetben viszont QI’{IRQL matrix negativ sajatértékeihez
tartoznak. Ez azért van mert kis tereknél a T az alapallapot, és ezt kell utolérnie a S-Tj

hibrid allapotnak (8 dbra), azaz |g;|< |g—|, amihez grgr < 0 a feltétel.

0 0.5 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

Magneses tér Magneses tér

8. dbra. Antiferromdgneses és ferromagneses kélcsonhatds dsszehasonlitdsa. a) Antifer-
romdgneses kolcsonhatds esetén a szinglet dllapot lefele hasad, ezt kell utolérnie a T-
tripletnek, ez akkor kovetkezik be, ha a két g-faktor megeqyezd elbjelii. b) Ferromdgneses
esetben kis magneses tereknél a T_ lesz alapdllapot, ezért ezt a S-Ty hibrid dllapotnak
kell utolérnie, igy a g-faktorok elojelének kilonboznie kell, hogy legyen degenerdcios pont.
Haszndlt paraméterek: J = £0.25 és g, = 1.0, gr = £0.1. Ha csak J eldjelét vdltoztatnank,
akkor a spektrum fiiggdlegesen tiukrozddne.

Ekkor is szétvalaszthatjuk a lehetséges eseteket g;;RgL sajatértékei alapjan. Ha a két

g-tenzor determinansanak elojele megegyezik:

27



e Mindharom sajatérték pozitiv valés szam. Ekkor 041 degenerdciés pont van, ahol

a +1 az origéban levo degeneréaciéra utal.
e Mindharom sajatérték valds szam, és ketté negativ. Ekkor 441 pont van.
o Két sajatérték komplex, egy pedig pozitiv valos szam. Ekkor szintén csak 041.

A teljes Chern-szam ilyenkor kettd, ehhez az origd kettovel jarul hozza. Vagy nincsenek
tovabbi pontok, vagy pedig egy pontparnak 41, egy masik pontparnak -1 a Chern szama.

Ellentétes el6jelnél:

e Mindhdrom sajatérték negativ valos szam. Ekkor 6+1 pont van.

e Mindharom sajatérték valds szam, és az egyik negativ. Ekkor 241 pont van.

o Két sajatérték komplex, egy pedig negativ valés szam. Ekkor szintén 241 pont van.

[lyenkor nulla a teljes Chern-szam, gy jon ki, hogy az origéban levé pont mellett van
egy ellentétes eldjellel rendelkezé pontpar, vagy még tovabbi négy pont jelenik meg a
paramétertérben 6sszesen nulla Chern-szammal.

Erdemes megemliteni, hogy § méatrix elfajultsdga hatdssal van az origén kiviil levé
pontokra. Amikor a matrix determindnsa kozelit a nulldhoz, igy QE{IRQL matrix egyik
sajatértéke minusz egyhez tart. Ekkor a 7' triplet egyre kisebb meredekségli gorbe lesz
a magneses tér-energia diagramon @ abra), és az egyik degenerdcids pont bezuhan az

origéba.

Energia

0 05 1 15 2 25 3

Magneses tér

9. abra. A QﬁleL mdatrix -1 sajdatértékhez tartozo degenerdcios pontjai az origoba zu-
hannak. A Hasznalt paraméterek: J = —0.25 és g p = £0.5.
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5.6.3. Diagonalis J-tenzor

A Hubbard-modellben, a kolecsonhatasi tagra egy ortogonalis matrixot kaptunk, po-
zitiv egytitthatoval. Legyen most a J-tenzor egy altalanos valés méatrix, ekkor felirhaté
J = deiagW alakban, ahol jdiag diagonalis (elemei W =VT esetben, azaz szimmet-
rikus J esetén lesznek a sajatértékek), Viés W pedig ortogonalis matrixok. Ekkor meg-
felel6 spin-bazis valasztassal az ortogonalis matrixok kiejthetok, és igy a J-tenzor egy-
szertsithetd. Ennek az az ara, hogy a g-tenzorokat ortogonalis matrixokkal kell megszo-
rozni balrél, igy ha eleinte szimmetrikusak voltak, akkor az 1j bazisban mar nem lesznek

azok. Legyen J, , . a hdrom diagonalis elem, ekkor:

7. 0 0 J—J,
0 L. L+J, 0

Hy = T (5.35)
0 JL+J, —J 0
Jo—J, 0 0 J.

Lathatéan a kolcsonhatas kiilon keveri a Ty triplet allapotokat, és kiilon keveri a S szinglet
és Ty triplet allapotot, de a két altér kozott nincs matrixelem.

Vegyiik a specidlis esetet, amikor a két effektiv magneses tér az Gj bazisban z-tengellyel
parhuzamos iranyu, a Hamilton-operator igy blokkdiagonalis formaju. Kissé atrendezve

és bevezetve a Jr = J, £ J, és g+ = g1, = gg jelolést:

J.—g.B  J 0 0
J_ J, B 0 0

Hips = 9 (5.36)
0 0 ~J.—g.B I,
0 0 I, ~J.+g.B

Az allapotok energidja ekkor:

El,g = +Jz + giBQ + JE
(5.37)

i

E3’4 = _Jz + ngQ + J_%_

Ha a nulla méagneses térnél levo alapallapot energidja aszimptotikus tereknél nem a leg-
lassabban csokkeno, akkor biztosan van degeneracié. Nézziik meg azt az esetet, ha a

g-faktorok és a J-tenzor minden eleme pozitiv mennyiség, azaz |g4|> |g—| és |J+|> |J—]|.
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Nulla mégneses tér mellett a két kisebb energia:

Ey=+J.— ||
Bi=—J. |7, (5.39)
Ey > Ey

Mivel E, aszimptotikusan —|g, | meredekséggel csokken, ezért megelézi Ey-et, és egy pon-
ton az alapallapot degeneralt .a abra).

Energia

o 05 1 15 2 25 3 ] 05 1 15 2 25 3

Magneses tér Magneses tér

10. abra. Az dllapotok energidi z-irdnyu mdgneses tér figguényében diagondlis J-tenzorok
esetén. a) Ha a g-faktorok és J-tenzor elemei pozitivak mindig van degenerdcids pont. b)
Altaldnosabb esetben eléfordulhat tobb degenerdcios pont is eqy egyenes mentén. Mindkét
esetben gr, = 1.0, gr = 0.2 valamint az elsé esetben J = diag(0.8,0.5,0.2), mdsodikban
J = diag(0.6,—0.6,0.5).

Diagonélis exchange-tag esetén pozitiv paraméterek mellett lathattuk, hogy mindig
van degeneraciés pont. A helyének meghatarozasahoz meg kell oldani az Fy = E4 egyen-
letet B fliggvényében. Ezek a szamolasok nem vezetnek egyszerti analitikus eredményre,
példaul ha negativ értékeket is megengediink el6fordulhat hogy nincsen degeneracio,
de akéar az is, hogy tobb degeneraciés pont is taldlhatd egy irany mentén .b abra).
A szamolashoz az egyszerisités érdekében egy nagyon specidlis esetet vizsgaltunk. Az
altalanositashoz vagy a g-tenzorokat, vagy a J-tenzort kell altalanosabb forméban felirni.
Utobbi esetben ha bevezetiink J,, és J,, elemeket, még tudunk analitikus eredményt
talalni a degeneracios pontok helyére, de jéval bonyolultabb formulakkal.

Numerikus vizsgalat sordn a teljesen altaldanos esetben (egyetlen feltétel a g-tenzorok
pozitiv determindnsa) azt lattuk, hogy topologikusan védett degenerécids pontok jelen
vannak. Legtobbszor két pont talalhato a paramétertérben, de az esetek par szazalékaban
hat pont is eléfordulhat. Paratlan szamu pont akkor fordulhat eld, hogyha a J-tenzor

specialis, és ekkor egy pont az origdban van.
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6. Tovabbi rendszerek

Eddig a spinrendszerekre egy egyszerii példat néztiink, de hasonlé rendszerek sok he-
lyen megjelennek. A fent bemutatott topologikus eszkoztar széles korben hasznalhato, par
példan bemutatom a topoldgia alkalmazasat ezen rendszerekre, és 0sszevetem a numerikus

eredményekkel.

6.1. Tripla potty feles spinekkel

Maradva a kolcsonhato feles spineknél, a spinek szamanak novelésével alkothatunk
bonyolultabb rendszereket. Ennek kisérleti megvaldsitasa a tripla kvantumpotty lehet.
Pératlan szamu fermion esetén ha a Hamilton-operdtor invarians az id6tiikkrozési szim-
metriara, akkor az allapotok péarosszorosan degeneraltak. Ez a spinrendszereknél nulla
magneses térnél, azaz a paramétertér origdjaban okoz degenerdciét, ezt lathatjuk a |11}
abran.

Ha a rendszert Hubbard-modellel szeretnénk leirni, és feltessziik, hogy egy kvan-
tumpottyon az elektronok csak egy palyan tartozkodhat a két lehetséges spin-allapotban,
akkor 6sszesen hat allapot koziil valaszthat harom részecske. A bazis igy (g) = 20 dimen-

716s.

4 4/
2 2
« <
e =
g 5
= =
S8 =
2 2

o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 ] 0z 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Magneses tér Magneses tér

11. abra. Harom kolcsonhatd spin spektrumai magneses tér fliigguényében. A kélcsonhatds
antiferromdgneses, eqy ortogondlis mdatrix jellemzi. Nulla mdgneses térnél mindegyik
dllapot degenerdlt az iddtikrozési szimmetria miatt. a) Ha a spinek sorosan helyezkednek
el, nulla mdgneses térnél megjelenik eqy 3/2-es dllapot. b) Ezt felhasitja ha bekapcsol-
Jguk a két szélsd spin kozott is a kolcsonhatdst. Az dbrdan izotropak a g-tenzorok, értékuik
g = 1.0, go = 0.8, g3 = 0.5, a J-tenzorok 90°-kal z-tengely koril forgato ortogondlis
matrizok Jio = 0.5, Jog = 1.0, J31 = 0.5 amplitiudokkal. A mdgneses tér x-irdnyii.

Exchange-modellben harom darab két allapotu részecskét frunk le, igy a harom feles

. /. . <. ’ 1 1 1 _ 1 1 3 . .. ’
spin bazisa nyoledimenzids, és az 5 ® ; ® 5 = 5 @ 5 @ 5 impulzusmomentum Osszegzés
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alapjan ha a Hamilton-operator rendelkezik forgasszimmetriaval, akkor a Hilbert-tér két
feles, illetve egy 3/2-es spin alterére esik szét.

A rendszert exchange-modellel irtuk le, de felhasznaltuk a két spinnél kapott
eredményeket, a kolcsonhatast ortogonalis matrixszal irtuk le, pozitiv amplitiudéval, hogy
antiferromégneses legyen. Ha a harom spin linedrisan helyezkedik el és a két szélsé kozotti
kolesonhatas elhanyagolhaté, akkor elforgathatjuk egymashoz képest a spinek bazisat tgy,
hogy a kolcsonhatast mar csak az amplitudok jellemezzék. Ekkor a spektrumban lathatjuk
a két feles és az egy 3/2-es spint, melyek kiilon-kiilon degenerdltak nulla térnél. Ha a hdrom
spin haromszogben helyezkedik el, igy mindegyik mindegyikkel kolcsonhat, akkor nincsen
ilyen specidlis bézis, és a kolesonhatds a 3/2-es dllapotot felhasitja (L1]b dbra).

a) b)
1 1
0.9 0.9 I3
e—e—e csatolas sorba
3 0.8 } 0.8 C&D csatoltas korbe
0.7 0.7 N
2 B
& o s 0.6
g g
Jé 0.5 .ﬁé 0.5
ED-“ E 0.4
5 k)
PEE w 03
m S8}
0.2 IH 0.2 IH
0.1 01
. Il - . il

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Degeneracios pontok szama Degeneracios pontok szama

12. &abra. Statisztika hdrom kélcsénhato feles spin  esetén. a) Ha izotrop a
kélesénhatds kdnnyen megjelenhet nagy szdmi degenerdcids pont. b) Anizotrop eset-
ben is nagy valosziniséqggel latunk 3-ndl tobb pontot. A kolcsonhatds mellett aszerint is
kiilonvdlaszthatunk eseteket, hogy sorba (lila), vagy pedig korbe van kétve a hdarom spin
(sdrga), ez nem okoz nagy vdltozdst a statisztikdkon. A paraméterek sorsoldsa ugyanigy
tortént mint a két-spin exchange-modell esetén, azonban analitikus formulak nélkil a min-
tavételezések 1000-res mintakbol készultek.

A rendszer harom darab feles spinbdl all igy teljes topologikus toltése +3, ha a g-
tenzorok determindnsa pozitiv, igy ekkor degenerdciés pontot varhatunk &altalanosan.
A két spin esete alapjan az sem lephet meg minket, ha megjelenik tovabbi négy dege-
neraciés pont izotrop kolcsonhatas esetén. Négy lehetséges esetet kiilonboztethetiink meg
az alapjan, hogy a spinek sorba vagy korbe vannak csatolva, illetve a kolcsonhatas izotrop
vagy pedig forgat. Az elkésziilt statisztikdkat lathatjuk a abran. Izotrop kolcsonhatas
esetén a 7 pont esete a leggyakoribb, de konnyedén el6fordulhat tobb pont is. Ritkan
akar 20 folé is n6het a pontok szama. A szimulacidék alapjan tobb pontpar nem esik egy
egyenesre, tehat a kitlintetett irdnyok szdma 3-nal tobb, igy nem jelolhetik ki az irdnyokat

egy darab 3x3-as matrix sajatvektorai. Erdekes médon a kérbecsatolds esetén nagyobb
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valészintiséggel jelenik meg 7-nél tobb pont, ez azt jelentheti, hogy a tobb kolcsonhatés
valahogy nagyobb szabadsdgot ad.

Ha megnézziik az anizotrop kolcsonhatas statisztikdjat, azt lathatjuk, hogy a 3-nél
tobb pont esete nem ritka, 30% koriili. A korbecsatolés itt is noveli valamennyivel a tobb
pont elofordulasanak gyakorisagat.

Azt varnank, hogy 3 pont mellett csak 4n pont jelenhet meg parkeltésekkel, de azt
latjuk hogy megjelenhet 5,9,13... pont is. Ilyenkor a numerikus eredmények alapjan az
origd6 Chern-szama -1. A topoldgia felhasznélasaval azt mondhatjuk, hogy 4n + 1 a de-
generaciés pontok szama, ha az origéban a Chern-szam -1, és 4n + 3 van, ha ez +1. Az
atmenet 4n + 3 és 4n + 1 kozott a Hamilton-operator folytonos deformaciéjanak hatasara

ugy torténik, hogy két pont bezuhan az origoba.

6.2. Nitrogén-vakancia centrum gyémantban [§]

Eddig tobb spinnel foglalkoztunk, holott egyetlen spin esetén is lehet nemtrivialis,
véges magneses térben jelentkezo degeneracié. Ez akkor torténhet meg, ha a Hamilton-
operatorban vannak S, . operatorokban négyzetes tagok. Ezek csak felesnél nagyobb
spineknél 1éteznek. Erre példa a nitrogén-vakancia centrum gyémantban ébra), amely

spin-1 részecskeként viselkedik.

a) - b)

Energia

i} 0.5 1 15 2
Magneses tér

13. abra. a) Nitrogén-vakancia centrum szerkezete a gyémdntracsban. A kristdlyrdcs

mechanikai behatds kovetkeztében torzulhat, ezt jelképezi a piros vonal. b) A spektrumban

az anizotropia tagnak koszonhetoen lehasad a Ty allapot. Mivel z-irdnyit mdgneses tereknél

az dllapotok nem hibridizdlnak, ezért megfelelden nagy térnél megjelenik a degenerdcio.
A rendszert leir6 Hamilton-operator:

H3/h = DS? ++.B- S, (6.1)
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ahol az els6 az un. anizotropia tag. Ez a Tj allapot lehasadasat okozza, igy nulla magneses
tereknél ez az alapallapot. Nagy tereknél a T az alapallapot, és mivel a két allapot kozott
nincsen matrixelem a Hamilton-operatorban, ha a magneses tér z-irany, megfeleléen nagy
térnél degenerdlt lesz az alapallapot. Mivel az anizotropia-tag idotiiktrozésre invarians,
ezért két degenerdcids pontot lathatunk a z-tengely mentén, egymas idotiikrozott parjait.

Mivel az NV centrum egy darab spin-1 részecske, ezért a teljes Chern-szama +2, és
ez meg is egyezik ebben az esetben a pontok szaméaval. A Hamilton-operatorban tovabbi
tagok jelenhetnek meg, ha a rendszert mechanikai hatasnak tessziik ki, vagy elektromos

teret kapcsolunk ra. Utobbi esetben az 1j tagok:

Hpo/h = dS?E,
HEl/h = di[{Sx, Sz}E:c + {Sya Sz}Ey] (6‘2)
Hps/h=d.[(S] — SY)Ey +{S., S, } B, ).

Mivel a pontpar topologikusan védett, a Hamilton-operator valtoztatdsara nem hasad-
hatnak fel, de elmozdulhatnak. Behelyettesitve a hivatkozott cikk paramétereit a pontpar
100 mT kérnyékén van, 2 V/nm nagysagui z-irdnyud tér a pontokat nagyjabél 10 mT-val
mozditja arrébb z-irdnyba (FE, nem y-irdnyba mozdit, mivel a rendszernek Cs, szimmet-
ridja van).

Nagyobb spineknél természetesen méas tagok is megjelenhetnek a Hamilton-
operatorban. Az in. anizotrépia tagoknak koszonhetoen az origon kiviil van degeneracios

pont.

6.3. Kobalt spin-3/2 dimer [9]

Egy kobalt atom CuyN feliileten 3/2-es spinként viselkedik. Ha kettét helyeziink

egymas mellé, akkor kolcsonhatnak. A rendszer Hamilton-operatora dimenziétlanul:

H=J8" 8% =) " (NA,,.S.S, +2(1 — AA,,)B,S}) , (6.3)

(N

ahol 8" az i € {A, B} atom spinvektor-operatora, az anizotrépidt A,, tag okozza, és
Ape =0, Ayy = A, és x-irdny az atomokat 0sszekotd egyenes irdnya.

A 3/2-es spinek Chern-szdma 3, és mivel ketté van bel6le, a rendszer teljes topo-
logikus toltése 6. A Hamilton-operatornak forgasszimmetridja van z-tengely koriil, igy
degeneracios pontokat a z tengelyen varunk, azon kivil gytiriiket varhatunk.

A numerikus szamitasokbdl azt kaptuk, hogy a topologikus toltésnek megfelel6 szamu

degeneracios pont van ferromagneses kolecsonhatas esetén. Antiferromagneses esetben a
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a) b) c)

14. abra. Co dimer esetén a degenerdcios pontok lehetnek diszkrétek pontok és lehetnek
folytonosan sokan a kélesonhatdstdl fiiggden. a) Ferromdgneses kélcsonhatds esetén a de-
generdciok diszkrét pontokban jelennek meg. Paraméterek: J = —1.0, A = 0.5, A = 0.5
b)-c) antiferromdgneses esetben a degenerdcids pontok feliletekre esnek, a xy sikban vald
metszetet lathatjuk az dbrdn. Kisebb anizotropia tagok esetén a feliletek eqymdst tartal-
mazzdk, mig nagyobb esetén a két belsd szétvdlik. Paraméterek: b) J = +1.0,A = 0.5,
A=05ésc¢)J=+1.0,A=0.8,A=0.8

pontok a B, = 0 sikban is folytonosan sokan vannak, a teljes térben feliiletek mentén
helyezkednek el (L4} 4bra).

6.4. Krom spin-5/2 trimer [10]

A krématomok aranyfeliileten 5/2-es spinként irhatdk le, az (1,1,1) irdnyu feliiletre
helyezett 3 darab krématom az eddigieknél nagyobb rendszer. Mivel az 5/2-es spin 6
allapoti, harom ilyen kolesonhaté spin mar 216 dimenziés Hilbert-térrel rendelkezik. A
rendszer geometriai kialakitasa miatt rendelkezik Cj, szimmetriaval, és az id6tiikrozésnek
megfelelo inverzids szimmetriaval is, igy a paramétertérben a degeneracios pontokat Dsy
szimmetriaval varjuk megjelenni.

A Hamilton-operator

H= =" (BTG S; + K(SP2) + Y | Si8i + Ju(SEsp+ TS|, (64)
i i#]

ahol g; g-tenzorok y-fétengelye a o; tikorsikokra merdlegesek, a sikban akarhogy
allhatnak. A K-tag a z-irdnyd anizotropianak felel meg, ezt a feliilet okozza, valamint
J),. a kicserélddési kolesonhatds amplitiddi, ahol Sfo kifejezésben Z az 1,7 spineket

Osszekotd irdny, S* a spinvektor-operétor ilyen irdnyu vetiilete.
A . abrén lathatjuk a rendszer degeneraciés pontjait két paraméterszett esetén, 1/2-
es 3/2 és 5/2-es spin esetén. A feles spinnél az anizotrépia tagnak nincsen szerepe, csak

egy konstans eltolast okoz. A szimmetria kovetkeztében az origéban a Chern-szam +3,
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ha kicsit lerontjuk két pont tavozik az origdébdl, az egyik feles spines futtatas esetén ez
Osszesen 27 darab degeneraciés pontot jelent.
A Chern-szamok Osszege is megegyezik az elvarttal, példaként a c) dbrén a 3/2-es spin

esetén: 3 x (+3) =1 x (+3) +48 x (+1) + 42 x (—1), Osszesen 91 darab pont van.

a) b)

Bz
[ I

c)

Bz
D h o o

10 49 Bx

15. abra. Cr trimer degenerdcios pontjai. Piros pontok +1, kék pontok -1 Chern-szdmmal,
az origoban +3. a)b) 1/2-es spin c)d) 3/2-es spin e) 5/2-es spin. A paraméterek: a)c)e)
Jy =1, J. = 0.8, g-tenzorok z-fétengelyeinek szoge 0.2 radidn szoget zdr be z-tengellyel,
x-foérték: 0.9, y-foérték: 0.8, z-féérték: 1, K = 0.2 b)d) Jy = 1, J. = 0.5, g-tenzorok
z-fotengelyeinek szoge 0.6 radidn szoget zar be z-tengellyel, x-foérték: 0.7, y-foérték: 0.3,
z-foérték: 1, K = 0.5
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7. Osszefoglalas

A dolgozatomban el6szor rovid bevezeté utan bemutattam a topologikus eszkozoket,
melyek segitségével bonyolult spinrendszerek mégneses térbeli viselkedésérol egyszeriibb
allitasokat tehetiink. Bemutattam, a legegyszeriibb spinrendszert felhasznalva, hogy az
altalanosabb rendszerek mégneses térbeli viselkedésében alapvetd jelenség degeneralt
alapéllapotok jelenléte.

Ezutan attértem két darab feles spint tartalmazé rendszer targyaldsaba, mivel egy
ilyen rendszert valdsitottunk meg korabban kisérletileg. Bemutattam a két modellt is
a kolcsonhaté spinekre, a kisérleti megvalésitashoz valamivel kozelebb all6 Hubbard-
modellt, ahol a spineket kvantumpottyokbe csapdéazott elektronok valésitanak meg, va-
lamint bemutattam az exchange-modellt, amely tisztan egy spinrendszert ir le, csak spin
szabadsagi foka van.

A két rendszer kozott a Schrieffer—Wolff transzformacioval sikertilt is kapcsolatot
létesiteni, a Hubbard-modellbdl szarmaztatott exchange-modell kizardlag egy forgatassal
rendelkez6 antiferromagneses kolcsonhatast ir le.

A Hubbard-modellre mutattam egy egzakt megoldast, ahol lathattuk, hogy a dege-
neraciés pontok szama lehet kettd vagy hat, azaz nem feltétleniil egyezik meg a teljes topo-
logikus toltéssel (kettd). Attérve a Hubbard-modellb8l szérmaztatott exchange-modellre,
ahol egyszertibb formulakkal lehet szamolni, azt sikeriilt belatni, hogy a pontok egyenkénti
topologikus toltését osszeadva a rendszer teljes topologikus toltését kapjuk. A ketto és hat
pont kozotti dtmenetre is sikertilt analitikus eredményeket kapni, két ellentétes toltésti
pontpar tud megjelenni vagy kioltani egymast.

A hat pont feltétele, hogy a rendszerben nincsen effektiv spinforgatas a két kvan-
tumpotty kozott, és erre készitettem statisztikat, amely szintén alatdmasztotta hogy a
hat pont esete generikus, de aranyuk elenyészo.

Kihasznalva az exchange-modell nytjtotta szabadsdgot megvizsgaltam az esetleges fer-
romagneses kolcsonhatas hatasat a pontokra, illetve megnéztem, hogy diagonalis tenzorral
leirt kolesonhatas miként viselkedik.

Végul 4attértem tobb és nagyobb spineket tartalmazé rendszerek numerikus
vizsgalatara, ahol megnéztem hogy a topoldgia altalanos allitasait miként lehet egyes
rendszerekre érvényesiteni. Lathattuk, hogy a degeneraciés pontok jelenléte spinrendsze-

rek altalanos tulajdonsaga, de a pontok szamardl mar nehéz allitasokat megfogalmazni.
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8. Fuggelék

8.1. Egy feles spin magneses térben

A mégneses térbe helyezett maganyos spin esete analitikusan megoldhaté. Ha a

g-tenzort az egységmatrixnak valasztjuk, akkor a Hamilton-operator az alabbi formaju:

_hus
2

H(B) = BTo

Az alapallapot gombkoordinatakkal:

“IJO(Baev 90)> = (

18y

’VB\IJO(Bv 97 90)> - (

Tehat a Berry-konnexié:

cos(6)
B
AB) 2Bsin(f) ¥’
a Berry-gorbiilet pedig:
1
B( ) - _@ T

[gy a Chern-szdm egy origd kozéppontti B sugarti gombfeliiletre szdmitva:

Clav) = %/%dﬂ 1

amely érték minden mas origét tartalmazo feliiletre is ugyanennyi.

(8.1)

(8.2)

(8.6)

Ha a g-tenzort az egységmatrix minusz egyszeresének valasztjuk, akkor az alapallapot

a feles spin masik, a magneses térrel ellentétes allapota lesz. Ha erre is elvégezziik

a szamolast, akkor -l-et kapunk az origé Chern-szamara. Ebbdl a két példabol

mar barmilyen nem elfajult g-tenzort megkonstrudlhatunk folytonos deforméciéval. A

Chern-szamra ezt az eredményt egy képlettel a
C =sgndetg

formaban ifrhatjuk.
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8.2. Két nem kolcsonhaté spin

Két nem kolesénhaté spin egymastol fiiggetleniil 4ll be a magneses tér irdnyaba, ekkor

az alapallapot a két egyrészecske alapéllapot szorzata:
[Wo) = [W5) [¥5) , (8.8)
ezaltal a varhatéértékek, igy a topologikus mennyiségek is egyszeriien 6sszegzodnek:
A =i (U5| (Vo] V5 [o) [W5) = i (Tg| Vg [Tg) + i (T5| V5 [T5) = A1+ Az, (8.9)

igy
C=C,+Cs. (8.10)

8.3. Kolcsonhatas csokkenti az alapallapot energiajat

Nulla méagneses tér mellett a Hubbard-modell kolcsonhatdé tagja négydimenzids

altéren:
Vi, —t t 0
—t 0 0 —t
H = (8.11)
t 0 0 ¢
0 —t t Vg

Ennek nulla sajatértékkel sajatallapota a T0 triplet allapot, a matrix tovabb egy-
szeriisithetd a kozépsod két bazisvektor 45°-os elforgatdsaval. Elhagyva T0-at a maradék

harom &llapot Hamilton-operatora:

Vi V2t 0
H=|vat o Vo (8.12)
0 V2t Vi

Mivel ennek a determindnsa —2t*(Vy, + Vi), ezért van negativ sajatértéke, azaz az

alapéllapot energidja csokken ahhoz képest, mint ami kolecsonhatas nélkiil volt.

8.4. Forgatas nélkiil hat degeneracios pont van

Legyen A= G’; és B = G, a két pozitiv definit szimmetrikus métrix, ekkor AB nem
feltétleniil szimmetrikus, sem pozitiv definit, viszont a sajatértékei pozitiv valés szamok.

Ehhez végezziink egy bazistranszforméciét a v/ B métrixszal, mivel ez nem véltoztat a
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sajatértékeken:
~ A A ~ A A 71 A ~ A
(AB) = VBAB (\/B) - VBAVB, (8.13)
ez viszont szimmetrikus, és barmilyen v-re:

vV BAVBv = (\/EU>TA (\/E'v> : (8.14)

ezért pozitiv definit is, tehat harom pozitiv valés sajatértéke van a transzformalt és igy

az eredeti matrixnak is.

8.5. Effektiv g-tenzor determinansa

9gr QI; QI;QR —|—'f1,fﬁTgR gL"‘ngR _
V91, + 9k 91 + 9r

:Jﬂ@rwmywmﬂ?ﬂm+ﬁ%_mﬂﬁ—m%]:

g = (1 — i)

7+ g3 91 + 9% NN
A=l gL A_lR" i]l ~—1p~ 9L (815>
_ 9r I'QQL_Q_R]l e gr gL_I—g% gr RgL_E]l
=gr = + nn-gr h 7 — = =
JL = ZL
1+g§2 +9?2 V 1+g§
. M—An1+~~TA M+ X1 M —)\,1
=gr—F——— + 1N — ,
VST, TR T e

ahol M = glijgL, és \n = g1,/ gr sajatértéke. Legyen

. M — )\, 1
Aea

=0
L+ (8.16)

. M + )21
B=gn—n
tehat
Gg=A+nn" [B - A] (8.17)

Ekkor alkalmazzuk a métrix determinans lemmat [11]:

det(A + uv™T) = (1 + vT A u) det(A), (8.18)
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ahol

(8.19)

igy
det § = det <A+ﬁ,ﬁT [B_A ) _

b ) o ) (8.20)
— (1 + AT [B | A‘%) det(A) = AT BA ' det(A)

Hasznéljuk fel, hogy n = grn/|grn|, ahol n az M maétrix sajétértéke A, sajatértékkel.

Formaélisan irhaté, hogy

det(gr)(An — An)(An — Anr) (An — Anrr)

det(A) = .
(4) (1+A2)2
2
Al VIT A (8.21)
()‘n - )‘n>|an|
’flTB’n _ |an|/\n(1 + )‘n)

(14 A2)2
Egyiitt kapjuk, hogy

An(1+ M)

det g = det gr 11 2)

AT W (8.22)

A determinans lemma feltétele, hogy A invertalhato, igy a levezetés ugy igaz, ha egy

invertalhaté métrixot tesziink A helyére, és tartunk vele A-hoz.
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