e — = e Ty

G [igigigig] W xR XA

LI LA
Llnallnalfa)[m fal (ol /ol fnl /0 (0 /0l /0 /i8] NRN | " @@t | LA [alnlnlininlinl e e 0 0] 0] a0l 0nlnl
THTWT

1l
1 T} 1T} [T TWTE

MUEGYETEM 1782

KVANTUM-STATISZTIKAK ES MUNKA STATISZTIKA
FERMIONIKUS NANORENDSZEREKBEN

TDK DOLGOZAT

Grabarits Andras Joézsef

KONZULENS: DR. ZARAND GERGELY

Budapesti Mtiszaki és Gazdasdgtudoméanyi Egyetem
Fizikai Intézet, Elméleti Fizika Tanszék

2018



Onallésagi nyilatkozat

Alulirott Grabarits Andras Jozsef a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
fizika MSc szakos hallgatéja kijelentem, hogy ezt a TDK dolgozatot meg nem engedett
segédeszkozok nélkiil, 6nalléan, a témavezeto iranyitasaval készitettem, és csak a megadott
forrasokat hasznéltam fel.

Minden olyan részt, melyet sz6 szerint, vagy azonos értelemben, de atfogalmazva mas
forrasbol vettem, a forras megadasaval jeloltem.

Budapest, 2018. 10. 27.



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

2. Az elkeriilt szint keresztez6dések statisztikaja
2.1. Analitikus becslés A, eloszldsara N =2 esetben . . . . ... .. ...
2.2. Apin univerzilis statisztikdja tetszdleges N esetén . . . . . . . . . . ..
2.3. v meredekség statisztikdja tetszéleges N esetén . . . . . . . . . ... ..

3. Egy részecske probléma
3.1. Idofiiggd Schrodinger egyenlet . . . o o o oo oL oo
3.2. Schrédinger egyenlet numerikus megoldésa . . . . . . . .. .. ... ...

4. Fermi tenger difftiziv kiszélesedése
4.1. Analitikus formula az f, atlagos betoltottségekre . . . . . . . . . .. ..
4.2. Kiszélesedések difftziv viselkedése és univerzalitasa . . . . . . . . . . ..
4.3. Diffuziés egyiitthatok sebesség fliggése, univerzalitasa . . . . . . . . ..

5. Rendezetlen, mezoszkopikus rendszerek munka statisztikaja
5.1. Abszorbedlt energia karakterisztikus fiiggvénye . . . . .. ... ... ..
5.2. Univerzalitds . . . . . . . . . . . . e

6. Osszefoglalas

A Fiiggelék
A.1. Altaldnos idéfiiggd Schrodinger egyenlet dtalakitdasa . . . . . . . . . . .
A.2. T6bb részecskés Schrodinger egyenlet megolddsa . . . . . . . . . . . ..
A.3. Betoltési szamok determinans formuldja . . . . . . . ... ... ...

15
15
16

18
18
20
23

26
26
27

31



1. fejezet

Bevezetés

Dolgozatom célja rendezetlen, mezoszkopikus szemcsék munka statisztikdjanak, illet-
ve mikroszkopikus dinamikajanak leirasa. Ilyen mezoszkopikus méreti szemcsékre a
statisztikus fizikai modszerek alkalmazhatdak, a vizsgdlt elektronok viszont még ko-
herensek maradnak. Munkavégzés, héenergia és hasonlé makroszkopikusan jol definidlt
fogalmak az atomi szinten végbe mené folyamatok eredményei, melyek kisérleti vizsgala-
ta csupan az utobbi évtizedekben valt lehetségessé. Azonban, mint kideriilt, a kvantum-
rendszerek szintjén igencsak nehéz meghatérozni precizen a végzett munka fogalmét[9].
A legtobb kisérlet, mely az emlitett rendszerek szintjén vizsgalta a klasszikus fluktuécio-
kat leir6 elméletek érvényességét(Jarzinsky és Crooks egyenléség) a lehet6 legegyszeriibb
két nivés rendszert vizsgélta[9, 10]. Ezek esetében a vizsgélt rendszert héfirdd veszi
koriil, mellyel kezdetben termikus egyensulyban van. A kisérletekben ilyen kezdeti fel-
tételek mellett kezdjilk gerjeszteni a rendszert, mely nem egyensiilyi folyamatokon ke-
resztiil éri el végallapotat a gerjesztést el6idézé kiilsé tér lekapcsolasa utan. Mivel a
munkavégzés statisztikus jellegli, azaz fiigg gerjesztés alatt bejart koztes allapotoktol,
sziikséges tObbszor megismételni a kisérletet, hogy informéaciét kaphassunk annak el-
oszlasarol. A targyalt kisérletekben ezt gy valdsitottik meg, hogy a gerjesztés altal
elért végallapot vagy ugyanaz mint a kiindulasi allapot vagy legalabb is ugyanakkora a
szabadenergidja. A gerjesztés végén igy kell6en hosszi idét varva a rendszer termaliza-
16dik a héfiirdovel és visszajut az eredeti kiindulasi dllapotba. A nanotechnoldgia utébbi
idoben végbement robbandasszerl fejlodésének koszonhetben az ilyen munkavégzés ka-
lorimetrikusan mérheté a héfiirdének leadott (héfiird6tél elvont) energia alapjan. A
teljes rendszert zart rendszernek tekintjik, igy a teljes energia megmaradasara alapozva
kijelenthetjiik, hogy a rendszer altal végzett munka megegyezik a kornyezetben disszi-
palédott hovel. A legtobb ilyen feltételek mellett elvégzett kisérlet soran jo kozelitéssel
visszakapjuk a fluktudcio elmélet alaptételeit (Jarzinsky és Crooks egyenldség, termodi-
namika II. f6tétele, Onsager-féle regresszios hipotézis stb.). Tovabbi kisérletek azt tlizték
ki célul, hogy az imént felsorolt alapelvek esetén felmeriilé ellentmondasokat feloldjak,
melyek kvantumos szinteken léphetnek fel. Tipikusan ilyen effektusok a kalorimetrikusan
nem mérhetd, de a vizsgéalt rendszerhez csatolt héfirdg[11], illetve a mérésre hasznalt
dramkorok altal bekovetkezett hémérséklet valtozdsok[12].
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A 1.1 abran szemlélhetjiik a gerjesztés soran bekévetkezd kvantum atmenetet, illetve
a végzett munka statisztikus eloszlasat, egy Landau-Zener atmenet soran. Ilyenkor két
nivé a rendszer energia skalajahoz képest szignifikdnsan kozel keriilnek, majd elegend6
idot varva kell6en eltdvolodnak egymastol. Mig a nivok kézotti interakcié nem elhanya-
golhato, a kiilonbségiik négyzetét egy masodrendii parabolaval kozelitjik.
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1.1. 4bra. a: Landau-Zener atmenet, ¢ € [—0.5,0.5] intervallumban valtoztatott kontroll
paraméterrel, a nivok tavolsiga kezdetben E,, 4., az dtmenet helyén pedig F,,;,. b: A rendszeren
végzett munka eloszlasa, harom jol kivehetd cstccsal.

A (1.1) 4brat a [9]-es cikkbél vettem &at. Az a dbran egy Landau-Zener dtmenet
lathat6 ¢ kontroll paraméterrel, mely a [—0.5,0.5] intervallumban valtozik. Kezdetben
a nivok tavolsaga Fi,q., illetve az E,,;;, minimumot ¢ = 0-ban éri el, ahol P;z valdszi-
niiséggel atlép az eddig betoltetlen szintre és 1 — Ppy valészinliséggel marad az eredeti
allapotban. A b abran felvazoltuk, hogy mi torténik, ha tobbszor gerjesztjiik a rendszert
ugyanabbdl a kezdéallapotbdl. Harom éles cstcs latszodik, amelyek a leadott, felvett
munkét, illetve azt az esetet indikaljak, mikor nem torténik atmenet.

Jukka P. Pekola és munkatdrsai kisérletében[10] az imént vazolt 2-allapotd rend-
szert Cooper-par doboz segitségével valdsitottdk meg. A kisérleti elrendezésben egy
szupravezetd sziget kapcsolédik egy Josephson adtmenethez, illetve egy ellenallashoz,
mely a héflirdd szerepét latja el. Az elrendezés jol modellezhetd egy két allapotu rend-
szerrel az alapjan, hogy 0 vagy 1-el tébb Cooper-par van a szigeten a gerjesztés utan
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mint a gerjesztés el6tt. Az elrendezés, illetve a rendszer altal végzett munka eloszldsa
a (1.3) dbran lathaté, melyet szintén Jukka P. Pekola és munkatarsai [9]-es cikkjébol
vettem at.
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1.2. abra. b: Cooper-par doboz kisérleti elrendezése. Josephson atmenet C; kapacitassal és E;
energidval, szupravezetd sziget, ahol a kapu elektréda kapacitasa C'y. A hofiird6 szerepét az R
ellendllds jatssza, illetve V, a kapu fesziiltség. Az dramkér mogott a végzett munka kumulativ
eloszlasa lathatd. Az eloszlas harom helyen mutat ugrast, tipikusan +FE¢ energidknal, le- illetve
folgerjeszt&déseknél, ami a doboz elektrosztatikus energidjanak felel meg, illetve E = 0-ndl, ami
a kiindulési allapotban valé maradast indikalja. a: A végzett munka eloszldsanak siliriisége, az
(1.1)-es dbrdn mutatott harom pontban a megfelel§ kiszélesedett cstcsokkal.

Dolgozatomban a fentebb leirtakhoz hasonléan kiilsé kapu fesziiltséggel és magne-
ses térrel vezérelt mezoszkopikus, rendezetlen szemcsében végbemend energiavaltozasok
statisztikdjat elemzem. Vizsgalatunk sordn olyan sok részecskés modellt hasznélunk,
melynek energia szintjei, a rendszer kell6 rendezetlensége, komplexitasa kovetkeztében,
véletlenszertiek. A munkavégzés szamitasa soran nem vessziik figyelembe a kiilsé terek
hatasa alatt a hofiirdével valé kolcsonhatast, illetve kiinduldsi allapotnak is a T'= 0
limesznek megfelel6 alapallapotot vessziik.
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1.3. dbra. a: Mezoszkopikus szemcse, melyre kapufesziiltségeket, illetve idében véaltozé mag-
neses teret kapcsoltunk. b: A szemcse energiaszintjei véletlenszertiiek, a kiilsé terek valtozdsa
kvantumdtmeneteket generdl az idéfejlédés soran.[13]

A kovetkez8kben, a BSc szakdolgozatomhoz hasonléan[14] az itt targyalt mezosz-
kopikus rendszereket, véletlen matrixok segitségével irom le , két kiillonb6z6 szimmetria
osztaly esetén (ortogondlis és unitér Gauss-sokasag). A véletlen matrix elmélet alkalmas
kell6en komplex, illetve rendezetlenek rendszerek leirdasara.

Munkam sordn elhanyagolom az elektronok koézotti kdlesonhatast és a rendszert a

H (t) = Hicos A (t)+Hasin A (t) (1.1)

egy részecske Hamilton operatorral jellemzem, ahol H; és Ho a rendszer kezd$ és

végallapotét reprezentaljdk. Hi és H, fliggetlen Gauss eloszlast métrixok, p ({H}) 5 v o
BN
xe 4J2 TY(HZ), ahol J az energia skala, N a rendszer méret, illetve 5 =1 és 5 =2 esetén

beszéliink ortogonalis (GOE), illetve unitér (GUE) Gauss-sokasagrél. Az ortogonalis,
illetve unitér sokasag az id6tiikkrozési szimmetridval rendelkez6 (H valds, szimmetrikus),
illetve az anélkiili (H komplex, hermitikus) rendezetlen rendszereket irjék le. Jellegzetes
tulajdonsiguk, hogy a szomszédos energia szintek A tavolsdganak p (A) valdsziniiségi
eloszlasa ~ AP szerint tiinik el a A < J limeszben. Modelliinkben a A () paraméter
id6fejlodését

)\(t):)\fé (1.2)
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moédon, linedrisnak valasztjuk meg. \ () paraméterezi a kvencs sordn H; és Ha kozott
bejart ivelemet.

Az (1.1) definici6 alakjat az motivalja, hogy ha Hj és Ho is N x N-es Gauss eloszlast
véletlen métrix, akkor minden ¢ id6 pillanatban # (t) is az, tovabba a felirt id6fejlédés,
(1.2) altal leirt esetben, a véletlen matrixok terében végzett egyenletes mozgast ir
le, mely a rendezetlen szemcsére haté kiilsé potencidlok hatdsat (id6ben egyenletesen
valtoztatott kapu fesziiltség és magneses tér) hivatott modellezni.

Az (1.1) altal definialt Hamilton métrix segitségével irjuk fel a sok részecskés rend-
szer Hamilton operatorat

H="7Y Hit)efe, (1.3)

ahol &, illetve ¢; fermionikus kelt, illetve eltiintetd operdtorok. Az (1.3) dltal beve-
zetett Hamilton operatorral kivanjuk vizsgalni a kiilsé terek altal indukalt kvantumat-
meneteket, kvantum-kvencseket. Egy M = N/2 fermionbdl all6 kezdeti Fermi-tengerbél
kiindulva, vizsgaljuk az id6fejlodés soran bekdvetkezo elektron-lyuk gerjesztések, illetve
az abszorbedlt energia eloszlasat.

Dolgozatom a kovetkezd fejezetekbdl éptl fel: Az (1.1) egyenlettel definidlt H (t)
szomszédos energia sajatértékeinek kilonbségei a rendszer id6 fejlédése soran tobbszor
lokélis A minimumhoz érnek, melyeket elkeriilt szint keresztezédésekként azonosi-
tunk (angol: "avoided level crossing"). Ezek igen fontos szerepet jatszanak a rendszer
munka statisztikdjanak leirasdban. A masodik fejezetben ezen keresztezédések statiszti-
kajat vizsgalom. El6szor N =2 esetre analitikus becslést adok, majd N=10, 20, 50 matrix
méretekre numerikusan vizsgalom a lokdlis minimumok minimalis A,,;, tavolsaganak
eloszlasat. Ezt kovetben kitekintésként a minimum hely kicsi kérnyezetében a szintek -y
tavolodasi sebességének statisztikajat elemzem.

A harmadik fejezetben réviden 6sszefoglalom a BSc szakdolgozatomban|[14] vizsgalt
egy részecske problémat, ahol a kvantumstatisztikdkat és a Pauli-elvet elhanyagolva
from fel és oldom meg az (1.1) altal definidlt A (¢) Hamilton métrix vezérelte id6fiiggd
Schrodinger-egyenletet, illetve ismertetem az alkalmazott numerikus médszer relevan-
sabb pontjait.

A negyedik fejezetben a kezdeti, M = N/2 fermionbdl 4116, Fermi tenger kiszélesedé-
sét vizsgalom. A kiilonbo6zé kezdeti allapotokbdl inditott rendszer betoltési amplitudoéit
az egy részecske sajatallapotokban a kvencs végén az egy részecske probléma numerikus
megoldasa szolgaltatja. Ezek segitségével analitikusan megadhatéak a tobb részecskés
rendszer f, atlagos betoltési szdmai a kvencs végén. A paraméterek megfeleld skaldzasa
mellett vizsgdlom az f,, bedltési szamok, illetve a kiszélesedés id6fejlédésének univerzali-
tasat. A fejezet végén megmutatom, hogy a kiszélesedések diffuziv viselkedést mutatnak,
illetve elemzem, hogyan fiigg a diffuzids allandé a kvencs gyorsasagatol.

Az 6t6dik fejezetben a kvencs soran abszorbealt energia eloszlasat vizsgalom. Ismét
az egy részecske probléma szolgaltatta amplitudok segitségével meghatarozom a karak-
terisztikus fiiggvényt, melynek numerikus Fourier transzformaltja szolgaltatja a rendszer
P(W) munka statisztikdjat, melynek megmutatom univerzalitasat.

Dolgozatomat eredményeim 6sszefoglalasdval zarom.



2. fejezet

Az elkerult szint keresztezodések
statisztikaja

2.1. Analitikus becslés A,,;, eloszlasara N =2 esetben

Az (1.1) altal definidlt ‘H (¢) szomszédos energia szintjeinek tavolsaga a rendszer id6fej-

16dése soran lokélis minimumokhoz érnek és elkeriilt szint keresztezOdéseket formalnak.

Ebben a fejezetben ezen keresztez6dések minimalis A, tavolsaganak eloszlasara adunk

analitikus becslést N = 2 matrixméret mellett, GUE matrixsokasag esetén.
Hermitikus matrixok esetén az (1.1)-et a

H (A) =cosAhjo+sin Ahyo =h (N o (2.1)

forméban irhatjuk fel, ahol o=(0;, 09, 03) a 3 Pauli matrix, amik bazist alkotnak a 2 x 2-
es hermitikus, spurtalan matrixok terében. H statisztikus tulajdonsdgait i, o hordozza,
melyet a

2
b9

p({hi2}) oce™® 7% (2:2)

eloszlassal jellemezhetiink. Ekkor a (2.1)-es matrix 2 sajatértéke Fy == |h ()|, ami alap-
jan Apin = 2min)\€[0’%] {|h (\)|} Osszefiiggéssel adhaté meg a jelen fejezetben térgyalt
minimalis szinttavolsag.

A kovetkez6kben el6szor alulrédl becsiiljitk meg P (Apin < x) valészintiséget, majd
fels6 becslést is adunk az x < 1 limeszben. A alsé becsléshez érdemes olyan koordinata
rendszert valasztani, amelyben h; parhuzamos a z tengellyel, illetve attériink {ho, 0, p}

szférikus koordinatékra. Ekkor
(h (A\)? = (k1 cos A+ hy cos @ sin \)? + (hg sin Asin 6)” . (2.3)

(2.3) akkor rendelkezik nem trividlis minimummal, ha 6> 5. A tovabbiakban ezért csak
ezt az esetet vizsgaljuk. Ahhoz hogy P (A < ) valészintliséget ald becsiilhessiik, A,
értékét kell foliilrél megbecsiilniink. Létezik olyan A€ [0, Z], melyre (2.3) jobb oldaldnak
els6 tagja eltiinik, vagyis (2.3) jobb oldaldnak maradék része ezen A mellett biztosan

8
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nagyobb mint Ay,,. Ezen feliil (2.3) maradék tagjdnak vesszilk A = 5 értéknél 1évé
maximumat, ahonnan A, < ‘h (X) ’ < hgsin f. Osszességében igy a
P (Apin <x)>P <h2 sinf < x és 6 > g) (2.4)

egyenl6tlenségre jutunk. A(2.4) jobb oldalan all6 kifejezést (2.2) siirtiség ismeretében az
alabbi

P(hQSin9<xése>g>
x 9 2h% ™
~ dhohse “72 df sin 0
/0 ohse 77 /72r sin (2.5)

00 2h§
+ / dhoh2e 27 / d6sin 0
T {sin9<% és c9>%}

forméaban irhatjuk fel, ahol x < 1 hatar esetben a bal oldal els6 tagja vezeté rendben

~ 23 nagysagrendii és ezért elhanyagoljuk, mig a masodik tagban bevezetve a s = sin
2

h.
valtozé cserét, a ~ x2 e dh26_2J% ~ 22 eredményre jutunk a r < 1 hataresetben.
Annak érdekében, hogy precizen belassuk, hogy a x < 1 limeszben W ~ T,
fels6 becsléssel is szolgdlunk, amihez alulrél kell megbecsiilniink A,,;, értékét. Ha (2.3)
jobb oldalan all6 els6 tagot elhagyjuk, illetve a maradék tagot vessziik a Ay =2 |h (A*)]
altal definialt A\* helyen,

Amm > hg sin fsin \* (2.6)

als6 becslést kapunk. Ennek segitségével az alsé becsléssel analég médon a

2

o0 h
P (Apin <x) < 2P (hg sinfsin \* <z és 6 > g) ~ az2/ dhge_QTg ~zr (2.7)
sin Ax

modon becstlhetjiik f6lilrol a kérdéses valdszintiséget, ahol a 2-es faktor figyelembe veszi
a {6 > 7} megszoritést.

(2.7) és (2.5) vezet6 rendbeli kiértékelésével tehat belattuk, hogy az <1 limeszben,
N =2 esetén P (Apin < ) ~ 22, amibél kovetkezik, hogy

dP (Amm < a:)

A fentiekkel anal6g médon GOE sokasédg esetén a (o), 03) valés Pauli matrixokat

tartalmazé vektorral irjuk fel (2.1)-et. Tovabba most h-et az = tengellyel parhuzamosan

vessziik és attériink 2 dimenziés (hg, ) polar koordindtdkra. Ebben az esetben (2.1)

akkor rendelkezik nem trivilis lokdlis minimummal, ha |p| > 7. Ezek ismeretében a

(2.4) és (2.7)-hez hasonlbéan becsiilheté f61é és ald a kérdéses eloszlds. Végeredményben
az r < 1 limeszben a

~z, x < 1 limeszben (2.8)

[ (x) e ~ const. (2.9)

karakterisztikat kapjuk.
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2.2. A,;» univerzalis statisztikaja tetszO6leges N esetén

Ebben a fejezetben az (1.1)-es H () matrix energia spektrumdanak koézepén és felsd
negyedénél vizsgaljuk az elkeriilt szint keresztez6dések statisztikajat numerikusan, tet-
szOleges N matrix méret mellett. Majd A,,;, megfelel§ skaldzasa mellett megmutatjuk
annak univerzalitasat, azaz az N rendszer mérettdl, illetve E energiatdl vald fuiggetlen-
ségét, N > 1 esetén.

Anin statisztikdjanak ismeretéhez sziikséges megvizsgalni az elkertlt szint keresz-
tez8dések dtlagos szamét a A € [0,7] ivelem bejardsa alatt. Ehhez két kivalasztott
szomszédos nivo tavolsagat vizsgaltuk A figgvényében, rogzitett Hi és Ho mellett.
Leszamoltuk a lokalis minimumokat, illetve atlagoltunk H;j-re és Ha-re. Ahogy a (2.1)-
es Abran lathatjuk, N métrix méret és E = 0 energia mellett numerikusan ~ 0.32v/N,
illetve ~ 0.39v/'N karakterisztikdt kaptunk a keresztez6dések atlagos szdméra, GUE,
illetve GOE sokasag esetén.

35- _—

3 —

0.393 x VN /
2.5 A// |
- ot i
1.5F / i
10 0.32 x VN GOE—
0.5 ’QUE—

0 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

N

Nl'l‘OSS

2.1. 4bra. Elkeriilt szint keresztez6dések szdma N métrixméret fiiggvényében, GUE és GOE
sokasdg esetén, E = 0 energianal. Numerikus eredmény alapjan NGUE = 0.32y/N és NGOE —

CToss CTross
=0.39v/ N 6sszhangban azzal, hogy a keresztezddések szama ardnyos a véletlen matrixok terében

megtett uttal.

A A, minimalis szinttavolsdg vizsgalata sordn numerikusan megkerestiitk A (\)
lok4lis minimumait az % és %—i—l—edik (spektrum kézepe), illetve az {%J -edik és {%J +
+ 1-edik (spektrum fels6 negyede) szintek kozott, és a A9 minimum hely kis kornyezeté-
ben a

AN) = /A2, 477 (A= )2 (2.10)

min
fliggvényt illesztettiik, ahol v a szintek tavolodasanak kezdeti sebessége, melynek sta-
tisztikajaval a kovetkezd, 2.3-as fejezetben foglalkozunk réviden.
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A kovetkez6kben megadjuk azt az univerzalis f° (x) fiiggvényt, mely csak a rend-
szert leiré sokasdgtol fiigg és N matrix mérettol, illetve E energiatol fiiggetleniil jellemzi
Apin eloszlasat. A véletlen matrixok terében megtett utat|2]

ds® = (Tr (AHAH" ) (2.11)

moédon definidljuk, ahol (...) 5, @ méatrixsokasagra valo atlagot jeloli. Ennek ismeretében
bevezetjik az na [A, A+dA;s, s+ds] jelolést a [A, A+dA; s, s+ds] intervallumba esé
keresztez6dések szamadra, illetve az ehhez tartozé altalanos pa (E, N, A, s) stirtiséget,

na [A, A+dA;s, s+ds] = dAdspa (E, N, A, s). (2.12)

Els6 észrevételként kimondhatjuk, hogy pa nem fiigghet s-tél, hiszen minden s-nél
,]2

ugyanaz a sokasag irja le H (A)-t. Kihasznélva azt, hogy (Hsj) p,, =0 és <\Hij ]2>RM~ N

illetve (1.1)-et derivalva, (2.10)-bdl kapjuk, hogy
ds* = J2Nd)N2. (2.13)

E szerint s az s =0 és s = 5/ NJ értékek kozott valtozik, azaz A € [0, §| intervallumban
talalhaté elkeriilt keresztezddések szama

Neross [A, A+dA] = dAg\/NJpA (E,N,A) (2.14)

forméban irhaté fel. Mivel (2.13) jobb oldaldnak dimenziétlannak kell lennie, bevezetjiik
_(E A

pa (J,N, J) = J?pa (E,N,A) (2.15)

modon definidlt pa dimenzidtlan stiriséget, mely csak dimenziétlan valtozoktdl fligghet.
A vizsgalt A, minimélis szinttdvolsag természetes skaldzasara érdemes bevezetni
a dimenzidtlan

Amin
Ag

mennyiséget, ahol pp = %\/4— %2 a Wigner félkor allapotsiirtiség E energia esetén,
illetve Ap az atlagos szinttavolsdg E energidn. (2.15) segitségével dtirhatjuk (2.14)-et

o s E 5
Neross [Aa A"i'dA} = dA\/NﬁA (J’ N, A) ) (217)

ahol pa (%,N, A) =Ap5pa (%,N, %) A fejezet elején megmutattuk, hogy Neross ~

~V/ N, ezért pa ( %, N, A) vezeto rendben nem fiigghet expliciten az N matrix mérettol.
Numerikus vizsgalataink azt mutatjak tovabba, hogy pa faktorizalédik a valtozdiban.

N (f,A) =C (?) 7 (4), (2.18)

ahol C (%) =5 ahol Ug-t gy valasztjuk meg, hogy 1B (A) normalt legyen.

g2’
VA= 5z
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A (2.2)-es dbra f7# (A) = pA (%, A) /C (%)—t mutatja kiilonféle matrixméretek és
energidk mellett, GOE és GUE sokasag esetén.

257 « N =10,20,50
«E=0
ol N = 10,20, 50
—~ \‘ E=J
b 2
<] 15 ,‘ WQ‘»' } o
g ‘Kuy})“r -~
S R -
1y v u“(‘)‘)(v
GOE v,
0.5F
O 1 1 1 1 1 1 1 |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
A _ Amm
Ap
25F « N =10,20,50
cE=0
ol N = 10,20, 50
— 353030328 3,npe
A 15) 5233399930883 e0es
~ Ay /0 Ogst
= 3 ol
& 1 (,s'
- ' GUE
”
05 .J
O J' 1 1 1 1 1 1 L I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
A _ Amin
Apg
2.2. dbra. A eloszldsa N=10,20,50 matrixméretek esetén és %:O, illetve %zl energian. A:%

skdlazas mellett mind a 6 gorbe egybeesik, £ energidtol és N mdtrixmérettdl fliggetleniil. Az
N =2 esetben analitikusan becsiilt eredménnyel 6sszhangban fGUF (A) ~ A, mig GOFE esetben

fEOF (A) ~ const. szerint véltozik a A < 1 limeszben. A numerikus szimulécié sordn 20000
véletlen matrixra atlagoltunk, illetve a \ paraméter értékét a [O, g] intervallumban valtoztattuk.
Anin statisztikajat a kovetkezdképpen hatdroztam meg:

— dA=0.027 felosztassal megkerestem A (A) Ao minimum helyeit a Ap <0.8 feltétel
mellett.

— Az €l6z6 1épés sordn megtaldlt lokdlis minimum [Ag —dA, A\g+dA] kdérnyezetében
0.1d\ nagysagu felosztassal pontositottam a minimumhely értékét, majd az igy
talalt minimumhely koérnyezetében 0.01d\ felosztassal még pontosabban megha-
taroztam A helyét.

— Ao 0.00025 pontossagig ismert értéke mellett diagonalizaltam H (A\o)-at és meg-
hatdroztam A,,;, értékét.

A fGUE (A) fiiggvény Wilkinson és munkatarsai eredményeivel 6sszhangban linedrisan
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indul, mig fGOF (A) konstans értékhez tart GOE esetén.[3, 8]

2.3. v meredekség statisztikaja tetszoleges N esetén

Ebben a fejezetben a 2.2-es fejezettel analég mdédon az elkeriilt szint keresztezddések
kicsi kornyezetében az (2.10)-es egyenlettel leirt illesztéssel kapott v meredekség statisz-
tikajat és annak univerzalitasat vizsgaljuk numerikusan az energia spektrum koézepén,
N =10,20,50 matrixméretek esetén.

(2.12) mintajara bevezetjik az

ny [, 7 +dv; s, s+ds| = dydspy (E, N, 7, s) (2.19)

egyenlet altal definialt ny [y, vy +dv; s, s +ds] fiiggvényt, mely megadja a [,y +dy; s, s +ds]
intervallumba es keresztez6dések szamat, illetve az ehhez tartozé p, (E, N, 7, s) stirtiséget.
Az el6z6 fejezet indokldsa alapjan p, nem fiigghet s-t6l, ami az

T
Ncross ['77 W—i—dﬂ = d’7§\/NJp'y (Ea Na 7) (220)

Osszefiiggésre vezet, majd bevezetjiik ismét a p., (%, N, %) =J? p~ (E,N,~) dimenzitlan
stirtiséget.
A szintek tavolodési meredekségére most a

N 7\/N4E2

¥ =vpEm =S \4= 7 (2.21)

természetes skalazast vezetjiik be, majd a keresztezodések atlagos szamanak ismeretében
U - s (B -
Ncross [77’7+d’7] :d7 Np’y 77N7’7 (222)

alakban irhatjuk at a kiindulasi (2.19)-es egyenletet. Az el6z6 alfejezethez hasonléan azt
kapjuk, hogy

Noros 15+ 1) = d3VC () 0° 3). (223)

ahol ¢ (7) mér fiiggetlen mind N-t6l, mind E-t6l. A ~ meredekségeket a 2.2-es feje-
zet numerikus 1épéseinek elvégzése utan a kovetkezdképpen hataroztuk meg: A 2.2-es
fejezet végén d\ = 0.0002F pontossdggal megtaldlt minimumhelyek (Ag) és minimum
szinttédvolsdgok (Ajn,) ismeretében (2.1) négyzetére, mint egy ismeretlenes linedris
probléméra alkalmazzuk a legkisebb négyzetek moédszerét. ¢ (5) eltéréen f7 (A)—tc’)l
jol meghatarozott csticsot mutat v ~ 3 kornyékén. Tovabba a numerikusan meghataro-
zott eloszlas, 6sszhangban Wilkinson és munkatarsai eredményeivel, j6 kozelitéssel, GUE
sokasag esetén ~ 43, mig GOE esetén ~ A2 szerint valtozik a 4 < 1 hatéresetben.[3, §]
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051
™
=03/ ‘-'N =10
< | ¢ % GUE
0.2 B .N_20
ol
’ 3 N =50

0.4r
0.3 ‘
So2) - 'N=10’ L | GOE
; »
04k :’ *N=20 ‘.
®  N=s0 \qw
(%_‘7 3 6

2.3. abra. 4 eloszlasa N = 10, 20,50 matrix méretek mellett, GUE és GOE sokasig esetén,
az energia spektrum kézepén, F = 0. A numerikus szimuldcié sordn 20000 véletlen métrixra
atlagoltunk, illetve a A\ paraméter értékét a [O, %] intervallumban valtoztattuk.



3. fejezet

Egy részecske probléma

3.1. Idofiiggd Schrodinger egyenlet

Annak érdekében, hogy a véletlen matrix elmélet segitségével vizsgalhassuk a sok-
részecskés, nem kolcsonhatéd elektronok munka statisztikdjat, elsé 1épésként az egy
részecske dinamikat kell elemezniink, mely eredményeivel fel tudjuk épiteni a sok- ré-
szecskés elméletet. BSc szakdolgozatom[14] {8 részében ezen egy részecske dinamikét és
annak tulajdonsagait vizsgaltam részletesen. Fz az alfejezet ezeket a korabbi eredmé-
nyeimet foglalja Ossze.

A kovetkez6kben a (1.1)-es egyenlet altal definidlt id6ben véaltozé H (t) vezérelte
rendszer egy részecske Schrodinger - egyenletet vizsgaljuk. Majd ennek ismeretében
perturbativ kifejtés segitségével megadjuk a végsé {a; (1)} betdltési amplituddkat leird
differencidlegyenletet a A = Ay érték mellett H (Af) bazisdban.

A pillanatnyi bazis médszer szerint minden ¢ idépillanatban diagonalizéljuk a rend-
szert leiré H (A (t)) egy részecskés Hamilton méatrixot, azaz minden id6pillanatban meg-
oldjuk a

HA0)10™ (A (1)) =€em (A (@) [0™ (A (1)) (3.1)
sajatérték egyenletet, ahol {|0™ (A (t))),m=1,2,..., N} H (X (t)) pillanatnyi sajétvek-
torai, illetve {€,, (A(t)),m=1,2,..., N} a megfelel6 sajatértékek halmaza. Ez a pilla-
natnyi bézis kiillonbozik a [¢™ (t)) id6fejlesztett bazistdl, melyet a t = 0 pillanatbeli
|0 (0)), béazisbdl a Schrodinger-egyenlet megoldasaval szarmaztatunk. Célunk tehat

N
" (1) = S aff (1) e 0 |0F (A (1)) (3:2)
k=1

kifejtési egyiitthatinak meghatarozasa, ahol aff* (0)=07", illetve ahol @y (t)= [ dt'ey, (')
a dinamikai fazis.

A (3.2)-ben definidlt allapotra felirva az id6fliggé Schrodinger-egyenletet és azt
jobbrol beszorozva <Ql (A (t))‘ pillanatnyi béazisvektorral, a

G () =~ (1) XPO-T0) <e’ pyac > of (1 (33

15
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pillanatnyi betoltési amplitudokra felirt differencidlegyenlet rendszerre jutunk, ahol az
egyszeriiség kedvéért elhagyjuk A implicit id6fuggését. A (A.1)-es fiiggelékben megmu-
tatjuk, hogy a (3.3)-as egyenlet a jobb oldalon 4ll6 bels6 szorzat perturbativ kifejtésével,
illetve H (A (t)) alakjat kihaszndlva a numerikusan kénnyebben kezelhetd,

Ze (@(1 AN AL (V) (0 3al 0 () ) (3.4)

«
cos)\ o aN)—e () F

20'(\)

alakra hozhatd, ahol A; (A\) = <91 ()\) ) > a Berry-konnekcié.

(3.4) numerikus implementéldsahoz bevezetjiikk # () altal leirt rendszer relevans
fizikai mennyiségeinek egységeit, illetve skalafaktorait. El0szor is bevezetjik a véletlen
matrixok terében megtett it és az eltelt id6 esetében a

Sl VN
Il
> <l

=ty (3.6)
valtozokat, ahol Ay = ’T—J az atlagos szinttavolsdag N méatrix méret mellett és £ =0
energian, illetve J a korabbl modon definidlt energia egység. (3.5) segitségével bevezetjiik
a véletlen matrixok terében valé mozgés dimenziétlan ¢ sebességét is az alabbi mdédon

ds . ds v
V= — = 0=—= =

dt dt  AogJ’ (37)

Mivel jelen dolgozat célkitiizése univerzalis tulajdonsagok vizsgalata, kiilonb6z6 N rend-
szer méretek mellett fix ¥ és 5y sokasdgban megtett Gt esetén vizsgaljuk a kvencseket.

Mivel 801 = [ )\((OT)) jf\ dA=vN+1 (GOE sokaséag esetén), ezért a A\f=m 1)8??1 valasztdssal

éliink a tovabbiakban, azaz §;,r = 5.209-et rogzitjiikk. A bevezetett skalak segitségével a

Stot

v

(3.8)

7=

linearis Osszefiiggés adhaté a sokasdgban megtett Ut, sebesség és eltelt idé dimenzidtlan
megfelelGire.

3.2. Schrodinger egyenlet numerikus megoldasa

A (3.2)-es alfejezetben roviden ismertetjiik a (3.4)-es egyenlet numerikus megoldési
modszerét. A differencidlegyenlet megoldasat az ~ 0(At4) pontossagi negyed rendii
Runge-Kutta médszer segitségével készitettiik el, melyet a
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a () = f (b o (1)) (3.9)
ky = f(ti, o (t:)) (3.10)
ky = f (ti+f,a<ti)+fk1) (3.11)
k3= f <t1+A2t,oz(ti)+A2tk2) (3.12)
ky=f(ti+ At a(t;) +Atky) (3.13)
a(ti+At) =a(t)+ AGt (ky +2ky+2ks+ky) +0 (At‘*) . (3.14)

egyenletek definidlnak, ahol At az alkalmazott id8lépés, t; az i. id6pillanat, a(t;) a i.
idopillanatbeli pillanatnyi bazisban a kifejtési egytitthatdkat tartalmazé oszlopvektor,

4 ] (. k()
lletve fi (t, 0 (1)) = gy a0 LONETO0) (o (4 ol A, = A (1),
Ezen feliil a @y, (t) dinamikai fizisokat a ~ o (At?) pontossdgti Simpson integrlformula

segitségével minden At nagysagu intervallum esetén a

t+At
/t dt'ey, () = AGt <ek (t;) + e (ti + A;) +en (ti+At)> +o(at),  (3.15)
képlet segitségével szamitottuk ki, majd ezt hozzdadtuk a korabbi intervallumokra
kiszdmolt integralok Gsszegéhez.

Tipikusan az ehhez hasonlé differencidlegyenletek numerikus megoldasa soran a
legtobb numerikus program (esetiinkben C++) a hullamfiiggvény gyorsabb megvélto-
zasaindl gyakran megvaltoztatja a pillanatnyi bazisvektorok aktudlis értékét egy —1
faktorral, mely igy teljesen hibds végeredményre vezet. A hullamfiiggvény fazisdnak
minden ¢. idépillanatban valé Gjradefinialasa egyrészt megoldja az emlitett problémat,
masrészt megfeleld fazisrogzités mellett kiejthet6ek a (3.1)-es fejezetben emlitett A; (t)
Berry-fizisok o (At?) rendig. Esetiinkben a

<9m (t+At) ’ém (t)>
‘<0m (t+At) 'ém (t)>’

\ém (t+ A1) = 6™ (t+At) ) (3.16)

fazis rogzitést alkalmaztuk a vizsgélt béazisvektor egy At idépillanattal kordbbi értéke
alapjan, kezdeti feltételnek véve a ¢, = 0 idSpillanatbeli {6™ (¢1)} bézist.



4. fejezet

Fermi tenger difftiziv
kiszélesedése

4.1. Analitikus formula az f, atlagos betoltottségekre

Miel6tt jelen dolgozat f6 problémaéjara, a rendszeren végzett munka eloszlaséara forditjuk
figyelmiinket, megvizsgaljuk, hogy a kezdeti idealis Fermi-tenger miként szélesedik ki
a kvencs sordn. A (3.3)-as egy részecske egyenlet numerikus megolddsa szolgaltatta
amplituddk segitségével kiszamitjuk a pillanatnyi [6™ (t)) egy részecskés sajatallapotok
fn (t) atlagos betdltési szdmait kiilonboz6, reprezentativ ¢t € [0, 7] id6pillanatokban. A
kiindulasi allapot a Hi kezdeti Hamilton matrix alapallapota, melyet a

<
l,han_M} (4.1)

f”(o)_{ 0,han>M

kezdeti betoltési szamokkal irhatunk fel. El6szér megmutatjuk, hogy ekkor a sok-részecskés
Schrédinger-egyenlet megoldésa a

M

@ () = [] &n.10) (4.2)
m=1

hullémfiiggvény, ahol &} ;|0) = |¢™ (1)), a (3.2)-ben definidlt idéfejleszett bazisvektor,

At

Cm.1» Dedig az id6t6l impliciten fliggd fermionikus keltd operator. Célunk a

H () ¥ () =0, |V (1) (4.3)

egyenléség igazoldsa, ahol H (t) a (1.3) altal definidlt sok-részecskés Hamilton operétor.

Az egyenlet mindkét oldalat felirva é:;,t kelt6 operatorokkal, hattatva a jobb oldalra az
id8 szerinti derivaldst, illetve kihasznalva, hogy H e 10) = [ﬁ , éf{”} 0), a2 [FI , éfnt} =

= é,ﬂfm alakra jutunk, melyet a (A.2) fuggelékben bizonyitunk be.

18
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Ezt kovetéen (3.2) alapjan é:rn,t operatorokat H (¢) Hamilton matrix ‘9’“ (t)> pilla-

natnyi bazisdhoz tartozé IA); (t) kelt6 operéatorok segitségével
Ghe=> ot (t) e " WhL (1) (4.4)

alakban frjuk fel. Ez alapjan az f,, (t)= <<\Il ()| bt b, | (t)>>RM moédon definidlt atlagos
betoltési szam a pillanatnyi bazisban az n-edik egy részecske sajatallapot betoltottségét
méri, amelyet a

M N M . .
fn () = <(0\ 11 (Z (g™ ()" by, (t) oD m—1 cInm(t)) bt (1) by (1) ...

=1 \lm=1
(4.5)

forméban frhatunk fel tetsz8leges t € [0, 7] idépontban. (4.5)-ben felbontva a zaréjeleket
az alabbi formara jutunk

< S5 (@) (o (0) o 0, (¢ (Erm e O70)
sl {10, 3

(O b, (1) by, (0B (1) B (1) B (). (1) '0>>RM’

fn (t) -

(4.6)

ahol i:{ll,...,lM} kiilonboz6 {ly # lo # I3 # - - - # Ly} értékekre valo Osszegzést jelent. (4.6)
jobb oldaldnak utolsé tagja csak akkor nem nulla, ha pontosan egy I; és I} megegyezik n-
el. Figyelembe véve az Osszegzést a kiilonbozd {1;,1;} értékekre, illetve azt, hogy miutdn
elimindltuk (4.6) utols6 tagjabdl a l;, I} =n tagokat, (0 by, (t)...by,, , (1) BZ (t)... BZI 1
+ (t) |0) csak akkor nem zérus, ha {l;} egy P, M —1 elembél all6, permutécidja {I; }-nek,
ahol 1,1 # n. Tetszéleges P permutici6 esetén tovabbd (4.6)-ban szerepld exponens
argumentuma zérus, igy ezzel a taggal nem kell a tovdbbiakban foglalkoznunk. Osszes-

ségében a

M
fu (1) = < > (0d () an () (~) Y ()7
P

1,j=1

] (4.7)
> (81, 0) o (S, ©) Sip, O S, @)
{lylar_1#n} RM
. e . 7 _ a" (t) , ham<j, -
Osszefliggést irhatjuk fel, ahol bevezettiik a SmJ (t) = { oz}nH ) . ham>j segéd

valtozot. Mivel Sg@ ; () csak egy éllando eltolast tartalmaz az ~ o amplitudok elsé
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indexében, a Y p... Osszegzésen beliil (P, ,¢° (m)) parokat atirhatjuk (Im,g" (Pm))
alakban. Ezt kovetéen a {(,odar_1#n) - - - Osszegzést kiterjesztjiik minden tovabbi le-
hetséges {l; # n} tagra. A (A.3) fuggelékben bebizonyitjuk, hogy ezzel nem valtoztatunk
az eredeti értéken.

Osszességében az atlagos betoltési szamokra az

S (1) = < > (o ()l (0 (1) det (g7 <t>)> (48)
ij=1 RM

Osszefliggést irhatjuk fel, ahol

N . * -
(@) = 3 (Sh) s, (4.9)
mm I=1;l#n

4.2. Kiszélesedések diffuziv viselkedése és univerzalitasa

A kovetkezd alfejezetben a kezdeti idedlis Fermi-tenger kiszélesedését vizsgaljuk meg.
Numerikus eredmények alapjén, az atlagos f, () betoltési szamok difftizivan szélesednek
ki. Azaz a rendszerben elektron-lyuk gerjesztések jelennek meg a

on (t) ~ Vi (4.10)

nagysagu ablakban, a Fermi tenger M-edik szintje koriil. A Fermi tenger kiszélesedé-
sének tanulmanyozasaval meg lehet becsiilni tovibba a rendszeren végzett W=H P
—Eés (M) munka atlagos értékének id6fejlédését, ahol Hy a (1.3) ltal definidlt tobb
részecskés Hamilton operator A = Ay iddpillanatban, illetve Eés (M) a végsé, M fer-
mionbdl all6, Fermi tenger alapallapoti energiaja. Ez alapjan a munka varhato értékét
a

W) = §N (fn () = fn (0)) € (t) (4.11)
RM
n=1

képlettel adhatjuk meg. (4.11)-ben az Osszes elektron-lyuk gerjesztés szama ~ dn (t)
nagysagrend, illetve gerjesztésekként az dtlagosan végzett munka ~ én (t) Ag-el be-
csiilhet6. Vagyis korabbi eredményeink alapjan

(W (t)>RM ~ 6n2 () Ag ~ Aot (4.12)

Osszefiiggéssel irhatjuk le az atlagos munka id6fejlédését, ahol Ay az el6z6 fejezetekben
definialt atlagos szinttavolsdg a spektrum koézepén.

A (4.1)-0s és a (4.2)-es dbra bal oldalan a Fermi tenger kiszélesedését lathatjuk 4
kiilénb6z6 iddpillanatban, o<1 és ©>>1 hataresetekben. A jobb oldalon a kiszélesedések

(w®)

mértékét jellemzo Ao atlagos munka idéfejlédését abrazoltuk. A gorbék jé kozelitéssel
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linearis viselkedést mutatnak. A ¥>>1 limeszben a kvencs elején, mig a pillanatnyi Fermi
felszin nem simul ki eléggé, nagyobb eltérést tapasztalunk a vart linearis viselkedéstol,
mig az ellentétes ¥ < 1 hataresetben az idéfejlodés végén kapunk kisebb eltérést a josolt
lineéris viselkedéstdl, mely azzal magyarazhatd, hogy az atmeneteket ebben a limeszben
a szomszédos nivok dominaljak.

Miutan megbizonyosodtunk a kiszélesedések linearis idéfejlodésérdl, a klasszikus
on? (t) = 2Dt difftiziés egyenlet alapjan jelen dolgozatban most a rendszeren végzett
atlagos munka segitségével a kivetkezd definicidt vezetjiik be:

A1) 130)

(4.13)

Micheal Wilkinson és Elizabeth J. Austin munkajukban is hasonlé idéfejlédést mutatta
ki, mely soran egy részecske rendszerek dinamikajat vizsgaltak periodikus perturbacié
esetén. [7]

ei=0
1 “O.. v 1=0.174A 0.5
’ ’ t:: 0.3TA()
0.8 $ =1 - 04

¢ 4

_067 50.3 I
« —
v =0.20 =
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~

GOE ¢

02" 01"

*®

0 . o0 oo 0

-5 0 5 0 5 10 15
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4.1. dbra. Fermi tenger kiszélesedése N = 10 méatrixméret és o = 0.2 sebesség mellett, GOE
matrixsokasag esetén. Bal oldal: a Fermi tenger kiszélesedése négy kiilonb6z6 idépontban. Jobb
oldal: a rendszeren végzett atlagos munka id6fejlodése, melybél meghataroztuk a kiszélesedést
jellemz8 D = 0.0255 difftiziés egyiitthatét. A numerikus szimuldcié sorén N, = 5 levigéssal
éltiink, melyet az egy részecske allapotok kiszélesedésének tanulményozasaval verifikaltunk, il-
letve dtAg = 0.0011 id6lépést valasztottunk.
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4.2. dbra. Fermi tenger kiszélesedése N = 10 matrixméret és o = 0.2 sebesség mellett, GOE
matrixsokasag esetén. Bal oldal: a Fermi-tenger kiszélesedése négy kiilonb6z6 idépontban. Jobb
oldal: a rendszeren végzett atlagos munka idéfejlodése, melybél meghataroztuk a kiszélesedést
jellemz8 D = 4.14 difftiziés egyiitthatét. A numerikus szimuldcié sordn N, = 16 levigéssal
éltiink, melyet az egy részecske allapotok kiszélesedésének tanulményozasaval verifikaltunk, il-
letve dtAg = 0.0003 id6lépést valasztottunk.

Az 4tlagos betoltottséget An = n — M fuggvényében abrazoltuk a kvencs el6tt,
kozben és a végén, a (4.1)-os dbra esetében a t=0,0.17A, 0.37Aq, TAg, illetve a (4.2)-
es abran a £ =0,0.257Ag, 0.67Ag, TA¢ dimenziétlan idé pillanatokban. A Fermi tenger
kiszélesedése diffuziv viselkedést mutat. Tovibba a bal oldalt a rendszeren végzett
atlagos munka idéfejlédése lathatd A egységekben mérve, ¢ fiiggvényében, melybdl
megadtuk a folyamatot jellemzé D dimenziétlan diffiziés egyiitthatokat.

A szimulécidk szerint az f,, eloszlas kizarélag a matrix sokasdgban megtett s uttol
és a dimenzi6tlan 0 sebességtdl fiigg. Ezt illusztrélja a (4.3)-as abra.
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4.3. dbra. Fermi tenger kiszélesedése N =10 és N =20 méatrixméret mellett, GOE matrixsokasig
esetén. Baloldal: Atlagos betdltottség An=n—M fiiggvényében dbrazolva a kvencs végén. Jobb
oldal: a rendszeren végzett atlagos munka Ay egységekben mérve, ¢ fiiggvényében dbrazolva,
melybél meghatarozhaté a dimenziétlan D =~ 0.1 diffaziés egyiitthaté. A numerikus szamitds
soran N =20 méret mellett N, =11 levagassal éltiink, mely érvényességét ismét az egy részecskés
probléma vizsgalataval verifikdltuk, tovabba az id6lépés nagysagat Agdt = 0.0008 valasztottuk
meg.

A (3.1)-es alfejezetben bevezetett dimenzidtlan paraméterek fliggvényében a Fermi
tenger univerzalisan, N rendszer mérettél fiiggetleniil szélesedik ki, vagyis az atlagos
betoltési szamok (a legkisebb rendszer tartoméanyan beliil) megegyeznek. Ehhez hason-
léan az atlagos munka id6fejlodése és a diffizids allando is fiiggetlen a vizsgélt rendszerek
méretétol mindaddig, amig az elektron-lyuk gerjesztések nem érik el véges valdszintliség-
gel a rendszer széls6 allapotait is, tipikusan NV = 10 esetén ez ¥ = 1.5-nél torténik meg.
A (4.3)-as abra alapjan N =10 és N = 20 rendszer méretek esetén a betoltési szamokat
leir6 Fermi eloszlas és a kiszélesedés id6fejlédése is egy gorbére esik.

4.3. Diffuzidés egyiitthatok sebesség fiiggése, univerzalitasa

A kovetkezd alfejezetben megvizsgaljuk, hogy a (4.2)-es alfejezetben ismertetett D di-
menziétlan, univerzalis diffiziés egytitthaté hogyan fligg a kvencs gyorsasagatol. Elso
1épésként megbecsiiljitk D karakterisztikus o sebességtl vals fiiggését a 0 < 1 és 0> 1
hataresetekben.

A 9«1 adiabatikus hataresetben a szomszédos nivok kozotti Atmenetek dominaljak
a folyamatot. Ezen felil az atmeneteket csak az elkerilt szintkeresztezédések kis kor-
nyezetében egy-egy Landau-Zener dtmenettel[5][6] kozelitjiik, aminek relevins A és 5

paramétereit a Apz=1/A2+12+? lokalis minimumok kis kérnyezetében érvényes kozelit6
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alakkal vesziink figyelembe. Igy a difftiziés allandé nagységrendjére a

> dNeross Neposs A ~
D~ dt (PLz)ry = ds df (Prz)pa ~ 0(Prz) gy (4.14)

becslést adhatjuk, ahol N...ss az elkeriilt szintkeresztezddések szdma a kvencs sorén,

illetve (Prz)py az elkeriilt szintkeresztez6dések Landau-Zener atmeneteinek atlagos

valbszinilisége. GOFE sokasig esetén a Prz valdszinliség kifejezhetd az elkeriilt szintke-
2

resztezOdések paramétereivel, Pz = e E " [5]. Tgy a (2.2) és (2.3) alfejezetek alap-
jén a fEOF (A) és g©OF () eloszlasok segitségével meghatarozhatjuk a Landau-Zener

7z /’ e ’” Ve ’ ’ .. 7 Id ’” .. ’ 2 2
atmenetek valdosziniiségének sebesség fliggését. Eldszor Py argumentumat — - % alak-

ban irjuk fel dimenziétlan mennyiségek segitségével, majd megadjuk az dtlagos atmeneti
valOszintiséget a

(e%] oo _ﬁﬁ - _
Pz = [ [ dBdse 5 190 (&) 690 (5) (1.15)

integrallal. A ¥ <« 1 hataresetben Prz nagyon gyorsan levig, ahogy A-t noveljik, igy
(4.15)-ben fGOF (A) ~ const. kozelitéssel élhetiink. Ennek ismeretében elvégezve a dA
szerinti integralt, a

(Pu)e~ [ 45¥T g5 (5~ Vi (V)

eredményre jutunk. Ezt a (4.14)-es egyenletbe helyettesitve, kis valtozasi sebességekre,
a

o (4.16)

D~#'® hat<1 (4.17)

hatvanyfiiggvény viselkedést kapjuk.
GU E matrixsokasag esetében a fentiekkel analég médon jarunk el annyi kiilonbséggel,
hogy fCUE (A) ~ A kozelitd értéket irjuk be a (4.15)-6s integralba, ami a

207 GUE oy~ s

(PLz) pas ~ /0 59 (%)~ Feue (4.18)
eredményre, Gsszességében pedig a DEUE ~ 52 Gsszefiiggésre vezet a © < 1 hatéresetben.

A 9> 1 limesz esetén a nem adiabatikus id6fejlédésnek megfeleléen a tavolabbi
nivék kozotti atmenetek domindnsak, emiatt a szomszédos nivéok kozotti atmenetek
erdsségét meghatarozo szinttaszitds nem jatszik tobbé szignifikians szerepet. Hogy meg-
becsiiljiik a difftiziés allando sebesség fliggését ebben a hataresetben, felirjuk az Atmeneti
matrixelem abszolit érték négyzetét két tetszbleges |m —m/| > 1 egy részecske sajatdl-

lapot kozott ,
P NA2<’<9m O[] ) > (4.19)
e (em V) —em N [ s '
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(4.19) jobb oldaldn a nevezét ~ (m —m’)? A2 szerint, a szamlalot ~ % szerint becsiilhet-

jiikk nagy sebességek esetén. Felhasznalva tovabbé, hogy (1.2) 4s (3.7) alapjan A = ?—%6,
a -2
Py ~ (4.20)

(m—m')* N2
becslést kapjuk. Az dtmeneti ratdkat a Fermi aranyszabdly segitségével becsiiljiik, ami
(4.18) alapjén a

1~)2

I 7, ha o> 1 (4.21)
0

D~ ZPmm//A% (m—m')2 ~

m

eredményre vezet, ahol feltételeztiik, hogy a végallapotok egyenletesen, Aio stirtiséggel
helyezkednek el.

A (4.4)-es abran a fenti becslést igazoljuk; v fiiggvényében abrazoljuk a D dimen-
ziotlan diffizids egytitthatékat, melyek a (3.1)-ben bevezetett skéldzas mellett ismét
ugyanazon-, univerzalis gorbére esnek. Numerikus eredményeink j6 egyezést mutatnak
Wilkinson és munkatarsai munkéival, melyben az egy részecske allapotok difftziv kiszé-
lesedését vizsgaltak. [4]

102
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4.4. dbra. A DEOF dimenziétlan diffiziés egyiitthatok o fiiggvényében, logaritmikus skaldn
abrazolva, N =10 és N = 20 méatrixméretek mellett, GOE sokasag esetén. A ¥ < 1 adiabatikus
hatdresetben adott becslésnek megfeleléen a gérbe ~ !5 szerint indul, illetve a nem adiabatikus

idéfejlédésnek megfeleld ¥ > 1 limeszben ~ 2 szerint valtozik.



5. fejezet

Rendezetlen, mezoszkopikus
rendszerek munka statisztikaja

5.1. Abszorbealt energia karakterisztikus fiiggvénye

A kovetkezo fejezetben ratériink jelen dolgozat legfontosabb célkitiizésének targyalasara,
a rendszer altal abszorbealt energia statisztikdjanak, azaz munka statisztikajanak vizs-
galatara. A vizsgalt M = % fermionbdl all6 rendszer kezdetben a kiindulasi H; Hamilton
operator alapallapotaban tartézkodik, majd a kiils6, id6ében valtozé elektromos és mag-
neses terek hatasara a kezdeti Fermi tenger kiszélesedik és véges valdszintiséggel elektron-
lyuk parok jelennek meg. Ennek kovetkeztében véges valoszintiséggel betoltottek lesznek
a magasabb energia allapotok is, igy sziikségszerlien a rendszer atlagos energidja is
valtozni fog. Jelen fejezetben ismét

W=H;—ELg(M). (5.1)

moédon definidlom a rendszeren végzett munkat. Az (5.1)-es egyenlet altal definidlt
munka eloszlasat a

P (W)= <Z Pys (W= Bf (M) + Efg (M))> (5.2)
k RM

moédon frhatjuk fel, ahol E,J: (M) az k-adik sok-részecske allapot energidja H ¢ béazisaban,
illetve ahol Py az k-adik sok-részecske allapot valdszintlisége, mely altaldnosan a kovet-
kez6 képlettel irhaté le:

2
Py =|det (g, )|, (5.3)
ahol (gk)mm/:a;"m,(k) (1) ¢ P T Nr s M-es matrix, illetve {ny (k) ,n2 (k) ...np (k) }
indexeli az k-ik sok-részecske allapotot felépité egy részecske sajatallapotokat.
Numerikusan kénnyebben kezelhetd, illetve pontosabb eredményre vezet, ha el6szor
P (W) karakterisztikus fiiggvényét adjuk meg, melybdl Fourier transzformacié segitsé-

26
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gével szarmaztathaté a rendszeren végzett munka eloszlasa. Az (5.2)-es egyenlet Fourier-
transzformaltjat a

eiuﬁf’ o (T)> e-wEgs<M>> (5.4)

G (u) = (¥ ()

RM

karakterisztikus fiiggvény adja meg, ahol |V (7)) az M részecskés hullamfiiggvény a
kvencs végén.
Az (5.4)-es Osszefuggés igazolasahoz elvégezzik ﬁf bézisaban a |V (1))=Y}, ck ‘@£>

kifejtést (ahol ’@£> H ¢ k-ik sok-részecskés sajatallapota), melyet, ha felhasznaljuk a

sok-részecske allapotok <@£

@£,> =0y ortogonalitdsat, a kdvetkezé alakra hozhatunk:

G (u) = <Z |Ck|2ei“<Ei<M>-Eés<M>>> , (5.5)
k

RM

ahol definici6 szerint Py=|c;,|*. Mivel ~e~™ Fourier-transzformaltja ~d (W), a kovetkezs

Osszefiiggést kapjuk:
> du —uW
P (W) :/ S il () (5.6)
oo 2T
mellyel allitasunkat igazoltuk.
Tovabba, ha az (5.5) altal leirt Osszegzésbdl kivilasztjuk azt a P, = Pgg vald-
szintiséget, melyre E,{ (M) = Eés (M), vagyis amikor a kvencs végén a rendszer az

alapallapotban marad, a kdvetkezé alakban irhatjuk fel a karakterisztikus fiiggvényt:

G (u) = (pas) pay +0G (u) (5.7)

ahol dG (u) analitikus és folytonos fiiggvénye u-nak. P (W) tartalmaz egy Dirac-delta
csicsot a W = 0 pontban, illetve a karakterisztikus fiiggvényhez hasonléan P (W) =
= (Pgs) gy 6 (W) 40P (W) alakban irhaté. Numerikus eredményeink alapjan, a szint-

taszitassal 6sszhangban, 6P (W — 0) =0, illetve 6 P (W < 0) =0 karakterisztikdkat

wW>0
kaptunk.

5.2. Univerzalitas

A kovetkez6 fejezetben a numerikus eredményeket mutatjuk be. Az egy részecske Schro-
dinger - egyenlet megoldasa szolgédltatta amplituddk segitségével adott Au 1épéskozzel
megkonstrudltuk a G (u) karakterisztikus fiiggvényt, melynek a ~ o (Au?) harmadren-
dig pontos trapéz formula segitségével numerikusan meghataroztuk a Fourier- transz-
formaltjat.

A korabbi fejezetekhez hasonléan a rendszeren végzett munkara a W= AEO természe-
tes, skdla invarians valtozot vezetjiik be. Hogy megkonstrudlhassuk a P (W) eloszlast,
a karakterisztikus fliggvényt is a sajat @ = ulg természetes egységeiben generdltuk le.
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A (5.1)-es dbran N =10 és N = 20 rendszer méretek mellett lathatjuk © =0.6 és 0 =2.2
sebességek esetén a P (W) eloszlasokat.

0.151
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5.1. dbra. A rendszeren végzett munka P (W) eloszlas figgvénye, N = 10 és N = 20 rendszer

méretek esetén. A P (W) fiiggvény konstrukciéjahoz 1500 véletlen matrixra atlagoltunk, illetve
a karakterisztikus fliggvényt AuAg = 0.005 1épéskozzel generdltuk le. A numerikus Fourier-
transzforméciot AA—V: = 0.47 1épéskozt vélasztva trapéz formula segitségével végeztiik el.

Fels$ dbra: © = 0.6, j6l kivehetd cstics lathaté W ~ 2.2 értéknél. Ebben az esetben
kozel vagyunk a © < 1 adiabatikus tartoményhoz, ami miatt a |m—m/| > 1 tdvoli nivék

kozotti atmentek elhanyagolhatéak és P (W) a maximum helyétdl tavolodva gyorsan
levag nullaba.

Jobb oldal: © = 2.2, a nagyobb sebesség hatdsdra a tavolabbi |[m —m/| > 1 nivék kozott
is jelentOsek az atmenetek, igy kevésbé rendelkezik meghatarozé szereppel a szomszédos

nivék kozott fellép6 szinttaszitas. Ezzel magyarazhato, hogy a © =0.6 esethez képest itt
egyrészt W ~ 7-nél talalhat6 a cstcs, illetve hogy a maximum helytdl tavolodva joval
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lassabban tart nullaba az eloszlas fiiggvény. Ezen feliil, mivel ennél a sebességnél N =10
esetben véges valdszintiséggel elektron-lyuk gerjesztések jelennek meg a rendszer széls6
allapotaiban is, eltéré P (W) eloszlas karakterisztikat kapunk az N =20 esethez képest.
Mivel az elektron-lyuk gerjesztések elérik az N = 10 méretli rendszer széls6 allapotait
is, a W > 1 limeszben N = 20 rendszer méret esetén nagyobb az abszorbedlt energia
val6szinfisége. Emiatt az eloszldsok maximumhelye koriili, illetve a W < 1 limeszben
vett W értékeknél az N = 10 mérethez tartozé eloszlas a dominéns.

A (5.2)-es dbrdn a 0 =0.15 < 1 és egy 0 = 15>> 1 adiabatikus és nem adiabatikus
hataresetnek megfelel¢ tartoményban lathatjuk a rendszeren végzett munka eloszlasat.

0.15

0.15
g 0.1r GOE 'ﬁ — 15 ‘ N — 10
Ej_/
% pos| 0?0,
| o %
¢ %
Q”’ %, ()
0
bet®® | | | $000000
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5.2. abra. A rendszer altal abszorbealt energia eloszlisa a o < 1 és a © > 1 adiabatikus és

nem-adiabatikus hatdresetekben. A (5.1)-es dbrdhoz hasonlé paramétereket hasznéltunk az dbra
megkonstrualdsiahoz.

Fels6 abra: P (W) maximum helyénél egy platé alakul ki. Ennek a magyarazata,
hogy az adiabatikus limeszben a végzett munkat nagy mértékben a kezdeti Fermi-tenger
feletti elsé nivotdl szamitott energia kiillonbség hatdrozza meg. Alsé dbra: A ©>>1 nem-
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adiabatikus hatdresetben a |m —m’|>>1 tavoli nivok kozotti &tmenetek a meghatarozoak,
aminek kovetkeztében a végzett munka eloszlisa egy széles tartoményban, a kordbbi
esettdl eltéréen, lassan valtozik.



6. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatomban sok-részecskés, rendezetlen mezoszkopikus rendszerek dinamikajat és
munka statisztikdjat vizsgdltam, allandé sebességli kvantum kvencs esetén. A beve-
zetOben el6szor attekintettem azokat a szdmunkra leginkdbb relevans tanulmanyokat,
melyek kvantumrendszerek szintjén vizsgaltak a rendszeren végzett munkat, mind kisér-
leti, mind elméleti uton[9, 10, 11, 12], illetve ismertettem az &ltalunk hasznalt modellt,
ahol véletlen matrix elmélet segitségével nem kolcsonhato, sok-részecskés rendszer kvan-
tum kvencseit vizsgaltam, a véletlen métrixok terében megtett dllando sebességli mozgas
esetén.

A 2. fejezetben els6 1épésként elemeztem a vizsgalt rendszer energianivbinak statisz-
tikdjat. Numerikusan AX idépillanatonként (A € [0, 5]) diagonalizaltam az egy részecske
H (M) Hamilton métrixot és megkerestem a mozgas soran a szomszédos nivok kiilonbsé-
gének lokalis minimumait a spektrum kézepén (a % és a %+1—edik nivo kozott), illetve
fels6 egy negyedénél (a {%J és a {% + 1J -edik nivé kozott). A lokalis minimumokat,
elkeriilt szint keresztezddéseket egy-egy Landau-Zener atmenettel kozelitve, megha-
taroztam az azokat jellemz& A,,;, minimélis szinttdvolsag és a ~ indulé meredekség
univerzalis statisztikdjit. Eredményeimet 6sszehasonlitottam Wilkinson és munkatérsai
hasonlé modellekben vizsgalt elméleti formulaival. [3, 4, 7, 8]

A 3. fejezetben réviden attekintettem az egy részecske problémat, mellyel részletesen
a BSc szakdolgozatomban|[14] foglalkoztam. Elsé 1épésként felirtam a pillanatnyi bazis-
vektorok betoltési amplituddira vonatkozé differencidlegyenletet, illetve a A.1-es fiigge-
lékben egy egyszeriibb és numerikusan konnyebben kezelhet6 alakra hoztam azt. A feje-
zet masodik részében roviden ismertettem a differencidlegyenlet megoldasara alkalmazott
numerikus médszert : negyed rendli Runge-Kutta médszert alkalmaztam, illetve a koztes
lépésekben a dinamikai fazisokat a szintén negyed rendig pontos Simpson kozelitd
integral formula segitségével szamitottam Kki.

A 4. fejezetben a sok-részecskés, nem kolesonhatd rendszerek dinamikéjat elemeztem.
A vizsgalt rendszert a (1.3) altal definiélt, sok-részecske H operator alapallapotabdl
inditottuk, majd az egy részecske Schrodinger-egyenlet szolgaltatta betoltési amplitudok
segitségével analitikus kifejezést adtam a sok-részecskés, t idépillanatbeli f, (t) atlagos
betoltés szamokra. Tovabba megmutattam az atlagos betdltési szamok diffuziv visel-
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kedését, illetve a kezdeti Fermi-tenger kiszélesedésének linearis szakaszabdl meghaté-
roztam a kiszélesedést jellemz8 D dimenziétlan és univerzalis diffiziés egyiitthatokat
kiillonb6zé ¥ sebességek esetén. Ezt kovetOen analitikusan megbecsiiltem a o < 1 és
7> 1 hatéresetekben D sebesség fiiggését. El6bbi esetre D ~ ¢5, utébbira D ~ 92
hatvanyfiiggést kaptam. A fejezet végén numerikus igazolast adtam a difftziés allando
sebesség fliggésére.

A 5. fejezetben jelen dolgozat 6 témajaval, a rendszer altal a kvencs sordn abszor-
bedlt energia eloszlasaval foglalkoztam. Ehhez, a numerikusan kénnyebben kezelheto
modszer alapjan, el6szor az eloszlas karakterisztikus fliggvényére adtam analitikus ki-
fejezést, felhaszndlva az egy részecske Schrodinger-egyenlet szolgaltatta végsé betdltési
amplituddkat. Tovabba megmutattam, hogy az eloszlas tartalmaz egy Dirac-delta csiicsot
a W =0 pontban, vagyis amikor a rendszer a kiindulasi-, alapallapotdban marad. Ezt
kovetden numerikusan, a masodrendig pontos trapéz formuldval, Fourier transzformalva
a karakterisztikus fliggvényt, abrazoltam a munka statisztikat megadd eloszlast és kiem-
eltem a gorbe jellegzetes tulajdonsagait. A ©=0.6 esetben univerzalis eloszlds fliggvényt
kaptam, mig 0 = 2.2 esetben, Gsszhangban azzal a megéllapitdssal, hogy a ¢ g 1.5
sebességekre N = 10 és N = 20 rendszer méretek esetén eltérd diffaziv viselkedést
kapunk, szignifikdans kiilonbséget tapasztaltam az eloszlasok kozott. Ez az eredmény
azzal magyarazhatd, hogy a 0 g 1.5 sebességekre az elektron-lyuk gerjesztések véges
valdszintiséggel elérik az N =10 méretii rendszer széls6 allapotait is. A fejezet végén két
abra segitségével szemléltettem az eloszlas fliggvény tulajdonsigait a o> 1 ésa v <K 1
hataresetekben.



A fiuggelék

Fiiggelék

A.1. Altalanos idéfiiggd Schrodinger egyenlet atalakitdsa

Ebben a fliggelékben numerikusan jobban kezelhetd, egyszeriibb alakra irjuk at a pilla-
natnyi betoltési amplitudékra vonatkozé (3.3)-as differencidlegyenletet. Elsé 1épésként
89 (A )> t kifejtjik ’91 (/\)> pillanatnyi bazisvektorok segitségével. Ehhez a ¢+ dt pilla-
natbeh Hamilton matrixot vezetorendben sorba fejtjiikk a kévetkez6 mdédon

H(A+dN) =H (A)+d)\d7é)(\)\) +o (d)\z), (A.1)

ahol a d\-vel aranyos tagra mint elsérendii perturbéciéra tekintiink. Ennek megfelel6en
‘0’“ ()\+d)\)> sajatvektornak is megadjuk a vezetérendbeli kifejtését H (A) bazisdban,

]9‘“ (A+d)\)>:‘0k (N))—dr > (" ) iﬂek )

: (A‘) ey 0" () +o(dA?).  (A2)
m#£k m

Ennek ismeretében, a ’9l ()\+d)\)> = ‘91 (N >

nalasdval, kifejezve a kérdéses ‘QZ ()\+d)\)> tagot, 1lletve felhasznalva a pillanatnyi bé-

> +0 (d\?) egyenldség felhasz-

zisvektorok <9l (A) 6% ()\)> = 0y, ortogonalitdsat, a kovetkezd Osszefiiggésre jutunk:

O €1 (A) —ex (A)
Ezt kovetéen (A.3) alapjan az alabbi médon irhatjuk at a (3.3)-as differencidlegyenletet:

(01 (V) | oF

t):kzﬂa?(t) GZ(A)—Gk(A)

>ei(cbl<t)—<1>k<t>)ez'(Az(A)—Ak(A)). (A4)
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Kovetkez6 1épésként megvizsgaljuk az osszegzésben megjelend <9l (N ‘%‘ oF ()\)> mat-
rixelemeket a k#£1 feltétel mellett. H (\) alakjat felhaszndlva a méatrixelemben megjelend
derivéltat a

dn 5 <—tg )H () + 22 ) (A5)

de CcOS A

alakba frhatjuk at, melybdl a (A.4)-es egyenletben, felhasznalva pillanatnyi bazisvek-
torok ortogonalitdsét, a ~ H (\) ardnyos tag nem ad jarulékot az Gsszegzésben a k # [
feltétel mellett. Osszességében tehdt csak (A.5) masodik tagjit kell figyelembe venniink,
mely a
P AR A
& (t) = Z (@11 —=Px(1)) i(AI(N) = Ak (X))

CcoS \ izl

(6" (V) [H:] 6% (V)
€1 (N) —ex ()

ag’ (t) (A.6)
végsh egyenletre vezet.

A.2. Tobb részecskés Schrodinger egyenlet megoldasa

A kovetkez6 fiiggelékben megmutatjuk, hogy a é;,’m |0) =™ (t)) mbédon definialt opera-
torokkal felirt sok-részecskés | (t))=]T*_, ¢+ |0) hulldmfiiggvény kielégfiti a H|U (t))=

=i0; |V (t)) sok-részecskés, idofiiggd Schrodinger-egyenletet. A (4.1)-es fejezetben leirtak
alapjan feladatunk a % [f[ , é;;t] = é:rn,t Osszefliggés igazolasaval ekvivalens.

Ehhez el6szor felirunk egy tetszoleges id6fliggetlen \il;f mezot éj{m operatorok se-
gitségével a kovetkezd moédon

R N
= (™) e (A7)

m,t’
m=1

ahol \ilj |0)=]|u). Majd kihasznélva, hogy \il:[:O és Gsszegezve ), <u‘cpk (t)> (...) szerint,
az alabbi alakra jutunk

N
S G (@™ (0 |y (plet () Fieh (" O O] (et ) =0. (A8

m,p=1

Kihasznalva, hogy ny:l |1y (p| az egység operator, illetve az id6fejlesztett bazisvektorok

(om

" (t)> = Ok ortogonalitasat, a

N
él—:,t = Z —1H () 1 ér—’r_t,t (A9)

m=1

egyenldségre jutunk, ahol H (¢),,, = <cpm (t) |H ()| * (t)> Ezt kovetben a kérdéses

kommutéatort a ZnN m=1 Hn.m {érttém,bé;t} alakba irhatjuk at, ahol az idéfejlesztett
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bézisban H = Enm 1 H O nm & vem. Tovabbd felhasznalva a [AB C] A {E, C‘} -

— {A, B } Bés a {cm,t, Cz’t} = 0py 1 kommutdcios azonossdgokat a kévetkezot kapjuk:

.-

Osszevetve (A.9)-et és (A.10)-et megkapjuk a + {H ¢ } = ¢t osszefiiggést, amivel

H(t) s Gt (A.10)

M=

» Fm,t m,t
allitdsunkat igazoltuk.

A.3. Betoltési szamok determinans formulaja

A kovetkezo fiiggelékben igazoljuk, hogy a (4.1)-es fejezet (4.7)-es Osszefiggésében a
Yop(— ) Z{lh ar_a#n} - - - Osszegzést kiterjeszthetjik minden lehetséges {l; #n} ér-
tékre. Ehhez elegend6 megmutatnunk, hogy a

> (-1)FSip, - Shup,, (A.11)
P

osszeg eltlinik ha 2 vagy tobb {l;} index megegyezik. A (A.11) &sszegben az egyszertiség
kedvéért a (4.1)-es fejezethez képest elhagytuk az idé fiiggést, illetve az elemek szorzatat
M elemre irtuk fel. Az altaldanossdg csorbitasa nélkiil feltessziik, hogy az els6 k < M
{li =1y =--- =} } index egyenls. Ekkor szétvilasztjuk az M elembol 4116 P permutdciot
PM—k és Pk permutaciokra. PM~F azon ismétléses permutécidkat tartalmazza, ahol a k
megegyezd tag egyméshoz viszonyitott sorrendje nem valtozik, mig P* csak a megegyez6
tagokat permutéalja egymas kozott. Ezzel a konstrukcidval az eredeti (A.11)-es Gsszeg az
alabbi formaba irhaté

'PMfk . . .Pk . .
> (-1 2+1,7>lM*k--'SZ P e (=1) 177’{;”'5’14’{;' (A.12)

PM—k k+1 tv Pk

A ketté bontott kifejezés masodik részében minden index megegyezik vagyis (A.12)

k
aranyos ~> pk (—=1)”"-val, ami azonban nyilvanvaléan zérus. Ezzel belattuk, hogy (4.7)-
ben minden olyan tag a ) p Osszegzésben, amiben 2 vagy tobb alsé index megegyezik,
nulla jarulékot ad, ami igazolja a teljes determindnsd valé bévitést.



Koszonetnyilvanitas

Ez tton szeretnék koszonetet mondani témavezetéomnek, Dr. Zardnd Gergelynek mun-
kam iranyitdsaért, az eredményeim alapos feliilvizsgalatdért és a dolgozatomat érinto
észrevételeiért. Tovabba szeretnék koszonetet mondani Lovas Lia Izabellanak, aki A BSc
szakdolgozatom irasakor munkam kisebb lépéseiben vald eligazitdsaban és részeredmé-
nyeim preciz felilvizsgalatdban segédkezett.
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