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Kivonat

A gyakorlatban jél hasznalhat6é kvantumszamitégépekhez elenged-
hetetlen a kvantumos hibajavité kodok hasznalata, amelyekkel meg
lehet védeni a kvantumbiteket a kornyezeti zajtél. A legigéretesebb-
nek tartott kvantumkod az ugynevezett felileti kéd, ami véletlenszerii
bit-flip, illetve fazishibakkal szemben is bizonyitottan hatékonyan védi
a kvantuminforméciét. Az tgynevezett koherens hibdk — ahol a kor-
nyezet valamilyen kis unitér transzformécioval hat a kvantumbitekre
— hatédsa viszont nehezen modellezhet6 a feliileti kddban numerikusan.

A koherens hibédk egy osztélyara Bravyi és szerzétarsai [5] a Fermi-
onikus Linearis Optika elméleti eszkozeit haszndld szimuléacids eljarast
dolgoztak ki. Munkédjukban azonban nem vették figyelembe a kiolva-
sasi hibak hatasat, amelyek a mai kvantumszamitogép-prototipusokban
nagyon jelentések.

Dolgozatomban a feliileti kéd hibajavitasi hatékonysigat vizsgal-
tam a koherens hibdk és kiolvasasi hibdk egyideji fellépése esetén,
Bravyiék szimulacids eljarasat kiterjesztve. Meghataroztam a kohe-
rens és kiolvasasi hibak egyiittes hibakiiszobét: ez kozelitben meg-
egyezik az inkoherens hibak és kiolvasasi hibak egyiittes hibakiiszobé-
vel (ez utébbi az irodalombdl ismert). Ugyanakkor a szimuldciokboél
kideriilt, hogy a kiiszob alatt, azaz kell6en kis mértékii kornyezeti za-
jok mellett, a koherens hibak nagyobb logikai hibdkhoz vezetnek, mint
az inkoherens hibdk, a kiolvasédsi hibak jelenlétében is.

A dolgozatomban bemutatott eredmények biztatdak lehetnek a fe-
lileti k6d megvaldsitasat célzo projektek szamara is.
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1. Bevezetés

Az elmult évtizedekben hatalmas elorelépések torténtek a kvantumszamito-
gépek megvalésitasanak irdnyaban [2,28], mar t6bb mint 50 kvantumbitet
tartalmazé prototipusokat sikeriilt megvalésitaniuk a kutatoknak. A gyakor-
latban is jol hasznalhato kvantumalgoritmusok megvaldsitasahoz azonban
ennél joval tobb kvantumbitre van sziikség.

Elméleti szempontbdl az egyik legfontosabb probléma nem a kvantum-
bitek szama, hanem a kvantumkapuk pontossaga, hiszen ez is elengedhe-
tetlen feltétele a jol hasznalhaté kvantumszamitégépeknek. A megfeleld,
10710 — 107 1%-es pontossdgi kvantumszamitds a jelenlegi kvantumbitekkel
elérhetetlennek tiinik, ennek oka, hogy a fizikailag megvaldsitott kiilonb6zo
tiptsu kvantumbitek elég érzékenyek a kornyezeti zajokra.

A probléma megoldasara egy széles korben elterjedt javaslat az tgyne-
vezett kvantumos hibajavité kodok és ezen belill is a felileti kéd (surface
code) [11,18] haszndlata. Itt tobb fizikai kvantumbitben taroljuk el azt az
informaciot, amit elég lenne egy kvantumbitben tarolnunk, azonban igy bi-
zonyos mértékig ki tudjuk javitani a kvantumszamitégépben fellép6 hibdkat.

A dolgozatom elsé fejezetében bemutatok egy a kvantumos hibajavito
kédok leirasara alkalmas altalanos formalizmust, majd ratérek a feliileti kod
részletes targyalasara.

A feliileti kod hatékonyan véd a véletlenszeri Pauli-hibakkal szemben,
azonban a valdésagban masfajta hibak is érhetik a qubiteket. A dolgozat ma-
sodik fejezetében egy ilyen a véletlenszerii Pauli-hibaktol eltéré hibamodellt
mutatok be, az tugynevezett koherens hibdkat, ebben a hibamodellben az
egyes qubitekre, valamilyen untér transzformaciéval hat a kornyezet.

A Pauli-hibak szimulacioja hatékonyan megvaldsithatd, azonban a bo-
nyolultabb hibamodelleknél méar erdsen korlatozva van a feliileti kod szimu-
lalhat6sdga. Bravyi és tarsai megmutattédk [5], hogy a koherens hibdk egy
csoportja hatékonyan szimulalhat6 a Fermionikus Linearis Optika eszkozta-
raval, a dolgozat harmadik fejezetében ezt a szimulacidos modszert mutatom
be. A fejezetben azt is megmutatom, hogyan terjesztettem ki a szimuldciés
modszert egy olyan esetre, amikor a koherens hibdk mellett kiolvasasi hibak
is megjelennek a feliileti kodban.

A dolgozat utols6 fejezetében a numerikus eredményeimet mutatom be.
Eldszor sajat szimuldciommal reprodukélom az irodalombdl méar ismert [5,26]
tokéletes kiolvasasok melletti koherens hibak esetére meghatarozom a feliileti
koéd hibakiiszobét és azt is megmutom, hogy a koherens hibak a hibakiiszob
alatti fizikai hibaratdk esetén veszélyesebbek, mint az inkoherens hibak. Ez-
utan ratérek az 1j eredményeimre, azaz a koherens hibdk és a kiolvasasi hibak



egyiittes viselkedésének bemutatasara. Erre a hibamodellre els6ként megha-
tarozom a feliileti koéd hibakiiszobét, és megmutatom, hogy a hibakiiszob
alatti fizikai hibaratak esetén a koherens hibak a kiolvasasi hibak figyelembe
vételével is veszélyesebbek mint inkoherens tarsaik.

2. Kvantumos hibajavité kédok

A kvantuminformacié a klasszikus informacioval ellentétben nagyon sériilé-
keny ennek oka, hogy a kvantuminformacié hordozéi, a qubitek, meglehe-
tosen érzékenyek a kiilso zajokra. A mindennapokban hasznos kvantumsza-
mitogépek megvaldsitasa felé vezeté uton az egyik legnagyobb feladat egy
olyan modszer kidolgozasa, amely lekiizdi a fizikai qubitek sériilékenységébol
fakado akadalyokat.

A dolgozat ezen fejezetében bemutatom, hogy ha iigyesen kodoljuk be egy
rendszerbe, akkor hatékonyabban megvédhetjiikk a kvantuminformaciét. Az
ilyen tigyes bekddolasokat nevezziik kvantumos hibajavito koédoknak.

2.1. Stabilizatorformalizmus

A sok qubitbol 4ll6 rendszerek dllapotanak leirdsa igen hosszadalmas és gyak-
ran bonyolult feladat, ezért a kvantumos hibajavité kédokat egy sokkal ele-
gansabb, de talan kevésbé megszokott formalizmus keretében fogjuk targyal-
ni, ez a stabilizatorformalizmus. El6szor is vezessiik be a szokasos mdédon a
Pauli-matrixokat,

. 1ol o o1, & fo =i, 5, [t o
I:[O 1]? X:ll 0}5 Y:L' 0]? Zzlo —1]' 1)

Legyen egy n fizikai qubitbdl allé rendszeriink, és vezessiik be az egyqu-
bites Pauli-operatorokat:

ezek az n qubit Hilbert-terén hatnak, az j-edik qubiten P-vel a tébbin I-vel.
Definidljuk az egyqubites Pauli-operatorok és az identitas altal generdlt cso-
portot, ez a Pauli-csoport, melynek jelolése P. A Pauli-csoport operatorait
egyszertien Pauli-operatoroknak fogom nevezni.

A stabilizatorformalizmus legfontosabb 1épése az S stabilizatorcsoport
definidlasa, ez altalanossagban barmilyen kommutativ részcsoportja lehet



a Pauli-csoportnak, de csak akkor kapunk értelmes hibajavité kodot, ha a
stabilizatorcsoport generatorainak szama nem ugyanannyi, hanem kevesebb,
mint ahany qubit van a rendszerben, legyen ez k. A stabilizatorcsoport
segitségével definialhatunk egy tgynevezett logikai alteret, vagy kodteret £,
amelyben az 0sszes allapot a stabilizatorok sajatallapota +1-es sajatértékkel,

Slpr) =|vr)  VSeS V) € L. (3)

A stabilizatorok tigyes megvalasztasaval elérhetjik, hogy a logikai altér
védett legyen a lokalis Pauli-hibakkal szemben. Ezzel elérhetjiik, hogy a lo-
gikai altérben tarolt kvantuminformacié védett legyen a kiilso zajokkal szem-
ben, ami a kvantumos hibajavité kodok igérete volt.

A kvantumos hibajavité kodok leirasat egy sokkal kevésbé formalis, és a
szokasos fizikai megkozelitéshez kozelebb allé6 mdédon is megtehetjitk. Ebben
a leirasmodban a logikai altér fogalméhoz egy sokkal kézzelfoghatobb jelen-
téstartalmat tudunk tarsitani. Eloszor is definidljunk egy Hamilton-operatort
a kovetkezo formaban:

k
H=-J) 3, (4)
j=1

itt §1,92,...,0r a stabilizatorcsoport generatorait jelolik. A Hamilton-operator
altal definialt rendszer egzaktul megoldhato lesz, hiszen tudjuk, hogy a stabi-
lizatorgeneratorok paronként kommutalnak. A rendszer alapallapoti energi-
ajahoz tartozé megoldés egy 2" *-szorosan degeneralt altér lesz, ami minden
stabilizdtornak a +1-es sajatértékhez tartozo sajataltere lesz. Ez azt jelenti,
hogy a logikai altérben taldlhaté allapotok lesznek a rendszer alapéllapotai,

Vi) € &1 Hlyy) = —kJ|y)  dimg = 2"k (5)

A stabilizatorformalizmus keretei kozott csak a Pauli-operatorokat tudjuk
kezelni, ezeket is 3 kategoriaba sorolhatjuk be.

1. A stabilizatorcsoport operatorai.

2. Azok az operatorok, amik nem elemei a stabilizatorcsoportnak, de kom-
mutalnak az 0sszes stabilizatorral.

3. Azok az operatorok, amik legalabb 1 stabilizatorral antikommutalnak.

A harmadik kategoériaba esé operatorok reprezentaljak a hibakat a kédban,
ezt egy késObbi fejezetben (2.2) részletesen targyalom. Azok az operatorok,
amelyek nem stabilizatorok, de kommutalnak minden stabilizatorral, lesznek



a kod logikai operdtorai. Ezen operatorokon keresztiil lehet a logikai altérbe
kédolt kvantuminforméaciéval dolgozni. Gondolhatunk tigy a 2"~ * dimenzids
logikai altérre, hogy m logikai qubit van bekdédolva a kdédunkba:

m=mn—k. (6)

Tlyenkor mindig tudunk taldlni m darab logikai X~ és ZL operdtort, amik
teljesitik a kovetkez6 kommutacios relacidkat:

(X[ 27y =0 [X[.Z{=0 j#k (7)

amennyiben talaltunk m darab kodolt logikai operdtort

XL XE . XEZLZL . ZE meggybzédhetiink arrél, hogy a kédolt logi-
kai operatorok és a stabilizatorok szorzatai is megfelel6 logikai operatorként
hatnak a logikai altéren,

SXPlon) = Xflon)  SZflr) = Zlvr) VS €S, (8)
A kvantumos hibajavité kodokat 3 paraméterrel tudjuk jellemezni, a fi-
zikai qubitek n szamaval, a logikai qubitek m szaméval és az tigynevezett d
kodtavolsdggal. Az utolsé mennyiség azt méri, hogy hany qubiten hat a legke-
vesebb qubiten hato logikai operator, azaz a legkisebb sulyt logikai operator
stlya,
d=min|SL| SeS, Le{XFZ"}. (9)
5,1

A koédtavolsag hivatott mérni a kéd méreteit, késébb latni fogjuk, hogy ez a

hibajavitas szempontjabodl fontos mennyiség.

2.2. Kvantumos hibajavitas

A stabilizatorformalizmus lehetOséget ad a hibdk egy tipusdnak kezelésére,
ezek a Pauli-hibak. Ebben a hibamodellben minden olyan Pauli-operatort hi-
banak tekintiink, ami legalabb 1 stabilizatorral antikommutél, az ilyen Pauli-
operatorokat E-vel jeloljiik.

SElyL) = —Elyy)  3S€S. (10)

Ezek a hiba-operatorok jol reprezentaljak a kvantumbitek lokalis meghi-
basodasat, azaz azt az esetet, amikor a qubiteken egy bizonyos val6szinii-
séggel Pauli-hibdk torténhetnek. Természetesen ezek is vezethetnek olyan
Pauli-operatorokhoz, amik nem lesznek hiba-operatorok, de ennek a valdszi-
niisége kicsi, ezek mar nem lesznek lokalis hibak.



A hiba-operatorok kicsit jobban megvilagitjak a stabilizatorok jelento-
ségét hiszen, ha ismételten megmérjiikk a stabilizatorok generatorait, akkor
tudjuk detektalni a hibakat anélkiil, hogy a mérésekkel logikai altérbe kddolt
kvantuminforméciét bantanank.

A stabilizatorgeneratorok mért értékeinek tarolasahoz be kell vezetniink
egy nagyon fontos mennyiséget ez a szindroma s = {s;}. Itt a szindréma j-
edik tagja s; megegyezik az j-edik stabilizatorgenerator g; mért értékével. A
kvantumos hibajavité kodok hibajavité mechanizmusa a kévetkezo fazisokra
bonthato:

o Torténik valamilyen hiba Ea kédban, de ezt a hibat mi nem ismerjiik.

o Megmérjiik a stabilizatorgeneratorokat és mért értékekbdl felépitjiik a
szindromat, s-t.

o s szindromabol generalunk egy C, korrekcios operatort, amely jo eset-
ben kijavitja a kezdeti F hibat.

Az egész hibajavité mechanizmus legfontosabb kérdése, hogy az ismert
szindromabdl, hogyan tudunk olyan korrekciés operatort generdlni, amelyik
kijavitja a kédon tortént hibat. A késObbiekben részletesen targyalok egy
algoritmust (2.5), amelyik megoldja ezt a problémat, de addig meg kell elé-
gedniink a korrekciés operator egy absztrakt definiciéjaval. Minden olyan
Pauli-operator megfelel6 korrekciés operator, amelyik a kod hibéas allapotat
visszaviszi a logikai altérbe, azaz

CLE|yr) € £. (11)

Ez a kritérium 2 médon teljesiilhet, a C,E operdtor vagy egy stabilizator,
vagy egy logikai operdator. Abban az esetben, ha stabilizatorra javitottuk a
hiba hatasat a hibajavitas sikeres, azonban ha logikai operatorra javitottuk
a hiba hatasat, akkor egy logikai hiba tortént, és a hibajavitas sikertelen.

Azt a folyamatot, amiben a szindromabdl korrekcids operatort generalunk
dekodolasnak, az algoritmust pedig, ami a dekddolast végzi, dekodolonak hiv-
juk.

2.3. Feliileti kod

Most, hogy méar megismerkedtiink a kvantumos hibajavité kodok targyalas-
hoz sziitkséges stabilizatorformalizmussal a kévetkezdkben egy konkrét kodot
fogunk megnézni, ez a feliileti kéd (Surface code) [8,11,18]. A feliileti kod
egy nagyon fontos példa, hiszen a dolgozat késébbi részében ennek a kod-
nak a tulajdonsagait fogjuk behatéan tanulméanyozni, mésrészt ez az egyik

7



olyan kéd, amiben nagy potencialt latnak a kutatok a kvantumszamitégépek
tényleges hibajavitdsara [22].

A felilleti kédban egy négyzetrics racspontjaiban d? fizikai qubit he-
lyezkedik el. A kdédban kétféle stabilizatorgeneratort definidlhatunk: az X-
stabilizatorokat, melyeket A-val jelolok, és a Z-stabilizatorokat, melyeket
B-vel. (A tovdbbiakban ezeket egyszerlien stabilizatoroknak fogom nevezni,
azonban ezek csak a stabilizatorcsoport generatorai.) Ezek a stabilizatorok
a négyzetracs lapjain helyezkednek el felvaltva, beleértve bizonyos "éllapokat

1S .

* Fizikai qubitek

. X-stabilizdtorok Iflf = H X;
icdf

Z-stabilizatorok Bf = H Z;
icdf

1. abra. Példa a feliileti kodokra: Az 5-6s kodtavolsagu feliileti kod, a fekete
pontok a fizikai qubitek, a piros és kék lapok a stabilizatorok, beleértve bi-
zonyos éllapokat is.

Az X- és Z-stabilizatorok pontos kifejezése az f lapon a kovetkezdképpen
irhatoé fel:

Ar=T1X% Br=1][ %, (12)
icdf i€df

ahol a Jf az f lap cstcsainak halmazat jeloli. A stabilizatorokra gondolha-
tunk gy, mint X- és Z-paritas operatorokra a megfelel6 lapok cstcsaiban
1év6 qubiteken. A négyzetracs kiils6 hatarolé élei mentén elhelyezett éllapok
csucsain csak 2 qubit helyezkedik el ezen feliil fontos, hogy nem minden él-
lap felel meg stabilizatornak, lent és fent csak X-stabilizatorok, bal és jobb
oldalon pedig csak Z-stabilizatorok helyezkednek el.

Ezzel a kiosztassal a stabilizatorok paronként kommutéalnak, hiszen a kii-
lonbo6z6 tipusu stabilizatorok vagy 0, vagy 2 qubiten osztoznak. Egy d kdd-
tavolsagi kédban ezzel a kiosztdssal d?> — 1 stabilizator és d? fizikai qubit
helyezkedik el, igy a bekddolt logikai qubitek szama 1.



A kovetkezo 1épés, hogy megtalaljuk a logikai qubithez tartozé kédolt lo-
gikai X- és Z-operatorokat. Barmely, X-operatorokbdl allo, egyenes X-vonal,
amely 0sszekoti a kdd aljat a tetejével nyilvanvaléan kommutal minden Z-
stabilizatorral a kod belsejében, hiszen vagy 0, vagy 2 qubiten osztoznak.
Kommutéciés problémak egyediil a vonal végein léphetnek fel, azonban a
kod felépitésébdl adoddan a Z-stabilizatorok hianyoznak az also és a felso él-
lapokon, igy kéd aljat és tetejét osszekotd X-vonalak megfelel6 kodolt logikai
X-operatorok. Hasonl6 tuton eljuthatunk a kédolt logikai Z-operatorokhoz
is, ezek a kod bal és jobb oldalat 6sszekoto egyenes 7Z vonalak. Praktikus
okokbdl a kéd bal oldalat és a tetejét valasztjuk kédolt logikai operatornak,
de mas valasztasok is jok lennének.

A

Xt=11 X, Z*= 1] 2. (13)

XL

ZL

2. abra. A felilleti kod kédolt logikal operdtorai. XL (narancs) egy X-vonal
a kod bal oldalan, Z% (lila) pedig egy Z-vonal a kdd tetején.

A dolgozatban a felileti kédot végig csak egy kvantumos memoriaként
targyalom, azaz egy olyan protokollként, ami a kédolt kvantuminformaciot
eltarolja és megvédi a kiils6 zajoktol. Valéjaban egy kvantumos memorianal
sokkal tobbre van sziikségiink, hogy elérjiik a hibat{iré univerzalis kvantum-
szamitast [3]. Megmutathatd, hogy feliileti kéd tigyes tritkkok [6,16] segitsé-
gével képes erre, de ennek részletes targyaldsa tulmutat a dolgozat keretein.

2.4. A feliileti k6d kvantumos logikai aramkori megva-
lositasa

A feliileti kod fizikai realizacidja elsé ranézésre igen nehéz feladatnak tiinik,

hiszen a stabilizatorok méréséhez tobb-qubites méréseket kell kivitelezniink.



A standard eljaras ilyenkor az ancilla qubitek alkalmazasa, ezek a segédqubi-
tek valamilyen alapallapotban vannak inicializdlva, majd tigyes 6sszefondsok-
kal elérhetjiik, hogy a tobb-qubites mérések egy az ancillan végzett mérésre
redukalodjanak.

(n)=)(=]

Léa

Sl T

3. dbra. A feliileti kéd az ancilla qubitekkel (fehér pontok) egyiitt. A sta-
bilizator mérés aramkorei a kiilonbozo fajta stabilizatorokhoz, Z-stabilizator
mérés esetén az ancilla qubitek |0) allapotban vannak inicializdlva, majd
osszefonva a lap sarkain talalhaté adat qubitekkel CNOT kapuk segitségével
és végiil ezek lesznek kimérve. Az X-stabilizatorok esetén az aramkor ugyan-
ez Hadamard bazisban. Ertelemszerfien az éllapokon 16v6 stabilizatoroknal
az aramkor csak 2 adatqubitet és 1 ancillat érint.

=3

[=~=)(=]

Ilyen modon stabilizator mérések visszavezethetéek az ancilla qubitek
megmérésére. Minden ilyen mérés utdan az ancilla qubitet djra inicializal-
ni kell a |0) allapotba és a mérés kezdSdhet eldlrol.

2.5. A minimalis silyt kapcsolédasok elvén miik6dé (MWPM)
dekédold

A kovetkezokben egy dekodold eljarassal fogunk behatdan foglalkozni, ez a
minimdlis silyt kapcsoléddsok elvén miikods dekédold (Minimum Weight
Perfect Matching decoder), a tovdbbiakban MWPM dekddolé [10]. A hi-
bajavitas soran a valamilyen E Pauli-hiba torténik a feliileti kodban és ezt
detektaljuk a stabilizatorok mérésével, a mérési eredményeket pedig s szind-
roméaban taroljuk. Mivel a szindrémak nem tartoznak egyértelmiien egy hi-
bahoz ezért a detektalas sem egyértelmi . Ilyenkor logikus eljaras lehet azt a
legvaldsziniibb hiba osztalyt megkeresni, ami az adott szindromat okozza, itt
azonos hibaosztalyba tartoznak azok a hibak, amelyeket ugyanaz a korrekciés
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operator ki tud javitani, azaz egy hibaosztalyon beliili hibadk szorzatai sta-
bilizatorok lesznek. Ilyenkor az adott szindromahoz tatrtozé legvaldsziniibb
hibaosztalyt kell megkeresni és egy olyan korrekcids operatort valasztani, ami
kijavitja a hibaosztalyba es6 hibakat (Maximum likelihood decoder) [8]. Saj-
nos ez az optimalis eljards exponencialisan skalazodik a qubitek szamaval,
igy ez a dekodolas nagy méreteknél mar nem hasznalhaté. A nagy méreti
kédokhoz egy masik, nem optimalis, de jol miikodo eljarast kell valasztanunk.

A mért szindréomat ugy is felfoghatjuk, mint 6sszeparositatlan pontok a
feliileti kod lapjain ott, ahol a stabilizator mérési eredménye —1 lett, tehat
ha ezeket a pontokat Osszepdarositjuk (az azonos tipusu stabilizatorokat egy-
maéssal), akkor vissza fogunk térni a logikai altérbe, hiszen az Gsszeparositd
operator biztosan pontosan azokkal a stabilizatorokkal fog antikommutalni,
amelyeket —1-nek mértiink. Az Osszeparosité operator megvalasztasanal azt
az operatort kell valasztanunk, ami a legnagyobb valdszintiséggel egyezik meg
a kédban tortént £ hibaval. (Fontos, hogy itt mar nem hibaosztalyokrdl van
sz0, hiszen azok kezelése nagyon koltséges.) Az ilyen Osszepéarosité operatort
ugy tudjuk megtalalni, hogy az egyes qubiteket stulyozzuk az ott eléforduld
hiba val6szintisége alapjan. (Ezt altalanos egyqubites hibavaldsziniiségeknél
is meg lehet tenni, de most csak az az eset érdekes, amikor a hiba valdszi-
niisége minden qubiten egyforma, ilyenkor a stlyok azonosak.) A megfelel§
korrekcios operator ilyenkor a legkisebb silyt Osszeparosité operator lesz.
Ezt a korrekcids operatort talalja meg az MWPM dekddolo.

Nézziik meg a dekddold miikodését egy konkrét példan keresztiil is.

Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy csak Z-hibdk torténtek a
kédban, hiszen az X-hibakat az algoritmus ugyanolyan modon, a Z-hibaktol
teljesen fliggetleniil detektalja és javitja. Néhany qubit elszenvedett egy Z-
flippet, és ez a hiba operator antikommutal bizonyos X-stabilizatorokkal,
ezeket —1-nek mérjitk, majd a mérési eredményekbdl felépitjiik a szindrémat.
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4. abra. A hibadetektalds. A piros pontok és vonalak reprezentaljak a Z-
hibdkat 3 qubiten, a sziirke lapok azokat a stabilizatorokat jelolik, amikkel
antikommutdl a hiba, azaz ahol —1-et mériink. Az utolsé képen a szindroma
lathat, valdéjaban csak ezt ismerjiik.

Az MWPM dekédoldé pontosan ezeket a sziirke lapokat probalja meg
Osszekotni a legkisebb sulyt Z vonallal. Az algoritmus miikodése szempont-
jabol fontos még, hogy a kod bal és jobb széle is igy miikodik, mint a sziirke
lapok, tehat ezeket nem csak Osszeparositani, hanem a szélre "kihtizni" is le-
het, ez a kod hatarfeltételeib6l adddik. (X-hibék esetén értelemszeriien az
alsé és fels6 hatér jatszik ilyen szerepet.) Osszefoglalva tehdt az algoritmus
eltarolja a sziirke lapok pontos helyét és kiszamolja azt a legrévidebb utat,
ami 6sszekoti ket (beleértve a szélre kihuzast is).

5. dbra. Az MWPM algoritmus alapjan szamolt korrekcids operator (zold)
és a korrekciés operator hiba (piros) szorzat. Ez utébbi kommutdl az dsszes
stabilizatorral, sOt maga is egy Z-stabilizator.

Abban az esetben, ha a hiba til sok qubitet érint, lehetséges, hogy a

dekddolas sikertelen lesz, ilyenkor a korrekcidés operator és a hiba szorzata
egy logikai Z-operatorként fog hatni a kodon.
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6. dbra. Sikertelen dekodolds. A hiba (piros) és a korrekci6 (zold) szorzata
egy logikai Z hibahoz vezet.

Osszefoglalhatjuk a dekédold sikerességét sokkal formalisabb keretek ko-
zOtt is, tehat van valamilyen Z-hibank E, megmérjiik a stabilizatorokat és
felépitjitk a szindrémat s-t, majd az MWPM dekddoloval meghatarozzuk a
korrekeids operdtort C-t. Amennyiben a dekédolas sikeres volt a kod végsé
allapota meg fog egyezni a kezdeti allapotaval, azaz

ésE’¢L> = WL>a (14)

Abban az esetben, ha a dekddolas sikertelen a végsé allapot elszenved egy
logikai Z-hibat:

C.Elyr) = Z"|yr). (15)

2.6. Hibas szindrémak dekddolasa

A Pauli-hibdkon kiviil a felileti kodban fellépé mérési hibdkat is kezelniink
kell valahogyan. Szerencsére ezt meg tudjuk tenni, vezessiik be a kiolvasdsi
hibdkat (ezeket fenomenolégikus hibaknak is szoktdk nevezni [21], és megfel-
tethetéek az ancilla qubiteken torténé Pauli-hibdknak), amiket a kévetkezé-
képpen definidlhatunk. Tegytik fel, hogy van egy tokéletes szindromank ami
tarolja a tényleges mérési eredményeket, azonban amikor ezt megprobaljuk
kiolvasni bizonyos mért értékek megvaltoznak, +1-r6l —1-re és forditva. A
dekodolé algoritmushoz mar csak ez a hibas szindroma jut el.
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7. abra. Tokéletes szindroma (bal) és hibas szindréma (jobb). A kék kérok
jelolik azokat a lapokat, ahol kiolvasasi hibak torténtek, azaz ahol a mérési
eredmény megvaltozott.

Hibas mérések esetén a megfeleld dekdédolashoz tobbkoros méréseket kell
végezniink, hogy meg tudjuk kiilénboztetni a mérési hibakat a valédi hibak-
tol. A legoptimalisabb eljaras soran d mérési kor eredményeibdl felépithetiink
egy 3D-s szindroma grafot, ami alapjan egy a mérési hibakat is figyelembe
vevo korrekcios operatort tudunk eléallitani.

A 3D-s szindroma grafban a stabilizator mérési eredmények idébeli val-
tozasat taroljuk el a 3D-s téridében. Ebben a képben gondolhatunk tgy a
kiolvasasi hibakra, mint az idében tortént hibakra, a valédi hibakra pedig
ugy, mint térben torténo hibakra. A megfelelé korrekciéhoz csak ossze kell
parositanunk a stabilizator mérési eredmények idébeli valtozasat jelolo pon-
tokat 3D-ben, az MWPM algoritmus segitségével (a megfelel$ hatarfeltételek
figyelembevételével).
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8. dbra. A 3-mas kdédtavolsagu feliileti kod dekddolasa. Az elsé képen a
kod felett 1évé pontok reprezentaljak a mért stabilizatorértékeket, a sziirke
pontok: -1, fehér pontok: +1. A masodik képen a 3D-s szindroma graf
lathato, itt a piros korok jelolik a stabilizator mérések eredményeinek idébeli
valtozasat, magyarul, azt a pontot, ahol mast mértiink, mint az el6z6 korben.
Végil a dekddolt szindroma gréafot lathatjuk a korrekciés operatorral (piros),
a térbeli korrekciok Pauli- (jelen példdban Z) operatorokat jelolnek, az idébeli
korrekcié pedig csak azt jeloli, hogy a dekddolo szerint egy mérési hiba tortént
ott, igy figyelmen kiviil lehet hagyni.

Egy formalisabb nyelven megfogalmazva d kor stabilizator mérés miatt d
kérben torténhetnek hibdk a kédban Ey,Es,....E,, ezek d darab hibéas szind-
rémahoz fognak vezetni s},s),...,s,. Ezekbél a hibas szindrémakbdl fel tudjuk
épiteni a 3D-s szindréoma grafot és az MWPM algoritmus segitségével kisza-
molhatjuk az ehhez tartozé korrekcids operatort C’ﬁ/—t, ahol s’-ben taroljuk
mind a d darab hibas szindromat, igy a végallapot a kovetkezd lesz:

CyEy,Eq ... Fy|y). (16)

Ez a végéallapot sajnalatos médon nem mindig lesz a logikai altérben és ez
nem jo hir. Kiilonb6z6 megkozelitések 1éteznek a dekddolés josaganak megha-
tarozésara ebben az esetben [8,25], az egyik legegyszertibb, ha azt képzeljiik,
hogy az utols6 mérési kor mentes a mérési kiolvasasi hibaktol, ilyenkor a
korrekcid biztosan visszavisz a logikai altérbe.

2.7. Hibakiiszob

Korabban lathattuk, hogy a feliileti kod képes kijavitani a hibak egy részét,
azonban léteznek olyan hibak is, amelyek logikai hibat okoznak a feliileti
kédban a hibajavitasi procedura utan. A feliileti kod akkor hasznos, ha a
kod méretének novelésével tudjuk csokkenteni a logikai hibdk eléfordulasa-
nak valoszintiségét. Ezt a viselkedést a legegyszeriibb hibamodell segitségével
fogjuk megvizsgalni. Itt minden egyes qubiten torténhet egy fajta Pauli-hiba
(vagy Z vagy X) valamilyen p fizikai hiba valészintiséggel. Az MWPM deko-
dol6 hatékonysaganak kvantifikaldsahoz sziikségiink van egy 1j mennyiségre,
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a logikai hiba valészintiségre Pp, ez azt mutatja, hogy adott fizikai hiba va-
16szintiségnél mekkora az esélye annak, hogy logikai hibat okoz a dekddolas.
A probléma teljes targyaldsdhoz meg kell talalnunk a Pp(p,d) fiiggvényt, hi-
szen Pj kodtavolsagtol valo figgése az érdekes szamunkra. A Pauli-hibak
klasszikus viselkedése miatt a hibajavitas hatékonyan szimulalhato, igy nu-
merikusan meghatarozhatjuk a Pp(p,d) fiiggvényt.
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9. abra. A logikai hibarata a fizikai hibarata fiiggvényében, kiillonbozé kod-
tavolsdgok (d) esetén. A pontok: szimuldciés eredmények, melyeket 50.000
kor alapjan lett meghatarozva. A szimulaciokat Oscar Higgott MWPM imp-
lementeci6javal végeztem, a PyMatching-gel [15]. A folytonos vonalak egy
tigyes illesztési eljarassal [27] kapott gorbék.

Az 4bran (9) lathatjuk a felileti kéd egyik legérdekesebb tulajdonsagat,
méghozza azt, hogy kis fizikai hibarataknal megéri novelni a kod méreteit,
egyre kisebb a logikai hibarata, ahogyan d né. Azonban van egy kritikus
fizikai hibarata, ahol ez a trend megfordul és mar nem éri meg felskalazni a
koédot, ezt a kritikus értéket hivjak hibakiiszdbnek.

A hibakiiszobot (az illesztés hibajaval egytitt) erre a hibamodellre nume-
rikusan meghataroztam:

P = 10.17% £ 0.04% (17)
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A hibakiiszob meghatarozasahoz egy okos illesztési eljarast alkalmaztam [27].
Megmutathato, hogy a fizikai hibarata és a kodtavolsdg egy paraméterbe
gyurhaté Ossze, és a logikai hibarata mar csak ettél a paramétertol fog fiig-
geni. Az illesztés sordn ezt a fiiggvényt méasodfokban kozelitettem, de ennek
pontos bemutatasa tulmutat a dolgozat keretein.

Hasonlé viselkedést tapasztalhatunk akkor, ha a kiolvasasi hibakat is meg-
engedjik a szimuladcidkban. Ebben a hibamodellben egy tipust Pauli-hiba
torténhet p valoszintiséggel és az egyszertiség kedvéért a kiolvasasi hiba valo-

szintiségének is ugyanezt a p értéket valasztottam, ahogy ez az irodalomban
is elterjedt.
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10. dbra. A logikai hibarata a fizikai hibarata p fliggvényében. Pontok:
szimulacios eredmények, melyeket a PyMatching segitségével végeztem el.
Minden pont 50.000 kor alapjan lett meghatarozva, ahol egy koérben a de-
koédold egy d x d x d méretii 3D-s szindréoma grafot dekodolt. A folytonos
vonalak az illesztett gorbék.

Itt is meghataroztam a hibakiiszobot, ami egy jelentésen alacsonyabb
érték, mint amikor tokéletes méréseket feltételeziink.

pen = 2.85 +0.01% (18)
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Az itt ismertetett hibakiiszobok értékeit mar tobben is meghataroztak
[23,27], ezek az értékek j6 egyezést mutatnak az altalam meghatarozott ér-
tékekkel. (A kis kiillonbségek abbdl adodhatnak, hogy a feliileti kodot kiilon-
boz6 hatarfeltételekkel és stabilizator kiosztasokkal is lehet definidlni, ezek a
véges méretek esetén apré kilonbségeket okozhatnak.)

3. Koherens hibak

A Pauli-hibak konnyen kezelhetéek a stabilizatorformalizmus keretei kozott,
és igy szimulalasuk is hatékonyan megvalésithato, azonban a valosagban elo-
fordulé hibak jéval bonyolultabbak, mint a Pauli-zaj. Az altalanosan eléfor-
dul6 hibak szimuldlasat nem lehet hatékonyan elvégezni, ha el lehetne nem
lenne értelme kvantumszamitogépet épiteni.

Ebben a fejezetben egy nagyon specifikus és potencialisan veszélyes hiba-
modellt fogunk megvizsgalni, ez a koherens hibdk modellje. Azt is megvizs-
galjuk, hogyan lehet ezt a hibamodellt 0sszeegyeztetni a kiolvasasi hibakkal.

3.1. Kvantumos hibacsatornak

El6szor is vezessiink be egy par mennyiséget, amik nagyon hasznosak lesznek
a hibak lefrdsdban. A kvantumos hibacsatorndk [20] olyan folyamatokat rep-
rezentalnak, amiben a rendszer stirliségoperatora valamilyen valtozason megy
keresztiil. Legaltalanosabban a kovetkezoképpen irhatjuk fel a folyamatot:

e(p) = Y Kpk]. (19)
J

Itt a K ; Kraus-operdtorok kielégitik a kovetkezo feltételt:

S KIK; =1. (20)
J

Az olyan tobbqubites rendszereknél, amilyen a feliileti kod is, nagyon sokféle
hibacsatornat tudunk elképzelni, azonban a tovabbiakban csak az egyqubites
hibacsatornak kompozicidéjaként el6allé hibakkal fogunk foglalkozni. Ezzel a
megszoritassal kizarjuk a hibdk egy széles csaladjat, a korrelalt hibakat, amik

bizonyos esetekben elég fontosak és egyéaltalan nem elhanyagolhatdak [19].

£ =€10E90...08,, (21)

itt €; az n-qubites rendszer j-edik qubitjén haté hibacsatorna.
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Nézziink meg egy fontos, mar jél ismert példat, a véletlenszerti Pauli-
hibakat. Az egyqubites hibacsatornak a kovetkezo alakban irhatoak ilyenkor:

e(p) = pop + PaXpX + . ZpZ + p,Y pY (22)
ahol a (20)-as egyenletbdl tudjuk, hogy:

po+p:+p.+p, =1 (23)

A hibacsatornat leir6 absztrakt kifejezés mogott egy nagyon egyszerii kép
buijik meg. Véletlenszerii Pauli-hibak torténhetnek az adott qubiten, X hiba
Dz, Y py és Z p, valoszintiségekkel. Annak a val6szintisége, hogy nem torténik
hiba pq.

Késébb latni fogjuk, hogy bizonyos esetekben nagyon hasznos lehet a
hibacsatornakat Pauli hibacsatornakkal kozeliteni, ezért bevezetjik a Pauli-
podrés kozelitést (Pauli twirling approximation) [9]. Egy egyqubites hibacsa-
torna Pauli-podort verzidjanak definicidja a kovetkezo:

1 ~ A Al A
cunlp) =5 X Pe(PP)P. (24)
Pe{l, XY, 2}

A definicié mogott megbuvéd gondolat nagyon egyszerii, pusztan annyit csi-
nalunk, hogy a (19)-es egyenletben definidlt Kraus-operatorokat kifejtjiik a
Pauli-bazisban, igy a hibacsatorna kifejezésében lesznek "kevert tagok", ahol
a stiriség matrix bal és jobb oldalan nem ugyanaz az operator all. A Pauli-
podrés kozelitésben ezeket a tagokat elhagyjuk.

A kvantuminformacio-elmélet egyik fontos kérdése, hogyan tudjuk szam-
szerlsiteni a kiillonbozé kvantumallapotok hasonlosagat. Két allapot tavol-
sdgara bevezethetjilk a hiiség (fidelity) fogalmat,

F(p.o) = (Tm/\ﬁ&\@g. (25)

Abban az esetben ha nem két allapot tavolsdgat szeretnénk szadmszertisite-
ni, hanem egy kvantumos hibacsatornat (leképezést) szeretnénk jellemezni,
érdemes a legrosszabb esetet figyelembe venniink, azaz minimalizalnunk a
leképezés elotti és utani allapotok hiiségét az Osszes allapotra. Praktikus
okokbdél nem a hiiség minimat, hanem a hiitlenséget (infidelity) maximumat
vezetem be, ezt a tovabbiakban Pr logikai hibardtinak fogom nevezni,

Py(e) = max(1 - F(p.e(7)). (26)

p
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A masik fontos mérték, ami két kvantuméllapot hasonlésdgat hivatott mérni
a trace-norma (trace distance), ennek definicidja a kovetkezo:

1= ol = Te(( = )15 ). 1)

Itt is megtehetjik, hogy két allapot helyett egy kvantumos hibacsatorna
jellemzésére optimalizaljuk ezt a mértéket, azonban itt a konvencid szerint
nem csak egyszerli maximalizdlast szokas bevezetni a lehetséges allapotokra,
hanem egy nagyobb térre valé kiterjesztés is. Ennek, akkor van jelentosége,
ha az n qubites rendszeriink 6ssze van fondédva a kornyezetével, ilyenkor egy
2n qubites rendszerré torténo kiterjesztés, azaz n ancilla qubit bevezetése
segithet a rendszer kezelésében. Ezt a mértéket gyémant normanak (diamond
norm) szokds nevezni,

llello = max|{(e ®1)(7) — (L@ L)(A)]]r- (28)

A két kiillonb6z6 mérték méas-mas aspektusbol kozeliti meg a kvantumos hi-
bacsatornak "josagat"', késobb latni fogjuk, hogy a feliileti kodban el6forduld
koherens hibak esetén ez a kiilonbség szembeotlo lesz.

3.2. Altaldnos hibak a feliileti k6dban

A Pauli-hibak targyalasanal nagy konnyités volt szamunkra, hogy a stabi-
lizator mérések nem befolyasoltak a feliileti kod allapotat, hiszen minden
elképzelheté Pauli-hiba az egyes stabilizatorok valamilyen sajatallapotaba
viszi a kédot. Altaldnos egyqubites hibék esetén ez a tulajdonsig méar nem
lesz igaz, igy a stabilizatormérések visszahatasat is figyelembe kell venniink.

Vezessiik be az altalanos stabilizatorokat, ha a lapokon fl, b lapokon pedig
B stabilizator helyezkedik el

S’f:zzlf f€a ngéf feb. (29)
Ezek utan be tudjuk vezetni az s szindromahoz tartozé projektort,
N 1 N
I, =T[5 (1 +s¢5p), (30)
vy 2

ahol s; az s szindréméban tarolt mérési eredménye S r-nek (értéke £1). Ezen
projektorok segitségével mar konnyen felirhatjuk a felileti kod strtiségope-
ratorat a hibajavité procedira utan, ahol s szindrémat mértiink, tetszoleges
¢ hibacsatorna esetén.
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1 A=~ PN
ps = ——C ILe(p))IC,, (31)
b p(s) -
itt a kod kezdetben p{ logikai dllapotban van. p(s) annak a valészinfisége,
hogy s szindromat mértiink a stabilizatorok mérésénél,

p(s) = Tr(M,e(4Y)). (32)

A hibék jellemzése szempontjabdl a mért szindromak nem fontosak, ezért
vezessilk be a logikai hibacsatorna fogalmat, amiben a kiilonb6z6 szindro-
makhoz tartozo kezdoallapot végallapot atlagolva vannak a szindrémak va-
l16szintiségével sulyozva.

er(py) = VZP(S)/?SL. (33)

3.3. Koherens forgatasok

A koherens hiba alatt azt értjik, amikor minden egyes qubiten valamilyen
szisztematikus unitér miivelet megy végbe, de ez qubitenként eltéro is lehet.
Az egyqubites unitér miiveletet forgatasnak is nevezhetjiik, az egyqubites
hibacsatorna altalanos alakja a kovetkezo:

€q0h(ﬁ) = Ujﬁﬁ; ﬁjU] = fj. (34)

J

A teljes kodon értelmezett hibacsatorna pedig értelemszertien az egyqubites
hibacsatornak kompozicidja.
g = g8 ol o . o g®h, (35)
Egy qubiten torténd koherens hiba elsé ranézésre nem tiinik veszélyesnek a
feliileti kod szempontjabol hiszen, ha a forgatas kicsi akkor a stabilizatormé-
rések soran a meghibasodott qubit nagy valoszintiséggel visszavetitodik a hiba
elotti allapotaba, és egy kis valoszintiséggel bevetitodik egy Pauli-hibaval le-
irhat6 allapotba. A koherens hibak nagy veszélye abban rejlik, hogy az 0sszes
qubit ugyanabba az irdnyba forog, raadasul minden egyes kérben ugyanuigy.
A feliileti kodban fellépé koherens hibakat mar tobben vizsgaltak, pusz-
kozelité eljardsokkal [7,14] és egy okos szimulécids eljardssal, ami hatékonyan
alkalmazhat6 nagy kédokra is [5,26]. A munkdm soran én is ezt az utébbi
szimulacios moédszert alkalmaztam, azonban itt a hatékonysag komoly meg-
szoritasokkal jar, igy csak olyan koherens hibakat tudunk vizsgalni, amik
a Z-tengely koriili forgatasoknak felelnek meg. (Ez az X-tengely is lehet a
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lényeg, hogy vagy az egyik, vagy a masik.) Ilyenkor az egyes qubitek hiba-
csatornaja a kovetkezo:

ej(p) = €% pe %, (36)

itt a 0; fizikai forgatdsi szogek éltaldnos esetben minden qubiten kiilonbozhet-
nek, a szimulaciés modszer megengedi ezt és ki is haszndlja, ezért a leirasban
inhomogén 0; eloszlast is megengediink. Val6jdban viszont csak azt az ese-
tet vizsgaljuk, amikor fizikai forgatasi szogek minden qubiten azonosak. A
kiillonb6zo forgatasi szogek okozta hibak altaldnos leirdsa még egy feltérké-
pezetlen, nyitott probléma.

A Z-tengely koriili koherens forgatésok okozta hiba operatora a kévetkezd
alakban irhato fel:

coh ﬁ Z (37)

A feliileti kod s mért szindroméhoz tartozé végallapota a kévetkezoképpen
all elé:

|¢SL> = ésHs coh’wL> (38)
p(s)
ahol s szindréma mérésének valdszintisége:
p(s) = (W2 Bl Il Eeon |97). (39)

A |¢3) végallapotnak tobb meglepé és nagyon fontos tulajdonsdga van. Egy-
részt p(s) fliggetlen a kiinduld %) logikai dllapottél, mésrészt a végallapot
mindig felirthato a kezdeti allapot egy Z-tengely koriili elforgatasaként, azaz:

|05 = %7 ). (40)

Itt a 6, logikai forgatasi szog szintén fiiggetlen a kiinduld allapottol, csak a
mért szindréma fliggvénye. (Az allitdsok bizonyitdsa kicsit hosszadalmas, de
megtaldlhaté Bravyiék cikkének fiiggelékében [5].)

A végéllapotra vonatkozé kézponti allitasok (40) felhasznalasaval kifejez-
hetjiik a koherens Z-forgatasokat leird logikai hibacsatornat jellemzd, mar
korabban bevezetett (25,28) mennyiségeket. A logikai hibaratéra és a gyé-
mant normara a kévetkezo kifejezéseket kapjuk:

£ Zp sin? €5 | = QZp | sin(6 (41)
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3.4. Kiolvasasi hibak és koherens forgatasok

A felileti kédban a koherens hibak mellett a mar korabban bevzetett (2.6)
kiolvasasi hibdk is megjelenhetnek, ilyenkor a hibajavitast jellemz6 logikai
hibacsatorna leirasa kicsit koriilményesebb. A koherens Z-forgatasok okozta
hibak viselkedését tokéletes kiolvasasok melett, mar alaposan feltérképezték
[5,26]. Az éaltalam vizsgélt hibamodellben azonban a koherens hibak mellett
kiolvasasi hibak is megjelenhetnek a feliileti kodban, igy ebben a fejezetben
ezek leirasat tekintem at.

A hibajavitas soran d stabilizator mérési kor adataibdl felépitett harom
dimenziés szindréoma grafot kell dekédolnunk, ezért egy teljes hibajavité kor-
ben d korben torténhet hiba és d stabilizatormérés torténik. Minden egyes
stabilizatormérési korben s? tokéketes szindromat mérjiik, azonban nem ezt
olvassuk ki, (a j-edik kérben mért s’ szindrémdban térolt k-adik stabilizator-
mérés eredménye si) A kéd hibajavitas elotti allapota a kovetkezo alakba
irhato:

1 ~ .~ A A A oA
’we§7‘1"> = 7()l_Isd-E(:ohl_Is‘i*lEccoh-‘-l_ls1 Ecoh|2/}([)/>7 (42)
VPLs

ahol p(s) annak a valdsziniisége, hogy mért tokéletes szindréma az j-edik
kérben s7.

p(s) = OB T Bl s B T Eoon a1 Egop . XL Eon|90).  (43)

A szindréoma kiolvasasok kézben a stabilizator mérési eredmények p valdszi-
niiséggel megvaltoznak, igy kapjuk meg a kiolvasott hibas szindromdakat (s'),
majd ezekbdl felépitjik a 3D-s szindroma grafot és megadjuk a korrekcids
operatort az MWPM dekodolo segitségével (j§/. Ilyenkor az s tokéletes szind-
romékhoz és s’ hibas szindrémakhoz tartozé végallapot a kovetkezd alakban
irhato fel:

[¢2) = Cyl¥%,). (44)

Megmutathaté (lasd: fliggelék), hogy (44)-es kifejezést a kovetkezd alakban
lehet felirni:

659) = CuCuuc 2 [uf), )

itt 0*(s) forgatasi szog csak a tokéletes szindromak fiiggvénye, és Ca a d-edik
tokéletes szindromahoz tartozé korrekcids operator.
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A |¢=<') allapot nem feltétleniil lesz a logikai altéren, ezért feltételezziik,
hogy a d-edik szindréma mérést tokéletesen olvassuk ki,

st = ', (46)

Ilyenkor a Cg, C.a szorzat vagy az identités, vagy pedig egy logikai Z-operétor,
tehat a végso allapot a kovetkezd alakban &ll el6:

s,s' 052"
|07%) = e |Yh), (47)
ahol 0,(s,s’) logikai forgatasi szog a Clx korrekcids operatoron keresztiil fligg
a hibas szindromaktol.

O0p =0 <+ CoCultor) = |¥r)

T . A . 48
Oo=0"+5 < CyCulyr) = Z ). (48)

A hibamodell logikai hibacsatornajanak (£°h*™) jellemzésére szolgald
metrikak, a gyémant norma (28) és a logikai hibarata (26) a kovetkezéképpen
irhaté fel:

Pr(ef™™) =" p(s)p(s — 5') sin®(6y,)

Vs,s’

15" ™ Mlo =2 > p(s)p(s — )| sin(0L)].

Vs,s’

4. A szimulaciés modszer

A kovetkezo fejezetben egy latszolag, az eddigiektdl teljesen fliggetlen téma
targyalasaba kezdiink, fermionikus rendszereket fogunk vizsgalni. Ezen beliil
is specialis fermionikus allapotokkal, az tgynevezett tiszta Gaussi dllapo-
tokkal fogunk foglalkozni. Ezen specidlis dllapotok klasszikusan hatékonyan
szimulalhatok a Fermionikus Lindris Optika (FLO) [4,24] eszkoztaraval.

A fejezet masodik felében a feliileti kod fermionikus rendszerként vald
leirasarol lesz sz6 és arrdl, hogyan lehet a koherens Z-forgatdsok hatésat
tizsta Gaussi allapotokon keresztiil végigkdvetni, azaz hatékonyan szimuldlni
a koherens hibakat a feliileti kodban.

4.1. Tiszta GGaussi allapotok

Legyen egy N fermionbdl all6 rendszertink és vezessiik be a fermionikus kelté
at és eltiintetd @ operatorokat, melyek a kovetkezd antikommutacios relacié-
kat teljesitik:
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{asa;} =0 {a,a)} = o (50)
A rendszer Hilbert-terében felirhatunk egy bézist a betoltési szam reprezen-
tacioban:

In1,na,..nn) = (@)™ ...(ak)™|0) n; € {0,1}, (51)

ahol a |0) &llapot a fermionikus vakuum,

a;|0)y =0 Vi. (52)
A kelt6 és eltiinteté operatorok helyett térjink 4t a Majorana operatorokra,
melyeket a kovetkezé modon tudjuk definidlni:
égj = &j + &;F égj_l = Z(&J — CL;) j = 1,...,N. (53)
A Majorana operatorok kozponti szerepet jatszanak a FLO szimulacidkban,
ezen operatorok antikommutacios relacioi a kovetkezok:

{&j,6c} = 20j. (54)
Vizsgaljuk azokat a fermionikus rendszereket, amik egy kvadratikus Hamilton-
operatorral frhatéak le. (Itt most a Majorana operatorok szerinti kvadrati-
kussagot nézziik, de konnyen beldthatd, hogy ez ekvivalens a fermionikus
operatorok szerinti kvadratikussaggal.)

2N
H=1:Y Ajéer (55)
k=1
Ezen Hamilton-operatoron keresztiil tudjuk definialni a tiszta Gaussi alapo-
tokat, ugyanis minden olyan allapot tiszta Gaussi allapot, amelyik egy kvad-
ratikus Hamilton-operator alapallapota.

A Hamilton-operator hermitikussagabdl és az antikommutaciés relaciok-
bol (54) kovetkezik, hogy a Aj; mindig valaszthat6 egy valés antiszimmetri-
kus matrixnak. A Hamilton-operatort a kovetkezd alakban is felirhatjuk:

H=it"Ag¢, (56)

ahol ¢ a Majorana operatorokbdl felépitett 2N dimenzids vektor.
A val6s antiszimmetrikus métrixok, mint A mindig egy igynevezett blokk-
diagondlis alakra hozhatbak egy R valés ortogonalis forgatéssal.

RARTzé 0 an (57)
- ni [~ 0 7
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igy a Hamilton-operdtor a kovetkezd alakban &ll el6:

H=it"RTR ARR ¢, (58)

ahol az elforgatott Majorana vektor mar transzformalt Majorana operato-
rokbdl éptil fel:

¢ :éé: (6/176/27‘”76/2N)T‘ (59)

Ezeket az operatorokat is jogosan nevezhetjiik Majorana operatoroknak, hi-
szen teljesitik a megfelel6 antikommutacios relaciokat.

{260} = 201 (60)

A Gaussi allapotok, azaz a Hamilton-operator alapallapota ilyen médon a
i¢h, ¢, elforgatott Majorana parok sajatallapotai lesznek.

ity & |GS) =|GS)  n=12..N. (61)

A Gaussi allapotok azért lényegesek, mert teljesen karakterizalja Oket egy
2N x 2N-es matrix, az ugynevezett kovarianciamdtriz. Ebben a tulajdon-
sagban rejlik a hatékony szimulalhatosag kulcsa, hiszen ha a rendszertiink
Gaussi allapotokon keresztiil fejlodik, akkor nem kell a teljes allapotvektort
fejleszteniink, csak a kovarianciamatrixot. A kovarianciamétrix definicija a
kovetkezo:

M (1)) = (Plié;eeld) — idjp. (62)

Lathatjuk, hogy a kovarianciaméatrixot barmilyen |¢)) dllapotra lehet definidl-
ni, azonban a Gaussi allapotok kovariancia matrixa kiilonleges. Kénnyen be-
lathato, hogy a |G'S) Gaussi dllapothoz tartozé R matrix a kévetkezé blokk-
diagondlis alakba transzformélja a kovariancia matrixot:

r Afo -1
ruesyE -@ ) . (63)
Ez azt jelenti, hogy a Gaussi allapotok kovariancia matrixa ortogonélis lesz.
(Belathaté, hogy ez ekvivalensen jé definicidja a tiszta Gaussi allapotoknak
és ez egy konnyen ellenérizhetd tulajdonsag.)

Kordbban mar sz6 esett arrdl, hogy a tiszta Gaussi allapotokat tokélete-
sen karakterizdlja a kovariancia métrixuk, ezt fejezi ki Wick-tétele [24], ami
arra vonatkozik, hogy a tetszolegesen hosszii Majorana lancok varhato értéke

kifejezhetd a kovariancia matrix segitségével:

Z.p<GS‘éjléj2"'éjzp’GS> = Pf<M(‘GS>)jl,j27--~71'2p)' (64)
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Itt bal oldalon a kovarianciamatrix egy részmatrixanak Pfaff-polinomja
[13] jelenik meg, hogy ez pontosan mit jelent azt nem kivdnom részletezni,
hiszen a tételt, csak egy egyszerii esetre a 4 egység hosszii Majorana-lancokra
fogom alkalmazni.

4.2. Fermionikus Linearis Optika

A FLO szimulaciés modszer olyankor alkalmazhatd, ha egy rendszer a fejlo-
dése soran csak tiszta Gaussi dllapotokon megy keresztiil, ilyenkor elegend6 a
rendszer kovariancia matrixat fejleszteni, hiszen abban a minden informécié
benne van. Egy N fermionikus médust tartalmazé rendszer esetén O(N)
nagysagrendii fejlesztési 1épést O(N?) idé alatt tudunk szimuldlni.

Az FLO szimulacioknal vannak bizonyos megengedett 1épések, amelyek
egy Gaussi allapotot Gaussi allapotba visznek. A szimuldciék soran csak
ezeket a megengedett 1épéseket tudjuk végrehajtani, melyek a kovetkezodek:

1. Majorana parok &altal stabilizalt allapotok inicializalasa.
2. Kvadratikus Hamilton-operatorok altal indukalt idéfejlodés.

3. Majorana parok mérése.

A Majorana parok altal stabilizalt Gaussi dllapotok kovariancia métrixa igen
egyszertien felirhaté. Legyen N darab (p,q) par, az ehhez tartozé6 Majorana
parok stabilizaljak az adott Gaussi allapotot,

i2,6,|GS) = |GS). (66)

[lyenkor a kovarianciamatrix a kovetkezo alakban all eld:

M= Y 0jp0kq — 0jgOkp- (67)
V(p,q)

A kovarianciamatrix létrehozésanak ideje O(N) nagysagrendben skalazodik.

Egy tiszta Gaussi allapot kvadratikus Hamilton-operator altal indukalt
idofejlodése a kovetkezo alakban irhato fel:

GS(1)) = exp (tZAjkejek> GS(0)). (68)

j?k
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Itt fontos, hogy az idofejlodést leir6 Hamilton-operator nem feltétleniil ekvi-
valens azzal a Hamilton-operatorral, aminek a |GS(0)) allapot az alapélla-
pota.

A tovabbiakban csak egy specidlis esettel fogunk foglalkozni, amikor a
Hamilton-operator csak egy Majorana part tartalmaz, késobb ezek fogjak
reprezentdlni a koherens hibakat. (Az itt bemutatott formulédk az dltalanos
esetre is konnyen atiltethetéek.) Ilyenkor egy tetszéleges idépontban az
adott allapot a kévetkezo:

IGS") = exp(62,¢,)|GS). (69)

[lyenkor a kovarianciaméatrix kovetkezé lesz:

e = (GS|exp(—=0¢,¢q)ic;Cr exp(0¢,¢,)|GS) — idjp.. (70)

c sz

mus futdsideje szintén O(N) nagysigrendben skélazodik.

Az utolsé tiszta Gaussi allapotot eredményez6 operacié a Majorana pa-
rok mérése. Ilyenkor egy projektiv mérést képzeliink el, amely a kdévetkezo
allapotot hozza létre a (p,q) Majorana parok mérése esetén:

2 1
GS') = V2 ~(1+i2,6,)|GS). (71)
VIGS|(L+i6,6,)|GS) 2
Ezt az eredményt akkor kapjuk, ha (p,q) par mérése +1 lett. A —1-es mérési
eredmény nyilvanvaléan a (q,p) par +1-es mérési eredményének felel meg. A
mérés utani allapot kovarianciamatrixa a kovetkezo lesz:

(GS|(1 +1i¢,¢,)ic;cn(1 4+ 16,¢4)|GS)
2(GS|(1 +icye,)|GS)

A kovarianciamétrix kiszdmoldsa ebben az esetben O(N?) nagysagrendii idét

vesz igénybe.

1(|GS")) = — b (72)

A feliileti kdd esetében a geometriai adottsagok lehetévé teszik, hogy
az 4ltalanos esetben O(N?) nagysdgrendben skdlazodé futdsi idét O(N?)-re
csokkentstik. Ennek pontos leirdsa és a kovarianciamatrix transzformalasat
leir6 algoritmusok a dolgozat fiiggelékében taldlhatdak meg.

4.3. A C4 kéd

« sz

rendszerként torténé leirasa, ehhez a feliileti kod fizikai qubitjeit két-két fer-
mionikus moédusbdl allé tgynevezett C4 kédokba koédoljuk. Bar ez a fajta
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bekddolas pusztan a szimuldcidokban segit minket, mégis erds fizikai moti-
vacidja van, hiszen ha a fizikai qubitek |0) és |1) dllapotait megfeleltetjik
egy kettds kvantumpottyon elhelyezkedd fermion allapotainak, (a |0) allapot
amikor a fermion a baloldali, az |1) allapot, amikor a jobboldali p&ttyon van),
akkor minden &llapot eleget fog tenni a fermionszam-megmaradéasnak.

A két kvantumpottyhoz, amin a fermion elhelyezkedhet, tartoznak fer-
mionikus kelto és eltiinteté operatorok dl,dQ,dL&; Vezessiik be a C4 kod
Majorana operatorait a kovetkezo mddon:

& =il —ah) Gy =ay+al 73
és =i(ay —al) & =ay + ab.

Ez a definicié nem konzisztens a Majorana operatorok altaldnos (53)-es defi-

c sz

« /ey

[¥)ca = [01) + 5[10), (74)

ezt az alakot nevezhetjiik a C4 kéd kddterének is, hiszen csak ez az alak kddol
valodi tartalmat.

Bevezethetjiik a fermionikus modusokhoz tartozé paritas operatorokat p,
amelyek varhaté értéke 1, ha a moédus nincs betoltve, és —1, ha be van,

p=1-2ala;  py=1—2ala,. (75)

Konnyen belathatjuk, hogy a fizikai qubit tetszéleges, (74) szerinti allapota
—1-es sajatértékkel sajatallapota a paritas operatorok szorzatanak. Ilyen mo-
don bevezethetjiik az S operdtort, ami stabilizalja C4 kédot, azaz ellendrzi
a fermionszam paritdsat. (Ez a jelen esetben megegyezik magéval a fermi-
onszammal, azaz a S operator sajat alterében csak olyan allapotok vannak,
ahol 1 fermion van a rendszerben. A C4 kod akkor is miikédne, ha nem a pa-
ratlan fermionszamu altér lenne az S stabilzdtor sajataltere, hanem a paros,
ilyenkor a fermionszdm nem maradna meg, csak a parités.)

S|)es = —prie|t)cs = [¥)cu (76)

A C4 kéd S stabilizatora a Majorana fermionokkal a kévetkez6 alakban irhaté
fel:

S = —218585¢4. (77)
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A fizikai qubitek Pauli-operdtorait is konnyen megtalalhatjuk, ezek a Major-
ana operatorokkal kifejezve a kovetkezdknek valaszthatok:
Xeu=it16y  Zoy = itals Yoy = ilséy. (78)

Fontos észrevétel, hogy C4 kéd Pauli-operdtorai kommutalnak az S stabili-
zatorral és az S X4, SZ.4, SY.4 operatorok is megfelelé Pauli-operatorokként

hatnak a C4 kod kddterén.

C3
Bl x=ic6,
C2 ¢, M Z.,=ic,0
Yea=1C30,

¢y

11. dbra. A C4 kéd sematikus dbraja. A Majorana parokat nyilak reprezen-
taljak, amik az elsd Majorana operatortol a masodik felé mutatnak. A piros
nyilak az X és SXcu operatorok a kék nyilak a Zeu és SZ¢c4 operatorok
és a rozsaszin nyilak pedig a YC4 és S YC4 operatorok.

4.4. A feliileti k6d Majorana hal6zata

A kovetkezo feladat, hogy a teljes feliileti kdédot felépitsiikk a C4 kddokba
kédolt ﬁzikai qubitekb61 Ehhez meg kell taldlnunk a feh'ileti kéd stabiliza-

« sz

« sz

ti kod lapjainak szélén elhelyezkedé Majorana parok egysegesen X-, vagy
Z-operatorok legyenek, az adott lapon definialt stabilizator tipusanak fligg-
vényében. FEz gyakorlatilag annyit jelent, hogy minden mésodik C4 koédot
90°-kal el kell forgatni a (11)-es dbrahoz képest.
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12. dbra. A 3-mas kédtavolsagu felilleti kod Majorana halézata. A fekete
pontok reprezentaljak a Majorana fermionokat, a kék, illetve piros nyilak a
C4 kodok 7 és X-operatorait, a kék és piros négyzetlapok a feliileti kod Z- és
X-stabilizatorait, a fekete nyilak pedig az éloperatorokat.

A kovetkezo 1épés a feliileti kod stabilizatorainak reprezentdlasa a Major-
ana operatorok segitségével. Konnyen belathatjuk, hogy a stabilizatorok az
adott lap hataran elhelyezked6 Majorana parok szorzatai lesznek, hiszen az
elrendezés gy van kialakitva, hogy példaul egy X-stabilizator lap hataran
csak Xo vagy SXu operatorok legyenek (Z-stabilizatorokra ugyanez igaz).

Bevezethetjiik az tigynevezett éloperatorokat, amelyek a feliileti kod élein
definidlt Majorana parok. Ezek nem tartoznak egyik C4 kédhoz sem és egy
adott e élen a kovetkezdképpen irhatjuk fel cket:

L, = ityé,, (79)
ahol ¢, és ¢, az adott €l két végpontja. Az éloperatort iranyat, a Majorana
operatorok sorrendjét egy kézenfekvo feltétel hatarozza meg, méghozza az,
hogy a stabilizatorok legyenek egyenloek az adott lap élein definialt élopera-
torok szorzataval,

Sy = 1] L (80)

Ezt feltételt tobbféle éloperator kiosztas is meg tudja valdsitani, ezek ko-
zil az egyik lathaté a (12)-es dbréan. Itt 3 kdédtavolsagu kod lathato, de
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minden nagyobb kod is felépithet6 ebbdl az alapegységbol. A kiosztas a ko-
vetkezO: a horizontalis éloperatorok egy adott sorban egy iranyba mutatnak,
de soronként valtozik ez az irdny, ugyanez igaz a vertikalis éloperatorokra is.
Az éllapok kiilso éloperatorai pedig lent és fent megegyeznek az éllap mésik
éloperatoranak iranyaval, bal és jobb oldalon pedig eltérnek attol.

Megfigyelhetjiik, hogy minden Majorana fermionhoz csatlakozik egy élope-
rator, kivéve 4 darab a sarkokban elhelyezkedé Majorana fermiont. Ezen
kimaradé Majorana operatorok segitségével definialhatjuk a feliileti kod lo-
gikai operatorait. A logikai X-operator a feliileti kod bal oldalan elhelyez-
ked6 X-operatorok szorzata, a logikai Z-operator pedig a kod tetején 1évo
Z-operatoroké. Ezt atirva az éloperdtorok és a kimaradé ¢f.¢l ek ek Major-
ana operatorok nyelvére a kovetkezo kifejezéseket kapjuk:

Xt=ielel I L. ZF=ieked ] L. (81)
ecLEFT eeTOP
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13. abra. A 3-mas kddtavolsagu feliileti kod éloperdtorai és a logikai opera-
torok. A logikai X-operator (narancs), a logikai Z-operator (lila). A logikai
C4 kéd Majorana operatorai (piros pontok).

Az éloperéatorok altal érintett 4n—4 Majorana fermionbdl 4ll6 rendszernek
definidlhatjuk egy kitiintetett allapotat, az agynevezett link-dllapotot |Gk ),
amelyik az 0sszes éloperator altal stabilizalt allapot,

Le|drink) = |Brink) Ve. (82)
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Ez az éallapot egy tiszta Gaussi allapot, hiszen Majorana parok altal van
stabilizalva, és a feliileti kod Osszes stabilizatoranak sajatallapota +1-es sa-
jatértékkel, hiszen a stabilizatorok az éloperatorok szorzatai.

Sajnos azonban van egy nagy gond ezzel az allapottal, nem a C4 kdédok
alterében van, igy nem sajatallapota a C4 kédok stabilizatorainak.

A kovetkezo feladat a feliileti kodban tarolt logikai informécié megtalala-
sa, ehhez vizsgaljuk meg a |¢ynk) allapotbdl kimaradt 4 Majorana fermiont.
Ezekbdl alkothatunk egy tugynevezett Logikai C4 kodot, ami ugyanigy egy
C4 kéd operator kiosztasaval rendelkezik, de a Majorana fermionok nincse-
nek egy helyre lokalizalva, a feliileti kod 4 sarkaban helyezkednek el. Az igy
definidlt logikai C4 kod tetszéleges dllapota [k,) is tiszta Gaussi allapot.

A feliileti kdd egy tetszéleges logikai dllapota a kovetkezd alakban irhato
fel:

n

) =201/ H ~(1+ 5))|Brink) @ [E), (83)

l\D

itt Sj a j-edik qubit C4 kodjanak stabilizatora. A logikai allapot kifejté-
sében egy normaléd faktoron kivil megjelenik a C4 kédok alterébe torténo
projektalds. Konnyen belathatjuk, hogy ez az allapot mar mind a C4 kod
stabilizatorok, mind a feliileti kod stabilizatorok sajatallapota lesz, valamint
a (81)-os egyenletben definidlt logikai operatorok is megfelelé médon hatnak
az allapoton, hiszen a logikai operatorok felcserélnek mind a C4 stabiliza-
torokkal, mind az éloperatorokkal, igy végso soron csak a logikai C4 kod
allapota valtozik.

Fontos észrevétel ugyanakkor, hogy sajnos a feliileti kod logikai allapo-
tai nem lesznek tiszta Gaussi allapotok hiszen a C4 kédok alterébe torténé
projektaldas nem tartozik a megengedett miveletek kozé.

4.5. A végallapot-eloszlas mintavételezése

A szimulaciés médszer lényege, hogy a feliileti kod koherens hibakhoz tartozo
hibajavitas uténi végallapotait (40) mintavételezziik a lehetséges szindrémak
valoszinlisége alapjan. Ezutan a kiolvasasi hibakat mar konnyen be tudjuk
épiteni a szimuldciéba, hiszen a (45)-0s egyenletben a feliileti kod végéllapota
csak a Cl/ korrekcios operatoron keresztiil fligg a kiolvasasi hibaktol és ennek
a megkonstrualasa mar hatékony lesz.

A koherens hibak és kiolvasasi hibdk szimulaciéja a kovetkezo 1épésekben
foglalhato Ossze:

o s tokéletes szindromdak generaldsa a p(s) eloszlds alapjan.
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o A koherens hibakhoz tartozé 0*(s) forgatési szog kiszdmitdsa az gene-
ralt s szindrémék alapjan.

o Az s tokéletes szindréomakbol s’ hibds szindromak generdldsa a p(s —
s') eloszlas alapjan.

0 logikai forgatasi szog kiszamitasa a (48)-es képlet alapjan.

Az els6 két pont tulajdonképpen csak a koherens hibak szimuldlaséat jelenti,
hiszen s d darab szindrémat koherens hibak esetén mért szindrémat tartal-
maz, 0* pedig megkonstrudlhaté az egyes s/ szindrémakhoz tartozé 0, logikai
forgatasi szogekbol.

A szindromak generdlasa elég nehéz feladat az FLO szimulacié keretei
kozt, hiszen egyrészt a feliileti kod logikai allapotai nem tiszta Gaussi élla-
potok, illetve a feliileti kod stabilizatorainak mérése nem egy megengedett
miivelet, hiszen 2-nél hosszabb Majorana lancok mérését jelentené. Erre
a problémara az jelent megoldast, hogy az X-stabilizatorok helyett a fizi-
kai qubitek X-operatorait mérjiik meg, hiszen a szindroméak mintavételezése
visszavezetheto az X-operatorok mérési eredményeinek mintavételezésére.

Vezessiik be az m = {m;} szindromékat, ahol m; megegyezik a j-edik
qubit X ; operatoranak mért eredményével. Minden m szindromahoz tartozik
egy s szindréoma, de egy s szindromahoz tobb m szindréoma is tartozik a
kovetkezo modon:

s=dm): sp= [ my (84)
jeof
ahol sy az s szindréma értéke a feltileti kéd f lapjan, amin egy X-stabilizator
helyezkedik el. Ilyenkor s szindroma mérésének valdszintisége a kovetkezo
alakban irhaté fel az m szindrémak mérési valoszintiségével:

pis)= >, p(m). (85)
Vm:6(m)=s
Ez azt jelenti, hogy ha p(m) eloszlas szerint mintavételeziink egy m szindré-
méat, majd kiszdmoljuk az ahhoz tartozé d(m) = s szindrémat, az ekvivalens
azzal, mintha egy s szindromat mintavételeznénk p(s) eloszlas szerint.
Fontos megjegyezni, hogy ez csak olyan esetekben miikodik, ahol a Z-
stabilizatorokat nem kell megmérniink, azaz a hiba felcserél ezekkel. Olyan
esetekben, ahol minden stabilizatort meg kell mérntink a mintavételezés mar
nem vezethetd vissza a fizikai qubitek operatorainak mérésére.
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Az m szindromak mintavételezése egy Monte Carlo algoritmus alapjan
miikddik, ahol sorba rendezziik a fizikai qubiteket és a j-edik mérési ered-
ményt, m;-t a p(m;|my,ma,...,m;_1) feltételes valoszintiség alapjan sorsoljuk

ki.

p(my,ma,...,m;)
p(mlam%mumj—l)’
itt legyen p(ma) = p(mq,ma,...,m;) annak a valdszinlisége, hogy az elsé j
qubitnél my4 rész-szindrémat mértiink, azaz p(m) egy marginalis eloszlasa.
p(ma) a kovetkez6 alakban irhaté:

p(mj|my,ma,...mj_1) = (86)

p(ma) = (V2| BN, B 0D, (87)
ahol a hiba és az X-mérések csak az els6 j qubiten hatnak.
. i . I .
Bt =T e T, =TT 50+ miXe). (88)
=1 k=1
Irjuk fel a kezdeti allapotot a (83)-as egyenlet alapjan és ez legyen a logi-
kai |+,) allapot, hiszen p(my4) fiiggetlen a kiinduld logikai dllapottdl és ezt
konnyt inicializalni.

p(mA) = 2n71<¢lmk7 +é4 ‘QEAIXCOhﬁizAEAEOhQ’¢linkv+é’4>7 (89)
itt ) a C4 kédok alterébe projektald projektor. Természetesen itt is defini-
alhatjuk az els6 j qubitra haté projektort.

.o . . | .
Q:H§u+@) QA:H§Q+&y (90)

k=1

—_

Tébb atalakitds utan (a Bravyi cikk fiiggelékében ez is megtalalhaté [5]) ezt
a kifejezést a kovetkezd alakra hozhatjuk:

p(ma) = v{Prink, +4 |OI---OAJTO]‘~--01|<J5lmk,+é4>; (91)
ahol v = 2/, ha j < n és j = n esetén pedig v = 2"71. Az O operatorok
pedig a kovetkezd alakban irhatok:

y _ 1 o & %02

Fontos észrevétel, hogy mind az X k,gkX' , 63 7 operatorokat Majorana parok
valdsitjak meg a feliileti kod Majorana halézatdban, igy az Oy, operatorok
hatésa a kezdeti tisztan Gaussi |gpins,+5,) dllapoton megengedett miiveletek,
és igy az allapot végig tisztan Gaussi marad.
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A kovetkezo feladat a megléve s szindroma alapjan kiszamolni a 64 logikai
forgatasi szoget. Belathatd, hogy ez kiszamolhaté specidlis, p(m) szindréma
valoszintiségként, inhomogén fizikai forgatéasi szogeket feltételezve.

Ennek a kiszdmitasdhoz a kovetkezo képletek segitenek hozzd, (ezen kép-
letek levezetését most nem részletezem, de a Bravyi cikk [5] fiiggelékében
megtaldlhaté.)

_ BT, B
tan2(63) _P- _ (+1 A; ol |+1)
P+ (+o|E o Ey|+1)
(Yo|E I E_|Yy,
(V| BT By V)

(93)

~—

tan?(0, — m/4) = 9= _
q

+

itt 1y abba az allapotba projektal, ahol minden stabilizatormérés eredménye
+1, |Yz) az YL operdtor sajatéllapota, £ és E definiciéi pedig a kovetke-
z0k:

b= ZLOE B, = OB (04)
A (93)-as egyenlet atrendezésével a kovetkezd osszefiiggéseket kapjuk:

sin(20,) = = cos(20,) = PP (95)
q+ +q- P+ + -

Ez alapjan a logikai forgatéas szoge egy 7 faktor pontossagaig meghatarozha-
t0.

4.6. A szimulacié eroforrasigénye

Az altalam irt python kédot, ami megvaldsitja a koherens hibak és a kiolvasasi
el6allitasat a PyMatching csomaggal [15] végeztem el. A szimuldciékat egy
24 magos clusteren futattam.

A tokéletes kiolvasasok meletti koherens hibak és a kiolvasasi hibakat is
figyelmbe vevo python scriptek futasi idejét, néhany jellemzd kédtavolsag
esetén az alabbi tablazatokban foglaltam 6ssze:

Kodtavolsag ) 7 9 1 13 15 17 19
Futasi idé (s) | 0.10 0.23 0.44 0.7 0.8 1.3 1.5 1.9

« sz

ideje. A feladat egy 6, logikai forgatasi sz0g mintavételezése a p(s) eloszlés-
bol.
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Kédtavolség | 5 7 9 11 13 15 17 19
Futési id6 (s) | 0.6 1.8 4.0 7.2 98 19.1 26.0 39.8

« /ey

python script futasi ideje. A feladat egy 6, logikai forgatasi sz6g mintavéte-
lezése a p(s)p(s — s') eloszlasbol.

5. Eredmények

A koherens hibak hatdsat tokéletes kiolvasasok mellett mar részletesen meg-
vizsgaltak [5,26], azonban a legfontosabb eredményeket reprodukaltam a sa-
jat kddom segitségével és néhany a korabbi munkakbol kimaradt szempontot
is megvizsgaltam. A fejezet elso részében ezeket az eredményeket mutatom
be, hiszen ezek elengedhetetlenek a koherens hibak viselkedésének pontos
megértéséhez.

A fejezet masodik részében pedig a koherens hibak és a kiolvasasi hibak
egyiittes hatasat vizsgald szimulacidim eredményeit ismertetem, kiilonos te-
kintettel azokra az aspektusokra, ahol a kiolvasasi hibak jelenléte nagyban
befolyasolja a koherens hibak hatasat.

5.1. Koherens hibak, tokéletes kiolvasas

A koherens hibdk hatasdnak szimulacidéja a kovetkezd sematikus képpel il-
lusztralhatd: a szimulacié bemenete a koherens Z-forgatasokhoz tartozo fizi-
kai forgatédsi szog (0) és a feliileti kéd kodtavolsaga d. Ilyenkor a szimuldcid
kimenete egy p(s) eloszlds szerint generalt 04 logikai forgatasi szog.
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BN 6=0.08m1, d=9

2000 1

Number of samples
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Logical rotation angle

14. abra. A 6, eloszlasa 6 = 0.087, d=9 értékeknél. Az abran a 0 és 7w koriili
csucsok le vannak vagva, ezek valdjaban sokkal magasabbak. Az adatok
96.000 Monte Carlo kor eredményeit tartalmazzak.

Az abran jol lathatjuk, hogy a 0 és a m értékek koriili logikai forgatasi
szogek a leggyakoribbak, ezek annak felelnek meg, amikor a feliileti kdd sike-
resen kijavitotta a hibat és nem forog el a kezdeti allapot. Ezen feliil azt is
megfigyelhetjiik, hogy a m/2-es érték koriil egy kisebb csiics alakul ki, ez a lo-
gikai Z-hibanak felel meg. Egy szemléletes képpel élve azt mondhatjuk, hogy
a feltileti koéd bizonyos fokig "kimossa" a koherenciat a kornyezeti zajbél, azaz
a fizikai szinten megjelen6 koherens hibakat a hibajavitasi procedira a logikai
szinten bizonyos valészintiséggel eléfordulé Z hibakka alakitja. Természete-
sen ez egy tulzd kép, azonban ezt a koherencia "kimoséast" matematikailag is
megvizsgalhatjuk.

Vezessiik be a koherenciardta fogalmat, amelyet a logikai €7 hibacsator-
nara a kovetkez6 médon definidlunk:

K(ey) = ezl (96)

e

Ez a mennyiség azt hivatott mérni, hogy a valddi hibacsatorna mennyire van

hibakka.
A koherenciarata a mi esetiinkben a (49) egyenletek alapjan kévetkezé-
képpen néz ki:
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_ Sp(s)]sin(6)]

> p(s)sin?(0;)’
ezt a kifejezést megvizsgalva lathatjuk, hogy ez mindig egy 1-nél nagyobb
szém, és abban az esetben, ha 6, csak {0,7/2,7} értékeket vesz fel, a kohe-
renciarata pontosan 1.

K(e5") (97)

Coherence ratio

T
6 8 10 12 14 16
Physical error rate (%)

15. abra. A koherencia rata a fizikai hibarata fliggvényében kiilonb6z6 kod-
tavolsagok esetén. Az abran lathaté koherenciaratdkhoz tartozé gyémant
normakat 5.000 Monte Carlo koér alapjan hatdroztam meg.

Az abran a koherenciaratat nem a 6 fizikai forgatasi szog fiiggvényében
4brazoltam, hanem a sin?(0) fizikai hibarata fiiggvényében. Ez a mennyiség a
Pauli-hibakkal val6 6sszevetés soran lesz igazan hasznos, hiszen ez pontosan a
fizikai hibacsatornak Pauli-podort verzidjanak a p fizikai hiba valdszintisége.

Az is jol 1atszik a (15)-0s dbran, hogy az egyre nagyobb kdméretek esetén
a koherenciarata egyre kisebb, igy a koherencia egyre jobban "kimosodik'
a logikai hibakbodl és ez nagy fizikai hibdk esetén egy allando, 1-nél kicsit
nagyobb, értékhez tart.

A koherens hibak hatasanak karakterizalasahoz nagyon fontos 1épés a hi-
bakiiszob megallapitasa. Ehhez el6szor is definidlnunk kell, hogy a koherens
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hibdk esetén, hogyan mérjiikk a hibajavitds hatékonysagat. Ezt megtehet-
jilk a P, logikai hibardta és a ||g5"||, gyémént norma (41) segitségével is.
Mindkét mérték visszaadja a Pauli-hibacsatorna esetén a szokasos logikai hi-
ba valoszintiséget, ezért jo kiterjesztései lehetnek ennek, bonyolultabb hibdk
esetére. Els6 ranézésre a logikai hibarata tiinik a megfelé mértéknek, azon-
ban az irodalomban sokszor a gyémant normat hasznaljak [5,26]. A feliileti
kod szempontjabdl a hibajavitas hatékonysaganak kvantifikdlasa igen fontos
feladat, azonban a megfelel6 mérték hasznalata nem egyértelmi, mindkét
mérték hasznalhato, én éppen ezért mindkét esetet megvizsgaltam.

A kilonb6zo méretd kodok segitségével elvégzett szimulaciok alapjan mind-
két esetre meghataroztam a hibakiiszob értékét, az inkoherens esethez hason-
16an (9) itt is a mar korabban hivatkozott illesztési eljarassal [27] allapitottam
meg a pontos értékeket. (Az illesztett gorbék itt nem pomtosan illeszkednek
a szimulaciés pontokra, ennek talan az az oka, hogy az illesztés alapjaul szol-
galé elméleti lefras a koherens hibak esetén nem pontosan gy miikodik, mint
az inkoherens esetben. Ez tovabbi érdekes elméleti kérdéseket vet fel, de ezek
tilmutatnak a dolgozat keretein.)

Diamond norm
© o o v
> o o o

Logical error rate (%)

©
N

o
o

6 7 8 9 10 11 12 6 7 8 9 10 11 12
Physical error rate (%) Physical error rate (%)

(a) (b)

16. abra. A koherens hibak altal okozott logikai hibacsatorna gyémant nor-
méja (16a) és logikai hibarataja (16b) a fizikai hibarata figgvényében. Az
abrakon 1évé pontokat 5.000 Monte Carlo kor alapjan allapitottam meg.

Az illesztés alapjan a pd, gyémant norma esetén és a p!, logikai hibarata
esetén meghatarozott hibakiiszobok pontos értéke a kovetkezonek adodott:

pl, = 10.28% £ 0.25%  p}, = 8.20% % 0.12%. (98)

Az hibakiiszobok értékei igen érdekes viselkedést mutatnak, megfigyelhetjiik,
hogy a gyémant norma esetén joval magasabb a hibakiiszob értéke, mint a
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logikai hibardta esetén. A p& érték hibahatdron beliil megegyezik a fizikai
hibacsatornak Pauli-podért verzidjanal meghatérozott hibakiiszobbel (17).
Ez a korabbi munkakban [5,26] is egy kozponti allitas, azonban logikai hiba-
ratanal meghatérozott p!, hibakiiszob alacsony értéke kétségeket vethet fel a
koherens hibak viselkedésével kapcsolatban.

A szimulaciok eredményébdl az deriil ki, hogy a hibakiiszob a koherens hi-
bék esetén nagysdgrendileg azonos az inkoherens esettel (a logikai hibaratat
vizsgalva szamottev6en alacsonyabb). A hibakiiszob alatti értékek esetén hi-
bajavitasi hatékonysagot is érdemes megvizsgalni, hiszen a koherens és inko-
herens hibak kézti kiilonbségek itt lehetnek igazan fontosak. Ehhez a P (")
logikai hibaratat és a [|g5°"(e%")||, gyéméant normat érdemes az inkoherens
esettel Osszevetni, azaz a fizikai hibacsatornak Pauli-podort verziéjandl sza-
molt Pp (52" ;) logikai hibarataval és ||eL (€59 ,)||o gyémant norméval. Igy
bevezethetjik a Ry és R; Pauli-podrés aranyokat, ami a koherens hibak és a
hozzajuk tartozo inkoherens hibak okozta hibajavitasi hatékonysagokat veti
Ossze.

|2 (") lo Pr(e*")
Ry=1L = e p o JIE ) (99)
lleL(egh)llo Pr(e5tn)

— d=21 81

d=25
— d=29
— d=33 71
— d=37

Pauli twirl ratio Ry
Pauli twirl ratio R;
w

| \\

85 90 95 100 105 11.0 85 9.0 95 100 105 11.0
Physical error rate (%) Physical error rate (%)

(a) (b)

17. dbra. A Pauli-podrés ardnyok, a gyéméant norma (17a) és a logikai hi-
bardta (17b) esetén a fizikai hiba ratdk fiiggvényében. Az abrakon lathatd
pontokat 5.000 Monte Carlo kor eredményei alapjan hataroztam meg.

Az abrakon jol latszik, hogy a két mérték kozott nem tapasztalhatod je-
lentos kiilonbség, hasonléan viselkednek. Mindkét abran jol lathato, hogy
a kis fizikai hibaratak esetén a koherens hibak jelentésen veszélyesebbek is
lehetnek, mint az inkoherens hibak. A koherens hibdkhoz tartozé logikai hi-
baratédk sokszorosai is lehetnek az inkoherens hibakhoz tartozéknak és ez az
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arany a kodtavolsag novelésével egyre jobban né. Ez azt jelenti, hogy bar
a koherens hibdk a feliileti kodra jellemz6 hibakiiszob értékeket nem toljak
jelentosen lejjebb, de a hibakiiszob alatti tartomanyban nagy koédok esetén
jelentOsen veszélyesebbek, mint az inkoherens hibak.

5.2. A koherens hibak és a kiolvasasi hibak egyiittes ha-
tasa

A kiolvasasi hibak megjelenése megvaltoztatja a szimuldcié paramétereit, eb-
ben az esetben a d kédtavolsagon kiviil két fiiggetlen bementi valtozonk
lesz: a koherens hibdkra jellemz6 6 fizikai forgatasi szog és p a kiolvasasi
hiba val6sziniisége. Ilyenkor a logikai hibét jellemz6 01, (s,s’) logikai forgatasi
sz0g a tokéletes és a hibas szindromaktol is fog fiiggeni és a szimulaciéban a
p(s)p(s — §') eloszlas alapjan mintavételezzik.

Az dltalam vizsgalt esetben p = sin?(f) volt kiolvasasi hiba valészinii-
sége, igy csak egy bemeneti paraméter (#) hatarozta meg a problémat. (A
p = sin?(0) valasztds mogott kozepesen helytallo fizikai meggondolasok rejle-
nek, hiszen az aramkori szinten megjelend koherens hibdk Pauli-podort koze-
litésénél a kiolvasasi hibdk ezzel a valdsziniiséggel jelennek meg.) Természe-
tesen a kimerité vizsgalat az lenne, ha egy adott kodtavolsagnal tetszoleges
(0,p) parra meghataroznank a logikai forgatési szog eloszlasat, azonban ez az
irany még egyelore kidolgozas alatt all.
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A kiolvasasi hibak figyelembevételével kapott szimulacios eredmények ese-
tén érdemes megvizsgalni a feliileti kod viselkedését a koherens hibaknal tar-
gyalt szempontok alapjan. El6szor is nézziik meg az itt tapasztalt koherencia
ratat (96).

2.0 A

1.8 4

o oo oo
[T T TR T
o W0 = W

W

1.6 4

Coherence ratio

1.4+

1.2 4 =

2 3 4 3 B
Physical error rate (%)

18. 4bra. A koherencia rata a fizikai hibardta sin?(0) fiiggvényében (itt ez a
kiolvasasi hiba valészintiség is) kiillonb6z6 kodtévolsagok esetén. A z abrén
lathaté pontokat 5.000 x 100 x d Monte Carlo kor alapjan hataroztam meg,
azaz minden kod esetén 1 hibajavito korben d-kor koherens hibat szimulaltam
és minden tokéletes szindromahoz 100 hibas szindrémat generaltam.

Az abran jol lathaté a koherens esethez hasonlé viselkedés (15), azzal a
kiilonbséggel, hogy a koherenciarata itt mar sokkal kisebb fizikai forgatasi
szogek esetén is kis értékeket vesz fel. Ez alapjan a koherencia "kimos6désa”
a logikai hibakbdl itt is tetten érhetod, talan még erésebben, mint kiolvasasi
hibak nélkil. Ennek oka, hogy itt d kor koherens hiba és mérés torténik
a logikai forgatasi szog megallapitasa el6tt, illetve, hogy a kiolvasasi hibak
eleve inkoherensnek tekinthetok.

A hibamodellre jellemz6 hibakiiszoboket itt is kétféleképpen allapitottam
meg, a logikai hibaratat és a gyéméant normat is abrazolva. A hibakiisz6bok
megéllapitasa itt is a kordbban mar hasznélt illesztés alapjan tortént [27].
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19. abra. A koherens és kiolvasasi hibakhoz tartozé logikai hibacsatorna
gyémant norméja (19a) és logikai hibarataja (19b) a fizikai hibarata fuggvé-
nyében.

Az illesztések alapjan a koherens és kiolvasasi hibakhoz tartozd kiiszob-
értékek a kovetkezdknek adodtak:

P =3.10% £0.05%  pj, = 2.62% % 0.02%. (100)

Ezek az értékek a koherens hibakhoz hasonlé viselkedést mutatnak, hiszen
itt is egy magasabb hibakiiszob érték tartozik a gyémant normahoz, mint a
logikai hibaratdhoz. Az inkoherens esettel torténd osszevetés soran azonban
egy érdekes kiilonbséget figyelhetiink meg, a tokéletes kiolvasdasokkal szemben
itt az inkoherens esetnél meghatarozott hibakiiszob (18) a két érték kozé esik
és mind hiarom érték viszonylag kozel van egymashoz. A koherens hibak
esetén nem, de a kiolvasasi hibak figyelembevételével kijelenthetjiik, hogy a
hibakiiszob értéke nem lesz jelentosen kisebb az inkoherens esethez képest.
(S6t a gyémént norma esetén még kicsit magasabb is.)

A csak koherens hibakhoz hasonléan itt is érdemes a hibajavitas hatékony-
sagat Osszevetniink az fizikai hibacsatorndk Pauli-podort verzidjaval, azaz a
kiolvasasi hibakat is figyelembe vevé inkoherens esettel.
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[tt is abrazoltam mindkét, Ry, R; Pauli-podrés aranyt.
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20. dbra. A Pauli-podrés ardanyok, a gyémant norma (20a) és a logikai hi-
bardta (20b) esetén a fizikai hiba ratak fuggvényében. Az abrazolt pontokat
5.000 x 100 x d Monte Carlo kor alapjan hataroztam meg.

Az abrakon jol lathaté, hogy kis fizikai hibarata esetén a Pauli-p6drés ara-
nyok egyre magasabbak, tehat itt is igaz lesz a tokéletes kiolvasasok mellett
tett megallapitas, hogy hibakiiszob alatti fizikai hibaratak esetén a koherens
hibak lényegesen veszélyesebbek, mint az inkoherens hibak.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatomban réviden bemutattam az egyik legelterjedtebb kvantumos
hibajavito kod, a feliileti kod, miikodését. A feliileti kédban megjelend lehet-
séges hibak koziil a koherens hibakat (kis unitér transzformaciok a qubiteken)
és a kiolvasasi hibakat részletesen targyaltam.

Ezutén osszefoglaltam, egy Bravyi és szerzotarsai altal kifejlesztett mod-
szert [5], amely a Fermionikus Linedris Optika elméleti eszkozeit hasznalva,
ra.

Megmutattam, hogyan lehet ezt a moddszert kiterjeszteni, tigy, hogy al-
kalmas legyen a koherens hibak mellett megjeleno kiolvasasi hibdk hatékony
szimulaldsara is.

A szimuldciés médszer ismertetése utan bemutattam az eredményeimet,
melyeket a feliileti kodban megjelené koherens és kiolvasasi hibak numeri-
kus vizsgalataval kaptam. Megmutattam, hogy a koherenciat a felileti kod
hibajavitd6 mechanizmusa hatékonyan "kimossa' a logikai hibacsatornabdl, a
kiolvasasi hibak jelenlétében hasonléan, mint a tisztan koherens hibak esetén

Meghataroztam a hibamodellre jellemz6 hibakiiszob értékét a logikai hiba-
rata és a gyémadnt norma hasznédlataval, ezeket O0sszevetettem az inkoherens
esettel. Eredménytl azt kaptam, hogy a hibakiiszob értékek mindharom
esetben kozel azonosak, igy a koherens hibdk, ebben az értelemben, nem
veszélyesebbek, mint az inkoherens (Pauli-podort) tarsaik.

Mindemellett szimulacioim eredményei ramutattak arra is, hogy a ko-
herens hibdk a hibakiiszob alatti fizikai hibaratak esetén a kiolvasasi hibak
jelenlétében is sokkal veszélyesebbek, mint az inkoherens hibak.

A munkam soran rengeteg tjabb kérdés vetodott fel, amelyek tovabbi
vizsgalodasra érdemesek. A feliileti kod viselkedését érdemes lehet a hi-
bamodell altalanositasaval is megvizsgalni, mikor a koherens hibakat és a
kiolvasasi hibdkat két fiiggetlen paraméter irja le, ezen feliil az ancilla qu-
biteken megjelené koherens hibak vizsgalata is érdekes irany, azonban ez
talmutat a Fermionikus Linearis Optika altal nyujtott szimuldcios lehetdsé-
geken. A hibajavitas hatékonysagat jellemz6 mértékek karakterizaldsa is egy
olyan probléma, amivel a szakirodalomban nem talalkoztam és a koherens
hibak esetén jol lathaté kérdéseket vet fel. Végiil, de nem utols6é sorban a
Fermionikus Linearis Optika kiilonb6zé problémaékra torténé optimalizalasa
is egy érdekes kihivasokat rejté feladat, ilyen problémak lehetnek példaul
a feliileti kédon kiviili méas kvantumos hibajavité kodok, vagy Osszetettebb
hibamodellek vizsgélata.
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A. Figgelék: A logikai forgatasi szog megha-
tarozasa kiolvasasi hibak jelenlétében
Induljunk ki a (44)-es egyenletbél

1

g2y = Collya Boongas Eoopy.. XL Epop |10 (101)

p(s)

Mindegyik hibajavitas utan beszurhatjuk az adott korben érzékelt tokéletes
szindromahoz tartozo korrekcids operator négyzetét, hiszen ez tgyis 1-et ad
eredményiil. Ez annak felel meg, mintha minden mérési kér utan kijavitanank
a hibat, de rogton vissza is csindlnank a javitast.
/ 1 A A A & = A A A A
|¢§’§> = ( ) §/OSdCSdHSdECOh...051CS1H81Ecoh|¢2>. (102)
pis

A j-edik korben megjelen6 hiba, mérés és korrekcio a kovetkezd alakra hoz-
haté

>

! sJ ﬂsj Ecohésjfl = L
p(s?) p(s’)
ahol U; felfoghaté egy a j-edik kérben megjelend koherens hibaként, ahol a
fizikai forgatési szogek nem azonosak az dsszes qubiten. A (103)-as egyenlet
tovabb irhaté, a (40)-es egyenlet felhasznélasaval, hiszen a (103)-as egyenlet-
ben szereplé operator mindig egy logikai allapoton fog hatni.

CullyUi(s7), (103)

—_

‘ ésjﬁsjﬁj _ eiej(sj”gj*l)ZAL. (104)
p(s?)

Fontos megjegyezni, hogy a j-edik mérési korhoz tartozé logikai forgatasi
sz0g a j-edik és a j — 1-edik korben mért szindrématol is fiigg U;-n keresztiil.
Bevezethetjiik ezeknek a 0; szogeknek az 6sszegét 6*-ot:

d
0" = Z 0;, (105)
j=1
ennek a segitségével pedig mar fel tudjuk irni a (45)-0s egyenletet:

165') = CyCrae® 2" |40, (106)
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B. Fiiggelék: A Fermionikus Linearis Optika
lépései

A FLO megengedett 1épéseihez bizonyos, a kovarianciamatrixot érinté, mat-
rixtranszformaciok tartoznak. Ezeket a matrixtranszformaciékat végrehajto
algoritmusokat fogom ismertetni a fiiggelék ezen részében.

A (67)-es egyenlet &ltal definidlt kovarianciamatrix létrehozasahoz nem
irtam le kiilon egy algoritmus, itt egyszertien végig kell menni az N darab
(p,q) paron és beirni az M,, = 1,M,, = —1 értékeket.

A (70)-es egyenletbdl kidertil, hogy a kovarianciamatrix elemei kozil csak
azok valtoznak meg, ahol az i¢;é, nem cserél fel az e operdtorral. Ez
akkor fordul el6, amikor j = p, vagy 7 = ¢, vagy k = p, vagy k = q. Ilyenkor
a Majorana operatorokra a kovetkezo transzforméacios szabalyok irhatok fel:

e_eépéqépe%péq = cos(26)¢, + sin(20)¢,
6_96p6q6q696péq — COS(20)éq — Sln(QQ)ép

(107)

Ezen szabdlyok alapjan a kovarianciamatrixot transzformal6 algoritmus a
kovetkezo lesz:

1. Algorithm Rotation (M,6,p,q)
M, . < M, cos(20) — M, . sin(20)
M; . < M, cos(20) + M, sin(20)
M’ — M »cos(260) — M. ,sin(20)
M’ — M 4 C0s(260) + M,p sin(20)
M’ 0
M’ 0
M’ + M, cos?(20) — M, , sin?(26)
M” +— —M,,, cos?(20) + M, , sin?(20)
return M’

1
n

A (72)-es egyenlet kifejtésénél fel kell hasznalnunk a 4 hosszisigi Ma-
jorana lancokra vonatkozé Osszefliggést (65). Az dtalakitdsok utdn konnyen
belathatjuk, hogy a kovetkezd algoritmus fogja megvaldsitani a megfelelo
matrixtranszformaciot.
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2. Algorithm Measurement (M,p,q)

p< (1/2)(1+ M,,) > 41 mérési eredmény valdszintisége.
if p # 0 then

K < p-th row of matrix M

L + ¢-th row of matrix M

M' + M + (1/2p)(LK” — KLT)

M), +0

M; <0

M! <0

return (M’ p)
end if

C. Fiiggelék: A Feliileti kéd szimulalasi idejé-
nek leroviditése

« /s

varianciamatrixot transzformaljuk az egyes lépésekben, csak annak egy nem
trividlis részmatrixat. Ezt akkor tehetjik meg, ha a (92)-es egyenletben de-
finidlt transzformacidkat egyesével qubitrol-qubitra hajtjuk végre, hiszen az
egyes Majorana parok megmeérése "kicsatolja" azokat a kovarianciamatrixbol.

A feliileti kod kovarianciamatrixat abrazolhatjuk egy grafként is, ahol a
feliileti kodot alkoté Majorana operatorok a csicsok és az dket 6sszekoto élek
-1 és 1 kozott stlyozva vannak. (A p,q csticsok kozotti él felel meg az M, ,
elemnek a kovarianciamdtrixban.) A feliileti kod inicializalt |, +5,) kiin-
dulé allapota esetén minden Majorana fermion pontosan egy masik Majorana
fermionnal van 6sszekotve (1-es silyozassal). A szimulaci6 soran a forgatasok
1j éleket hoznak be a grafba, viszont a mérések bizonyos éleket "kiiktatnak'
a grafbol, ez adja meg a lehetséget arra, hogy a lehetséges 4n(4n — 1)/2 él
helyett csak sokkal kevesebb éllel szamoljunk a szimuléacié soran.

A szimulacié sordn a teljes kovarianciamétrix helyett elegendé 3 masik
mennyiséget figyelemmel kisérniink. A kovarianciamatrix trivialis éleit, ezek
azok az élek, amelyek értéke 1 (vagy -1). Azoknak a Majorana fermionoknak
a sorszamat, amelyeket nem trividlis él kot Gssze, ezek az aktiv Majoranak.
Végiil pedig a kovarianciamétrixnak az aktiv Majoranakat tartalmazé rész-
matrixat.
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(d) (e) (f)

21. bra. A 3-as kédtévolsagi kod kovarianciamétrix grafjai. A (21a) dbran
a kiindulo allapot trivialis élei lathatoak, a késébbi abrakon a trivialis élek
mér nem lathatéak. A (21b) dbrdn az els6 forgatds utdni nem trividlis élek
latszanak, (a szinek az élek sulyat reprezentaljak de ezek konkrét értéke
nem igazan fontos). A (21c) dbrdn mér az elsé X és SX mérések uténi nem
trivialis élek latszanak, jol lathatd, hogy a mérések 1j nem trivialis éleket is
behoznak, azonban az els6é qubitet "kicsatoljak" a rendszerbdl, trivialis élek
sem csatlakoznak ezekhez a Majorandkhoz. A tovabbi abrdkon a tovabbi
forgatasok és mérések hatasa lathato.
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