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TARTALOMJEGYZEK

Bevezetés

A dolgozatban vizsgalt téma matematikai hatterének gyokerei a XX. szézad elejére nytlnak
vissza, amikor a kozgazdasagtanban, szociologiaban bizonyos javak eloszldsdnak egyenetlen-
ségének jellemzésére bevezették a majorizécid és az ehhez szorosan kapcsolodd Lorenz-gdrbe
fogalmat [4] 5, 11]. Az 1990-es években szociologiai targyu folydiratokban megjelent a majori-

zécio tobbvaltozos altalanositasa és a Lorenz-zonotop fogalma is [§].

Az ezredfordulétol a kvantum-informacidelméletben kiilonbozé atképezhetdségi kérdések-
ben tjra fontosséa valt a klasszikus majorizacio, illetve annak kvantumos éaltalanositasa |2} [13].
[tt nem javak eloszlasat, hanem tipikusan (klasszikus vagy kvantum) allapotok viszonyéat jel-
lemzi a majorizacidé. Ma mar a kiilonb6z6 atképezhetségi kérdéseket egy kozos keretbe foglalja
az erGforraselméleti szemlélet. A kiilonbozd erdéforrasok Osszehasonlitédsa egy részben rendezést
hatéroz meg (tipikusan valamilyen &allapottéren), és sokszor ez a rendezés az allapotok kozti

majorizacioval irhato le [3] [12].

A legelss atképezhetGségi vizsgalatokban az egyvaltozos majorizacio kapott szerepet, mely
ekvivalens allapotok egységtarto atképezhetdségével [5]. Késsbb, a kvantum-termodinamikaban
kialakult a terméalis majorizacié fogalma, ahol az atképezés a teljesen kevert allapot helyett egy
Gibbs-allapotot &ériz meg [7]. Ennél egy még altalanosabb fogalom a d-majorizacio, ami adott

allapotparok egymasba képezhetdségével ekvivalens [14].

A d-majorizéaciot leird altalanositott Lorenz-gbrbe természetes altalanositasa a Lorenz-

zonotop.

A munka {6 célkittizése a Lorenz-zonotop fogalmanak bevezetése eréforraselméleti vizsgé-
latokba. A zonotop egyfeldl altaldnositasa a Lorenz-goérbének tobbvaltozos esetre, méasfelsl

szemléletes, geometriai képet ad az atképezhetGségi vizsgéalatokhoz.

A dolgozat [1| fejezetében bevezetjiik a majorizacidé fogalmat, illetve annak kétvaltozos &l-
talanositasat, kimondjuk az ezekre vonatkozo korabbi tételeket. A [l fejezetben bevezetjiik a
Lorenz-zonotop fogalmat, melynek segitségével sziikséges feltételt adunk az altalanos n allapot

atképezhetdségre (2.6 és[2.13] tétel), amely egy specialis esetben elégséges is (2.8] tétel).

A [ fejezetben a Koshevoy altal bevezetett kiegészitett Lorenz-zonotop segitségével bemutat-
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juk a Koshevoy-tétel bizonyitasat [8]. Ezutan kimondjuk és bebizonyitjuk a Koshevoy-tétel
kvantum &ltalanositasat . tétel), amely a dolgozat f6 eredménye a kvantuméatképezhetsség
terén. A [ fejezetben a Koshevoy-tétel egy masik iranyt altalanositasat mutatjuk be klasszi-
kus esetben . tétel). Elhagyjuk azt a megszoritast, hogy a transzforméacio sorén a teljesen
kevert allapot invariansan marad. A fejezet végén a zonotopok geometriai képébdl kiindulva

kapcsolatot adunk kiilonb6zé iranymenti atképezhetGségi kérdések és a zonotopok tartalmazasa

kozott (4.9 tétel).

A dolgozatban szerepl§ tételek koziil a [3.13], a [4.6] és a[4.9] tétel sajat eredmény. Ezek

mellett a[2.6] és a[2.13] tétel is sajat, de egyszerd megfontolasokkal lathaté eredmény.
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1. Egy- és kétvaltozoés majorizacid

Ebben a fejezetben bevezetjiik a dolgozatban hasznalt alapjeloléseket és fogalmakat. Ezutéan
ratériink az egy- és kétvaltozos majorizacié targyalasara. Kimondjuk a legfontosabb tételeket

az atképezhetdségi kérdések és az egy- és kétvaltozos majorizécid kapcesolatarol.

1.1. Matematikai alapfogalmak és jelolések
Altalanosan hasznélt alapjelolések:

B(#): a H Hilbert-téren hato korlatos operatorok halmaza,
n] :={1,2,...,n},

[n]o :={0,1,2,...,n},

PT, (vl): a P matrix (v vektor) transzponaltja,

p*: a p vektor nemnévekvs rendezése,

K¥ = {f|: ¥ — K},

Ox = (0,...,0)" € RY,

1y :=(1,...,1)T e RY,

uy = (1/d,...,1/d)T € R*, ahol d = | X/,

04 € B(H) a H Hilbert-téren haté nulloperéator,

I;; € B(H) a H Hilbert-téren hato identités.

A dolgozat soran klasszikusan és kvantumosan is véges dimenziés rendszereket vizsgalunk.
Klasszikusan az allapotok valoszintiségi vektorok egy véges abécén (X). A valoszintségi vek-

torok halmazanak jel6lése X-en:

P(X) = {p e R*

przl,VxGX:prO}, (1)

reX

ahol RY az X-en értelmezett valos értéki fiiggvények halmaza. A késébbiekben allapot n-esek

(P, C P(X) atképezhetdségérdl lesz sz0, ezeket az allapotokat matrix alakba rendezhetjiik:
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Bevezethetd tovabba a kiegészitett matrix jelolés egy tetszéleges w € P(X') allapotra:

valamint ennek egy specialis esete:

1/d
P" = p® ... p™ uy , ahol uy = : ,d =X (4)

1/d

Klasszikus esetben a megengedett allapotfejlédéseket, illetve csatornakat a sztochasztikus méat-

rixokkal tudjuk lefrni.

1.1. Definici6é. Adott W : RY — RY mdtriz sztochasztikus, ha:

VeeX: > We=1¢é Vel VreX: W, >0.

yey
A sztochasztikus mdtrizok halmaza X és Y kozott: Mf@‘;fgl,

A majorizacié esetében a bisztochasztikus matrixok lesznek fontosak.

1.2. Definicié. Adott B : RY — RY mdtriz bisztochasztikus, ha:

Vyey: Y We=1VeeX: > Wo=1é Vel VreX: W, >0

zeX yey

A bisztochasztikus mdtrizok halmaza X és'Y kozott: M%sﬁ?ﬁh

1.3. Megjegyzés. A bisztochasztikus mdatrizok az egyenletes eloszldst az egyenletes eloszldsba

viszik, azaz ha B € M$%Y, akkor
B c Mbistoch. B .
XXY — Uy = Uy,

ahol uy (uy) az egyenetes eloszlds X-en (Y-on).
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Kvantum esetben az allapotok egy véges dimenzios Hilbert-tér (H) stirtiség operatorai:

S(H):={peB®H) |p=0, Trp=1}. (5)

Hasonloan a klasszikus esethez, kvantumosan is allapot n-esek (p)r_, C S(H) vizsgalata a

cél, melyek egy allapotokbol allo vektorba rendezhetsk:

Itt is bevezethets a kiegészitett vektor, de kvantum esetben csak a maximélisan kevert alla-

pottal vett kiegészités az érdekes:

p(l)

h~]
I
—~
~J
~—

1/d

A kvantummechanikaban a legéltalanosabb allapotfejlédéseket a teljesen pozitiv, nyomtar-

to leképezések adjak.

1.4. Definici6. A ® : B(H) — B(K) linedris leképezés kvantum-dllapotfejlédés/ kvan-

tumoperdcid/ kvantumcsatorna, ha:

(i) teljesen pozitiv (completely positive, CP), azaz tetszéleges H Hilbert-tér esetén idy @
pozitivitds tarts: YA € B(H®H), A>0: (idy @ ®)(A) >0,

(ii) nyomtarto (trace preserving, TP): Tr ®(A) = Tr A.
Jelolés: ® € CPTP(H,K).
Speciélisan az egységtartd kvantumcsatornakat fogjuk részletesen vizsgéalni.

1.5. Definicio. A ® : B(H) — B(K) linedris leképezés egységtarto, ha:

®(Iy) = Ix.
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A Kklasszikus elmélet konnyen beagyazhato a kvantumformalizmusba. A klasszikus X rend-
szernek megfelels Hilbert-térnek a CV valaszthato. A klasszikus allapotoknak a kanonikus
béazisban diagonalis operatorok felelnek meg, a klasszikus csatorndknak azok a kvantumcsa-
tornak, melyek diagonalis operatort diagonélisba visznek. Konnyen lathato, hogy tetszéleges
W e M9 satochasztikus métrixhoz létezik egy ® € CPTP(CY, CY) kvantumcsatorna amely
a kanonikus béazisban a diagonélis matrixokat a sztochasztikus matrix szerint transzformaélja
diagonalis matrixba, azaz:

Wya = (ey, ®(|ex)eal)ey)- (8)

Valamint minden & CPTP leképezés, amely a digaonélis matrixot diagonéalisba visz, megha-
taroz egy W sztochasztikus matrixot a formula szerint. Tovabba W akkor és csak akkor

bisztochasztikus, ha ® egységtarto.

1.2. Egyvaltozos majorizacid

A XX. szézad elején tobb tanulmany is vizsgalta a kiilonbo6z6 gazdaséagi javak egyenetlenségét,
kozgazdaséagi és szociologiai vonatkozésban. Az egyenetlenségek jellemzésére vezette be M. O.

Lorenz a Lorenz-gérbe fogalméat [11].

1.6. Definicio. Legyen p € P(X) valdsziniségi vektor. FEkkor a p eloszldshoz tartozé L(p)
Lorenz-gérbe a (k/d, Zle pf), k € [n]o pontokat sszekétd toréttvonal, ahol p* a p vektor

nemndvekvd rendezése és [n|o = {0,1,...,d}.

A definicioboél konnyen lathato, hogy a Lorenz-gérbe mindig konkéav és az egységnégyzet-
ben az atlo f6lott halad. H. Dalton kiilonb6z6 atképezhetdségi problémékat vizsgalt hasonlo
kontextusban (Robin Hood transzformaciok [4]). Lorenz és Dalton az eloszlasok egyenletlen-
ségének vizsgalata soran, egymastol fliggetleniil, azonos egyenlGtlenségekkel definialt relaciora

“ e,

és G. Polya vezette be atképezhetGségi kérdések vizsgalata soran [5].
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1.7. Definici6. Legyen p és q valdsziniségi vektorok X -en. Ekkor p majordlja q-t, ha:

k k
Vken]: Y g < p,
=1 =1

ahol p* (q*) a p (q) vektor nem névekvd rendezése. Jellése: q < p.

1.8. Megjegyzés. A majorizdcios reldicio dltaldnosithato kiilonbozd halmazokon értelmezett
valosziniségi vektorok kozott is. Ebben az esetben, ha a vektorok dimenzidja nem egyezik meg,
akkor a kisebb dimenzios vektort nulldkkal kell kiegésziteni, hogy azonos dimenzidsak legyenek.

Sot tetszdleges vektorok kozott is definidlhato, ha a két vektor komponenseinek 6sszege eqyenld.

1.9. Megjegyzés. A majorizdcids reldciot, a definiciobdl kévetkezden, a Lorenz-gorbe karak-
terizdlja:

q=<p < L(q) < L(p).

1.10. Példa. Legyen p = (0.03,0.55,0.15,0.27)7 és q = (0.13,0.4,0.19,0.28)T. Ekkor az

eloszlasokhoz tartozo Lorenz-gorbékbal . dbra) leolvashatd, hogy q < p.

Lorenz-gérbe

1.0 — p

0.8

0.6

0.4

0.2 1

0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
k/d

1. 4bra. A p vektorhoz tartozé Lorenz-gérbe dominalja a q vektorhoz tartozé Lorenz-gérbét.

A majorizacio segitségével Hardy, Littlewood és Polya karakterizalni tudta a bisztochasz-

tikus atképezhetGséget.

1.11. Tétel. (Hardy-Littlewood—Pdlya, [5]) Legyen p € P(X) és q € P(Y) valdsziniséygi
eloszldasok. Ekkor

B € M33%3™ : q=Bp < q<p.

7
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1.12. Megjegyzés. A definicichoz hasonloan, az|1.11]. tétel is dltaldnosithato vektorokra, ahol

a vektorok komponenseinek dsszege eqyenld.

Az [I.T1] tétel konnyen altalanosithaté kvantumatképezhetGségre is. Ebben az esetben
a bisztochasztikus atképezhetGség kvantumosan egységtartd atképezhetdségnek felel meg. Az
egységtartd egyallapot atképezhet&ség mindig visszavezethets a klasszikus esetre hiszen az unit-
érrel valo konjugalés egységtart6 CPTP leképezés. Azaz a kiindulasi és cél stirtiségoperatorokat
diagonalizalni tudjuk egy-egy bézisban egységtarté kvantumcsatornakkal. A digonalis opera-
torok atképezhetGsége pedig ekvivalens a diagonélisban szerepld vektorok atképezhetGségével.

Ez motivalja a majorizacié altaldnositéasat kvantumallapotokra.

1.13. Definicid. Legyen p és o onadjungdlt operdtor H-n és K-n. Ekkor p majordlja o-t, ha:

s(p) <s(9),

ahol s(p) (s(0)) a p (o) sajatértékeibdl dllo vektor. Jeldlése: o < p.
Ezzel a definicioval kénnyen kimondhato6 az[1.11] tétel kvantum verzidja.

1.14. Tétel. Legyen p és o kvantumdllapot H-n és K-n. Ekkor

d® € CPTP(H,K) egységtarts : o = ®(p) < o < p.

1.15. Megjegyzés. A klasszikus esethez hasonléan a kvantum-majorizdcid is dltaldnosithato.
Kimondhato onadjungdlt operdtorok kézitt, teljesen analog modon. Tovdbbd az|1.1). tétel is

teljesiil onadjungdlt operdtorokra.

A majorizacié mar korabban is megjelent a kvantum-informaciéelméletben. M. A. Nielsen
a lokalis operacio, klasszikus kommunikaci6 eréforraselméletében hasznalta a majorizaciot [13].
Ebben az elrendezésben adott egy két részrendszerbdl allo osszetett rendszer. A kérdés. hogy
egy adott allapot milyen mas &allapotokba transzformalhat6 lokélis operaciok (szorzat alaki

kvantumcsatornak) és klasszikus kommunnikacio segitségével.
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1.16. Tétel. (Nielsen [13]) Adott |1p) v

és |p)@| tiszta dllapot H 4 ® Hp-n. Ekkor

Lrocc
—

XY [0X| = A(D) < A(Y),

ahol X(¥) (A(@)) a b (¢) vektor Schmidt-egyiitthatéinak négyzetébdl dallo vektor.

1.3. Kétvaltoz6s majorizacio

A bisztochasztikus atképezhetdség felfoghaté sztochasztikus kétallapot atképezhetGségként is,
ha az egyik kiindulasi- és célallapot is az egyenletes eloszlas. Igy a bisztochasztikus egyal-
lapot atképezhetGség altalanositasa a sztochasztikus kétallapot atképezhetéség. A kétallapot
atképezhetdséget a majorizécios relacio altaldnositasa karakterizalja, melyhez be kell vezetni

az altalanositott Lorenz-gorbe fogalmat.

1.17. Definicio. Adott p\V és p® wvaldsziniiségi vektor X-en. Legyen m eqy permudcid X -en,

melyre:
(1) (1) (1)
Pr(ey) o Prtw) o
@ = @ = =_@® >
Pr(z)  Pr(zs) Pr(zq)

ahol a nulldval vald osztds eredményét végtelennek tekintjik. A p®Y, p® eloszldsokhoz tar-

tozé L(pW, p?) dltaldnositott Lorenz-gérbe a (31, p? ,Zlepfrl()xi)), k € [d]o pontokat

m(;)

0sszekotd torottvonal.

1.18. Definicié. Adott (pV, p@) és (qIV, q?) valdszindiségi vektor par X-en és Y-on. Ekkor

(p", p®) d-majordlja (q,q)-1, ha
L™, q®) < L(p™,p?). (9)

Jelolése: (qM,q@) < (pM, p@).
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©1) a1 0,1) 1,1)

£(a",q%)

p C(p“>.p(2>)

(0,0) (1,0

0.0 (1.0
@ P

)T q<2)

P

2. abra. A (pt"), p®) eloszlas parhoz tart6zo 3. abra. A (p®, p@) ¢ (qV, q?)

Lorenz-gérbe megkonstrualasa. A (pt, pi) eloszlas parhoz tartéz6 Lorenz-gorbék.
vektorokat kell meredekség szerint rendezni L(qM, q®) > L(pW,p®),  tehat
és tsszeadni. az |1.18 definici6 szerint (p™, p?®) <

(a®, q@).

Az [1.11] tétel altalanosithato kétallapotatképezhetségre [14].

1.19. Tétel. Adott (p!), p@) és (qWV), q'¥) valdszindiségi vektor pdr X-en és Y-on. Ekkor

IW e Msh - @ =WpW, i e {1,2} <= (q", ) < (p', p?).

Ennek a tételnek nincs ismert, kvantumallapotokra vonatkozé altaldnositésa.

1.20. Megjegyzés. A nemegyensilyi termodinamika klasszikus tdrgyaldsdban az igynevezett
Gibbs-stochasztikus dtképezés, illetve a termdlis Lorenz-gorbe, termdlis majorizdcio jdatszik fon-
tos szerepet [12]. Ebben az esetben az . €s az . definiciéban a p® és q'? dllapotokat az
adott rendszerhez tartozo, adott hémérsékletd Gibbs-dllapotra kell cserélni. Az[1.19 tétel ter-
mészetesen ebben az esetben is érvényes marad, hiszen a Gibbs-sztochasztikus dtképezéshetdség

a két dllapot datképezhetdség eqy specidlis esete.

10



TOBBALLAPOTU ATKEPEZHETOSEGI VIZSGALATOK LORENZ-ZONOTOPOK
SEGITSEGEVEL

2. Tobballapotii atképezhetSségi vizsgalatok Lorenz-zono-
topok segitségével

Az el6z6 fejezetben kétéallapot atképezhetdségi problémakat vizsgaltunk a majorizacioé és az ah-
hoz kapcsolodo altalanositott Lorenz-gorbe segitségével. Természetesen adodik a kérdés, hogy
a teljesen altalanos n allapot atképezhetdség karakterizalhato-e a Lorenz-gorbe valamilyen n
dimenzids altalanositasaval. Ebben a fejezetben bevezetjiik a Lorenz-zonozop fogalmat klasszi-
kus és kvantum esetben is. Ennek segitségével adunk egyszert sziikséges (de nem elégséges)

feltételt az atképezhetdségre.

2.1. Klasszikus eset

Klasszikus esetben a probléma a kovetkezs. Adott n valoszintiségi eloszlas par (pt¥, q¥) az X

és Y eseménytereken (adbécéken), létezik-e olyan W € Mf@‘;fg‘,, hogy a

q” = wp", (10)

egyenlet teljesiiljon minden i € [n] esetén? A egyenletek atfogalmazasa az eloszlasokbol

felépitett matrixok nyelvén, hasznalva a jelolést:
Q = WP. (11)

Ezt a kérdést valaszolja meg az tétel n = 2-re az altalanositott Lorenz-gorbe segitségével.
A Lorenz-gérbe n dimenzids altalanositdsahoz bevezetjik a klasszikus egységkocka fogalmat

(az informacidelméletben ez a tesztfiiggvények halmaza), illetve annak specialis részhalmazait:

2(X) :=[0,]¥ CRY, #,(X):= {t € 2(X)

oty = k:} CRY keldy, (12)

zeX

th = k:} CRY keld, (13

reX

2(X) = {0, 1}" CRY, 2 (X) = {t € n(X)

11
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ahol d = |X|. A bevezetett halmazokra nyilvanvaléan fennallnak a kovetkezd tartalmazasi

relaciok minden k-ra:

7L(X) C 4(X) € 2(X), (14)

72,(X) C p(X) C Z2(X). (15)

2.1. Lemma. Vk € [d]p : Zx(X) konvez, és
Ext £4(X) = 72,(X), (16)

ahol d = |X|.

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy 7;(X') valoban konvex. Tovabbé z2,(X) C Ext Z,(X'), hiszen
72, (X) extremélis az egységkockdban. Belatjuk, hogy nincs més extremaélis pont Z;(X')-ban.
Vegyiink egy tetszbleges v € Z4(X) \ 2, (X) vektort. Ekkor 3 z;,z; € X' tgy, hogy vy, és vy,
benne van a (0,1) nyilt intervallumban. Tehat 3& > 0 : v,, £¢,v,, ¢ € (0,1). Legyen

VE = (Vg U, 6,0, FE, ., 0,)T € £3(X). Ekkor v = (v +v7), ami azt jelenti,

hogy v nem egy extremalis pont. O

2.2. Kovetkezmény. 7;(X) = Conv p,(X), a Krein—-Milman-tétel miatt [9, [10).

Az egységkocka fogalmaval bevezetheté a Lorenz-zonotép fogalma, ami a Lorenz-gorbe

altalanositéasa n allapotra.

2.3. Definicié. Legyen (pW, ..., p™) valdsziniségi eloszlds X-en, d = |X|. Ekkor az eloszld-

sokhoz tartozo Lorenz-zonotop:
£Z(pW,... . p") =LZ(P)={PTt|t € £(X)} =PT£(X) CR". (17)
Hasonloan bevezethetdek a tovdbbi halmazok:

0e(P) = {PTt [t € (X))} =P (X)), ¢(P):= | ex(P)=P" n(X).

12
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v(P) és vx(P) a P-hez tartozé Lorenz-zonotdp csiucsainak, illetve k siulyd csicsainak hal-

maza.
2.4. Megjegyzés. A Lorenz-zonotopra igazak a kovetkezd dllitdsok:

(i) Hasonloan a reldciohoz (€és abbol kovetkezden): v (P) C v(P) C LZ(P). S6t LZ(P)

konvex és a[2.3. kovetkezmény miatt

LZ(P) = Convu¢(P).

(ii) Az egységkockdban van: LZ(P) C Z(n) = [0,1]". Tovdbbd 0, = P70y € LZ(P) és
1, = P71y € LZ(P), ahol 0, = (0,...,0)T € Z(n), 0x = (0,...,0)T € Z(X) és 1, =

(1,....,0)T e z(n), 1x = (1,...,1)T € Z(X). (A P sztochasztikus, ezért PT1y = 1,,.)

(i1i) Kozéppontosan szimmetrikus az egqységkocka kézéppontjdra, azaz

peLZP) < 1,—p€ LZ(P),

hiszen t € Z(X) <= 1y —t € £(X).

(iv) Két dllapot esetén a zonotdp felsé hatdrold girbéje a két dllapothoz tartozo dltalanositott

Lorenz-girbe (1.17. definicid), ahogy alf] dbrdn is ldthatd.

13
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©0.1) k=3

(1,1)

(1,0)

0.0 )
4. dbra. Két haromdimenzids eloszlashoz tartozé Lorenz-zonotép a kétdimenzios egységkocka-

ban. Az abran lathato a két eloszlashoz tartozo L£(p™, p?) éltaldnositott Lorez-gérbe, mint
a zonotop felsé hatargorbéje. Kiilonboz6 szinnel jeloltiik a k£ = 1,2, 3 silyt cstcsokat.

2.5. Kovetkezmény. Adott (p),p®@) és (qV),q?) eloszlds pir X-en és Y-on, ekkor a

a . meqgjeqyzeés és pontja muatt:
LZ(qW,q?) c £L2(pW,p?) = L(qV,q?) < LYW, p?),

azaz a Lorenz-zonotop tényleg eqy jo dltaldnositisa a Lorenz-gorbének.

A Lorenz-zonotopok segitségével konnyen adhato egy sziikséges (de nem elégséges) feltétel

az atképezhetdségre.

2.6. Tétel. Adott P és Q sztohasztikus mdtrix n valdsziniiségi oszlopvektorral X-en és Y-on.
Ekkor
IW € M35 0 Q=WP = LZ(Q) C LZ(P).
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Bizonyitds. A bizonyftashoz a 2.4 megjegyzés [(ii)] 4llitasat hasznaljuk ki. Azaz:

LZ(Q)=Q (X)) =P"WT (X)) C PT £(X) = LZ(P),

hiszen W1 £(X) = LZ(W) C £(X) a2.4 megjegyzés[(ii)] allitasa alapjan. O

Altalanos esetben azonban mar klasszikusan sem igaz visszafelé a tétel. Ezt igazolja
a példa [8].

2.7. Példa. Vegyiik a kovetkezd sztochasztikus mdtrizokat:

18 3 1 5 5 1
4 32 1 4 32 1
11 1 r 3 1
4 14 1 22 16 4
P: 7Q: Y
9 9 1 1521 1
4 32 1 88 64 4
3 3 1 1521 1
(22 8 4 [88 64 4

valamint a ) )

2 1

5 050

200

T =
00 3 3
00 3 3

mdatrizot. Ekkor Q = TP, amibdl egyszeri szamitdsokkal megkaphatd, hogy LZ(Q) C LZ(P).
Teqyiik fel, hogy létezik eqy W sztochasztikus mdtriz, hogy Q = WP. Azaz a W mdtriz egyes

w; € [0, 1]* sordval megkaphatjuk a Q mdtriz megfeleld sordt a P mdtriz sorainak segitségével:

4
q; = E Wi;Pj,
j=1

ahol w;; a w; vektor j-edik komponense és q;,p; a Q illetve P mdtriz sorvektorai. A Q és
P mdtrizok sorvektorait dbrazoltuk az[3. dbrdn. Ahogy az az dbrdan is ldtszik a Q mdtriz har-
madik és negyedik sorvektora eqy sikban van a P mdtriz harmadik és negyedik sorvektordval
(a3 = qu = %(Ps + p4)), mig a tobbi vektor ezen sik dltal szepardlt térrészek kozil azonos-
ban van. Ebbdl kévetkezik, hogy ahhoz hogy megkapjuk a qz, qq vektorokat mint a P mdtrix

sorvektorainak 0,1 kézotti egyiitthatos linedris kombindcioja csak a ps, ps vektorokat haszndl-
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hatjuk. Azaz a W mdtriz utolsé két sora a (0,0,1/2,1/2) sorvektor lesz. Tehdt ahhoz hogy
W  sztochasztikus legyen a qi, qe vektorok 0,1 kozotti linedris kombindcidjdhoz, csak a p1,Pp2
vektorokat haszndlhatjuk. Eqyszerid szamitdsokkal ellendrizhetd, hogy ez nem lehetséges, tehdt

nem létezik ilyen sztochasztikus mdtrix.

5. dbra. A P és Q maétrix sorvektorai. A qs, q4 és a ps3, ps vektor egy sikban fekszik, mig a
di, g2 és a p1, p2 vektor a stk alatti térrészben.

Sikeriilt viszont olyan specidlis esetet taldlni, amikor klasszikusan visszafelé is teljesiil

a 2.6l tétel.

2.8. Tétel. Adott P és Q sztohasztikus mdtrix n valdsziniiségi oszlopvektorral X -en és Y-on,

tovdbbd RanP = RY, ahol RanP a P mdtriz képtere. Ekkor

IJW €M% : Q=WP < LZ(Q) C LZ(P).

Bizonyitds. A balrél jobbra iranyt megadja a[2.6] tétel. Nézziik a mésik irdnyt. Ha £LZ(Q) C

LZ(P), akkor mindig létezik egy T maétrix, hogy V(z,y) € X x V: T, € [0,1] és

TP = Q. (18)
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Val6ban, hiszen a egyenlet kielégithets soronként T-re az adott feltételek mellett. Azaz a
t'P = dy

egyenlet kielégitheté minden y € ) esetén tgy, hogy t € Z(X'), ahol q, a Q matrix sorvektora,
hiszen q, € LZ(Q) C LZ(P). Tovabba

Vv € RX . Z Tyxvx = Z zn: Tyxpmi}z - Z zn: Qyz{}z = i 772'7
=1

yeY, zeX yeY, zeX i=1 yey i=1

ahol v € R", amelyre v = Pv, ahol kihasznaltuk, hogy Q sztochasztikus, valamint P sziirjektiv.

Tovabba > 7" | 0; = Yy Vs, hiszen P sztochasztikus. Vagyis Gsszességében:

Vv e R : TyoVe = Y Vg,
> Tte=)

yeY, zeX rEX

amibdl kovetkezik, hogy T sztochasztikus. O]

2.9. Megjegyzés. A RanP = RY felétel a dimenzidtétel miatt dtirhato gy is, hogy ker PT =

{0}

2.2. Kvantum eset

Kvantuméallapotok esetén a kérdésfeltevés megfogalmazasa: adott n kvantumallapot par (p®, ()

a H és K Hilbert-tereken. Mikor létezik ® € CPTP(H,K), hogy a
o =a(p), (19)

egyenlet teljesiiljon minden i € [n| esetén? A egyenletek felirdsa egy kompakt formaba a

stirtiségoperatorokbol felépitett vektorok nyelvén, hasznélva a @ jelolést:

o= d(p). (20)

A kvantum eset vizsgalatdhoz hasznélhatoak a kordbban bevezetett klasszikus fogalmak

kvantum altalanositasai. Az egységkocka fogalmanak kiterjesztése kvantum esetre (ez a teszt
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operatorok halmaza a kvantum-informaciéelméletben), illetve annak részhalmazai:

TH):={T'eB(H)|0<T <1} CB(H), (21)

Te(H) :={T € T(H) | Tt T =k} € B(H), k € [d]o, (22)
P(H):={P € B(H) | P=P =P} CB(H), (23)
Pu(H) ;= {P € B(H)| Tx P = k} C B(H), k € [d), (24)

ahol d = dim H.

A klasszikus esethez hasonloan a kvantumkocka esetében is felirhatdak kiilonbozs tartal-

mazasi relaciok minden k esetén:

Pe(M) € Ti(H) € T(H), (25)

Pe(H) CP(H) CT(H). (26)

A 2.1] lemma kvantum verzidja is teljestl.

2.10. Lemma. Minden k € [d]y esetén T(H) konvez, és
Ext To(H) = Pu(H), (27)

ahol d = dim H.

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy Tp(H) valoban konvex. Ismert, hogy P(H) extremalis
T (H)-ban. Ebbdl kovetkezik, hogy Pr(H) C Ext Tp(H). Legyen T € Ti(H)\ Pr(H) tet-

sz6leges. T egy pozitiv szemi-definit operator, tehét felirhato a kovetkezSképpen:

T= > AP,

Aespect(T)

Ekkor 3 \;, A; € spect(T) agy, hogy A; és A\; a (0, 1) nyilt intervallumban van. Ekkor 3¢ > 0 :
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Nite \j+ee(0,1). Legyen T* =T + eP(\;) FeP(\;) € To(H). Ekkor T = (T +T7),

1
2

amibdl kovetkezik, hogy T' nem extremalis, vagyis Ext Tp(H) C Pr(H). O

A Lorenz-zonotép fogalma kénnyen altalanosithaté kvantumallapotokra.

2.11. Definicié. Legyen p = (p™M, ..., p™)T € S(H)" egy kvantumdllapotokbsl dllé vektor.

Ekkor az dllapotokhoz tartozo kvantum-Lorenz-zonotop:
QLz(pW, ..., p") = QLZ(p) = {TrpT |T € B(H), 0 <T < I} CR", (28)

ahol Tr pT = (Tr pMT, ..., Tr p™T)T. Hasonldan a klasszikus esethez, bevezethetdek a tovdbbi

halmazok:

Vi(p) :={TrpP | P € Pu(H)}, V(p):= | Vi(p),
keld]o

ahol V(p) és Vi(p) a p-hoz tartozo kvantum-Lorenz-zonotdp csicsainak, illetve k sulyd csi-

csainak halmaza.

2.12. Megjegyzés. A kvantum-Lorenz-zonotdpra , a klasszikus esethez hasonloan, a kovetkezd

dallitasok igazak:

(i) Hasonldan a (26) reldcichoz (és abbol kovetkezden): Vi(p) C V(p) € QLZ(p). Sét
QLZ(p) konvezx és a[2.10} lemma miatt

QLZ(p) = Conv V(p).

(i1) Az egységkockdban van: QLZ(p) C Z(n) = [0,1]". Tovdbbd 0,, = TrpOy € QLZ(p)
és 1, = Trply € QLZ(p), ahol 0, = (0,...,0) € Z(n), Oy € B(H) a H Hilbert-tér

nulloperdtora és 1,, = (1,...,1)T € Z(n), I, € B(H) az identitds.

(111) Kozéppontosan szimmetrikus az egqységkocka kézéppontjdra, azaz
peEQLZ(p) < 1,—p <€ QLZ(p),

hiszen T € T(H) <= Iy —T € T(H).
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A [2.6] tételben megadott elégséges feltétel kvantum esetben is érvényes marad.

2.13. Tétel. Adott p és o vektor n striségoperdtorral H-n és K-n. Ekkor

39 € CPTP(H,K) : o = ®(p) = OLZ(c) C OLZ(p).

Bizonyitds. A bizonyitashoz azt az ismert tényt hasznaljuk ki, hogy ha ® € CPTP(H,K) —
o* . B(K) — B(H) egységtartod és teljesen pozitiv, ahol ®* a ® operator adjungéltja a
Hilbert—Schmidt skalarszorzat szerint. Vagyis Vp € QLZ (o), p = TroT valamilyen T € T (K)

tesztoperatorra, tovabba:

p=TroT =Tr®(p)T = Tr p®*(T) € QLZ(p),

hiszen ®*(T') € T(H), mivel &* egységtarto és pozitiv. O

Mivel a tétel mar klasszikusan sem igaz visszafelé (2.7, példa) ezért természetesen kvantum

esetben sem.
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3. IrAnymenti egységtarté atképezhetSség

A korébbi fejezetben lattuk, hogy a Lorenz-zonotopok tartalmazasa nem karakterizalja a tel-
jesen altalanos atképezhetdségi kérdést. Ezért ratériink az tgynevezett irdnymenti atképezhe-
tGségre. Ebben az esetben nem az n darab allapotot szeretnénk atképezni, hanem az ezekbdl
képzett tetszGleges linearis kombinaciokat. Ebben a fejezetben lesziikitjiik a targyalast egység-
tarto csatornakra. Ismertetjiitk Koshevoy eredményét [§], illetve annak bizonyitasat. Ezutan
altalanositjuk az altala bevezetett fogalmakat kvantum esetre és megmutatjuk, hogy a tétel

kvantumaéllapotokra is igaz marad.

3.1. Klasszikus eset

Az irdnymenti egységtartd atképezhetségi kérdés klasszikusan tugy fogalmazhaté meg, hogy
adott n valészintiségi eloszlas par (p™,q") az X és ) eseménytereken (dbécéken). Mikor
létezik minden v € R" esetén egy By : P(X) — P()) bisztochasztikus leképezés, melyre

igaz, hogy

B wup” =) uq"?, (29)
i=1 i=1
ahol v; a v vektor i-edik komponense? Ennek specidlis esete, amikor n = 1, ez esetben a v

vektor egy skalar és az atképezhetGséget a majorizacid karakterizalja az [1.11] tétel alapjan.

Altalanos esetben a formula atfogalmazhato a kévetkezéképpen:

B,Pv = Qv, (30)

ahol P illetve Q a szerint bevezetett jelolés. Mostantol az egyszertiség kedvéért Y = X, a

fejezet végén tériink majd vissza az altalanos esetre.

Bevezetjiik a kiegészitett Lorenz-zonozop fogalmat, amely a bisztochasztikus irdnymenti

atképezhetdség probléméajat, illetve annak altalanositasait karakterizalja.

3.1. Definicié. Legyen (p\V,...,p™) és w valdsziniségi eloszlds X -en. Ekkor az eloszldsokhoz
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tartozo w-Lorenz-zonotop:
w-LZ(pW, ... p™) = w-LZ(P) = LZ(PY), (31)
ahol PV a (3) formula szerint bevezetett kiegészitett mdtriz. Specidlisan az u-Lorenz-zonotop:
u-LZ(P) = LZ(P"Y), (32)

ahol u az egyenletes eloszlds X -en.

3.2. Lemma. Adott P és Q sztohasztikus mdtrixok n valdsziniségi oszlopvektorral X -en, d =

|X|. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
(i) u-L2(Q) C u-LZ(P),
(ii) Yk € [d]o : v£(Q™) C Conv vy (PY),

(111) Yk € [d]o : vx(Q) C Conv vy (P).

Bizonyitds. A kovetkezd ekvivalencidk egyenesen kovetkeznek a definiciokbol:
u-LZ(Q) Cu-LZ(P) <— »(Q") C Conv¢(P") «—

< Vk € [d]o: vx(Q") C Conv e (P").

A — ()| irdny trivialis. Az — irdny bizonyitasahoz vegyilink egy tetszdleges
v € v,(Q"Y) vektort. Ekkor létezik egy ¢ € 2,(X) ugy, hogy v = Q""c. Valamint, mivel
v € u-LZ(Q) C u-LZ(P), ezért létezik egy t € [0,1]% gy, hogy v = Pu"t. Vessiik ssze a

QuTc = PuTt egyenletben szerepls vektorok utolsé koordinatait:

Vil :Zchzn+1:Zcxux:éZc;E:S:thP;‘nH:éZtm — t € £x(X)

reX reX rzeX zekX reX

A lemma miatt t felirhato egy konvex kombinécioként:
t= Z )\ici:
i=1
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ahol Vi € [r] : ¢; € ,(X), \; € [0,1] és Y7, A\; = 1. Tehat:

v =Pt = Z \P"e; € Conv v (PY).
i=1
A — irany trivialis, hiszen csak el kell hagyni az utols6 dimenziot. A maésik
iranyhoz legyen v € v, (Q") tetszoleges. Ekkor felirhaté a kovetkezd formulaval v = Q" 'c, ahol
c € 2,(X). Ekkor v = QTc € ¢#4,(Q) C Conv ¢4 (P). A korabbiakhoz hasonléan v felirhato
kovex kombinécioként v = Y. \;PPc;. Ugyanezt a konvex kombinaciot hasznalhatjuk v

felirisdhoz is v = >_'_, A\P%"c;. O

6. abra. A [3.2] lemma alapjan akkor és csak akkor tartalmazza a P-hez tartozo kiegészitett
zonotop a Q-hoz tartozot, ha minden k egész szamra az x, 1 = k/d sikkal vett metszetek kozott
is fennall a tartalmazési relacié. A zonotopok ilyen sikmetszete a k sulyu csiicsok konvex burka.

Bevezetjiik az iranymenti majorizacié fogalméat, ami az [1.11] tétel alapjan ekvivalens az

irdnymenti egységtartd atképezhetdséggel.

3.3. Definici6. Legyen P és Q sztohasztikus mdtrizok n valdsziniiségi oszlopvektorral X -en,

d = |X|. Ekkor P irdny mentén majordlja Q-t, ha:

Vv € R": Qv < Pv, (33)
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ahol < az egyvaltozos majorizdacio vektorok kozott . definicio és . megjeqyzés). Az irdny-

menti majorizdcid jeldlése: Q <P P.

3.4. Megjegyzés. A [3.5 definicid dltaldnosabban is megfogalmazhatd gy, hogy a Q oszlop-

vektorai kilonbozd halmazon vannak definidlva, mint a P oszlopvektoras.

3.5. Lemma. Legyen s € R és (¢;)%, C R™. Ekkor:

s € Conv(c)r, <= WeR": vis< m%s]( vie (34)
ic

Bizonyitds. A preciz bizonyitds a Hahn—Banach-tétel [10] alapjan adhaté meg. Szemléletesen
az X valtozora vonatkozo vIx < K egyenl6tlenség valamilyen K € R esetén egy v normalisi
hipersikkal levalasztott fél térrészt hataroz meg. Ez alapjan a ekvivalencia jobb oldala azt
jelenti, hogy tetsz6leges v irdny esetén taldlhatd egy optimalis hipersik, amely esetén s és az
0sszes ¢; pont is egy térrészbe keriil. Ez ekvivalens azzal, hogy s benne van a c; pontok konvex

burkaban. n

vix < max vTc,-

il

7. dbra. A v's < maxep vYc; egyenlStlenség geometriai abrazolasa.

3.6. Kovetkezmény. Legyen C C R" konvex halmaz. Ekkor

scC < YWeR":dcelC:vis=v'ec
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3.7. Tétel. (Koshevoy, [8]) Legyen P és Q sztohasztikus mdtrizok n valdsziniségi oszlopvek-
torral X-en, d = |X|. Ekkor

Q<"P = u-LZ(Q) Cu-LZ(P).
Bizonyitds. A [B.2] lemma miatt
u-LZ(Q) Cu-LZ(P) < Vk € [d]o: v+(Q) C Conv v (P).
A B.5llemmét hasznalva:

v1(Q) C Conv #4(P) <= Vv € R"” max v/ Q’c < max v’ PTc.
cE (X)) c’'en(X)

Emellett v'Q"c = (Qv)Tc =3, . (Qu),, ahol C' := {z € X | ¢, = 1}. Tehat Ssszességében

_ C - n : < .
w-LZ(Q) Cu-LZ(P) < Vv € R", Vk € [d], CCI’I‘I?CI;("@IEZC(Q% < CCI}(%%EZC(Q%

Az ekvivalencia jobb oldala az egyvaltozos majorizacio definicioja Qv és Pv vektorokra. [

3.8. Megjegyzés. A[3.7 tétel kimondhatd dltaldnosan is, kilonbozd kiinduldsi és cél dllapot-

terekre. Ez az eset kivetkezik a[f.0. tételbdl, amelyet majd késébb bizonyitunk.

3.2. Kvantum eset

Az iranymenti egységtartd atképezhetdség kvantum esetben is megfogalmazhato. Adott n
kvantuméllapot par (p@, o) S(H)-ban és S(K)-ban. Mikor létezik Vv € R" egy egységtartd
CPTP leképezés @, : S(H) — S(K), ami az allapotokat a

D, (i vz-p(i)> = i v;o, (35)

i=1 i=1
modon transzformélja, ahol v; a v vektor i-edik komponense? A formula tomor megfogal-

mazasa a @ jeloléssel:

o, (vip) =v'o. (36)
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Kvantum esetben is bevezethets a kiegészitett zonotop, amely segitségével majd jellemezni

tudjuk az irdnymenti egységtartd atképezhetséget.
3.9. Definicié. Legyen p = (p\V, ..., p™)T € S(H)" egy kvantumdllapotokbdl dllé vektor és
d =dimH. Ekkor az dllapotokhoz tartozo u-kvantum-Lorenz-zonotop:

u-QLZ(pW, ... p") = u-QLZ(p) = QLZ(p) C R, (37)

ahol p = (p,... p" 1/d)T.
A 2.1l lemma kvantum esetben is kimondhat6.

3.10. Lemma. Legyen p és o n kvantumdllapotbol dallo vektor. Ekkor a kévetkezd dllitdsok

ekvivalensek:
(i) u-QLZ(0) Cu-QLZ(p),
(i1) Yk € [d]o : Vi(a) C Conv Vi(p),

(111) Yk € [d]o : Vi(o) C Conv Vi(p).

Bizonyitds. A bizonyitas menete teljesen analog a klasszikus esettel. A kdvetkezs ekvivalencidk

trivialisan kovetkeznek a definiciokbol:
uw-QLZ(o) Cu-QLZ(p) < V(o) C ConvV(p) <= Vk € [d]o: Vi(a) C Conv V(p).

Az — irany trivialis. Az = irany bizonyitasdhoz legyen v € Vi (o) tetszo-
leges. Ekkor létezik egy P € Py(H) tgy, hogy v = TraP. Szintén, mivel v € uv-QLZ (o) C
u-QLZ(p), létezik egy T € B(H) ugy, hogy 0 < T < [ és v = TrpT. Vizsgaljuk a

Tro P = Tr pT egyenletben szerepld vektorok utolsdé komponenseit:
Vg1 =-TrP=-= éTrT = T e Ty(H)
A 210 lemma miatt T felirhaté konvex kombinacioként:
TS AP,
i=1
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ahol Vi € [r] : P € Py(H), \; € [0,1] és >_._, A = 1. Ezért:

v="Trpl = Z)‘i TrpP; € Conv Vi (p).

=1

A — ekvivalencia konnyen lathato, balrél jobbra egy vetitéssel megkapjuk az
allitast. Visszafelé legyen v € Vi (7). Ekkor létezik egy P € Pr(H) ugy, hogy v = Tro P.
Tovabba v = TroP € Vi(o) C Conv Vi (p). Vagyis felirhatd egy konvex kombinacioként.

Hasonloa a klasszikus esethez, ez a konvexkombinacio jo lesz a kiegészitett esetben is. O]
Kvantum esetben is bevezethet§ az iranymenti majorizacid, mely az [1.14] tétel alapjan
ekvivalens az irdnymenti egységtartd atképezhetséggel.

3.11. Definicid. Legyen p € S(H)" és o € S(K)" kvantumdllapotokbol dllé vektor. Ekkor p

irany mentén majordlja o-t, ha:
vweR": vie <vip, (38)

ahol < az egyvdltozos kvantum-majorizdacio onadjungdlt operdtorok kézétt . definicio és

. megjegyzés) és via = 1 v;0® . Az iranymenti majorizdcio jelélése o <P p.

3.12. Lemma. Legyen A € B(H) énadjungdlt. Legyen A = Z?Zl a; |le;Xe;| az operdtor diago-

ndlis felirdsa az {|e;)}_, bdzisban. Ekkor

max TrAP = ma a;. 39
Pl AP = max D (39

Bizonyitds. Barmely projekcio felirhato egy P = Zle |fiXfi| alakban, ahol (f;)¥., C H egy

ortonormalt rendszer. Ezért a egyenlet bal oldala atirhato:

k
max Tr AP = max i Af).
PEPL(H) (fi)E_,CH,ONS Zzl<f fi
Ekkor kovetkezik a Schur-Horn tételbél [6]. O

A Koshevoy-tétel . tétel) altalanosithato kvantumallapotokra. Ez a tétel a dolgozat

legfontosabb eredménye a kvantumatképezhetdség témakorében.
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3.13. Tétel. Legyen p € S(H)" és o € S(K)" kvantumdllapotokbdl dllé vektor. Ekkor
o< p <= u-QLZ() Cu-QLZ(p).
Bizonyitds. A [3.10] lemma alapjan
u-QLZ(o) Cu-QLZ(p) <= Vk € [d]o: Vi(o) C Conv Vi(p).
A B.5 lemma miatt
Vi(o) C Conv Vy(p) < Vv eR” Pgl)%:{) vIiTroP < Pg})%@) v Tr pP.

Valamint a B.121 lemma miatt

Vke[d: max Tr(v'eP) < max Tr(v'pP) < vie <v'p.
PePL(H) PePL(H)
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4. Klasszikus iranymenti Altalanos atképezhet&ségi vizsga-
latok

Ebben a fejezetben Koshevoy-tételét (3.7 tétel) altalanositjuk. A Koshevoy-tétel a biszto-
chasztikus atképezést jellemezte, amelyben kitlintetett szerepet kap a teljesen kevert allapot.
Az itt megfogalmazott altalanositasban ezt az allapotot cseréljiik le tetszGleges teljes tartoju,

racionélis komponensi allapotra, vagy akar kiindulési és cél allapotparra.

4.1. Vizsgalatok beagyaz6 leképezéssel

Az el6z6 fejezetben bevezetett bisztochasztikus atképezhetdség konnyen altalanosithato. Az
egyenletes eloszlas helyett kitlintetiink valamilyen mas eloszlast és megkoveteljiik ennek in-
variancidjat. Ez a kitiintetett eloszlas lehet példaul egy adott Hamilton-fliggvényhez tartozo
Gibbs-allapot. Az is tudott, hogy tetszéleges allapot esetén létezik olyan Hamilton-fiiggvény,
amelyre az adott allapot a Gibbs-allapot valamilyen hémérsékleten. Igy altalanosan a kovet-
kez6 kérdés tehetd fel. Adott n valoszintiségi eloszlas par (p¥, q¥) és egy altalanos w eloszlas
X-en. Mikor létezik egy sztochasztikus W : P(X) — P(X) leképezés, amely az eloszlasokat

a kovetkez6 modon transzformalja:

Vie[n]: Wp =q¥, Ww=w. (40)

Ennek egy ekvivalens atirasa:

WPY = QV, (41)
ahol PV a formuléval definiélt kiegészitett matrix. Bevezethets egy bedgyazo leképezés,

amely ezt az altalanos kérdéskort osszekoti a bisztochasztikus atképezhetdséggel [1].

4.1. Definicio. Adott egy teljes tartoji dllapot w € P(X) raciondlis komponensekkel. Ekkor

az dltaldnossdg elvesztése nélkiil

w= (- Wzd)T, (12)
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ahol¥a; € X @ W, eNés W =30 W,..
Ekkor T'y, : P(X) — P([W]):

T
Y2 Pz Pzxs Das Pz Dz
op— | P Po P Py Pa Pug (43)
WU WL WU WL, W, W,
WV ~ Vv - W
Wa, db W, db W, db

a w dllapothoz tartozo bedgyazo leképezés. E:t a leképezést eqyértelmiien kiterjeszthetjik a
teljes linedris terekre. Az igy kiterjesztett RY — RW linedris leképezést és mdtrizdt is Ty -vel
jeloljiik.

Tetsz6leges ilyen w esetén Iy, sztochasztikus, hiszen eloszlést eloszlasba visz. Konnyen

lathato, hogy I'y, bal inverzére a kdvetkezs leképezés:

J1 J2 w r
Tla= (D a > g >, G| (44)
=1 =i+l i=ja_1+1

k
ahol j, = Y. W,. T',;)} szintén sztochasztikus, tovabba lathato az is, hogy
=1

I'ww = uy, I uy =w, (45)

ahol uy, = (%, cee %)T

4.2. Megjegyzés. Minden ¢ > 0 esetén tetszdleges w valdsziniiségi vektor kozelithetd w. teljes

tartogu, raciondlis komponenst valdsziniségi vektorral gy, hogy:
lwe —wl| <e,

tetszdleges ||.|| norma esetén, hiszen véges dimenzicban minden norma ekvivalens.

A fentebb definialt bedgyazo leképezéssel konnyen altalanosithato af3.7] tétel. Ehhez el&szor

az iranymenti majorizaci6é fogalmanak altalanositésa sziikséges.

4.3. Definici6é. Legyen P és Q sztohasztikus mdtrix n valdsziniiségi oszlopvektorral X -en és
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Y-on. Ekkor P irdny mentén w-majordlja Q-t, ha:

Vv € R": Qv <, Pv, (46)

ahol <, az egyvdltozos w-majorizdcio (termdlis majorizdacid, [1.18, definicid és[1.20, megjegyzés)

vektorok kozitt. Az irdnymenti w-majorizdcio jelélése: Q <D P.

4.4. Lemma. Legyen P sztohasztikus mdtriz n valdsziniségr oszlopvektorral X -en, valamint

w teljes tartojiu, raciondlis komponensi eloszldas szintén X. Ekkor

w-LZ(P) = u-LZ(TyP). (47)

Bizonyitds. Legyen t € (X), ekkor PV"t € w-LZ(P). Valamint

Pt = PYITT (T )Tt = PY'TTt = (IWPY)'t € LZ(TPY) = u-LZ(T,P),

aholt = (P )7t € (W) = [0,1]", hiszen I'y,! sztochasztikus. Tehat Vt : P¥"t € u-LZ(T',P).
Hasonléan Vt € Z(W) : P¥'TLt = PVt ahol £ = T2t € #(X), hiszen T, sztochasztikus.

Vagyis ¥t : PY'TLt ¢ w-LZ(P) O

0.1) 1) 0,1) (11

\

(0,0) (1,0 0,00 (1,0

8. abra. A w-LZ(P) = LZ(PY) az abra bal oldalan és az u-LZ(I',P) = LZ(T',P") az ébra
jobb oldalan. Lathato, hogy a I'y, leképezés a zonotopot nem valtoztatja meg, csak a csticsokat
stiriti dgy, hogy a kitiintetett w allapothoz tartozé komponensek a beagyazas utan egyenlGek
legyenek.

31



KLASSZIKUS IRANYMENTI ALTALANOS ATKEPEZHETOSEGI VIZSGALATOK

4.5. Lemma. Legyen P és Q sztohasztikus madtriz n valdsziniiségi oszlopvektorral X -en és
YV-on, w és W' teljes rangi, raciondlis komponenst eloszlds X-en és Y-on. Ekkor I'y: és Ty,

definidalhato eqy kozos W nevezdvel, mely leképezésekre:
[yQ <PTP <= YveR": (Qv,w) < (Pv,w).
Bizonyitds. (= ): Legyen v € R" tetsz6leges. Ekkor 3B, : RW — RW bisztochasztikus:
B.I'wPv=T,Qv.

Amivel definialhato Wy, := F;}oBvon. W, bisztochasztikus, mert bisztochasztikus matrixok

szorzata is bisztochasztikus és
W.Pv=Qv é W,w=w.

( < ): Ugyanez az érvelés elmondhat6 a méasik irdnyra is, csak most minden Wy-hez defi-
nialhat6 egy bisztochasztikus leképezés By := I'y 0 W, o T';)l. A bizonyitéas egy kommutativ

diagramon Gsszefoglalhato:

(Pv,w) —— (Qv, W)

|r [rw

(TwPv,u) —— (TwQv, u).

]

A lemma segitségével a Koshevoy-tétel (3.7 tétel) altalanosithato teljes rangu, racio-

nalis komponenst vektorokkal kiegészitett zonotopokra és atképezhetGségre.

4.6. Tétel. Legyen P és Q sztohasztikus mdtrixz n valdsziniiségi oszlopvektorral X -en és Y-on,

w és W' teljes rangi, raciondlis komponenstd eloszlisok X -en és Y-on. Ekkor

YV eR": (Qv,w) < (Pv,w) < v'-LZ(Q) Cw-LZ(P).
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Bizonyitds. A 4.4, lemmak és a[3.7] tétel miatt

w-LZ(Q) Cw-LZ(P) <= u-LZTwQ) Cu-LZ(TP) — I, Q<" T,P as)
48
I'vQ=<"T,P < ¥weR": (Qv,w) < (Pv,w).

4.7. Kovetkezmeény. A[[.0. tétel eqy specidlis esete ha w' = w. Ekkor

Q<PP «— w-LZ(Q) Cw-LZ(P)

4.8. Megjegyzés. A[].0 tételt kiegészitett zonotopok segitségével mondtuk ki, de dtfogalmaz-
haté az egyszerd zonotdpok nyelvére is, hiszen w-LZ(P) = LZ(PY). Azaz, ha P és Q teljes
rangu, raciondlis komponensid oszlopvektorokbol épiil fel, akkor a kévetkezd dllitasok ekuvivalen-

cidja kovetkezik a tételbol:
(i) 3k € [n], ¥v € R, melyre v, = 0: (Qv,q®) < (Pv,p®),
(1) LZ(Q) € LZ(P)

(iii) Vk € [n], Vv € R®, melyre v, = 0: (Qv,q®) < (Pv,p®),

4.2. Lorenz-zonotopok tartalmazasanak jellemzése

Az el6z6 alfejezetben a Koshevoy-tételt (3.7) hasznalva jutottunk 0j eredményekre és alta-
lanosabb atképezhetdségi kérdéseket jellemeztiink. A kovetkezd tételben pusztén geometriai
megfontolédsokat hasznélva jutunk 1j allitasokra a zonotopok és atképezhetdségi kérdések kap-

csolatérol.

4.9. Tétel. Adott P és Q sztohasztikus mdtriz n valdsziniiségi oszlopvektorral X -en és Y-on.

Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
(i) LZ2(Q) C LZ(P)
(i) YA, p € P([n]) CR™: IWy, € MSS : QA = W, PX és Qu=W,,Ppu

(iii) Vvi,vo € RY 1 Wy, € Miﬁ‘;fgl, : Qv = Wy, Pvy és Qvy = Wy, Pvy
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(w) Vv e R*: IW, € M5%% - Qv = W, Py,

Bizonyitds. — : Legyen Ey, : R* — R? Ey,(w) = ANw)e; + (u'w)e,, ahol
e, ey egy kanonikus bazis R*n. FEy, linearis, ezért LZ(Q) C LZ(P) = E . LZ2(Q) C
Ex,LZ(P). Konnyen lathato, hogy Fx,LZ(Q) = LZ(Qx,), és hasonléan P-re, ahol

Py, = P Pu , Qap = QA Qu

Val6ban, barmely t € [0, 1]* vektorra:

Qu"t = ((QN) ) es + (Qu)"t) ez = (ATQ"t) o1 + (17Qt) e = F5,u(Q"1).

Tehat LZ(Q) C LZ(P) = LZ(Qan) € LZ(Py,), ami ekvivalens a(ii)] allitassal az[1.19] té-
tel és a[2.5] kovetkezmény miatt.

— (i)} Trividlis kovetkezmeény, hiszen csak egy skéla faktor koti Gssze a két allitast.

— : Legyen v € R" tetsz6leges. Ekkor dv,v_ € R} : v =v, —v_. Toviabba a
allitas szerint IW,, € M$%, hogy Qv = W Pv, és Qv. = W Pv_. Azaz:

Qv=Qv, —Qv_=W,Pv, —W,Pv_. =W_,Pv.

= [} Legyen q € £Z(Q). Ekkor 3t € [0,1]¥ : q = QTt. Legyen tovdbba v € R®

tetsz6leges. Ekkor létezik W, sztochasztikus, hogy Qv = W Pv, valamint:
vig=v'Q't =v'PTWIt = vIPTt,

ahol t = W, 7t € [0,1]*. Vagyis Vv € R* ésVq € LZ(Q) : Ip € LZ(P) : vI'q = vTp, ami
ekvivalens az |(i)| allitassal a . kovetkezmény miatt. O

4.10. Megjegyzés. A [[.8 megjegyzés alapjin a [{.0. tétel is a Lorenz-zonotdpok tartalma-
zasdat karaktelizdlja. Nyitott kérdés, hogy a két tételt dssze lehet-e valahogy kotni, melyik az

daltaldnosabb dllitds, esetleg melyik kovetkezik a mdasikbol.
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5. Osszefoglalas

Az atképezhetGségi kérdések az utobbi évtizedekben fontos szerepet kaptak kiilonb6z6 kvantum-
erGforraselméletekben, mint példaul a kvantumtermodinamikaban vagy az LOCC elméletben.
A dolgozat keretében altalanos atképezhetdségi kérdéseket vizsgaltunk a Lorenz-zonotopok se-

gitségével klasszikus és kvantum esetben is.

Az [1] fejezetben osszegytjtottiik az eddigi eredményeket a majorizacio és a kétallapot at-

képezhet@ség teriiletén (1.11],[1.14] és[1.19] tétel). Ezutén a kévetkezs fejezetben bevezettiik a

dolgozat kézponti fogalmat, a Lorenz-zonotopot és ennek segitségével a teljesen altalanos tobb-
allapot atképezhetéséget vizsgaltuk. Az atképezhetGségre sziikséges (és egy specidlis esetben
elégséges) feltételt adtunk. Egy ellenpéldaval bemutattuk, hogy a tébballapot atképezhetdség
jellemzéséhez nem elég a zonotopok tartalmazasa. A [3] fejezetben attértiink az iranymen-
ti atképezhetdségre. Kimondtuk a mér korabban is ismert Koshevoy-tételt . tétel). Ezt
felhasznalva tobb iranyban is altaldnositottuk Koshevoy éllitasat. ElGszor a bisztochasztikus
klasszikus atképezhetGséget terjesztettiik ki egységtartd kvantumétképezhetsségre . tétel).
Majd a klasszikus esetben a teljesen kevert allapot helyett tetszéleges teljes tartoju, racionalis
komponenst allapotok egymasba transzformalésat koveteltiik meg . tétel). A fejezet végén
altalanos geometriai megfontolasokkal bizonyitottunk egy tételt, amelyben nincs kitiintetett

szerepe semmilyen allapotnak, illetve allapotpérnak.

A dolgozatban szerepld legfontosabb tételeket a[9l abran foglaltuk ossze, a dupla nyilakkal

jelezve, hogy mely allitasok kaphatoak meg altalanosabb tételek specialis eseteként.
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tétel L6l tétel
uw-QLZ (o) Cu-QLZ(p) w-LZ(Q) Cw-LZ(P)
T )
Vv e R": Vv e R":
(vIo,I/d) — (vI'p,1/d) (Qv,w') = (Pv,w)

N\

lL

B.7 tétel [§
uw-LZ(Q) Cu-LZ(P)
)

Vv e R":
(Qv,u) — (Pv,u)

\v/

tétel [5]
L(s(o)) < L(s(p)) s
0

(0, 1/d) = (p,1/d)

I

[1.11] tétel [5]
L(q) < L(p)
(i
(q,u) = (p,u)

&

1.9 tétel
LZ(Q) C LZ(P)
)
VA, p € P([n]):
(QA, Qu) — (PA, Ppu)

\v/

1.19] tétel [14]

L(qW,q®) C L(p™,p?)
T

(@, a®) = (P, p®)

9. abra. A dolgozat legfontosabb tételei, illetve az azok kozotti kapcesolatok. A — szimbo-
lum az atképezhetséget jeloli, klasszikusan sztochasztikus matrixszal, kvantumosan CPTP

leképezéssel.

Tovabbi munkank soran szeretnénk kapcsolatot talalni a[4.9) és a[4.0] tételek kozott, eset-

leg egy még altalanosabb tételt kimondani, amelybdl kovetkeznek. JovGbeli terv a Lorenz-

zonotopokkal végzett vizsgalatok kiterjesztése direkt atképezhetéségrél approximativ, kataliti-

kus illetve asszimptotikus dtképezhetsségre.
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