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1. Bevezetés

1.1. Motivacid

A komplex rendszerek és halozatok tudomanyanak kiilondsen hangsilyos teriilete a legkii-
16nb6zEbb terjedési, perkoléacios jelenségek vizsgalata. Ezen jelenségek fontossdga mindenki
szamara nyilvanval6, ha a kiilonbo6z6 virusok, jarvanyok terjedésének megértésére és a ter-
jedés elérejelezhetGségének lehetségére gondolunk. A jarvanyterjedés matematikai model-
lezésének kiterjedt irodalma van [1], de a halozatkutatés Gjabb fejleményeire tamaszkodva
sok szép eredmény sziiletett a kozelmultban - emlitést érdemel az Alessandro Vespignani
vezette csoport munkéja, melyben a kutatok megdobbentGen pontos el6rejelzést tudtak
adni a HIN1 virus 2009-es terjedésérdl. (A csoport eredményérdl lasd az alabbi internetes
osszefoglalot:[2])

Természetesen nemcsak betegségek terjednek haldzatokon, hiszen szémos olyan ember-
alkotta vagy természetes halozat van, melyben valaminek a szétaramlésa a rendszerhez
kapcsolodo folyamatok koziil a legfontosabbak kozé tartozik. Ennek a TDK-dolgozatnak a
f6 motivacidjat elsGsorban emberi, kommunikacios halézatok adjak, ahol valamilyen infor-
macio, legyen az hir, innovacioé vagy egyszertien pletyka elterjedésére vagyunk kivancsiak.
A hirek, innovaciok terjedése onmagaban is fontos, de talan még inkdbb az az emberi
kommunikacidohoz kéthetd szamitogépes, vagy a mobiltelefonokon terjedni képes virusok
terjedése.

Az elmult néhany évben a kutatok nagy erdfeszitéseket tettek a héaldzatokon zajlo fo-
lyamatok id6fliggésének tanulméanyozéasira. Megéllapitottak, hogy az esetek tobbségében
- és ez kiilonosen igaz a kommunikéicios halézatokra, a dinamika rendkiviil inhomogén,
villan&sos (angolul ,bursty”), vagyis aktiv periddusok néha nagyon siirtin kévetik egymast,
maskor pedig igen jelentds idStartamok telnek el kozottiik. Az ilyen dinamikédnak egyik
legfontosabb jellemzGje az eseménykoziids-eloszlas, mely valosédgos rendszerekre (legalabbis
széles tartoméanyban) nem exponencialis eloszlassal, hanem hatvanyfiiggvénnyel irhato le
[3]. Ennek a villanasos dinamikénak a terjedésre gyakorolt hatasat a vilag szdmos vezetd
laboratériumaban vizsgaljak.

Szokas egy 1j képben gondolkodni az ilyen rendszerekrsl. A kommunikécios halozatok-
ban, de akar az emberi taldlkozasok epidemiologiai szempontbol meghatarozo haldzataban
valdjaban kotések csak akkor vannak jelen, amikor a kapcsolat €1, vagyis halozat élei id6fiig-
g6ek. Konnyt tanulményozni ezeket ,temporalis halozatokat” [4] ha Poisson-folyamotokkal
lehet az aktivitast jellemezni. A benniinket érdekls kérdést tehat meg lehet tgy is fogal-
mazni, hogy milyen a terjedés a nem-poissoni temporalis hal6zatokon.

Az eddigi eredmények ellentmondasosak. Megfigyelték, hogy az események kozotti id6
széles, hatvanyfliggvény-szert lecsengése lelassitja a terjedést [5], de vannak ezzel ellentétes
eredmények is, elsgsorban Esteban Moro és munkatérsai részérdl [6]. A képet tovabb bonyo-
litja, hogy egy atlagtér-jellegli szamitas a terjedés kezdeti szakaszara a hatvanyfliggvény-
eloszlast események kozotti idére mindig gyorsitast ad [7].

Tovabbi érdekes probléma, hogy a modellszamolasoknal altaldban stacionarius allapot-
bol indulnak ki. Ez Poisson-folyamatnéal mindegy, de barmilyen més esetben nem, és f6leg



lassan lecsengd eloszlasoknal varhato erds effektus. Ugyanakkor, ha az eredményeket Ossze
akarjuk vetni a megfigyelésekkel, tudomasul kell venniink, hogy - akar a napi bioldgiai
ritmus miatt [8] - nem varhato stacionérius allapot.

A komplex halozatok elméletének egyik fontos felismerése, hogy létezik egyfajta kvalita-
tiv univerzalitds. A rendkiviil sokféle rendszert leir6 haldézatoknak kézos vonésaik vannak.
Tudjuk, hogy a fokszameloszlas az ilyen rendszerekben jo kozelitéssel skalafiiggetlen, hogy
e rendszerek kozos sajatossdga a kisvilag-tulajdonsag, a magas klaszterezés és altalaban
valamilyen modularis tagozodas is jelen van. Ismeretes, hogy a skalafiiggetlen halézatok
kiilonleges perkoléacios tulajdonsagokkal birnak [9], varhato tehat, hogy a halozat fokszam-
eloszlasa jelentésen befolyasolhatja a terjedést, de az is kézenfekvs, hogy a modularitas
megléte is komoly hatassal van a fertézés lefolydsara. Stratégidnk az, hogy kivalasztunk
néhany fontos modellt és azokon vizsgaljuk a terjedési jelenségeket, bizva abban, hogy az
emlitett univerzalitas miatt az igy nyert eredményeink szélesebb korben is alkalmazhatok
lesznek.

Ebben a dolgozatban olyan kérdésekre keressiik a valaszt, hogy mi a nem-poissoni jel-
legnek a terjedésre gyakorolt hatasdnal tapasztalt ellentmondésok oka? Hogyan hat a
topologia a terjedésre? Milyen kovetkezményei vannak a nemstacionaritasnak? A dolgozat
célja tehat a valosidgos rendszerekben tapasztalhato topologiai elemek és az ilyen rendsze-
rekben lejatszodo idében inhomogén (stacionéarius és nemstacionarius) folyamatok terjedési
jelenségekre gyakorolt hatasanak a bemutatasa, alapvetGen szamitogépes szimuléaciok ered-
ményeire épitve.

A dolgozat felépitése a kovetkezs: elGszor bemutatjuk a modellt, majd attériink az
alkalmazott valoszintiségstirtiségek ismertetésére. Ezutan eredményeink leirdsa kovetkezik,
amelyeket végiil osszefoglalunk és diszkutalunk. A gondolatmenet folytonossidganak érde-
kében néhany szamitéast a fiiggelékben kozliink.

1.2. A modell ismertetése

Ennek a TDK-dolgozatnak a célja tehat egy olyan modell eredményeinek bemutatasa, mely
halézatokon lejatszodo, idében alapvetGen meglehetésen inhomogén folyamatok okozta ter-
jedési jelenségek leirasara alkalmas. A modell 1ényegében egy terjedési jelenségekre alta-
lanosan hasznalt SI modell. Az SI modellben a szokasos terminolégia szerint fert&zésrdl,
annak terjedésérsl, beteg és egészséges csucsokrol beszéliink, azonban nyilvanvald, hogy
a modell érvényességi tartomanya nem korlatozodik kizarolag jarvanyok esetére. Az SI
modell 1ényege, hogy valamilyen statikus halézaton a halozat csiicsainak két allapota le-
hetséges: egészséges (S mint susceptible) és fert6zott (I mint infected). Egy fertézott csics
az egészséges szomszédait megfertézheti, s ha egy csics megfert6z6dott, akkor maga is
képes a tovabbiakban fertézni, azonban meggyogyulni egyik csiics se tud, vagyis ami egy-
szer megfert6z6dott, az fert6zott is marad. A legegyszeriibb esetben az, hogy egy fert&zott
cstcs milyen eséllyel betegit meg egy szomszédot, valamilyen idGegységre es6 transzmisszios
valoszintiséggel jellemezhets. Ilyen esetekben a halozat szomszédsagi matrixanak ismereté-
ben kiilénb6z6, tobbnyire numerikus modszerekkel lehetséges joslatokat mondani a fertézés
lezajlaséra.



A bemutatandé modell a fenti SI modell kiterjesztése. Képzeljiink el egy kommuni-
kacios hélozatot, melyben a  fert6zés” (informécidatadas) a szomszédos csucsok kozotti
kommunikacio, kapcsolatteremtés eredményeképp jon létre. Legyen tehat egy olyan ha-
lozatunk, melyben a szomszédos cstucsok olyan személyeknek feleltethet6k meg, akik pl.
rendszeresen beszélnek egymaéssal telefonon. Egy ilyen rendszerben szeretnénk megvizs-
galni, hogy valamilyen informécié vagy pletyka, hogyan jut el a héldzat tobbi eleméhez.
Ugy tekintjiik, hogy a hir csak telefonbeszélgetéseken keresztiil juthat el valakihez, és aki
birtokdban van az informéacionak, az tovabb is adja. A terjedés lényege tehat, hogy ha
valakihez eljut a hir, akkor a szomszédaival legkozelebb esedékes telefonhivasok alkalméval
a hir eljut a szomszédokhoz is.

Ahhoz, hogy egy ilyen modellt minél konnyebben tudjunk vizsgalni és szimulalni, kii-
16nbo6z6 feltevésekkel kell élntink. Feltessziik példaul, hogy a hivasok idGtartama elha-
nyagolhato, s az egymaést kovets telefonhivasok kozti id6kiilonbség, az eseménykozi idG
egy valoszintségi valtozo, melyet egy megfelel§ stirtségfiiggvénnyel jellemezhetiink. Fel-
tételezziik, hogy tetsz6leges két szomszédos csiics esetén ez a fliggvény megegyezik, és az
egyszertiség kedvéért 1ényegében mindenféle korrelaciotol eltekintiink: azaz az egymast ko-
vetd hivasok kozotti véletlen idsk fiiggetlenek egy adott par esetén, tovabba feltételezziik,
hogy a kiilénboz6 éleken (tehat olyan személyparok kozott, ahol legalabb az egyik személy
kiilonbozik) torténs események sincsenek hatéssal egymésra. A modellt tehat a kovet-
kez6 modon lehet 6sszefoglalni. Adott egy statikus héalozat, melynek élein véletlenszerten
kis villanasok torténnek, minden élen egymastol és a multbeli eseményektsl] fliggetlentil,
ugyanolyan valoszintiségi eloszlas szerint, s ha egy fert6zott és nem fert6zott csics kozott
van villanas, akkor a fertGzetlen csiics megbetegszik.

Kevés sz6 esett még arrol, hogy milyen héalozatmodellekkel kivanunk dolgozni. A
konnyt elgallithatosag miatt a modularitassal és klaszterezéssel nem, de kisvilag-tulajdonsaggal
és skalafiiggetlen fokszameloszlassal rendelkezé Barabési- Albert-halozatok szolgélnak az itt
bemutatand6 eredmények alapjaul. Természetesen az ilyen hal6zatok nem teljesen hii mo-
delljei a valosdgban 1étezd halozatoknak, de kétségtelentil sokkal kézelebb allnak hozzajuk,
mint pl. ahogy erre késgbb kitériink, a [7]-ben alkalmazott teljes graf.

1.3. Az alkalmazott valészintiségi eloszlasok
1.3.1. Eseménykoziids-eloszlasok

A valdsagos rendszerekben a kommunikacios folyamatok eseménykdozi ideje alapvetéen hat-
vanyfiiggvényes, &m hogy ennek a ténynek a jelentGsége és szerepe vilagos legyen, célszeri
exponencialis és also leviagéssal rendelkezd exponenciélis fliggvényekkel is szimulaciokat vé-
gezni. Ahhoz, hogy a kiilonbozd tipusu eloszlasokhoz kéthets fertGzési dinamikat 6sszeha-
sonlithassuk, el6irjuk, hogy ugyanaz legyen az eseménykdézi id6k 7-val jelolt varhato értéke.
Fontos megjegyezni, hogy a fertézésre vonatkozoé eredmények nyilvan fliggetlenek 7 valasz-
tasatol, feltéve, hogy az id6t kovetkezetesen ilyen, azaz 7 egységekben mérjiik, szdmolésok
soran ezért adott esetben 7 értékét 1-nek is rogzithetjiikk. Az alabbiakban Gsszefoglaljuk
a dolgozatban szerepld eloszlasfiiggvényekrsl tudni érdemes ismereteket. Ahogy azt az



imént mondtuk, a hatvanyfiiggvény- mas néven Pareto-eloszlasok kiilénosen fontosak, hi-
szen a valdsagos dinamika ilyen fiiggvényekkel jellemezhets. Ha az eseménykozi id6 egy
Epow Pareto-eloszlasi valoszintségi valtozo, akkor az 6 stirtiségfiiggvénye

1

t%ina R ) ha ¢ Z tmin
Ppow(t) = o .y (1.1)
0, egyébként

alak.

Ebben a képletben t,,;, az als6 levagast jeloli, s jelolje tovabba 7 a & eseménykozi id6
varhato értékét az elébb leirtaknak megfelelGen. Ekkor 7 kifejezhets ¢,,,:, és o segitségével
az alabbiak szerint: o

= tmin—— 1.2

T P (1.2)

Ha osztjuk (1.2)-t ., -nel és bevezetjik a v dimenzidtlan paramétert mint a 7 és t,,
hanyadost, akkor a Pareto-eloszlas a paraméterét kifejezhetjiik (1.3) szerint.

)
v—1

a= (1.3)
Vagyis 7 , tnin és a paraméter koziil tetszéleges kett6bdl a harmadik nagyon konnyen
adodik.

Legyen ezek utan .., egy masik valoszintségi valtozo, melynek strtiségtiiggvénye expo-
nencialis, vagy eltolt exponencialis. Igy ez a valészintiségi valtozo csak ¢, > 0-nél nagyobb
értékeket vehet fel. Erdemes most is kifejezni a A paramétert 7 és t,,;, fiiggvényében.

c/\/ e Mdt = cemMmin = 1 (1.4)
tmin
és o )
c)\/ te M dt = cem M (i + X) =T (1.5)
tmin

A fenti sorokban, (1.4) biztositja a megfeleld normat és (1.5) az elSirt varhato értéket.
Ezeket az egyenleteket megoldva a kévetkezs adodik:

(1.6)

)\e—)\(t—tmin)’ ha t > t,n
pexp(t) = ebké
0, egyébként

ahol )
A= 2 (1.7)

v—1r71

A kovetkezs dbran Pareto- és alsd levagéssal rendelkezd exponencialis stirtiségfiiggveé-
nyek lathatok azonos varhato értékkel és kiilonbozd also levagasokkal.
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T T T
Pexp 1 tmin=0.5, A=2
Ppowr tmin=0.5, =2 - - - -
Pexpr tmin=0.1, A=1.11 —— o
Ppowr tmin=0.1, a=1.11 - - - -

10 -

Probability density
[e)]
T

Time in T units

1. dbra. Pareto €s exponencidlis valosziniségi striségfigguények killonbozd also levagdsok-
kal.

Az 1. &abrardl lathato, hogy hatvanyfliiggvény-eloszlasoknal, amellett, hogy az also
levagéssal az a exponens csokken (1.3)-nak megfelelGen, a t,,;, also levagas koriili fiigg-
vényértékek megnének. Csokkentve az also levagast és 6sszehasonlitva az azonos levagashoz
tartozd Pareto- és exponencialis fliggvényeket, a hatvanyfiiggvények joval konvexebb alak-
kal birnak, és t¢,,;,, koril egy kis intervallumban nagyobb értékeket vesznek fel, mint a
modositott exponenciélis tarsaik, majd hirtelen az exponencialis fiiggvény alé keriilnek, s
természetesen a végtelenben lassan csengenek le, mig az exponencidlisok exponencilisan
gyorsan. A kis also levagés kornyékén tapasztalhato viselkedést tamasztja ala a kovetkezd
becslés is. Irjuk fel (1.1)-et a v = 7/t paraméterrel. Ekkor (1.8)-at kapjuk.

SER

(o e T 1/1y-2
» <t>_{(5>”1vv1”311+17 hatZ; {;(;) 11}31 T ha t >
'pow -

0,

I o (1.8)
egyébként 0, egyébként

Véve (1.8)-et, lathato, hogy fll Ppow(t) dt =1 — (%)ﬁ ~ 1, ha v nagy. (7-t vehetjiik

egynek.) ppow(1) = (2)77 25 & 065 ppow() = (1)1 11%1(;)1,# = v & v ugyancsak
nagy v-re . Mivel a teriilet kozel van 1-hez, vilagos, hogy ppzw valoban nagyon konvex, ha
v nagy, mig p.q, ekkor lényegében olyan, mint egy levagas nélkiili tiszta exponencialis, ami
nem valtozik sokat a [0,1] intervallumon, igy tehat a pp,, fliggvény p.,, alatt tartézkodik
[0,1] nagy részén.

A kis értékekre megnovekve valoszintségsiirtiség hozzajarulhat a terjedés felgyorsulasa-

hoz. A kép természetesen bonyolultabb; mindenekel6tt sziikségiink van a varakozési idék
eloszlasara.



1.3.2. Varakozasiidd-eloszlasok

A fert6zési modelliinkben, amikor egy csucs megfert6zédik, akkor a szomszédai kozotti,
idében kovetkezd telefonhivasokkal adhatja tovabb a fertézést. Azonban, hogy ezek az
események mikor jatszodnak le, az a modellben filiggetlen a fert6z6dés tényétsl. A kérdés
tehéat az, hogy ha két, A és B szomszéd kozott van egy eseménysorozat, melyet jellemez
egy eseménykoziidG-eloszléas, akkor az eseménysorozat egy véletlen idépontjabol, amikor is
az egyik cstics megfert6zdik valamely masik C szomszéd altal, mennyit kell még varni a
kovetkez6 eseményig A és B kozott. Ha az események kozotti idsk tiszta exponencialis
eloszlastak, akkor a helyzet egyszert, hiszen a varakozasi id6 paradoxonénak értelmében
ilyenkor ugyanannyit kell virnunk a kovetkez6 eseményig, mint ha épp a fertézéskor tor-
tént volna egy esemény a két csics kozott, vagyis a varakozési id6 eloszlasa egy ugyanolyan
idéallandoju exponencialis, mint az eseménykozi id6 eloszlasa. Azonban ha az esemény-
kozi id6 eloszldsa nem tiszta exponencidlis, akkor a varakozési idére egy masmilyen jel-
legii eloszlas adodik, ezt nevezziik varakozasiidG-eloszlasnak, mely strtségfiiggvényét az
eseménykoziidG-eloszlas stirtiségfiiggvényébdl a kovetkezd formuléval hatarozhatjuk meg.

() =2 / ot dt (1.9)

Ezt kovetGen kiszamolhatjuk a kérdéses stirtiségfiiggvényeket a szamunkra érdekes ese-
tekben. Ha p(t) hatvényfiiggvény (p(t) = %, a7 ), akkor

min

1 ha0<t<t,,
/ ) — _— mn
Ppow(t) = {{ o 1 (1.10)
;tmznt_a7 ha t > tonin

(1.10) azért érdekes, mert ha a nagyobb 1-nél, az eseménykozi idének létezik varhato
értéke, a varakozasi idének azonban csak akkor, ha o 2-nél is nagyobb, hiszen (1.10)-ben
nagy idékre 1/t" az a-dik hatvanyon, mig (1.1)-ben 1/t az o 4+ 1-dik hatvanyon szerepel.
Ennek ellenére ezt a fiiggvényt kell hasznélnunk a szimulacidkban, ha az események kozti
id6 Pareto-eloszlasu.

Ha p(t) exponencialis also levagassal, akkor

Peap(t) = {T (1.11)

T_i—'min Aef)\(t*tmin)’ ha t > tmin

Itt A megegyezik az eseménykozi id§ idGallandojaval, azaz (1.7)-nek megfelelsen A =
v/(v—1)-1/7.

Végezetiil egy fontos megjegyzéssel zarjuk ezt a fejezetet. Az el6bbiekben meghata-
roztuk a varakozasi iddk eloszlasat, melyet arra szeretnénk hasznalni, hogy ha egy adott
t id6ben megfert6z6dik egy A cstucs, valamely C csics altal, akkor meg tudjuk mondani,
mennyit kell varni az A-val szomszédos, de fertézetlen B cstics A altali fertézési kisérletéig.
A varakozéasi id6 fenti eloszlasa azonban csak stacionarius esetben alkalmazhato, a varako-
zasi idG altalanosan fiigg attol, hogy a t id6pont el6tt mennyi ideje zajlik a kommunikacios
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folyamat A és B kozott [10]. A (1.9) definidlta fliggvény azonban sokszor jo kozelités
nemstacionarius esetben is, ha a folyamat elegenden hosszt idejerég ota tart. A (1.9)
fiiggvény hasznélata teljesen elterjedt az ilyen modellekben, és a kovetkezd fejezetben is
ezen eloszlassal ad6do eredményeket mutatunk be, azonban ilyenkor lényegében impliciten
azt feltételezziik, hogy a terjedést lehetévé tevd dinamikai folyamatok mar végtelen ideje
zajlanak, masképpen fogalmazva a rendszer stacionarius allapotban van. A késébbiekben
vizsgéalni fogjuk a nemstacionarius jelleghdl fakado jelenségeket is.

2. A fontosabb eredmények

2.1. Eredmények stacionarius dinamika esetén
2.1.1. Terjedés Barabasi-Albert-halézatokon

Az el6z6 fejezet zarasaként utaltunk arra, hogy mit értiink stacionarius dinamikan. Ilyen-
kor hasznalhatjuk az (1.9) altal megadott striiségfiiggvényt a szimulaciokban, ebben az
alfejezetben ilyen esetekben tapasztalhato fert6z6dés bemutatésa a cél. A fert6zés jellem-
zésére a fert6zott csics/Osszes csiucs mennyiség fliggését vizsgaljuk az eltelt id6tol. Egy
ilyen fiiggvény természetesen szimulacios futasok atlagolasabol adodik. A szimuléciok so-
ran egy adott fert6zddési aranyhoz tartozo atlagos idsk és azok szoérasa hatarozhatoé meg,
de az adbrézolés a szokasoknak megfelelGen torténik, vagyis az alabbi abrakon az x tenge-
lyen a nulladik cstcs megfert6zésétdl eltelt id6 (ezt a csicsot kiilssleg fert6zi meg valami,
vagyis egyetlen csucs fertézésével indul a folyamat), az y tengelyen pedig a fert6zott hanyad
szerepel.

Arrol is esett sz6 a Bevezetében, hogy megfertézendd halézatnak skéilafiiggetlen fok-
szameloszlassal bir6 Barabasi-Albert-héalozatokat (BA) hasznalunk, melyek szamitogépes
generalasa konnyt feladat. Az ilyen halozatok létrehozasa soran minden lépésben egy 1j
csucs adodik a rendszerhez, melynek m 1j éle kapcsolodik a méar meglévd csticsokhoz a
preferalt kapcsolodas (preferential attachment) szerint. Az m paraméter a BA hélozat egy
jellemzdje. Az m = 1 esetben BA fakat kapunk, mig m > 2 esetén egymastol lényegileg
nem kiilonboz6, csak strtibb vagy kevésbé stirti, masképpen kisebb vagy nagyobb atlagos
fokszammal rendelkezé héalozatokat. A BA fakkal, vagyis az m = 1 esettel egy kiilon alfe-
jezetben még foglalkozunk, a most kovetkezd szimulacios eredmények m = 2, azaz (k) =4
atlagos fokszami BA halozatokon sziilettek egy onkényes o paramétert Pareto-eloszlast
eseménykozi idovel jellemezhetd dinamikanél. (Természetesen stacionaritast feltételezve, a
szimulaciokban az eseménykozi eloszlasbol szarmaztathato varakozasi idéket hasznéltuk.)
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2. abra. Egy tipikus fertdzési gorbe (piros vonal) és a fluktudcick (fekete vonalak) o = 1.66,
a2a2 tyi, = 0.4 paraméterd Pareto-eloszldssal jellemezhetd eseménykdzi idejd, staciondrius
dinamika esetén 10* csicsbol dll6 BA hdldzaton. (k) = 4, és az elsének megfertdzitt csics
ko fokszdma 25 és 125 kézé esett. 103 futds dtlaga.

A 2. abran tehat egy tipikus fert6zddés alakulasat mutatjuk be. Jol lathato, hogy
T egységekben gondolkodva a fertézés alapvetGen gyors, hiszen masfél idGegység alatt a
halozat majdnem 80 %-a megfertézédik. Lathatd tovabba, hogy az els6 néhany fertGzés
is igen gyorsan megtorténik, laposan indul a gorbe. A megfelel6 kezdS cstcsot minden
futasnal véletlenszertien valasztottuk ki. Az abrarol az is latszik azonban, hogy a gyors
kezdeti fert6zést lassulo telitddés koveti. A legutolso csics atlagos fertézédése pl. csak kb.
a 400 7 id6 utan torténik meg. A telitédési jelleg oka a kis fokszému csticsokban keresendd,
amelyek koziil nagy eséllyel talalunk olyat, amelyhez csak lassan jut el a fert&zés, mivel
ezeknek kevés szomszédjuk van. Ez a megfigyelés 6sszhangban van tapasztalati tényekkel is,
gondoljunk csak arra, hogy mindig vannak olyan személyek, akikhez valamilyen informécio
csak nagyon késén jut el. A szoras alakulasarol is érdemes néhany szot szolni, hiszen
az a terjedés legnagyobb része sordn kb. allandénak tekinthetd, természetesen a telitési
szakaszban gyorsan és meredeken kezd novekedni.

Lattuk tehat, hogy egy hatvanyfiiggvényes dinamikdhoz kothets terjedésnek milyen
tulajdonsigai vannak, azonban érdemes kiilonboz6 o paramétert skalafiiggetlen, és expo-
nencialis eloszlas esetén is Osszehasonlitani az eredményeket. Ahogy azt a Bevezetében
emlitettik, |7]-ben egy a miénkhez hasonlé dinamikaji, de alapvetSen teljes grafra épiilg
modell vizsgalatara keriilt sor. Ebben a modellben azt kovetGen, hogy egy csics megfer-



t6z6dik, a csiics minden fertézési kisérletben véletlenszerdien valaszt egy masik cstucsot a
teljes rendszerbdl. Az elsG ilyen valasztésig itt is a varakozasi idének kell eltelnie, &m azt
kévetSen a kovetkezs probalkozasig mindig csak az eseménykozi idét kell kivarni. Ebben
a modellben a hatvanyfiiggvényes eseménykozi id6k a terjedés szempontjabol gyorsitanak,
ez adodik a végtelen rendszerek esetében lehetséges analitikus szamolédsokbol. Amint azt
a szimulacios eredmények megerdsitik, a korai terjedésre ez a megfigyelés véges rendszerek
esetén is fennall [7]-ben kozolt modell esetén.

Fontos kérdés tehat, hogy modelliink, amely nemcsak véges, hanem figyelembe veszi
a skalafiiggetlen graftopologiat, mit eredményez. Jollehet a mi modelliink a fert&zés to-
vaterjedését és a csticsok kozotti kommunikaciot tekintve nem teljesen azonos a [7]-ben
bemutatott modellel, a folyamatok idébeliségét tekintve alapvet&en ugyanazon jelenségkor
lefrasara szolgalnak, ezért érdekes tanulsaga a mostani Osszefoglalonak, hogy BA haloza-
tokon a hatvanyfiiggvényes dinamika lassulast okozhat. Ezt az allitdst tamasztja ala a
kovetkezd abra.
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3. abra. Levagds nélkiili exponencidlis (szaggatott, fekete vonal) és kilonbozd a paraméterd
Pareto-eloszlasokkal (szines, folytonos vonalak) jellemezhetd eseménykozi idejid, staciond-
rius dinamika eredményezte fertézési gorbék 10* csiicsbdl dllé BA hdlézaton. (k) = 4, és az
elsének megfertézitt csics ko fokszdma 25 és 125 kizé esett. Minden gorbe 10° futds ered-
ménye. Az a = 1.111,1.154,1.25,1.4 és 2 exponensek t,,;, = 0.1,0.133,0.2,0.286 és 0.5
(T egységekben mért) alsd levdgdsoknak felelnek meg. A kis dbrdn a kis iddkig torténd
fertézodés kovethetd nyomon.
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Az el6z6, 3. abran lathato, hogy az a kitevs értékétdl fliggden, a poissoni- dinamikaval
Osszevetve a hatvanyfiiggvényes eseménykozi id6k okozhatnak gyors és lassu terjedést. Az
abran 1évg 2, 1.4 és 1.25-6s exponensek esetén a kezdeti fertézés gyorsan indul, majd vala-
milyen fert6zottségi értéktsl az exponencialis folyamatok okozta terjedés valik gyorsabba.
KellGen kis Pareto-kitevGket hasznélva a fert6zési gérbék végig az exponenciélis dinamikaja
gorbe alatt maradnak azonban, amit a kovetkezd, kiillonb6z& a-khoz tartozo elsé néhany
fert6zési id6t feltiintets tablazatban bemutatunk.

Fert6zés sorszama | pegp, A = 1 | Dpow, @ = 1.154 | ppow, @ = 1.111 | ppoy, o = 1.1053
1 0.02845 0.02598 0.02838 0.03674
2 0.05317 0.04939 0.05262 0.08603
3 0.07464 0.07057 0.07628 0.16674
4 0.09605 0.09156 0.09918 0.24006
5 0.11504 0.11092 0.11985 0.32089
6 0.13244 0.12946 0.1415 0.40059
7 0.1486 0.14607 0.16137 0.48712
8 0.1625 0.16188 0.1802 0.56904
9 0.17591 0.17768 0.19851 0.65487
10 0.1872 0.19196 0.21519 0.73876

Az elsd, mdsodik, stb. fertdzés ideje T eqységekben kiilonbozd eloszldsokkal jellemezhetd
eseménykozi dinamika esetén, staciondrius dllapotban.

A tablazatbol lathato, hogy a 3. dbran az a = 1.111-hez tartoz6 gorbe esetén az elsé
két fert6zés hamarabb kovetkezik be, mint az exponencialis esetben, de @ = 1.053-nal
méar minden fertézés késébb torténik. Valoban igaz tehat, hogy kellGen kis a-ra a hat-
vanyfiiggvényes stacionarius dinamika mar a kezdetektsl lassabb fertézést idéz els. Ezt
a megfigyelést kicsit precizebbé tehetjiik, jollehet a kovetkezs érvelés csak az elsG ferts-
zés idejérsl mond barmit is. A Figgelékben kiszamoljuk az els6 fertézés varhato idejét a
hatvanyfliggvényes és exponenciélis eseménykoziid-eloszlasoknak megfelels varakozasiidé-
eloszlasok segitségével. Ha a kiils6leg megfert6zott csticsnak n szomszéda van, akkor a
hatvanyfiiggvényes esetre vonatkozo (4.7a) és (4.8a), valamint az exponencialis esetre vo-
natkozo (4.3a) képletek és 13. &bra szerint talalhato olyan a melyre a hatvanyfiiggvényes
els6 fertézés varhato ideje kisebb, mint az exponencialis esetben, és olyan kis, de egynél
nagyobb « is, melyre nagyobb ez az id§; de mindez természetesen csak az elsé fertézésre
vonatkozik. Ugyanakkor gy tiinik a tablazat és 3. abra alapjan, ha mér az els6 fertézés
is kés6bb torténik meg, mint az exponencialis esetben, akkor a tobbi fertézés is.

Fontos észrevenni, ugyancsak 3. abra alapjan, hogy kis a-kra a lassulas mértéke is
megdobbentd, hiszen a 3. dbran a x-tengely logaritmikus léptékd.

A 3. abréan szimulaciés eredmények atlaga lathato, melyeknek természetesen szorésa is
van, melyeket a kovetkezd abran fel is tiintetiink. A konnyebb atlathatosag kedvéért a 4.
abran nem tiintetiink fel minden a 3. dbran lathaté exponenshez tartozo fertézési gorbét
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és annak szorasat, a szorasok jellege és nagysaga kozott nincs 1ényeges eltérés a kiilonbozé
(igy 4. abran szerepld, de 3. abran nem szerepld) kitevsk tekintetében.
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4. abra. Levdgas nélkili exponencidalis (szaggatott, fekete vonal) és kiilonbézd o paraméteri
Pareto-eloszldsokkal (szines, folytonos vonalak) jellemezhetd eseménykizi idejid, staciond-
rius dinamika eredményezte fertézési gorbék szordsaikkal (folytonos, fekete vonalak) 10*
csucesbol dllo BA hdlozaton. (k) = 4, és az elsének megfertdzott csics ko fokszdma 25 és
125 kozé esett. Minden girbe 10° futds eredménye. Az o = 1.111,1.25 és 2 exponensek
tmin = 0.1,0.2 és 0.5 (T egységekben mért) alsd levagasoknak felelnek meg. A kis dbrdn a

e

kis 1ddokig torténd fertézddés kévethetd nyomon.

A szorasokrol, melyek egy adott fertézottséghez tartozo idék empirikus szorasnégyze-
tébdl vannak szamolva, ebben az esetben is elmondhato, hogy a fert6zés soran egy széles,
fert6zési hanyadra vonatkozo intervallumon értékiik alig valtozik, de mint ahogy varhato, a
csOkkentésével ez az intervallum egyre rovidebb, azaz ahogy szélesedik az eseménykoziidé-
eloszlas, ugy valik a fert6zés lefolyasa egyre hamarabb kissé bizonytalanabba. « = 2-re
az utolsd néhany tiz (és természetesen az elsé néhany) fertézéstsl figyelmen kiviil hagyva
a szoras kb. allando, a = 1.111-re mar 60 %-os fert6zottségtsl megfigyelhets lasst, majd
egyre gyorsulé novekedés a fluktuaciokban. A szorasok viselkedése egyébként amellett,
hogy érdekes, rengeteg szempontboél hasznos is, hiszen a fert6zés alakulasarél nagyon fon-
tos informaciot szolgédltat. Ennek ellenére nem ezen a vonalon haladunk tovabb, alapvetGen
ugyanis a skalafiiggetlen eseményeloszlasok gyorsito/lassito hatasaira vagyunk most kivan-
csiak. Ahogy 3. és 4. abrak magyarazo szovegében is szerepel, egy adott o exponenshez
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tartozik valamilyen als6 levagas is, igy felmeriil az igény, hogy olyan eseteket is vizsgal-
junk, ahol exponenciélis a dinamika, de az eseménykozi id6k stirtségfiiggvénye az eltolt
exponencialis. Ilyen szimulaciok eredményeit mutatja be a kovetkezd abraegyiittes.
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5. abra. Levdgds nélkili exponencidlis (szaggatott, fekete vonal) és kiilonbozd alsd le-
vdgdsiu exponencidlis eloszldsokkal (szines, folytonos vonalak) jellemezhetd eseménykizi
idejii, staciondrius dinamika eredményezte fertdzési gorbék, a jobb dbrdn a szordsaik-
kal (folytonos, fekete vonalak) 10* csicsbol dllé BA hdlézaton. (k) = 4, és az el-
sonek megfertézitt csics ko fokszima 25 és 125 kizé esett. Minden gérbe 10% futds
eredménye. A tp, = 0.1,0.133,0.2,0.286 és 0.5 (7 egységekben mért) alsé levagdsok
A=1.111,1.154,1.25,1.4 és 2 iddallandoknak felelnek meg.

A 3. és 5. abrakon az azonos szinek azonos also levagésnak felelnek meg. Az 5. abrarol
azt allapithatjuk meg, hogy exponencilis eseménykéziids-fiiggvényeket hasznalva (ponto-
sabban a bel6liik szarmaztatott varakozasiidé-eloszlasokat) egyaltalan nem adédnak olyan
markéns effektusok, melyeket a Pareto-eloszldsoknal lathattunk. Az exponencialisok also
leviagésanak fiiggvényében lathatunk szisztematikus jelenségeket, de ezek erdssége csekély
a skalafiiggetlen eloszlasoknal tapasztaltakhoz képest. Erdekes, hogy a tiszta exonencia-
lis eseménykozi id6 esetén kapjuk a leglassabb terjedést, mig a nagy legvagas bevezetése
gyorsulast okoz, s jollehet ekkor két esemény egy halézatbeli élen nem kovetheti egymaést
tmin-nél rovidebb idén beliil, enyhe gyorsulast tapasztalunk a fertézésben.

2.1.2. Terjedés Barabasi-Albert-fakon

Az el6z6 alfejezetben Barabasi-Albert-halozatokon (m = 2) valo terjedést vizsgaltunk, és
arra jutottunk, hogy sszevetve a [7]-beli teljes grafon kapott és a mi modelliinkben lathato
eredményeket, a hatvanyfiiggvényes eseménykoziidG-eloszlas eltérs hatassal van a terjedés
lefolyasédnak sebességére kiilonb6z6 modellekben, mely mogott nagyrészt a topologia kii-
16nbo6zbsége sejthets. A tovabbiakban, szintén a topologia fontossdgat hangsulyozva, BA
fakon fogjuk megvizsgalni a hatvanyfiiggvényes dinamika néhany sajatossagat. Azt fogjuk
latni, hogy lesznek eltérések a BA halozatoknél latottakhoz képest, ami tébb szempontbol
is érdekes. Egyfelsl a BA halozatokra szokas gy tekinteni, mint lokalisan fara emlékez-
tets halozatokra ([11], [12]). Igaz példaul, hogy M méretii BA héalozatokban a h nagysagu
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hurkok N, szdma o< log(M)" (|13]). Ugyanakkor, mint ahogy fak esetén ez igy van, ha két
szomszédos csucs kozott egyetlen at van, akkor varhato, hogy egy hatvanyfiiggvényes, las-
san lecsengé eloszléas furcsa hatassal lesz a terjedés alakuléséara. Ezt az allitast tamasztja ala
a kovetkezG abraegyiittes, a rajta lathatd eredmények o = 2 exponensi Pareto-eloszlésok
esetén adodtak, ami azt jelenti, hogy az eseménykozi idének varhato értéke véges, de szo-
rasa mar végtelen, s ennek megfelelGen a varakozasi idének nincs véges varhato értéke.
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6. abra. Fertdz6dés 10" csicsbdl dlle BA fikon (m = 1), a = 2 esetén. 10* majd tovdbbi
4 - 10* (tehdt dsszesen 5 - 10%) futds eredménye. Minden futdshoz 1ij fa generdlodott, az
elsonek megfertdzitt csics a legnagyobb fokszdma csics volt minden esetben.

A 6. adbran az lathato, hogy a fertézési gorbe nem sima, ugrasok vannak benne. Ez-
zel kapcsolatban két kérdés meriilhet fel, nevezetesen, hogy mi ennek az oka, és hogy az
atlagolasok szamanak novelésével eltiintethetGk-e ezek a lépcsék. A 6. abran lathato
két fertézési gorbe ugyanahhoz a futassorozathoz tartozik, de a bal oldali 10000, a jobb
oldali 50000 futas atlagolasaval adodik, s megfigyelhetjiik, hogy a 10000 atlagolas gérbéjén
lathato kb. 0.8-as fertézottségi szintnél 1év6 ugras ugyan kisebb mértékben van jelen az
50000-es atlagban, de itt megjelenik mashol egy masik 1épcsd, kb. 0.4-es fertGzottségnél.
Vérhato tehat, és ezt késGbb valamivel precizebben is megindokoljuk, hogy a lépcsék nem
tiinnek, vagyis igazabol nincs jol definialt atlag, legalabbis a = 2-re. A lépcsdk jelen-
léte részben azzal magyarazhato, hogy fakon vizsgaljuk a terjedést, ahol tetszdéleges két
szomszéd kozott egyetlen ut lehetséges, s mivel a varakozasi idének a varhato értéke vég-
telen (ez a méasik OsszetevGje a jelenségnek), eléfordulhat, hogy olyan sokat kell varni a
kovetkezs fertézésre és adott esetben ezzel a fertézés folytatodasara, hogy nem addédnak
értelmes atlagok. A szimulaciok segitségével természetesen megmondhato, hogy mi az oka
az ugrasoknak, s valoban az deriil ki, hogy mindezt egyedi futasok okozzak, melyekben a
fert6zés nagyon jellegzetesen alakul, amit a kovetkezd, a konnyebb megjelenithet&ség végett
103 csticsbol allo BA halozaton torténd, e jellegzetességet hordozo futasbol szarmaztatott
abran mutatunk be.
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7. abra. 10% csicsbol dllo BA fa fert6zédése. t << tjump ideig megfertéziditt csicsok
pirosak, a tébbi csucs zold. A kovetkezd fertézés a piros és zéld csiucsok kozotti eqyetlen €l
mentén torténtk tjum, = 5129,42 7-kor.

A 7. abran az lathato, hogy a fa egy része teljesen megfertézédik valamennyi id6 alatt,
s ezt kovetGen a fertGzésnek egyetlen él mentén kell toviabbhaladnia, az ehhez sziikséges
id6 viszont lehet olyan nagy, hogy ez ugrasokat okoz az atlagokban. Amint az mondtuk,
valoban ez a jelenség okozza a lépcsGket a 6. abran, errdl konnyen meg lehetett gyo-
z6dni, egyszertien meg kellett keresni a problémés futasokat és az ugrashoz tartozo iddket,
s minden esetben az adodott, hogy a hélozat megfert6z6dott és késébb fertézendd részét
egyetlen ¢él koti 6ssze melyen nagyon nagy varakozési id6 sorsolodott, mig a kordbban meg-
fert6zodott részben a fertézési idék nagyjabol az ,atlagnak” megfelels idékben torténtek.
Lathato tehat, hogy a BA fakon valo terjedésben a ,sziik keresztmetszet” (bottleneck) ef-
fektus révén hogy jelennek meg lépcsSket okozo extrém értékek. A kérdés most mér csak
az, hogy ezektdl az ugrasoktol meg lehet-e szabadulni, ha kell6en sok atlagolast végziink,
ezért egy elnagyolt, de a lényeget nagyon jol tiikkrozé érvelést mutatunk be.

Legyen egyelére az o értéke tovabbra is ketts, s a héalozat mérete legyen egy véges
M, ahogy itt a szimulécioban is, ahol M = 10000. Véges BA fak véges mérett, korszert
modulokbol allnak, ahogy azt a 7. dbréan is lathatjuk, melyek mérete legfeljebb M, de fel-
tessziik, hogy mindig van néhany ilyen modul.(Ez helyénvalo, mivel a legnagyobb fokszamu
cstcsnak atlagosan v/ M szomszédja van, s mi a legnagyobb fokszamu csticsbol inditottuk
a fertézést, jollehet ez a tény nem korlatozza a gondolatmenet érvényességét.) Ahhoz,
hogy N futést végezve a szimulaciokban megfigyelthez hasonlé ugrasokat tapasztaljunk a
kovetkezd sziikséges: fert6z6djon meg legalabb egy modul minden cstcsa, s a kovetkezd
moduléris egységben a fert6zés 7 egységekben mérve a- N idé milva torténjék, ahol a > 1,
hiszen a fertézési folyamatok jellemzd idGskalajat m hatarozza meg, s ilyen esetben az at-
lagban pontosan 7 nagysagrendi ugrast fogunk latni. Legyen a modul mérete, melybdl az
ugras szarmazik, mondjuk M /2, ekkor lényegében akkor latunk ugrast N atlagolas utéan,
ha NM /2 varkozasi idének megfelels valoszintiségi valtozobol lesz legalabb egy, melynek
értéke nagyobb, mint a/N. a = 2-re ennek valoszintisége % - L« # 2-re pedig k - ( L

aN>’ aN)e—1~
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gyel egyenld (k valamilyen a-fiiggé konstans), vagyis annak a valészintisége, hogy N futés

_ _k
Na—1

hatarérték rogzitett M-re 0, ha a@ > 2; és 1, ha a < 2, a = 2-re pedig e%. A gondo-
latmenetbdl az kovetkezik tehéat, hogy o > 2-re eltiintethetSk az ugrasok, egyébként nem.
Az érvelést némiképp finomithatjuk, ha most azt is feltételezziik, hogy a kordbban (tehat
az ugrast okozo él fert6zédése el6tt) megfert6z6dott csiucsok biztosan nem okoznak ugrast,
legalabbis lathato ugrést; ez teljesiil akkor, ha a megfert6z6désiikhoz tartozo idsk kisebbek,

NM
soran nem latunk ugrast okozé futast lim,, . (1 ) 2 -gyel egyenls, a = 1-re. Ez a

mint b - %, ahol b € [1,10] és C' > 10%. Igy a lépcsét okozo futas valoszintisége o = 2-re
M
4@1.N ( — %%)NW, ami M véges volta miatt asszimptotikusan ﬁ—nel kozelithetd, vagyis

visszajutunk az el6z6 gondolatmenethez. Az érvelés szerint a > 2-re sima gorbét kell kapni,
a kovetkez§ abra ezt a varakozést igazolja, a = 2.5 esetén mutatva, hogy ekkor valéban
sima atlag adodik.
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8. abra. Fert6z6dés 10* csicsbdl dllé BA fikon (m = 1), a = 2.5 esetén. 10 majd tovdbbi
4 - 10* (tehdt dsszesen 5 - 10%) futds eredménye. Minden futdshoz 1ij fa generdlodott, az
elsonek megfertdzitt csics a legnagyobb fokszdma csics volt minden esetben.

Az itt latott jelenség o exponenstdl fiiggd 1éte vagy nem léte nem csak egy egyszerd
modellben tapasztalhatd érdekesség lehet. A BA fédknak, mint ahogy azt a 7. abran is
lathatjuk, a BA hélézatoktol eltérden van modularis felépitése, ami megfelel a fak agaibol
adodo struktiraknak. Jollehet, itt minden modul legfeljebb egy élen keresztiil kapcsolod-
hat mas modulokkal, az atlagban latott ugrasok, vagyis a terjedés extrém ideig torténd
stagnalasa, de legaldbbis a fert6zés lassuldsédnak lehet&sége meg kell hogy jelenjen a valosa-
gos, altalaban modularitéssal bir6 hal6zatokban is. Mi azonban nem ebben a kétségteleniil
lényeges irdnyban haladunk tovabb, hanem ratériink a nemstacionaritas ugyancsak érdekes
kérdésére. ElStte azonban megvizsgaljuk a fakon valo terjedés egy analitikusan kezelhetd
esetét is.
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2.1.3. Terjedés Cayley-fan

A BA fa vizsgalataval lathattuk, hogy a fastruktura és a kellGen lassi lecséngésii valoszi-
niiségi fliggvények okozhatnak extrém terjedést. Ez részben tehat az idébeli folyamatokat
jellemzG eloszlasbol, részben pedig a fa fa-jellegébdl kovetkezik. Ebben az alfejezetben a
Cayley-fat fogjuk réviden tanulmanyozni, ellenérizve, hogy a fa-jelleg ebben az esetben is
okozhat-e ugrasokat a terjedési gorbe atlagaban, a valasztés oka pedig egy analitikus sza-
molas elvégezhetGségének a lehetdsége. A Cayley-fa egy olyan objektum, mely létrehozésa
soran kiindulunk egy csticsbol, amihez m szomszédos cstucsot rendeliink (m-et koordina-
cios szamnak is szokas nevezni), majd minden szomszédhoz tovabbi m — 1 szomszédot ugy,
hogy ezek a halozat meglévs részéhez kizarolag ezen az egy csticson keresztiil kapcesolodnak.
Ezt az eljarast végtelenszer megismételve egy olyan végtelen fat kapunk, melynek minden
csticsanak pontosan m szomszédja van. Természetesen szimulaciot csak véges fakon lehet
végezni, a kovetkezs abra egy m = 7 paraméterd, M = 10886 méretd Cayley fan, a = 2
esetén, 10000 atlagolas utan kapott terjedési gorbe lathato, a kiils6leg megfert6zott cstics
minden esetben a fa legidGsebb csticsa volt.

o o o
i o o

Fraction of infected nodes

o
N

— Average of 10000 runs

0.0

0 10 20 30 40 50 60
Time in Tunits

9. &dbra. Fert6z6dés 10886 csiicsbdl dllé Cayley-fan (m = 7), a = 2 esetén. 10* futds
eredménye. Az elsdnek megfertdzitt csics a legiddsebb csics volt minden esetben.

A varakozéasainknak megfelelGen itt is adodik ugras az atlagban, mely olyan futasbol
szarmazhat, amikor egy ¢l mentén nagyon nagy varakozési id6 sorsolodott és kozben a
halézat elérhetd része megfertéz6dott. Nyilvanvaloan a-tél az elbb leirt moédon fiigg,
hogy lesz-e értelmes atlag vagy nem, a kovetkezGkben azonban egy egzakt szdmoléds soran
megmutatjuk, hogy exponencialis dinamika esetén valoban sima atlag kell, hogy adodjon,
egyuttal meg is hatarozzuk a fert6zési gorbe atlagat. A szamoléas alapja a Fiiggelékben
kiszamolt mennyiség, amire a BA hélézatok tanulményozasa soran mar hivatkoztunk. A
Fiiggelékben kiszamoljuk, hogy egy ko = n szomszéddal rendelkezd cstics esetén mi az elsé
fert6zés varhato ideje, ami a csics és szomszédai kozott torténik. Ha az eseménykozi, s
igy a véarakozasi id6k eloszldsa tiszta exponenciélis, akkor az eredmény (4.3a) szerint T.
Képzeljiikk most el, hogy van egy héldozatunk, ahol ¢ = 0-ban kiils6leg megfert6z&dik egy A
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csties, melynek n szomszédja van. Ekkor az el6bbiek szerint a kovetkezd fertézés varhato
ideje ~ exponenciélis esetben. Ha valami oknél fogva biztosan tudjuk, hogy miutan A
megfertéz egy B cstcsot s B tovabbi n’ cstcs fertézhet meg, akkor meg tudjuk mondani
a kovekez6 fertézés varhato idejét is. Ha B ¢ id6pontban fertézdik meg, akkor annak a
valoszintisége, hogy A és egy nem B cstcs kozott fert6zddési lehetdség, azaz ,telefonhivas”
torténik ¢ + ¢’ idépontban, feltéve, hogy t-ig nem tortént esemény, az exponenciélis eloszlas
orokifjusdga miatt ugyanannyi, mint annak a valdszintisége, hogy t' milva lesz esemény.
Vagyis amikor B megfert6z8dik, a folyamat ajjasziiletik, azaz n +n’ — 1 fliggetlen (a flig-
getlenség konnyen ellendrizhetd), exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozé minimuma
hatarozza meg a kovetkezo fertézés varhato idejét (ami egy feltételes varhato érték, de ez
funkcionélisan nem fligg a feltételt képezs eléz6 fertézési idéponttol), ami ennek megfe-
lelen .—%—. Mindezt éltalanositva azt mondhatjuk, hogy a kovetkezs fertézés varhato
idejét minden lépésben az hatarozza meg, hogy hény olyan él van, mely fert6zott és nem
fert6zott csicsok kozott taldlhato.

Létezik olyan halozat, melyben egy ilyen fertézési lanc kialakuldsa kdzben a megfeleld
élek szama egyértelmtien megmondhaté. A Cayley-fa pontosan ilyen tulajdonsagokkal bir,
pontbdl egyaltaldn nem az, ugyanis fraktalszerd képzddménynek, perkolaciot tekintve pedig
végtelen dimenzios racsnak tekintendd [9]. Most nézziik meg, hogy az altalunk vizsgalt fer-
t6zés esetén hogyan alakul a fertézéképes élek szama Cayley-fan. Amikor kivalasztunk egy
csucsot, melyet kiviilrsl megfertéziink, akkor elszor m fert6zképes €l lesz. Ezt kovetGen
minden fert6zéssel m — 1 1j él fertézhet és minden fertézéssel pontosan egy él levonodik;
egy, hiszen ha egy cstics megfertéz egy masikat a koztiik 1év6 élen, akkor ezen az élen
tobb fert6z6dés mar nem toérténhet, és pontosan egy, mert a halézat egy fa, vagyis min-
den szomszéd kozott egyetlen it van. A kovetkezs tablazat a fertGzni képes élek szamat
mutatja.

1. fert6zés | élek szama az i. fertGzés elstt
0 0
1 m—1+1
2 2m —2+0
3 3m—3—1
4 dm —4 -2
5 5n—5—3

Fertdozni képes élek szama az i. fertdzésig, m koordindcios szamiu Cayley-fan. A nulladik
fertdzés a kiilséleg megbetegitett csicsra utal.

Azt mondhatjuk tehat, hogy az i. fert6zés eltt az aktiv élek szama im —2(i—1),7 > 1.
A t(3) 1. fertézés varhato idejére igy a kovetkezd Osszefiiggés irhato fel.
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ti) =) _ (2.1)

melynek megoldasa

t(i) = — 2.2
() i (2.2
ahol ¥ (z) = Lin(I'(z)). Megkisérelhetiink egy differencialegyenletet is felirni a ferté-
zési idGkre, jollehet ennek a kozelitésnek nyilvanvalod korlatai lesznek. Legyen ehhez egy

véges Cayley-fank, mely M csticsbol éll és jeldlje n a fert6zott csicsok és Osszes cstucsok
T

hanyadosat. Ekkor dn ﬁ lépésekben valtozhat , dt pedig m—ként irhato. Igy

2(Mn
dn 1 2
—_— = - 2)+ — 2.
L -2+ 3)
irhato fel, melynek megoldéasa t = 0-ban kiils6leg megfertézve egy csucsot, azaz n(0) = %
esetén 1 5 1
n(t) = L St % O (2.4)

m—2M m—2M

M — oo-re az az eredmény azonban nem értelmes, igy csak véges méretekre alkalmaz-
hat6. A Cayley-fa egyik sajatossaga, hogy véges méreteknél a csicsok makroszkopikus
hanyada levél, levelek esetén pedig nem igaz az élek szaméanak alakulésara felirt 6sszefiig-
gés, vagyis (2.4) csak n << 1 esetben lehet érvényes, mig (2.2) altalanos érvényt, végtelen
fakra. Amiért érdmes megvizsgalni (2.4)-t, annak az az oka, hogy igy nyilvanvaloan foly-
tonos gorbe adodik; van azonban egy masik érdekesség is, ugyanis az angol irodalomban
degree-based approximation-nek nevezett kozelité modszerrel 1ényegében egyezé eredményt
kaptunk [14]. E kozelités azt feltételezi, hogy terjedés és fertézés szempontjabol egy cstcs
fertézési képessége kizarolag annak fokszaméatol fiigg. Ez a feltevés végtelen Cayley-fara
természetesen helytéallo. A modszer a kezdeti, kis id6khoz tartozo fertézésekre ugyancsak
exponencialis novekedést josol, ahol a novekedés litemét egy a mi modelliinkben %—nak
megfeleltethetd tag és a 2—';’ — 1 kifejezés szorzata hatérozza meg, ahol ¢; az atlagos fok-
szam, co pedig a masodszomszédok atlagos szama. Cayley-fara i—f — 1 pontosan m — 2-nek
adodik, ahogy (2.4)-ben is. A Cayley-fara vonatkozé szamolassal azt igazoltuk, hogy kel-
16en gyorsan lecsengé eloszlas esetén a fan valo terjedés jol atlagolhatod fetrézési hanyadot
ad, mig numerikusan itt is lattuk, hogy a lassu lecsengés el nem tiintethets lépcsékhoz
vezet.

Ennek az alfejezetnek a legfontosabb mondanival6ja a BA halozatok esetén latott hat-
vanyfiiggvényes dinamikédhoz kothets lassulés, és fak tekintetében a megfelelé exponensti,
ugyancsak hatvanyfiiggvények jelenléte esetén fellépd, a folyamatok idébeliségébdl és struk-
turalis sajatossagokbol adodo extrém terjedési jelenségek fellépése. Lathato tehat, hogy
a topoldgiai és idGbeli sajatossagok egyiittesen milyen hatasokkal birnak. A koévetkezd
részben a nemstacionarius jellegb6l ad6do jelenségeket fogjuk vizsgélni.
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2.2. Nemstacionarius dinamika esete

A Bevezetében emlitettiik, hogy a fertézés terjedését lehetévé tevs folyamatok egyik leg-
fontosabb jellemzGje az eseménykozi idSk eloszlasa, mely eloszlasbol szarmaztattuk a va-
rakozasi id6k eloszlasat. Eddig kizardlag a stacionarius esettel foglalkoztunk, amikor a
varakozésiids-eloszlast a (1.9) hatarozza meg. Ezt ugy is fel lehet fogni, hogy az éleken
1évs kis orék, melyek a tovabbadas lehet&ségét vagy masképp fogalmazva a villanasokat
megmondjak, mar végtelen ideje mtikodnek. Egy valosagos telefonhélozat esetén e felté-
telezés alkalmazhatosaga mar a napi periodicitds miatt is megkérdGjelezhets, ezért most
megvizsgalunk olyan eseteket, amikor a halézat nincs stacionérius allapotban, és igy a
varakozasiidé-eloszlasra vonatkozo formulat nem hasznalhatjuk.

Képzeljiikk most el, hogy a kiilsGleg megfert6zott csics fertézése ezuttal is t = 0-kor
torténik, de a halozat élein 1évs orék ki voltak kapcsolva, és bekapcsolasuk, mely jelent-
sen szamunkra egy esemény létrejottét, a [—& — tg, —to] idSintervallumban tortént, ahol
¢ egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozo a [0, 7] intervallumon, t, pedig egy rogzitett,
nemnegativ szam. Ha tehat tudjuk, hogy egy élen mikor volt az els6 esemény, mely te-
hat minden él esetén egy véletlen és egy rogzitett szam Osszege, akkor az eseménykozi
id6k sorsolasaval és Osszeadaséval megmondhatjuk, hogy egy adott ¢ id6t kévetGen mikor
lesz a kdvetkezd esemény, vagyis nincs sziikségilink a varakozési idGkre. Nézziik tehat meg
elGszor kiilonb6z6 exponencidlis, majd Pareto-eloszléasok esetén, hogy hogyan alakulnak a
terjedési gorbék, ha t, értékét 0-nak valasztjuk meg, vagyis az 6rak beiizemelését kovetGen
rovid idén beliil megindul a fertézés. A kévetkezs abran az elébb leirt modon (bal abra)
és a hagyomanyos, varakozasi idés modszerrel (jobb &bra) kapott szimulacios eredmények
lathatok levagassal rendelkezé és tiszta exponenciélis eloszlasok esetén.
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10. abra. Levdgds nélkili exponencidlis (szaggatott, fekete vonal) és kilonbozd alsd le-
vdgdsu exponencidlis eloszldsu eseménykozi ideji dinamika (szines, folytonos vonalak)
eredményezte fertézési gorbék nemstaciondrius (bal aldbra) és staciondrius (jobb aldbra)
esetben, (a bal aldbra sarkdban néhdny gorbe a folytonos, fekete vonalakkal dbrdzolt
szordsdval ldthaté) 10* csicsbol dllé BA hdlézaton. (k) = 4, és az elsének meg-
fertézott csiics ko fokszdma 25 €s 125 kozé esett. Minden gérbe 10° futds eredmé-
nye. A tpmm = 0.05,0.1,0.133,0.2,0.286 és 0.5 (7 egységekben mért) alsé levagasok A =
1.053,1.111,1.154,1.25,1.4 és 2 idddllanddknak felelnek meg.
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A fenti, 10. &bra bal aldbrajan az exponenciélis kommunikaciés folyamatokhoz két
gorbe is tartozik, egyik esetben a varakozasi id6 eloszlasat hasznalva (pespstac), ami a jobb
alabran is szerepel; a maésik esetben pedig az el6bb bemutatott nemstacionérius esetben
végezve a szimulaciot (pesp), lathatéan nincs érdemi kiilonbség a fertGzési gorbék kozott
tiszta exponencialis esetben, ahogy az varhato is, hiszen a tiszta exponencialis eloszlasnak
nincs memoridja. Az is leolvashaté a 10. abrardl, hogy a levagassal rendelkezd expo-
nencialis eloszlasok esetén sincs lényegi szerepe annak, hogy varakozasi id6ket hasznélunk,
vagy pedig minden érat a [—7, 0] idében kapcsolunk be és igy szarmaztatjuk a folyamatot;
ugyanaz, a levagas novelésével kissé gyorsulo terjedés figyelheté meg. Egészen mas a hely-
zet azonban, ha a dinamikahoz koéthetd eseménykozi id6k Pareto-eloszlastuak, amint az a
kovetkezd abran is lathato, ahol a nemstacionarius esetekben ¢y értéke ismét nulla volt.

1 1

0.9 09 -

0.8 0.8 -
0.7 0.7 -
0.6 0.6 -

0.5 0.5

0.4 0.4

Pexpr A=1 ===~

Ppows a=1.111 ———|
Ppows 0=1.25

Ppows =14 ———
Ppows G=2
Ppow, @=3

Il Il Il Il Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Time in T units Time in T units

Fraction of infected nodes
Fraction of infected nodes

0.3 03

0.2 0.2

0.1 0.1

0

0

11. &bra. Bal dbra: Levdgds nélkili exponencidlis (szaggatott, fekete vonal) esemény-
kézi idejii dinamika staciondrius (vdrakozdsi idds) dllapotban, és kilonbozd o paraméterd
Pareto-eloszlasi eseménykozi dinamika (szines, folytonos vonalak) nemstaciondrius dlla-
potban eredményezte fertézési gorbék 10* csicsbdl dlle BA hdlozaton. A bal dbra jobb alsé
sarkdban néhdny gorbe szordsa is ldathato fekete, folytonos vonallal. Jobb dbra: fertdzési
gorbék a vdrakozdsi iddket haszndlva hatvdanyfigguényes dinamikdandl ugyancsak 10* cstics-
bol dllo BA hdlozaton. (k) =4, és az elsének megfertdzott csics ko fokszama 25 és 125 kiozé
esett. Minden gorbe 10° futds eredménye. Az o = 1.053,1.111,1.25,1.4 és 2 exponensek
tmin = 0.05,0.1,0.2,0.286 és 0.5 (T egységekben mért) alsé levdagasoknak felelnek meg. A
tg rogzitett paraméter értéke 0 volt.

Az abra legfontosabb mondanivaldja az o exponens csokkentésével tapasztalt sziszte-
matikus gyorsulas a nemstacionarius allapotbeli terjedésben, ami pontosan az ellenkezGje
annak, amit stacionarius esetben a 11. abra jobb részén, vagy a 3. dbran lattunk. Mindez
természetesen roppant érdekes, hiszen az 6rak el6bb latott szinkronizalasaval a modelliink
szerint alapvetGen lehet befolyasolni a terjedés gyorsasidgat hatvanyfiiggvényes esemény-
kozi id6knél; rdadasul, ugyancsak a 11. abran lathatoan, alapvetGen a halézat legnagyobb
részét igen gyorsan eléri a fertézés, legalabbis ¢ty = 0-nél. Nézziik most meg, hogy milyen
hatéssal van a fertézddésre, ha a ty id6t noveljilk. A kovetkezd abraegyiittes az el6bbi,
to = 0-as eset megismételt abraja mellett ¢, = 10 és 100 (7 egységekben gondolkodva)
valamint a stacionarius allapot fennallasa esetén mutatja a fert6zés alakulasat.
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12. abra. Levdgds nélkili exponencidalis (szaggatott, fekete vonal) dinamika staciond-
rius (vdrakozdsi idds) dllapotban, és kilonbozé o paraméterd Pareto-eloszldsi esemény-
kozi idejd dinamika (szines, folytonos vonalak) staciondrius (bal felsé dbra) és nemstaci-
ondrius (t6bbi hdrom dbra) dllapotban eredményezte fertézési gorbék 10* csicsbdl dllo BA
hdlozaton. Hdrom aldbra jobb also sarkdaban néhdny gorbe szordsa is ldathato fekete, foly-
tonos vonallal. (k) = 4, és az elsdnek megfertdzitt csics ko fokszama 25 és 125 kizé
esett. Minden gorbe 10° futds eredménye. Az o = 1.053,1.111,1.25,1.4,2 és 3 exponen-
sek toin = 0.05,0.1,0.2,0.286,0.5 és 0.666 (T egységekben mért) alsé levdigdsoknak felelnek
meg. A tog rogzitett paraméter értéke 0 a jobb felsd, 10 a bal alsé és 100 a jobb alsd dbrdn.

A 12. abrat figyelve érdekes dolgot allapithatunk meg, t, novelésével adodik egyfajta
atmenet gyors és lassii hatvanyfiiggvényes terjedés kozott. to = 10-re és valojban mér
to = O-ra is lényegében minden « exponens esetén a nagyon kései fertézés egyértelmiien
lasst, &m a terjedési gorbék korai szakaszan megfigyelhets egyfajta atcsapés. Az a = 2-
hoz és 3-hoz tartozo gorbe helyzete ugyan keveset valtozik, de valtozik, ¢y novelésével ez
a két gorbe helyet cserél. ty = 0 esetén, eltekintve a legutolso fertézésektsl, az o = 3-hoz
tartoz6 gorbe a leglassabb, de ¢y, = 10 és 100-ra méar itt mutatkozik gyorsabb terjedés,
ami, akarcsak a két gorbe ekkor lathato helyzete, a stacionérius esetnek megfelel. A zold
(v = 1.4) és sarga (o = 1.25) gorbéket figyelve, itt is lathatjuk, hogy megindul egy
gyors-lasst atmenet ¢, novelésével, s valojadban ez az atmenet az ennél kisebb « értékek
esetén is megfigyelhetd, am kiilonb6z6 mértékben. Azt lehet az dbrékrol lesztirni, hogy
minél kisebb az a értéke, annal tobb id6 sziikséges ahhoz, hogy a rendszer kell6képpen
megkozelitse a stacionéarius allapotot, amikor is nincs lényeges eltérés a varakozasi idds
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terjedéstdl. Valoszind tehat, hogy van valamilyen a stacionérius allapot elérését jellemzé
karakterisztikus id6, mely az o exponens csokkend fliggvénye. Egy ilyen fliggvénykapcsolat
megallapitédsa fontos feladat, ami az eddig elvégzett vizsgédlatok folytatédsanak egyik fontos
irdnyat jelenti.

Minthogy ilyen vizsgalatokra nem keriilt még sor, egytttal a fejezet zarasaul is, foglaljuk
0ssze néhany mondtadban, mit is lattunk az el6bbi néhany abran. Megkiilonboztettiik a
fertézést lehetévé tévs folyamatok stacionarius és nemstacionarius allapotat, s azt figyeltiik
meg, hogy exponenciélis eseménykozi-id6k esetén a stacionaritastol fiiggetleniil a levagas
bevezetése és novelése enyhe gyorsulast okoz a terjedésben, mig hatvanyfiiggvényes esetben
a terjedés lefolyasa nagyban fligg a folyamatok életkoratol, vagyis az « exponens/also
levagés csokkentésével egyre lassuld vagy egyre gyorsuld terjedés is 1étrejohet.

Az exponencialis fliggvényeknél latott enyhe gyorsulast magyarazhatja, hogy nagyobb
levagéasnal némiképp csokkennek a szorasok az eseménykozi és varakozasi idékben is, ami-
nek lehet szerepe a terjedés sebességében, miként azt [15]-ben is olvashatjuk, melyben a
szerz6k tObbek kozott a varakozési id6 szorasat (pontosabban a burstiness-nek nevezett
mennyiséget) és annak hatasat vizsgaljak. Amellett is érvelhetiink, hogy, stacionarius eset-
ben, a Pareto-dinamika miért okoz alapvet&en lassu terjedést, hiszen a hatvanyfiiggvényes
lecsengés miatt mindig adoédhatnak hatalmas varakozési id6k, amint azt a fakon valo terje-
désnél is lattuk, s noha halézatokban a fakkal ellentétben vannak aternativ utak, hurkok,
ezek lehetnek hossziiak, vagyis sok id6be telhet a megfert6z6dés. Ezek utan persze nem
vildgos, hogy nemstacionarius esetben ez az érvelés miért nem miikodik, de a kérdés meg-
stacionarius folyamatoknal fellépd karakterisztikus id6k is alatamaszthatnak. Sok tehat a
megvalaszolatlan kérdés, a megfigyelt jelenségek azonban amellett, hogy nagyon érdekesek,
rendkiviil fontosak is, ezért mindenképpen tovabbi kutatasok iranyaba 6sztondznek.

3. Osszefoglalas

Ennek a TDK-dolgozatnak a célja a sok valos halézaton megfigyelhets, idében inhomo-
gén, villanasos dinamika okozta terjedés vizsgalata volt, mely napjainkban fontos és ak-
tivan vizsgalt teriilet, szamos, nem részben ellentmondasos eredménnyel. Az ellentmondé
eredmények mogott a probléma Osszetettsége all, hiszen mind az idébeli folyamatok inho-
mogenitasa, mind pedig a hal6zatok topologiai sajatossagai befolyéssal vannak a terjedés
alakulasara. Eppen ezért igyekeztiink ebben a dolgozatban is figyelembe venni fontos
halozattopologiai elemeket (skalafiiggetlen fokszameloszlas, kisvilag-tulajdonsag) és a vil-
lanésos dinamika sajatossagait, mely utébbiaknal az inhomogén folyamatok stacionarius
vagy nemstacionarius allapota is szerepet kapott.

A dolgozat els6 részében BA hélézatokon vizsgaltunk hatvanyfiiggvényes dinamikét
allandosult allapotban, s vizsgéalatainkbol az deriilt ki, hogy a terjedés ebben esetben az
exponencialis dinamikéval 0sszevetve alapvetGen lasst és az eseménykoziidG-eloszlas lecsen-
gését valtoztatva szisztematikus effektus tapasztalhatd, azaz kisebb exponensekre lassabb
terjedéssel valaszol a héalozat, s a terjedés lasstisdga megmutatkozhat mind a kezdeti, mind
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pedig az asszimptotikus fert6zddésben is. Ez az eredmény ellentmondasban van egy a
miénknél trividlisabb topolégiaju, teljes grafon vizsgalt és analitikusan szamolhat6 ered-
ménnyel |7]. Az eltérés léte tehat a kiilonbozd topologidkra vezethetd vissza és igy ered-
ményiink aldhizza a toplogiai elemek fontossagat.

A BA fékon val6 terjedés tanulméanyozasaval egyrészt bemutattuk, hogy a fakban meg-
lévs | sziik keresztmetszetek” milyen hatassal vannak a terjedésre, ha a dinamika hatvany-
fliggvényes; e két lényeges elem (megfelel6 exponensek esetén) a terjedést nagyon egyenet-
lenné, kiszamithatatlanna teszi, a fertézés elakadhat, s adott esetben csak nagyon sok id§
elteltével képes tovaterjedni. E megfigyelés ramutat arra, hogy bar a BA halozatok sok
szempontbol lokalisan fara emlékeztetnek, az esetiikben tapasztalt eltérd terjedési jellegek
miatt ennek a képnek nyilvanvalo korlatai vannak, legalabbis inhomogén terjedések ese-
tén. Mindemellett a BA fak vizsgélataval mi is ravilagitottunk arra, hogy a valdsagos, s
ezért altaldban modularitassal rendelkezd hal6zatokon milyen lényeges effektusokat okoz-
hat a modularis tagozodas, bar ilyenkor a faknal tapasztaltnal enyhébb hatasokra lehet
szamitani.

A dolgozat utolsé részében megvizsgaltuk azt, hogy milyen hatasa van a terjedésre a
fertézési folyamatok stacionarius vagy nemstacionarius jellege. A stacionaritas kérdésé-
nek nyilvanvalo relevanciaja van sok, a biologiai ritmust figyelembe vevs hélézat esetén,
ennek ellenére eddig az irodalomban ezt a kérdést figyelmen kiviil hagytdk. A dolgozat-
ban bemutatott vizsgalodasbol az deriilt ki, hogy exponencialis dinamika esetén nem, de
hatvanyfiiggvényes eseménykoziidé-eloszlasokkal modellezheté dinamika esetén a stacion-
aritasnak lényeges szerepe van a terjedés sebességében. A stacionérius esetben tapasztalt
alapvetGen lasst és a terjedés gyorsasaganak a-fliggését tekintve szisztematikus fert6zés (a
csokkentésével lassul a fertézés), gyors és ugyancsak szisztematikus, de « valtoztatasara
pontosan ellentétesen viselkedd fert6z6désbe mehet at nemstacionarius esetekben; kidertilt
tovabba az is, hogy az allandosult allapot elérésének ideje ugyancsak fiigg a Pareto-eloszlas
exponensétSl. A leirtak fontossaga nyilvanval6, hiszen az eredmények szerint egy adott
idében bejuttatott fertézés elterjedésének gyorsasidgat az idSpont megvalasztasaval is je-
lentGsen lehet befolyasolni, a hélozat fertézésre valo fogékonysaga tehéat erdsen idofiiggs.

4. Fluggelék

Ebben a részben a szimulaciokban hasznalt eloszlasokkal kapcsolatos mennyiségeket sza-
molunk ki. Bar a kapott eredmény ennél altalanosabb, a szamolast motivalhatja az, hogy
kivancsiak vagyunk, ha valamilyen ky = n fokszadmu cstcs fert6zddik meg legelGszor, ak-
kor mi lesz az elsG igazi fertGzés varhato ideje és ennek a szorasa. Mivel a kiévetkezd
fert6zést a legkisebb id6 hatarozza meg, matematikailag arra vagyunk kivancsiak, hogy n
11D (Y7,Y5,Y3...Y,) valoszintségi valtozdé minimumaénak, azaz X, = min(Y7,Ys, ¥3...Y,)-
nek mi a varhato értéke és szorasa. Két Y valoszintiségi valtozo esetén, azaz n = 2-re
E(X,) és E(X2)-et a kovetkez6 integralok adjak meg, melyekben p(y) Y stiriségfiiggvé-
nye.
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B(X,) = / / y)dy p(x) dz (4.1a)
- // y) dy 2*p(x) dx (4.1b)

n=3-ra még konnyen lathato, hogy milyen tartoményra kell integralni, ahonnan ad6dik
az altalanos eredmény is Vn > 1-re.

By =n [ ( [ o dy) ) da (4.22)

B =n [ ) ( G dy) " e do (4.21)

Ha p(y) = pl.,(t), azaz levagas nélkiili, tiszta 7 varhato értékd exponencidlis a vé-
rakozasi id§ eloszlésa (s ekkor maga az eseménykozi id§ eloszlasa is), akkor lévén, hogy

[Fevdy=e"

E(X,) = Tn/ v dy = . (4.3a)
0 n
o0 1 2n 1 T
Xn):T\/n/O r2e~ m‘"diL‘—ﬁ—T ﬁ_ﬁ ﬁ (43b)

Az a szemléletes eredmény adodik, hogy exponencialis varakozasi id6knél a kezdetben
megfert&zott cstcs els§ szomszédot érintd fertézéséig varhatoan 7/n id6t kell varni. A ko-
vetkezSkben Pareto-eloszlasok esetén szamitjuk ki a fentebbi mennyiségeket. Ehhez elGszor
is sziikség van a [ pl . (y) dy integralra. Emlékeztet6iil, (1.10) szerint

1
7 ha 0 <t <tpn

DOES SPNT m (4.4)

T ‘min tDt? at > tmzn

igy az integral
0o 1 1th,
_ 1 1 Ymin ha z > t,,;

/ dy = a—171zo—1 = rmmn 4.5
/x ppow(y) Y {ﬁtw;in + % (tmm - :13) , ha0<z <t ( )

Végil tehat az adodik (4.2a) és (4.2b) alapjan, hogy

tmin 1 tm’Ln tmzn _ n—1 o0 1 1 ta n—1 ta
0 a—1 71 T T 4 a—17zot T x®

(4.6a)
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timi n—1 9 %) a n—1 9 ,a
e 1 tomin tinin — L1t b
E(X;) =n / 4! DY g / —omin ) L Tmin g,
0 a—1 71 T T R T

(4.6b)
El6szor (4.6a) els6 tagjat szamoljuk ki, ehhez —L- ‘=it elnevezziik a-nak, -t pedig b-nek.
fmin — 1 b Zfmzn - " tmin 1 bmin b Zfmzn - "
[ bt =y L = | L Z 0 2] T L 0 M 22D
0 T n —b 7o n Jo bt
n+1 tmin
la™ tyn 1 (a+ b(tmim — x))
T n—b T n(n+1) —b%r .
1T a™ tmin 1
S L (@ B — @)

n—b 7  n(n+1)b3r

Visszairva a és b értékeit,

tmin tonin \ "t T b i\ " i N
b tmzn . nfl E d — mwn mwn mn mwn - mwn
/O(a + b 7)) T o ((a - 1)7) n * n(n+1) (((a — )7 + T ) ((a - 1)T>

- n(nT+ 0 ((atTiZ)T + t";") n—H(l +(a—1)(n+1)) (@fT—BT) nH]
- m [1 — (14 (a=1)(n+1) anlﬂ}

(4.6a) masodik tagja konnyebben megadhato.
/°° 11, \" e, /°° 1 \""'/1
- — T dxr = —
4o \a—1rge! T ¢ oo \a—1 T
1 n—1 1\" 1 an—(n+1)
_ t?n?n
& — 1> (T> <tmiN>

n—1
1
o ————dx

min pn(a—1)

1 \"'"fa-1\""a-1 a-1
= T
na—(n+1) \a—1 a « a
B T 1 (a—1)?
S na—(n+1)art a2

Lényeges, hogy ez a masodik integral akkor létezik, ha o > % + 1. Az el6bb levezetett
szamolassal ugyanilyen moédon E(X?) is meghatarozhato. Osszeirva az E(X,,)-nél latott
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két tagot, nem elfeledkezve az n-es szorzorol, tovabba mellézve az E(X?2)-re vonatkozo
szamolasokat, a kovetkez6 végeredményt kapjuk a exponensi Pareto-eloszlasu varakozasi

idSknél.
1 N n (a—1)2
an+1 no — (n + 1) anJrl

{1— (1+ (n+1)(a—1)) ] (4.72)

B(Xa) =7 {(n n 1)2(n +2
n o (a- 1)3}

no—(n+2) ant?

an+2

) [1— (1+(n+2)(a—1)+%(n+2)(n+1)(a_1)2) 1 }

(4.7b)
Ahogy E(X,,) létezésére az o > = +1 feltétel adodott, E(X?2) akkor véges, ha o > 2 +1
teljesiil. Bar a (4.7a) és (4.7b) formulékat n > 2 esetére vezettiik le, egyetlen Y, varakozasi
idének megfelels valoszintiségi valtozo varhatd értéke és szorasa esetében is ez a létezés
feltétele. Igy tehat teljesen altalanosan kijelenthetjiik, hogy ha BA fan egy levélrsl inditjuk
a folyamatot, akkor az elsé nem mesterséges fertézésig varhatoéan végtelen idét kell véarni,
ha o < 2, mig m = 2 paraméterii BA hélozat esetén levélrdl vald indulés esetén o < 1.5
esetén adodik végtelen varhato ids. A (4.7a) és (4.7b) formulak viszonylag hosszuak és
csunyak, ezért érdemes megvizsgalni valamilyen hataresetet. Ha n kell6en nagy, akkor az
# jellegii tagok kicsisége miatt (o mindig nagyobb 1-nél) E(X,)-t és D(X,)-t a kovetkezd
modon kozelithetjiik.

(4.8a)

~~ 4'8b
n+1\Vn+2 ( )

Ez azért érdekes, mert lényegében 0sszhangban van a 3. abran latotakkal, jollehet itt
most csak az elsd fertézési idérsl tudunk mondani barmit is. (4.8a) szerint kell6en nagy
n-re (ami o = 2-re nem is kell, hogy olyan nagy legyen, n = 5 is elég, hogy a kozelités
jo legyen) az els6 fertézés atlagosan hamarabb megtorténik Pareto-, mint exponencialis
dinamika esetén. Az alabbi abran az F(X,,) varhato érték lathato (7 egységekben) ex-
ponenciélis és kiilonboz6 o paramétert skalafiiggetlen eseménykoziidé-eloszlasokbol adodo
varakozasi id6k esetében, az x-tengelyen pedig a szomszédok szama, vagyis n szerepel.
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13. abra. Az F(X,,) varhato érték 7 egységekben exponencialis és kiilonb6z6 o paramétert
eloszlasokbodl adodo varakozési id6k esetében a szomszédok n szémanak fliggvényében.

A 13. abran lathato, hogy az n+r1—es asszimptotikatol tavol hatvanyfiiggvényes vara-
kozasi id6knél tobbet kell varni az els§ fertézésig, mint az exponencialis esetben. Ismét
hanstlyozva, hogy mindez az elsé (nem mesterséges) fertézésre vonatkozik, a 3. abrén a
fert6zési gorbék kezdetén, tehat nem csak az els6 fert6zés esetén lathato hasonlo tendencia,
azaz a-tol fliggen gyors vagy lassu kezdeti fert6zés, melyet valamilyen mértékben megerdsit
a most bemutatott szamolas. Megkérdezhetjiik, hogy ezek utan mi akadalya van annak,
hogy a mésodik, harmadik, stb. fertézés varhato idejét is kiszamoljuk. Ehhez egyrészt
tudni kell azt, hogy a kiilonbo6z6 fokszami cstcsok kozott milyen korrelacio all fenn, mely
BA halozatok esetén ismert, de a sokadik fertézésre a probléma borzasztéan bonyolultta
valik. MasfelSl nem tiszta exponenciélis eloszlasok esetén, ha egy él mentén torténhet ferts-
zés, de tudjuk, hogy egy adott t ideig nem tortént esemény, akkor annak a megvalaszolasa,
hogy milyen eséllyel lesz esemény ezt kovetGen t’ idén beliil, nem olyan egyszerd, mint
az Orokifju exponencialis eloszlas esetén.Tiszta exponenciélis eloszlassal dolgozva, egy BA
halozatnal trivialisabb szerkezetd héalozaton, a Cayley-fan azonban van lehet&ség a ferts-
zési id6k varhato értékének analitikus kiszamolaséra, ahogy ebben a dolgozatban ezt be is
mutatjuk.

A szimulaci6ékhoz hasznalt programnyelv

A TDK-dolgozatban bemutatott eredmények nagyrészt szamitogépes szimulaciokon ala-
pulnak. A szimulaciokhoz a Python programozasi nyelvet hasznaltuk, mely rendelkezik

28



tudomaényos igényd héalozatkutatasi (NetworkX) és véletlen szamok eldallitasara alkalmas
(Random) modulokkal, melyeket a munka soran fel is hasznaltunk. A szimulaciok soran
rendkiviil 1ényeges szerepe volt a hasznaland6 adatstruktiranak, mely segitségével sok-sok
él koziil ki lehet valasztani az id6ben kovetkezdének fertézendst. A feladathoz el@szor sajat
készitési In(N)-es elérési ideji struktura utan a hatékonyabb memoriakezelést, a Python
Heapq moduljabol elérhets heap adatstrukturat hasznaltuk.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Kertész Janos tanar trnak a dolgozat és
az eddigi eredmények megsziiletésében nytjtott mindenféle segitségéért, kiilondsen a téma
nyari miivelését lehetévé tévs finnorszagi tanulmanyutért.
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