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Kivonat

A Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio nafv olvasata szerint két
fizikai mennyiséget nem lehet egyszerre tetszdleges pontossaggal mérni.
Ennek (pontosabban a Schrodinger altal élesitett valtozatanak) a ma-
tematikai megfelel§je, hogy a két mennyiség kovarianciamatrixanak a
determinansara adhato egy also becslés. Lzt Robertson még 1934-ben
tobb fizikai mennyiségre altalanositotta. Fél évszazaddal késGbb mar
alkalmazas kozelébe keriilt Robertson-eredménye. A kvantumszamito-
gép fizikai megvaldsithatosaga a hatarozatlansigi relaciok kutatasanak
egyik f6 mozgatoérugoja lett. Az utobbi évtizedben kideriilt, hogy az
egyenlGtlenségben szerepld alsé becslés nagymértékben javithato bi-
zonyos operatormonoton fiiggvények segitségével (Gibilisco, Imparato,
Isola: A volume inequality for quantum Fisher information and the un-
certainty principle, 2007.). A dolgozatban a Gibilisco altal adott becs-
lésnél egy élesebb becslést adunk, tovabba megmutatjuk, hogy mind
a fizikai mennyiségek kovarianciamatrixa, mind az altalunk megadott
also korlat természetes moédon szdrmaztathaté az allapottér geometri-
ajabol. A geometriai kapcsolat 1ényege abban all, hogy az allapottéren
a kvantum Fisher-informaciok (Riemann-metrikak) bizonyos operator-
monoton fiiggvényekkel indexelhetSk, és a kovariancia matrix deter-
minénsa illetve az altalunk adott alsé becslés az allapottér egy pontja
feletti érint&téren 1évé vektorok bels§ szorzatéval van kapcsolatban.
Vagyis a hatérozatlansagi reldcié mindkét oldalan az allapottér ge-
ometridjat meghatarozé Riemann-metrika szerepel, az egyenl6tlenség
arra vezethetd vissza, hogy kiilonb6z6 metrikakat tekintiink.
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1. Bevezetés

Werner Heisenberg azota hiressé valt hatarozatlansagi-elvét gondolat ki-
sérletekbdl és a Bohr-féle posztulatumokbol szarmaztatta 1927-ben heurisz-
tikus meggondolasok segitségével [1|. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi-elv
eredeti formajaban azt mondta ki, hogy egy részecske helyét és impulzusat
egyszerre nem lehet tetszéleges pontossaggal megmérni. Amennyiben Az [m]
jeloli a helymeérés bizonytalansagat, Ap [kng] pedig az impulzus mérés bi-
zonytalansagat, akkor

Az-Ap~h, ahol h=~6,626-107%1] 5 (1.1)

a Planck-alland6. Meg kell jegyezniink, hogy a Heisenberg-féle hatarozatlan-
sagi-elv ebben a forméajaban csupan egy elv és nem tétel.

A Heisenberg hatarozatlansagi-elvet még ugyanebben az évben E. H.
Kennard és Hermann Weyl fogalmazta meg korrektiil és bizonyitotta be [2].
A Kennard és Weyl altal bizonyitott valtozat a hely és impulzus szorasanak
(04, illetve 0,) szorzatéra szolgaltat alsd becslést (1.2).

h h
Oy > — = — 1.2
Tr O =g T (1.2)
Kennard és Weyl becslését 1929-ben Robertson altalanositotta tetszéleges

fizikai mennyiségekre [3].

A torténeti attekintést ebben a pontban révid idére félbeszakitjuk, hogy
néhany, a tovabbiakban nélkiilozhetetlen fogalmat definialjunk. KEbben a
dolgozatban csak olyan kvantummechanikai rendszereket vizsgalunk, melyek
leirhatok véges dimenzids komplex Hilbert-terek segitségével. Ilyen rendszer
példaul valamely nemrelativisztikus részecske spin része [4].

1.1. Definicié. Legyen n € N és legyen H, egy rogzitett n-dimenziods
Hilbert-tér.

1. Az H, Hilbert-téren értelmezett 1 nyomu, 6nadjungalt, pozitiv linearis
operatorokat dllapotoknak nevezziik. Az allapotok Osszességét dllapot-
térnek hivjuk, ezt M%lla jeloli.

MY, ={D|D € Lin(H,), D >0, D =D", Te(D) =1}

n,sa

2. Az H, Hilbert-téren értelmezett onadjungalt operatorokat fizikai meny-
nyiségeknek vagy obszervdbiliseknek nevezziik. A fizikai mennyiségek
Osszességét jelolje M, s4.

M, 5o :={D|D € Lin(H,), D = D*}



3. Az allapottér egy zart konvex halmaz az (Lin(#,),R) vektortérben.
Ennek a halmaznak az extremalis ! pontjait hivjuk tiszta dllapotoknak,
a tobbi pontot pedig kevert dllapotoknak nevezziik.

Kozvetleniil ellenérizhets, hogy a fizikai mennyiségek vektorteret alkotnak
a valos szamtest felett. Ha D egy allapot, akkor a fizikai mennyiségek
vektorterén bevezethets egy belsé szorzas, melyet a

Moy sa X Musa > (A, B) s Te(DAB) (1.3)

leképezés definidl. A szokisos modon bizonyithato, hogy az igy bevezetett
skalaris szorzas teljesiti a Cauchy-Schwartz—-Bunyakovszkij-egyenl&tlenséget,
vagyis tetsz6leges A, B fizikai mennyiségekre és minden D allapotra fennall
a kovetkez6 (1.4) egyenlGtlenség.

Tr(DA*)Tr(DB?) > |Tr(DAB)|* = Tr(DAB)Tr(DBA) (1.4)
Az A fizikai mennyiség vdrhato értékét a D € Mffla allapotban az
EpA := Tr(DA) (1.5)

kifejezéssel definialjuk. A valoszintségszamitasbol ismert kovariancia fo-
galmat

,Cov(X,Y) =E(XY) - EXEY”
szeretnénk altaldnositani nemkommutativ esetre. A kovariancia operaciotol
elvarjuk, hogy szimmetrikus legyen. Ezt a kovetelményt az 1.2. definicidval
bevezetett kovariancia teljesiti.

1.2. Definicié. Legyen D € Mgla egy rogzitett allapot. Az A és B fizikai
mennyiségek kovariancidjit a D &llapotban az (1.6) formula adja meg.
1
Cov (A, B) == 5 (Tr(DAB) + Tr(DBA)) — Tr(DA)Tr(DB) (1.6)
Az A fizikai mennyiség variancidjit a D allapotban a
Varp(A) := Cov} (A4, A) (1.7)

formulaval definidljuk. A fels6 indexben szereplé s betiivel arra szeretnénk
utalni, hogy a most bevezetett kovariancia szimmetrikus a valtozoiban.
Az irodalomban a Cov}, (A, B) kovarianciat szimmeltrizdlt kovariancianak is
nevezik [18].

A Robertson altal 1929-ben bizonyitott hatarozatlansagi relacioé ezek utan
a kovetkezSképpen hangzik.

'Egy konvex halmazbeli elemet abban az esetben neveziink extremdlisnak, ha nem all

el6 két kiilonboz6 konvex halmazbeli elem nem trivialis konvex kombinaciéjaként.



1.3. Tétel (Robertson, 1929). Ha A, B € M,, ,, fizika mennyiségek,

D e Mﬁ}ia pedig egy tetsz6leges allapot, akkor az A és B obszervabilisek
varianciajara a kovetkez6 becslés érvényes:

Varp(A)Varp(B) > %|TI(D{A,B])|2 (1.8)

A Robertson-féle hatarozatlansigi relaciot 1930-ban Ervin Schrédinger
egy kovariancia taggal javitotta meg [5]. A Schriodinger-féle hatarozatlansagi
relacié az 1.3. tétel jeloléseivel felirva a kovetkezd alakot olti:

Varp(A)Varp(B) > %L]Tr(D[A, B])P + Covp(4, B)? (1.9)

Bizonyitds. Legyenek A, B € M, 4, fizikai mennyiségek, D € M%lla pedig
egy allapot. Vezessiik be az

Ag:=A—ITrDA (1.10)
By:=B—ITrDB (1.11)

centralt fizikai mennyiségeket. Az Ay és By obszervabilisekre felirt (1.4)
Cauchy-Schwartz—Bunyakovszkij egyenlStlenség ekvivalens az A és B fizikai
mennyiségekre felirt (1.9) egyenltlenséggel. Q.E.D.

«, 0,

felhasznélva a kovetkez6 determinans-egyenlGtlenség formajaban irhaté fel.

dot Cov(A,A) Covi (A, B) S
Cov}(B,A) Covi(B,B)

—iTe(D[A,A]) —§Tr(D[A, B))
2det<—l 1(D[B, A)) —lTr(D[RBD) (12

2

2

Az (1.12) egyenlGtlenséget 1934-ben Robertson tobb fizikai mennyiség
egylittesére is altalanositotta [6]. Amennyiben {Ak}szl fizikai mennyiségek
véges rendszere, D pedig egy allapot érvényes a

det ([covj)(Ak,Al)]k,lLW)zdet({—%Tr(D[Ak,Al])Ll N) (1.13)

determinans-egyenlGtlenség. A fenti egyenlGtlenség jobb oldalan egy antisz-
immetrikus matrix determinansa all, ezért paratlan szamu fizikai mennyiségre
az (1.13) egyenlGtlenség jobb oldala zérus.



2. Az allapottér geometriaja

Ebben a fejezetben révid betekintést adunk az allapottér geometridjaba.
Ez a tobbszempontbdl is gyiimolesozs targyaldasmod lesz segitségiinkre a ha-
tarozatlansagi relaciok kutatasaban elért Gjabb eredmények bemutatasanal,
illetve ennek segitségével segitségével fogunk geometriai értelmezést tulaj-
donitani a hatarozatlansagi relaciok kiilénb6z6é oldalain szerepld kifejezések
is. Az Olvaso a fejezetben felhasznélt differencidlgeometriai fogalmak jelent&s
részét az 7] miben taladlhatja meg.

2.1. Az allapottér mint Riemann-sokasag

Az el6z6 fejezetben emlitettiik, hogy egy elegend&en nagy N természetes
szamra az MSLQ Allapottér egy konvex zart halmaz az RY vektortérben.
A H, Hilbert-téren értelmezett belsé szorzas folytonossagabol adodéan az
allapottér belsejét pontosan azok az allapotok alkotjak, melyekhez szigorian
pozitiv lineéris operatorok tartoznak, ezért ezt a halmazt Mﬁ},éﬁ-al fogjuk
jelolni. Az &llapottér belseje egy Osszefiiggs nyilt halmaz, melyet kizarolag

kevert allapotok alkotnak.

2.1. Allitas. Az Mgla allapottér M%l,;j{—al jelolt belseje ellathato egy
kozonséges sima sokasag strukturaval. Az igy kapott sima sokasagot jel6lje
szintén MSPJ

Bizonyitds. Az allapottér belsejét egyetlenegy térképpel fogjuk lefedni.
A koordinatazast komplex allapotokra mutatjuk meg, a valos allapotok
koordinatazasa hasonloképpen torténik.
Legyen D € MUF egy allapot és {e:}—, a H, n-dimenzios Hilbert-tér
egy bazisa. A
© : Hn X H, — Lin(H,) (2.1)

diadikus szorzéas értelmezése:
(Vu,v,w € Hy,) w—uoov(w) = ulv,w) (2.2)
Vezessiik be az

1 ) 1
e Ve = i(ek(@el—i—el@ek) es ek/\el:Z(ek@el—el@ek) (23)



(1 <k <1< n) operatokokat. Vegyiik a kévetkezs

¢: MUF RN D ¢(D) (2.4)

¢(D) :=(TrDey ®ey,...,TrDe, 1 ®e,_1,Tr Dey Ve, ..., Tr Dey Ve,
...,TrDe, 1 Ve, TrDe; ANey, ..., Tr Dey ANey, ..., TrDe, 1 Ney) (2.5)

leképezést. Ellenérizhet, hogy ez egy kolecsonosen egyértelmi inverzével
egyiitt folytonos leképezés, tehit homeomorfizmus az M;I)S;r tér és R"°!
egy Osszefiiggd nyilt halmaza kodztott. Q.E.D.

Ha vessziik a D allapot matrixreprezenticiojat, akkor
a e; Ve, leképezések felelnek meg a D matrix valos részének, az e; Ae;
leképezések pedig a képzetes résznek. Igy a valds allapotok koordinatazéasa

//////

leképezéseket kihagyjuk. Az allapottér fenti térképezését szokas kanonikus
koordindtdzdsnak is nevezni.

2.3. Definici6. Az M%lla sokasagon egy g € T*/\/lg?;{ \Y% T*./\/lq(zl?;{ (2,1)-ti-
pust sima tenzormezGt Riemann-metrikdnak neveziink, ha tetszéleges

X MM MmOF

n,sa n,sa

sima vektormez§ esetén a

g(X, X): MUF SR

n,5a

fliggvény nemnegativ és (Vp € MSZZ) g(X, X)(p) =0< X(p) =0.

2.4. Allitas. Egy tetszéleges D € M,(ll?gz allapot felett a TDM%; érintGtér
izomorf a nulla nyomu fizikai mennyiségek Mﬁffla valés szamtest feletti
vektorterével.

Bizonyitds. Az érintGtér azon meghatarozasat vessziik alapul, mely az
érintGvektorokat a sokasdgban haladé sima gorbék ekvivalencia osztalyaiként
adja meg, ahol az ekvivalencia reldci6 az els6rendd érintkezés.

Legyen v: (—1,1) — Mﬁ}lﬁ sima gorbe, melyre v(0) = D € MS}lj A Tr
miivelet linearis funkcional, ezért

Tr4(0) = lim ! Tr(y(t) —v(0)) =0 (2.6)

t—0 t



o A Tp M érintstér vektorai (D,4(0)) alaki
parokkal reprezentalhatok és minden ilyen parra igaz, hogy a masodik elem
/\/lgsa—beli elem, ezért rogzitett D € MSJ esetén a TDM%{Z; érintGtér
beagyazhato a MY ,, vektortérbe.

Most legyen A € M? _ tetszéleges ¢s vegyiik a ¢~ y(t):= D +tA

gorbét. Az MS}L}E C R”~! halmaz nyilt és ~ folytonos, ebbdl kovetkezik,
hogy Je > 0, melyre a y gorbe (—¢, ) intervallumra valo megszoritasa teljes
egészében az M%ll;r sokasdgban halad. A ~:(—¢,¢) — MSE{ leképezés
linearis, ezért sima, y(0) = D és 4(0) = A. Az MY, linearis tér tehét

n,sa

teljesiil, azaz ¥(0) € M?

nemcsak bedgyazhato6 a T,;)./\/lg,)s;r érintStérbe, hanem izomorf is vele. Q.E.D.

2.5. Kovetkezmény. Az M%llj sokasagon adott Riemann-metrikdknak
bijektiven megfeleltethet6k azok a
K:MPDEx MO x MO —C (D,A,B) — Kp(A, B) (2.7)

n,sa n,sa n,sa

leképezések, melyek teljesitik a kovetkezd két feltételt:

1. Tetszbleges rogzitett D € Mﬁ}lﬁ esetén a

Kp: M9 x MO ¢

n,sa n,sa

(A, B) — Kp(A, B) leképezés skalaris szorzas.
2. Tetszbleges rogzitett A € Mﬁffla esetén a

K (A A) : MIF — €

D — Kp(A, A) leképezés sima.

Az MS)SZ; sokasagon adott Riemann-metrikdkra ezentil kétféleképpen is
gondolhatunk. Egyrészt ha az Mglj{ sokasagot absztrakt sokasigként
kezeljiik, akkor a Riemann-metrikikra tekinthetiink a 2.3. definici6 szerinti
értelemben. Masfelsl pedig ha az M%llg sokasagra ugy tekintiink, mint
matrixokra, akkor egy Riemann-metrikira gondolhatunk tgy is, mint egy
(2.7) alaku leképezésre, mely az 1. és 2. feltételeket teljesiti.

Az Mg}l}f sima sokasag a megadott metrikatol fiigg6en tobbféleképpen
tehet6 Riemann-sokasagga. Vehetjiik példaul az (1.3) formulaval megadott
pontonként valtozd skalaris szorzas visszahtzottjat, ez Riemann-metrikat
definial az ./\/l%lg sokasagon, de akar vehetjiik az 1.2. definiciéval bevezetett
kovarianciat visszahuzottjat is, ez is egy Riemann-metrika.



2.2. Operatormonoton fiiggvények és matrixkozepek

A H,, Hilbert-tér egy A € Lin(H,) linearis leképezésérsl abban az esetben
mondjuk, hogy pozitiv (A > 0), ha az A leképezéshez asszocialt kvadratikus
alak pozitiv szemidefinit. Ezek utan tetszéleges A és B linearis operatorokra
értelmezhets egy

” > 7 C LlIl(Hn) X Lln(Hn)
relacio.
A>B&< A-B>0 (2.8)
Az igy értelmezett relacioval a H,, Hilbert-tér linearis operatorai részbenren-

dezett halmazt alkotnak. Vizsgalhato tehat a ,,>" relacio és az operatorokon
értelmezett fiiggvények viszonya.

2.6. Definicio. Egy f : RT — R fiiggvény operdtormonoton, ha
(Vn € N)(VA, B € Lin(H,)) A< B= f(A) < f(B) (2.9)

teljesiil.
Egy [ : Rt — R operatormonoton fiiggvényt szimmetrikusnak neveziink,
ha fennall az

flx)=xf (i) (2.10)

egyenlGség. Egy f operdtormonoton fiiggvény normdlt, ha az x = 1 pontra
folytonosan kiterjeszthets és f(1) = 1 teljesiil.

A szimmetrikus, normalt operdtormonoton fiiggvények dsszességét F,,-al
jeloljiik. Az F,, halmaz két fontos részhalmaza:

Fi) = {f € Fopl f(0) # 0} 6s F\W) = {f € Fop| £(0) = 0} (2.11)

Az, hogy egy f:R" — R fiiggvény operator monoton
vagy sem nincs Osszefiiggésben azzal, hogy az f fiiggvény ,milyen gyorsan
novekszik” 2 peéldaul az exponencidlis fiiggvény nem operdtormonoton, az

x — /x fiiggvény pedig igen.

2Mondjuk azt, hogy az f fiiggvény ,,gyorsabban névekszik”, mint a g fiiggvény, ha f — g

szigorti monoton nova.



2.8. Példa. Az alabbi fiiggvények mindegyike szimmetrikus és normalt
operatormonoton fiiggvény:

1+z
2

T —

1] 205" r—1
T

, Vae [0, 5 —, T
“ { 2 1+ a2 " log =

2.9. Definicié. Jelolje Lin(#H,)" a H, Hilbert-tér pozitiv linearis opera-
torainak halmazat. Egy m : Lin(#,)" x Lin(H,)" — Lin(H,)* folytonos
fiiggvényt mdtrizkozépnek neveziink, ha teljesiti a kovetkez§ feltételeket.

1. m(A, A) = A,
2. m(A, B) =m(B, A),
3. A< B=A<m(A B)<B,
4. (VP € Lin(H,)) Pm(A,B)P* < (PAP*,PBP*),
A matrixkozepek halmazat az M,, szimbolummal fogjuk jelolni.

Az operatormonoton fiiggvények és a méatrixkozepek kapcsolata szoros,
errdl szol a kovetkezd tétel [8].

2.10. Tétel (Ando, Kubo). Kolesonosen egyértelmii megfeleltetés létesi-
thet6 a szimmetrikus, normalt operatormonoton fiiggvények halmaza (F,,)
¢és a matrixkozepek halmaza (M,,) kozt. Egy ilyen megfeleltetés ad meg a

N

(Vf € Fop) (YA, B € Lin(H,)*) my(A,B) = Az f (A—%B%A—%) 4
(2.12)
kifejezés.

2.11. Példa. Az A, B € Lin(H,)" operatorok szamtani, mértani és har-
monikus kozepei rendre:

1
AVB = (A+ B) A#B = A2(A2BA 23)B: AlB:=2(A"'+ B )"
Ando és Kubo a [8] kozleményiikben irtak le, hogy a matrixkozepek
kozott a szdmtani kozép a legnagyobb és a harmonikus kozép a legkisebb.
Erdekességként érdemes megemliteni, hogy egyenlére nem ismeretes olyan
formula, mellyel hdrom matrix mértani kozepét ki lehetne szamitani.



2.3. Kvantum Fisher informaciok

2.12. Definicié. A T : Lin(H,,) — Lin(#,,) linearis leképezést pozitiv leké-
pezésnek mondjuk, ha pozitiv operator T altali képe pozitiv operator.

Egy k természetes szamra az A € Lin(H) ® Lin(H,,) elemhez rendeljiik
hozzé az [A]; = A} € Lin(H,) i,j = 1,..., k blokkmatrixot. Egy

T : Lin(H,) — Lin(H,,)

linearis leképezést akkor nevezziik teljesen pozitiv leképezésnek, ha minden
k € N esetén a

T® : Lin(H;) ® Lin(H,) — Lin(Hy,) @ Lin(H,) A5 — T® (A%) = T(A})
(2.13)
leképezés pozitiv leképezés.

2.13. Definicié. Egy T : Lin(H,) — Lin(H,,) leképezést sztochasztikus le-
képezésnek hivunk, ha teljesen pozitiv és felcserélhets a Tr miivelettel.

2.14. Definici6. Riemann sokasagok egy (M%{g,[((”)) csaladjat mo-
neN
noton metrika csalddnak nevezziik, ha tetszéleges m, n természetes szamokra

és minden

T : Lin(H,) — Lin(#,,)

sztochasztikus leképezésre barmely D € MSQ allapotban teljesiil az

(VA€ MO,) Ky (T(A),T(A)) < K'(A, A) (2.14)

egyenlGtlenség. A monoton metrika csaladok tagjait kvantum Fisher infor-
mdcioknak hivjuk.

Az operatormonoton fliggvények és a monoton metrika csalddok kozott
szoros kapcsolat mutathato ki, errdl szol Petz osztélyozasi tétele [9)].
Vezessiik be az L, p, R, p € Lin(Lin(#,)) operatorokat, melyek a D € MO
operatorral valé bal, illetve jobb oldali kompoziciot szimbolizaljak.

(VD € MOFYVA€H,) Lnp(A):=DA R,p:=AD (2.15)

n,sa

Ezekkel a jelolésekkel a monoton metrika csaladok Petz-féle klasszifikacios
tétele igy sz0l.



2.15. Tétel (Petz, 1996). A monoton metrikacsaladok és a szimmetrikus
operatormonoton fliggvények kozott kolcsondsen egyértelmt megfeleltetés
létesithets. Ilyen bijekciot példaul a kovetkezé modon lehet megadni.

(Vf e Fop) KO MOFX MO x MO, - C (D, A B)— K (A,B)
(2.16)

1 1 -1
KW (A, B) = Tr {A o (Ripf(LupRob)Rp) o B} (2.17)

Az igy definialt megfeleltetés egy adott f operdtormonoton fiiggvényhez
egy jol meghatarozott (K(")’f,./\/l%lf{)neN monoton metrika csaladot rendel
és minden monoton metrikacsalad el6allithaté ezen a moédon egy alkalmas
f € F,p operatormonoton fiiggvény segitségével.

Az f € F,, operatormonoton fliggvényhez az (2.16) formula altal rendelt
Kgl)’f(-,-) kvantum Fisher informacié jelolésére a (-,-)p ; szimbolumot is
alkalmazhatjuk.

2.16. Példa. Az f(z) = 1(v/Z + 1)? szimmetrikus, normalt operatormono-
ton fiiggvényhez asszociilt monoton metrika csalad tagjait Wigner-Yanase
metrikdknak nevezik.

Tetszoleges 0 € [—1,2] \ {0, 1} szdmra szimmetrikus, normalt operator-
monoton fiiggvényt hataroz meg a fs(z) = % hozzarendelés. Az
ezen fiiggvénycsalad tagjaihoz metrikakat Wigner- Yanase-Dyson metrikak-

nak hivjak.

Jogosan vetddhet fel a kérdés, hogy az eddigi vizs-
galodésaink soran csupan az allapottér belsejét néztiik és a tiszta allapotokrol
nem mondtunk semmit. Az egész Mﬁ}la allapottér egy peremes sokasag
strukturaval lathato el. A tiszta allapotok az 8./\/17(11%,1 perem részhalmazat
alkotjak. Petz monoton metrikdk radialis kiterjeszthet&ségérdl [9] szolo tétele
értelmében igaz, hogy egy (-, ) p s kvantum Fisher informéaci6 pontosan akkor

terjeszthetd ki tiszta allapotokra, ha f € }"o(;), azaz f(0) # 0.
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3. XXI. szazadi eredmények

A hatéarozatlansagi relaciok kutatasanak torténeti attekintése ebben a
fejezetben zarul. Azokat a modern eredményeket mutatjuk be, melyek
kutatasaink kiindulé pontjat képezték.

Az allapottér differencidlgeometriai eszkozokkel torténd tanulmanyozéasa
az 1990-es évek elején valt altalanosan elterjedté. Petz tétele a monoton
metrika csaladok klasszifikaciojarol fordulopontot jelentett a hatarozatlansagi
relaciok kutatasaban [9, 10, 11, 12]. Innentsl fogva nyertek geometriai
tartalmat a hatarozatlansagi relaciok jobb oldalan 4ll6 mennyiségek, bar erre
a felismerésre majdnem egy évtizedet kellett varni. Az els6 olyan kézlemény,
melyben a fizikai mennyiségek kovariancidjanak becslésére kvantum Fisher
informaciokat alkalmaznak a Luo és Zhang szerzéparoshoz kothetd [13].

Luo és Zhang egy a Robertson (1.13) determinans-egyenlGtlenségéhez
hasonlé formaju egyenlGtlenséget (3.1) sejtett meg [13| és bizonyitott be
specidlisan a Wigner-Yanase metrikara (lasd.: 2.16. példa) és N = 2 fizikai
mennyiségre [14, 15].

3.1. Tétel. Legyenek {Ak}fle C M,, s, fizikai mennyiségek és D € Mﬁla
egy tetszGleges allapot, f 6.7-"(52) pedig egy operatormonoton fiiggvény.
Ebben az esetben érvényes az alabbi egyenlGtlenség.

det ([Covi (Ap, A)]ki=1...n) > det ({@@[D,Ak}:i[D,Al]>D,f]kl N)

(3.1)

3.2. Definici6. Legyen f € .7-}5;) operatormonoton fiiggvény. Az
A, B € M,, 4, fizikai mennyiségek kvantum f-kovariancidjdt egy D € ME}la
allapotban az alabbi kifejezés definiélja.

Covp (A, B) = @(i[&A]?i[D, Bl)p.f (3.2)
A kvantum f-kovariancia kifejezés helyett a tovabbiakban ahol nem sziikséges
az f operdtormonoton fiiggvénytél valo fiiggést kihangsilyozni egyszertien
csak kvantum kovariancidt irunk. Az irodalmakban az A és B fizikai
mennyiségek kvantum kovarianciajat altalaban Qovp (A, B) jeldli [18, 19,
20]. Az altalunk hasznalt jeloléssel azt szeretnénk kihangsulyozni, hogy a
kvantum kovariancia egy — bizonyos értelemben vett — antiszimmetrizalt

11



kovariancia. A 4. fejezetben tisztazzuk, hogy a szimmetrizalt és az
antiszimmetrizalt kovariancia elnevezés pontosan mit takar. Latni fogjuk,
hogy a Cov® kozonséges szimmetrizalt kovariancia csak egy a sokféle
szimmetrizalt kovariancia koziil.

A 3.1 tételt Wigner-Yanase-Dyson metrikiara Kosaki [16] és a Yanagi,
Furuichi, Kuriyama harmas [17]| bizonyitotta egymastol fiiggetlenil. A 3.1
tételt altalanos f e}'ﬁ};) operatormonoton fiiggvényre Gibilisco és Isola
sejtette meg és irta le a [18] cikkben. A valés, N =3 esetre Gibilisco,
Imparato és Isola kozolt bizonyitast [19], ugyanebben a kozleményben
szerepel az alabbi tétel bizonyitatlanul, sejtésként kimondva.

3.3. Tétel. Legyenek {Ak}fj:l C M, s fizikai mennyiségek, D € M%lla
egy tetszéleges allapot és f,g € .7-"(5,7;) operatormonoton fiiggvények. Ilyen
feltételek mellett igaz az, hogy ha

(vrert) 10590 (33)

flx) ~ g()

teljesiil, akkor fennall az
det ([COVCSJ(A]C, Al)]k,l:l,...,N) Z det ([COV%S79(A]€, Al)]k,l:l,...,N) (34)
egyenlGtlenség.

Andai A. a 3.1. tételnél és Gibilisco 3.3. tételénél erésebb allitasokat
fogalmazott meg és bizonyitott be [20]. Bizonyitas rendkiviil szellemes és
egyszer(, lényegében az altalanositott Brunn—Minkowski egyenl&tlenséget
hasznélja fel. Andai tételeit bizonyitas nélkiil kozoljiik, a bizonyitasokat az
Olvaso a |20] kozleményben talalhatja meg.

3.4. Tétel (Andai). Legyen D € M%l?sa egy allapot és f,g € Fé;) operé-
tormonoton fiiggvények, melyek a

veert) L0590 (3.5)

() ~ g(=)

feltételt kielégitik. Az {Ak}fcv:l C M,, s, nem azonosan zérus fizikai meny-
nyiségek véges rendszerére definidljuk a kovariancia és kvantum kovariancia
matrixokat a kovetkz6 modon.

~—

[Covi]h := Covi (A, Aj) (3.6)
: = COV057f(A,L', A])

J

—

[Cov‘}i s
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[. Ekkor igazak a kdvetkezs kijelentések:

det(Covy) > det(Covy ;) + det(Covy, — Coviy ;) + R(D, f, N) (3.8)
det(Covyy ;) > det(Coviy ) 4 det(Covyy ; — Covyy ) + R(D, f,g,N)
(3.9)

A fenti formuldkban szereplé R(D, f,N) és R(D, f,g,N) jarulékos
tagokat a kovetkezd, binomialis tételre emlékeztets Osszefiiggések adjak

meg.
= N k N—k
R(D, f,N Z (k> [det(Covis )] ™ [Cov — Covis ] 7 (3.10)
=1
N-1 . ek
R(D, f,9,N Z( ) [Covis |V [Covly ,— Covly ] * (3.11)
k=1

II. Az alabbi harom kijelentés egymassal ekvivalens:

i. det(Covy) = det(Covy f)
ii. det(Cov}y ;) = det(Covi,)

iii. Az {Ak}gzl fizikai mennyiségek linearisan Osszefiiggé vektorrend-
szert hataroznak meg az M,, ,, vektortérben.

A kovetkezG tétel az elGz6 tételt allitasat adja vissza a t = % paraméter
valasztas mellett.

3.5. Tétel (Andai). Legyen D € Mn sa egy allapot és f, g € }"0(;) opera-
tormonoton fiiggvények, melyek a

(vrert) 10590 (3.12)

f(x) ~ g(z)

feltételt kielégitik. Az {Ak},iv:l C M,, s, nem azonosan zérus fizikai meny-
nyiségek véges rendszerére a 3.4. tételben leirt modon defnidljuk a Covj,
kovariancia és a Covyp ;, illetve Covpy, kvantum kovariancia métrixokat.
Ekkor a t € [0, 1] paraméter minden lehetséges értékére fennall a

det(t Covp, +(1 — 2t) Covly ;) > (1 — )N det(Covyy ;)+
+ ¢V det(Cov}, — Coviy ;) + R(D, f,N,t) (3.13)
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és a

det(t Covy ; +(1 — 2t) Covyy ) > (1 — N det(Covp )+
+ ¢V det(CovaDS’f —Covp,) + R(D, f,g,N,t) (3.14)

egyenlGtlenség az

D7f> N7 t)
N-1 N v
1 — ) ¥/det(Covy det(Covy, — Cov; )
- (k) ) ( \/ € VD VD )
(3.15)
R(D,f g9, N, 1) =
| -
-5 (3) (00 G, ) (o e Cov, o)
k=1
(3.16)

jarulékos tagokkal.

A bemutatott tételekben a szimmetrikus normélt opera-
tormonoton fiiggvények mindegyikérdl kikotottiik, hogy a nulldban nemnulla
értéket vesznek fel. Ez a feltétel azért kellett, mert pontosan azokat a kvan-
tum Fisher informaciokat lehet kiterjeszteni radidlisan az M,(}la allapottér
peremére, melyek nulldban el nem tiné szimmetrikus, normalt operatormo-
noton fliggvények segitségével szarmaztathatok (lasd.: 2.17. megjegyzés).

14



4. Hatarozatlansagi relaciok szarmaztatiasa az

allapottér geometriajabol

Ezt és az ezt kovets fejezetet sajat eredményeink bemutatésanak szen-
teljiik. Gibilisco a [18] cikkében hivta fel a figyelmet arra, hogy (3.1) és
(3.4) hatarozatlansagi relaciok kiilonb6z6 oldalain &ll6 mennyiségeknek ge-
ometriai tartalma van. Ezekre a mennyiségekre gy tekintett, mint az M,, 4,
vektortérben az {Ak}szl C M,, s, vektorokhoz asszocialt térfogatra.

Pongyolan szolva a (3.1) formula jobb oldalan &ll6 mennyiségekre gon-
dolhatunk tgy, hogy a fizikai mennyiségeket a stirtiségoperatorral valé kom-
mutéalas levetiti az &llapot feletti érintGtérre, a determinans pedig a kapott
érintGvektorok altal kifeszitett térfogatot adja meg. A jobb oldalak jol il-
leszkednek a geometriai képbe. Nem ez a helyzet a baloldalon szerepl§ sz-
immetrizalt kovarianciaval, mivel els6 ranézésre a determinans szemléletes
geometriai jelentésén kiviil konkrét tartalma nincs (pl.: N = 1 fizikai meny-
nyiségre). Ugy véljiik, hogy a szimmetrizalt kovariancidt nem parositottak
megfelel6 geometriai interpretacioval, Gibilisco sem adta meg a konkrét je-
lentését, csupan annyit allitottak, hogy a szimmetrikus kovariancia is térfo-
gatként értelmezhetd (lasd: a [18], 1.3 formula).

A 4.1. alfejezetben megmutatjuk, hogy a szimmetrizalt kovariancia is
kvantum Fisher informaciobol szarmazik, tovabba bevezetjiik a szimmetrizalt
kovariancidk csaladjat.

A 4.2. alfejezetben a hatarozatlansagi relaciokkal kapcsolatos bizonyita-
sok kettdsségérdl lebbentjiik le a fatylat azaltal, hogy ravilagitunk arra, hogy
a kovariancidk tulajdonképpen metrikdk, a hatarozatlansagi relaciok pedig
a metrikak indexfiiggvényei kézott fennallo rendezésre visszavezethets deter-
minans-egyenlGtlenségek.

A 4.3. alfejezetben bevezetjilk a kevert kovariancia fogalméat és segit-
ségével adunk egy eddigieknél jobb als6 becslést a kdzonséges szimmetrikus
kovarianciara.

4.1. Kovariancidk és metrikdk kapcsolata

A (-,-)p,s metrika —értelmezésénél fogva— invaridns a D &llapot unitér
transzformacioival szemben, ezért mindig feltehetjiik, hogy a D strtiségope-
rator matrixa diagonalis méatrix és a metrika értékeit elegendé meghatarozni
az M,, s, vektortér egy alkalmas bazisan.

15



4.1. Lemma. Legyen D € J\/lgla egy allapot {A;}r—1,. ., sajatértékekkel,
az {ey}x=1,. n vektorrendszer pedig legyen a Ay, ..., \, sajatértékhez tartozo
sajatvektorokbol képzett ortonormalt bazis a H,, Hilbert-téren.

Jelolje ex Ve, (1<k<n)és e, Ne (1 <k<Il<n) azokat az opera-
torokat, melyeket a 2.1. &llitas bizonyitasa soran vezettiink be.

1 1
ek\/el:§(ek@el+el©ek) ek/\elzz(ek@el—el@ek) (41)

Nyilvdnvalo, hogy ezek az operarorok egylittesen az M,, ,, vektortér egy
bézisat adjak ki.

Legyen (-,-)ps az f € .7-"(5;) fiiggvény altal generalt monoton mertika.
Ekkor a fenti bazisvektorok D pontbeli bels6 szorzatara a kovetkezd
megallapitasok érvényesek.

1. Hal1<i1<j<nés1<k<l<n, akkor

. 0ikd51

<€i A €j, €k N 61>D7f = —2”"3‘()‘;»)\]‘)
ik

<€i V €j, €k V €l>D,f - mel()\i)\j)

(eiNejexVe)pr=0
teljestiil.
2. Ha1<i1<j3<né 1<k <n, akkor
(eiNej e Ver)pr=(e;VejexVeppyr=0
teljesiil.

3. Ha1 <i<nés1l<k<n, akkor

e; Ve, e Ve =
k vV €k)Df 1y (O )

teljesiil.

A fenti 6sszefiiggésekben my az f szimmetrikus, normalt operatormonoton
fliiggvényhez asszocialt matrixkozepet jeloli.

Bizonyitds. A lemméat magat nem bizonyitjuk be, csak a bizonyitasaban
kulcsfontossagn szerepet jatszd oOtletet osztjuk meg az Olvasoval. A bi-

zonyitas egyébként a |21] kozleményben szerepel. A Riesz—Dunford-féle ope-
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ratorkalkulus értelmében ha I'; és 'y a D siirtiségoperator spektrumat egy-
szeresen megkeriil6 folytonos, zart gorbe, akkor fennall az alabbi 6sszefiiggés.

(Vn € N)(VD € Mnsa)(VA B € M,..)Vf e f“") )

(A,B)pf=Tr —— i j{fmf (21,22)A(21] — D) ' B(2 — D) 'dzdz
s
I Ty

(4.2)

Q.E.D.

Innentdl fogva a H,, Hilbert-térnek mindig egy olyan {eg}r—1 ., bézisat
vessziik, melyben a strtiségoperator matrixa diagonalis.

4.2. Tétel Legyenek A € M,, 5, és B € M,, 4, centralt fizikai mennyiségek,
D e M) n.sa pedig egy allapot {)\k}k 1o.n sajatertekekkel Legyen [AF] g 1=1
és [Blk]k,l—l
allo ortonormaélt bazisban. Ha f & .7-"(517;) szimmetrikus, normalt operator-
monoton fiiggvény, akkor (A, B)p s kiszamitasara a kovetkezs Osszefiiggés
érvényes.

.....

1

—mf()% N (4.3)

(A,B)py=>_ A'B;

k=1

Bizonyitds. Az A és B operatorok kifejtett alakja M,, 5, szokasos bazisaban
az alabbi.

A= ZAkek\/ek—i—2 Z %eAek\/el+2 Z \smAek/\el (4.4)

1<k<i<n 1<k<i<n

B:ZB,];ek\/equZ Z ReBrey Ve + 2 Z SImBre, Ne;  (4.5)

k=1 1<k<i<n 1<k<i<n

A metrika bilinearitasat alkalzzuk a el6bbi lemmankban kapott formuldkat
figyelembe véve.

- AkBk Re( AkBk + Sm A"“B’€
<A7 B)D,f _ Z 2 Z ) ( ) —

mfo\k’)\k 1<k<li<n my (A, Ar)
_ i Ak By Py Re(A;Bf') + Sm(A}Bf) (4.6)
=1 mf()\lﬁ Ak) 1<k,i<n mf()\k” Al)
i
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Az A és B operatorok onadjungaltak, ezért igaz az alabbi.

Af Bl = ReAfRe B, — SmAFSmB;, + i(ReAFImBL + SmA;ReBl,) =
= ReAFRe B + SMmAFImBY — i(ReAFSmBF — SmA;ReB}) (4.7)

VvV
antiszimmetrikus a k és | indexekben

Az my fiiggvény valtozoiban szimmetrikus, ezért az (4.6) formulaba a
Re(AFBy) + Sm(AFBf) — AFB.,

helyettesitést elvégezve a formula igaz marad.

", AFBF Re(AyBf) + Sm(AFBf)
(A, B)p, — e S | Dj 1 D
/ ; m (A, Ak) 19215 m (A, \i)

k£l

Ak B AFBL .
—r =+ Aj Bl —— (48
mf()\k,)\k) Z mf )\k>>\l Z k )\k,)\) ( )

1<k,l<n k=1

k£l

k=1

Q.E.D.

4.3. Kovetkezmény. Legyenek A, B € M,, 4, fizikai mennyiségek, D € Mﬁ}la
pedig egy allapot.

I. Legyen f GFCS,T,) szimmetrikus, normdalt operdtormonoton fiiggvény.
Szamitsuk ki az A és B fizikai mennyiségek kvantum f-kovariancidjat
(antiszimmetrizdlt f-kovariancidjat) a D allapotban (4.3) formula
segitségével.

Legyen A és B matrixa [AF|ri=1. n 8 [BFri=1..n- A szamitasokban

Einstein-konvenciot haszalunk, azaz az egy szorzaton beliil el6fordulo
azonos also és fels6 indexekre automatikusan Osszegziink.
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f(0)

Covp (A, B) = T@[DaA]aiulBDD,f =
_ ﬁ%[m — AD)[DB — BDJL —
- A (DA = ALD) (DB~ BLD]) -
_ —Zm;(J};?,))\l) (AiDED!B] ~ A{DED]B, — AYD{D!B] + A*D;DB!) =
- Qm;(f/\(/i)h) (AP Biduh — AfBy(W)* — AT BL(N)? + A] Bidh) =
_/ é%?’;: 2’))2,4563,2 (4.9)

II. Ha X,Y € Lin(#H,) operatorok, akkor {X,Y} := XY + Y X. Legyen
fe ]-",E;) szimmetrikus, normélt operatormonoton fiiggvény. Definidljuk
az A, B fizikai mennyiségek szimmetrizdlt f-kovariancidjat a D &llapot-
ban az £0)

Covp (A, B) = T<{D’A}’ {D,B})p s (4.10)
formulaval. Most pedig szamitsuk ki ténylegesen az A, B fizikai men-
nyiségek szimmetrizdalt f-kovariancidjat az (4.3) formula segitségével.
Legyen A és B matrixa [AF]; =1 n. A szamitasokban
itt is az Einstein-konvenciot haszaljuk.

e

s f(0
Covps(4.B) = (D, 4}, {D.BY) s =
_ 1)
2mf()\k,)\l)
f(0) k i NP | i f(0)
= __(A*Di+ DFANB'D! + D!B)) = — -~ __.
2mf(Ak7%\l)( ! l)( 17k _]- k) 2mf(/\k:a)\l)
- (AfD{D]B: + AD;D\Bj, + D} A|B.Dj, + D A;D\B]) =
_ f(0)
me()\k;)\l)

[AD + DAJ¥[BD + DB], =

(AFBiNAG + AP B (M) + AP Bl (AR)* + AT BN =

_ O+ /\l)zAfB,lC (4.11)

sz()\k, /\l)
Vizsgaljuk meg, hogy mit ad vissza a kapott formula az
1+
I==3

19



szimmetrikus, normalt operatormonoton fiiggvényre.

)\]g_'_)\l 1 " )\k;"’)\l kol

k=1 k=1

Amit kaptunk az pontosan megegyezik az A és B fizikai mennyiségek
kozonséges szimmetrizalt kovarianciajaval (lasd: [20]).

Az (4.3) formulabol egyébkeént visszakaptuk azt is, hogy
a (-,-)ps metrika pontosan akkor terjesztheté ki tiszta allapotokra, ha

£(0) # 0.

4.2. Az Altalanos hatarozatlansagi relacio

Az altalunk tanulmanyozott hatarozatlansagi relaciokkal kapcsolatos
bizonyitasokban a [20, 18, 19| két allandé motivum bukkant fel. Az egyik
az, hogy bizonyitanak az alsé becsléshez felhasznalt kovariancia csalad tagjai
kozt valamilyen rendezést, ami kapcsolatban all a kovariancia csaldd tagjait
indexel6 fiiggvények kozti rendezéssel, a masik pedig az, hogy belatjak azt,
hogy a kozonséges szimmetrizalt kovariancia mindig nagyobb a becsléshez
hasznalt kovariancidnal.

Az el6z6 alfejezetb6l megtudhattuk, hogy a kozonséges szimmetri-
zalt kovariancia csak egy példanya a szimmetrizalt f-kovariancidk népes
csaladjanak, melynek tagjai a kvantum kovariancidkhoz hasonléan monoton
metrikakbol szarmaznak.

Ebben az alfejezetben arra vilagitunk ra, hogy a kovariancia egyben
metrika is és a hatérozatlansagi relaciok moégott — bizonyos kiils forméak belsé
szorzatai megfeleltethetd — determinansok kozott fennalld egyenlGtlenségek
bijnak meg, melyek a metrikdkat indexel6 fiiggvények kozti rendezésekre
vezethetGk vissza.

4.5. Allitas. Legyen (g Rt x RT — R* sima fiiggvény, mely valtozoiban
szimmetrikus, D € /\/ln sa pedig legyen egy allapot {\;}7_; sajatértékekkel.
Az A és B operarorok matrixai a szokasos bazisunkban legyen [AF]y. =1, és
[B]lg]k,lzl.”’n. Ekkor a

(D, A, B) + Covp (A, B) Z AFBL g, \) (4.13)

k=1

leképezés egy Riemann-metrikidt ad meg.
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Bizonyitds. Trivialis. Q.E.D.

4.6. Lemma. Legyen A és B valos, szimmetrikus n X n-es pozitiv definit
méatrixok. Ekkor a ¢t € [0, 1] paraméter tetszéleges értéke mellett igaz az

3=
3=

det (1 — t)A + tB)* > (1 — t)det (A)* + tdet (B) (4.14)
altalanositott Brunn—Minkowski-egyenlGtlenség.

Bizonyitds. A bizonyitas a [22] és a [23] cikkekben megtalalhato. Q.E.D.
4.7. Tétel. Legyenek g; : Rt x Rt — R* é3 g : Rt x Rt — R* szimmet-
rikus fiiggvények, melyekre

(V(z,y) e RT xRY)  gi(z,y) > g2(x,y) (4.15)

teljesiil. Fizikai mennyiségek egy véges {Ag}tr=1
definialjuk az alabbi méatrixot.

N € M, s, rendszerére

.....

[Qﬂﬁpygk]} = Q:IJUD@c (Al, AJ) k= 1, 2 (416)
[. Ilyen feltételek mellett igaz a kdvetkezd egyenlGtlenség.

det(Covp 4, ) > det(Covp g,) + det(Covp 4 — Covp g, ) + R(D, g1, 92, N)
(4.17)
Az R(D, g1, g2, N) jarulékos tagot a kovetkez6képpen lehet megadni.

N-1

N —k

R(D,g1,92,N) = (k) [det(@ovp,g, )| ¥ [det(€ovp, — Covpy,)] N
k=1

(4.18)

IT1. Ha (Vx € R") gi(z,z) = g2, ), akkor az alabbi kijelentések egymassal
ekvivalensek.

1. det(Q:OUD’gl) = det(€00D7g2)
. Az {Agtre1, v C M, fizikai mennyiségek linearisan Gsszefiiggs

rendszert alkotnak az M,, 5, vektortérben.

Bizonyitds. Ennek a tételnek a bizonyitasara hasznalhato a 3.4. tétel [20]
cikkben szerepld bizonyitésa, emiatt a bizonyitasunk pontosan a [20] cikkeben
szereplG tétel bizonyitasat koveti.
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Elgszor megmutatjuk, hogy a €ovp, matrix pozitiv definit. Legyen

x € CV és definialjuk a
N

(C] =" ay[Ay] (4.19)

k=1
matrixot.

N
<ZE,€UUD791{E> = Z HIL'LQOUD?gl(AK,AL) =

K,L=1

= > > mrrLg (e M)A AL =

K,L=1k,l=1

B Z gl(A’“”(Z xK[AK]f) <Z xL[AL”c) =

k=1 K=1

n

=" M [[C] >0 (4.20)

k=1

Nullat pontosan akkor kapunk, ha a fizikai mennyiségek matrixai linearisan
osszefiiggnek. Ebben az esetben a Covp ,, matrix nem poziziv definit, hanem
csak pozitiv szemidefinit, azaz van nulla sajatértéke, amibdl kovetkezik, hogy
determinansa zérus.

Az el6bbi gondolatmenet megismételhets a €Covp, — Covp 4, matrixra
is. Alkalmazva a 4.14 Brunn-Minkowski-egyenlGtlenséget ¢ = %—re felirva az
alabbit kapjuk.

z|-

[det(Q:OUDyQ + (Q:OUDyl — @00D792))]
> [det((’:ﬂbpm)]

>
+ [det(Covp 4, — Covp ,,)]¥  (4.21)

z|~

Mindkét oldalt N-edik hatvanyra emelve kapjuk a tétel els6 részét. A
masodik részhez a Covp, matrix pozitiv definitségérsl, illetve pozitiv
szemidefinitségérdl szolo el6bbi megjegyzésiinket hasznéaljuk fel.

Ha az {Ax}r=1,. v C M, s, fizikai mennyiségek matrixai linearisan Gssze-
fiiggdk, akkor az imént emlitett megjegyzés értelmében det(Covp 4, ) =0 és
det(Covp 4, ) = 0, vagyis det(Covp 4, ) = det(Covp g, ).

Ha det(€ovp 4 ) = det(Covp 4,), akkor az el6bb bizonyitott egyenlStlen-
ségbdl

0< det(Qﬁoan — QtOUDng) (422)
kovetkezik, amit a Covp, — Cobp, matrix pozitiv szemidefinitségébdl
kovetkezd

0> det(@ﬂbpgl — QtOUDm) (423)
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egyenlGtlenséggel Osszevetve kapjuk az alabbit.
0 = det(€ovp 4 — Covp ) (4.24)

Ez pedig maga utan vonja az {A}p—1,.. n C M, fizikai mennyiségek
linearis Osszefiiggdségeét. Q.E.D.

4.8. Tétel. Az el6z6 tétel feltételei mellett az alabbi egyenlGtlenség all fenn.

det(tQ:UUDﬂl + (1 — 275)(@:0013,!]1 — Q:OUD,QZ)) >

> (1 — )V det(Covp,,) + " det(€ovp 4, — Covp ) + R(D, g1, g2, N)
(4.25)

Az R(D, g1, g2, N, t) jarulékos tagot ebben az esetben a kivetkezGképpen lehet
megadni.

R(Daglag%Nat) =

- :11 (JID ((1 — 1) f{/mf (t §/<31et(c’:ot:D,g1 - (’lonp,g2))

N—-k

(4.26)

Bizonyitds. Annyi a kiilonbség az el6z6 tétel bizonyitasahoz képest, hogy az
(4.14) altalanositott Brunn—Minkowski-egyenlétlenséget kell felhasznélni. Ez
a tétel a t = % paraméter valasztassal az el6z§ tételt adja vissza.  Q.E.D.

4.3. Kevert kovarianciak

4.9. Definicié. Legyen D € Mf}la egy allapot, f € ]—"o(g) pedig egy szim-
metrikus, normalt operatormonoton fiiggvény. Az A és B fizikai mennyiségek
kevert f-kovariancidjdit a D allapotban a

if(0)
2

Covip'f (A, B) = ([AD +iDA],[BD +iDB])p (4.27)
kifejezés adja meg.
A 4.3. kovetkezményben leirt szamitasokat kivetve meghatérozhatjuk a

kevert kovarianciat explicit modon. A szamitasokat nem részletezziik, csak
az eredményt adjuk meg.
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JO)AE+A)
C "“"f A’“B 4.28
OV Z Fome (e \) QTTLf )\k, )\l) ( )

k=1

Az Olvasénak szemet sztirhat, hogy a kevert kovariancia egyszertien csak
a szimmetrizalt és antiszimmetrizalt kovariancidk szamtani kézepe s mint
ilyen csupan trividlis becslést ad. A becslés ereje abban all, hogy nem az

1+2x
2

flx) =

fiiggvényt valasztjuk a kevert kovariancia indexének. A 4.7 tétel szerint akkor
kapjuk kézonséges szimmetrizalt kovariancia alsé becslését, ha az f fiiggvény
valasztésanal figyelembe vessziik a

O +y?) _rty

A 0,1 4.29
feltételt. A (4.29) feltétel az f fliggvényre a kovetkezot adja.
1+22  f(o)
\ 0,1 < 4.30
re) T < B (4.30

Ezt a feltételt sok szimmetrikus, normalt operatormonoton fiiggvény teljesiti.
Teljesiti példaul a Wigner-Yanase-Dyson metrikat szirmaztathato fiiggvény
is. Nyilvanvalo, hogy adott f fiiggvény mellett ez a kvantumkovariancidnal
jobb becslést ad. Becslésiink hatrany, hogy csak a (4.3) feltételt teljesitd
fiiggvények johetnek szoba.
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5. Kitekintés

Most, hogy a kivonatban kit(izott programunkat teljes egészében végreha-
jtottuk mutatunk néhany utat, amelyeken késébbi kutatasainkat szeretnénk
vinni.

5.1. Hatarozatlansagi relacidk asszimptotikaja

A valészintiségszamitas, melyet a véges dimenziés matrixokkal (izlink
a klasszikus valészintiségszamitastol a kommutativitas hidnyaban tér el.
Klasszikus valoszintiségszamitas esetén a hatarozatlansagi relaciok jobb
oldaldn semmit mond6 mennyiség, azonosan nulla all.

Az antiszimmetrizalt kovariancia a kommutatorok alkalmazéasa miatt az
allapottal nem felcserélhetd részeit hagyja csak meg az argumentumaban sz-
erepld fizikai mennyiségeknek. Logikus tehat azt feltételezni, hogy az antisz-
immetrizalt f-kovariancia az f operatormonoton fiiggvényben és az allapot-
ban egyenletesen legjobb becslése a kozonséges szimmetrizalt kovariancianak.
Hiszen az antiszimmetrizalt kovariancia épp a nemkommutativ, kvantumsze-
rd részt ragadja ki.

A hatérozatlansagi relaciok bal oldala ezzel szemben éppen a szimmet-
rikus részt emeli ki. A szimmetrikus rész dimenzidja a tér dimenzidjahoz
képest kevésbé gyorsan nd, mint az antiszimmetrikus részé. Erdekes lenne
megvizsgalni, hogy a hatarozatlansagi relaciok jobb és bal oldala alkalmas
normal6 faktorral osztva hogyan viszonyul egymashoz, amint a Hilbert-tér
dimenzidjaval a végtelenhez tartunk.

5.2. A komplex kovariancia

Ha ratekintiink a kiilonféle (szimmetrizalt, antiszimmetrizalt, kevert)
kovariancidkat megado6 kifejezésekre, akkor természetes altalanositasként
adodik a kovetkezd.

5.1. Definicié. Legyen D € Mﬁ}la egy allapot, f € .7-"52) pedig egy szim-
metrikus, normalt operatormonoton fiiggvény. Az A és B fizikai mennyiségek
komplex f-kovariancidjat a D allapotban a 6 € [0, 27| paraméter érték mel-
lett a

f(0)e”
2

Cov§ (A, B) = — (IAD+¢"DA][BD +€"DB]), . (5.1)
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kifejezéssel definialjuk.

A komplex kovariancia — mint ahogyan azt az elnevezés is sugallja — a meg-
szokottol eltérGen nem feltétleniil valos értékd. Felvehet komplex értéket
is. Beszélhetiink tehat a komplex kovariancia fazisarol és amplitudojarol.
Erdemes lenne vizsgalni, hogy a komplex kovarianciabél kiilonbozé valos
értéki fliggvények segitségével képzett valos mennyiségek milyen hatarozat-
lanségi relacioknak tesznek eleget. Be lehetne csempészni a 6 paraméterbe is
egy allapotfiiggést. Intuitivan adodik a kép, hogy ez tobb szabadsagi fokot
eredményez, ezaltal javulhatnak a becsléseink.
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