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Kivonat

A dolgozat soréan két harmonikus oszcillator kvantum-osszefon6dasat
vizsgéaljuk, melyek Hamilton-operatorat egy SO(2,1) Lie algebrat alko-
t6 operatorok és kettd szabad paraméter hatdroznak meg. A paramé-
tereket valtoztatva egy kétkopenyi hiperboloid felso levelét jarjuk be,
melynek minden pontjara meghatirozzuk a rendszer Osszefondédott-
sagi (von-Neumann) entrépigjat kiilonbozé szeparalhaté dllapotokbol
kiindulva. Kiilénos figyelmet forditunk a vakuum allapot Gsszefond-
désdnak vizsgalatdara, melyrol kidertl, hogy a paramétertéren bejart
gorbe geodetikusanak lesz fiiggvénye. A vakuum &allapot a paramé-
terek valtoztatdsan keresztiil a fény 6sszenyomott vikuum allapotaba
(squeezed state vacuum) keriil, mely fontos szerepet jatszik a kvantum
optikdban. Ezen kiviill még vizsgaljuk az egyszeresen gerjesztett és az
altalanos szeparalhaté allapotok 6sszefondédasat is a hiperboloidon ha-
ladva.

In this work, we investigate the quantum entanglement of two
coupled harmonic oscillators represented by an SO(2,1) symmetric
Hamiltonian operator, displaying a dependence on two parameters.
Changing the parameters, we explore the geometry of the upper she-
et of a two sheeted hyperboloid, and for each point, we determine
the entanglement entropy of the system. A special elaboration of the
entanglement of the vacuum state shows, that it depends on the geo-
desic lenghts of the curve traversed in parameter space. A change in
the external parameters evolves the vacuum state to a squeezed one
playing an important role in quantum optics. Traversing paths in the
hyperboloid we also study the entanglement properties of separable
and excited states.
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1. Bevezetés

1.1. Motivacio

A fekete lyukakrol ismert tény, hogy termodinamikai rendszerekként visel-
kednek a kiilsé megfigyelok szamara, tehat van entrépidjuk. Az 1970-es évek
6ta Bekenstein és Hawking arra kovetkeztetésre jutott, hogy ez az entrépia
az eseményhorizont felszinével ardnyos: Spy ~ A [1]. Egy klasszikus ter-
modinamikai rendszer esetén persze nem ezt varnank, hiszen az entropia egy
extenziv mennyiség, tehat a rendszer térfogataval aranyosan né. Tovabba,
statisztikus mechanikai értelmezésében az entropia a rendszerben elérheto
mikroallapotok szamanak fliggvénye, kvantum rendszerek esetén pedig az el-
érheto kvantum &allapotok szamanak. Azt azonban nem tudjuk, hogy egy
fekete lyuk belsejében mennyi kvantum allapot konfiguracié lehetséges egy
adott makroallapot esetén, még az sem biztos, hogy ez egy véges mennyiség.

Srednicki hires 1993-as cikkében [2] a Bekenstein-Hawking entrépidanak
egy tisztan kvantummechanikai magyarazatot adott, ahol is az entropia a fe-
kete lyuk kiilsé és belsé szabadsagi fokainak kvantum osszefondédottsagabol
adodik. A fekete lyukat egy skalaris kvantum tér alapallapotaval modellezte,
melynek a szabadsagi fokait kiintegralta egy gémbon belil. Az igy kapott
alrendszer testesiti meg a fekete lyuk kérnyezetét, és ez az elrendezés vissza-
adja a feltételt, miszerint a fekete lyukak belsejét egy kiils6 megfigyel6 nem
ismerheti. Végiil az 6sszefonddottsagi entrépiardl kideriil, hogy aranyos a
kiintegralt gomb felszinével.

A TDK dolgozatunkkal 6sszevethetd analogia abbdl ered, hogy elsé koze-
litésben a szerzo két 0sszekapcsolt harmonikus oszcillatort tekintett, melyben
az egyik a fekete lyuk belsejének, a mésik pedig a kornyezetének felelt meg.
Ebben a cikkben az 6sszefonddasért egy csatolasi tag volt felelos a Hamilton-
operatorban, ezzel ellentétben a mi dolgozatunkban egy SO(2,1) Lie-algebrat
alkotd operator harmast vizsgalunk, melyekben megjelennek a két oszcilla-
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Hamilton-operator kiilonb6zo sajatallapotai esetén, illetve, hogy néhany eset-
ben egy geometriai kapcsolatot talaljunk az entropia és a paramétertér geo-
detikusai kozott.

A dolgozat hasonld szellemiséget kovet, mint az AdSyy1/CFT,; megfelel-
tetés, mellyel a d=2 esetben szamolt holografikus osszefonodottsagi entropia
hosszai és az alrendszerek Osszefonddottsagi entropiai kozott taldlunk kapcso-
latot, hasonléan az AdSy.1/CFTyvel, mely szintén a klasszikus geometria
és a kvantum informéacidelmélet kozott ad egy megfeleltetést, igaz egy sokkal



Osszetettebb modon.

Az 1.2-es alfejezetben targyaljuk az Osszetett kvantumrendszerek mate-
matikai alapjait és bevezetjik az Osszefonddottsagi entropia fogalmat. 2.1-
ben egy konnyen kezelheto, diagonalis alakra hozzuk a rendszeriink Hamilton-
operatorat és megallapitjuk a sajatértékeit. 2.2-ben targyaljuk az egyszere-
sen Osszefont vakuum allapotot, és kapcsolatot talalunk az 6sszefonddottsagi
entrépia, illetve a paramétertér geodetikusainak hossza kozott. A 2.3-as alfe-
jezetben megvizsgaljuk, hogy miképp valtozik a vakuum allapot, ha kétszer
mozditjuk el a paramétertérben kiilonb6zo irdnyokban, és egy geometriai
analégiat adunk az 6sszefoné operatorunknak. 2.4-ben vizsgaljuk a gerjesz-
tett allapotok Osszefonasat. A 3. fejezetben az 6sszefond operatorunkhoz egy
kvantum-informacidelméletbeli megfeleltetést is talalunk.

1.2. Kvantum alrendszerek Osszefonédottsagi entropia-
ja

Ebben a fejezetben az Gsszetett kvantum rendszereknek szeretnénk Osszefog-
lalni néhany tulajdonsagat, illetve bevezetjiik az 0sszefonddottsagi entropia
fogalmat. Erre gondolhatunk gy, mint az egyes alrendszerek ¢sszefon6dasa-
nak mértékére. Definidljuk a strtiségoperatorok fogalmat, mely a kvantum-
mechanika allapotvektorokkal vett leirasanak egy ekvivalens alternativajat
adja, és egy sokkal kényelmesebb lehetoséget biztosit olyan rendszerek leira-
sara, melyek allapota nem teljesen ismert.

A kvantummechanika egy posztulatuma szerint az Osszetett kvantum
rendszerek Hilbert-terét az egyes alterek tenzorszorzata hatarozza meg:

H =M ®@Hs (1.1)

Itt egy altalanos tiszta allapotot meghatarozé | W) dllapotvektor felirhatd
gy, mint az egyes altereken vett bazisvektorok tenzorszorzatanak szuperpo-
zicidja:

Uy =2 > Cm|n)y @ |m), (1.2)

n=1m=1

Ahol:

SN Gl =1 (1.3)

n=1m=1
Az allapotrol azt mondjuk, hogy szeparalhatd, ha létezik olyan bazis,
melyben a C,,,, = a,b,, egylutthatd egy diadikus szorzatként all el6. Ekkor
|W) az egyes altereken vett tiszta dllapotok tenzorszorzata.
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~(Sam)e (Sum)-men,

Ha nem létezik ilyen bézis, akkor a kvantum rendszertink sszefondédott
allapotban van.
Egy fontos tétele az Osszetett rendszereknek a tiszta allapotok Schmidt-
felbontésa, mely azt éllitja, hogy minden |¥) € H; ® H, tiszta dllapot esetén
léteznek {|i), }, . C Hi és {[i)y},oy C Ha ortonormdlt bazisok, hogy:

:Z\/E!ih@\% (1.5)
ieN
Ahol \/p; > 0és > ienpi = 1.
A stirtiségoperatorok a kvantummechanikanak az allapotvektorokkal ek-
vivalens megfogalmazasat adjak, melyek alakja egy tiszta allapotra:

€N

0 =[2) (2| (1.6)

Altalanosan pedig a pozitiv, hermitikus, egységnyi nyommal rendelke-
z6 (positive trace-class) operatorokat hivjuk stirtiségoperatoroknak. Egyik
legfontosabb felhasznéalasuk, hogy a segitségiikkel remekil jellemezhetjiik az
Osszetett kvantum rendszereknek egyes részrendszereit. Ehhez bevezetjiik a
redukélt striségoperator fogalmat. A H; ® Hs tenzorszorzat Hilbert-tér o
allapotanak az 1-es és 2-es részrendszerre vett redukalt stirtiségoperatorai:

01 ="Try(0) 02=Tri(0) (1.7)

Ahol Try : Lin(H; ® Ha) — Lin(H;) operatorok kozti leképezést hivjak a
2. altéren vett részleges nyomnak.
A (1.2)-es egyenlet tiszta allapotanak a stirtiségoperatora tehat:

0= Z_ Z_ CrmChi nY, (k| @ [m), (] (1.8)

Melynek redukalt stirtiségoperatorai:
o1 = (CCMun), (Kl

(1.9)
(CTC) it [m), (1|

S
N
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A Schmidt-felbontas egy fontos kovetkezménye, hogy a redukalt stirtiség-
operatorok nemzérus® sajatértékei megegyeznek:

01 = %pz’ ), (4]
'€ 1.10
02 = %pi |7), (il (110

« s e

a kovetkezoképpen:

S = —Tr (01log 1) = —Try (p2log 02) = — Z p; log p; (1.11)
i€N
pz’i’éo
Mely nem nem mas, mint a Gibbs-entropianak a kvantum rendszerekre
vett altalanositasa. Tehat az 0sszefonddottsagi entropia megegyezik mindkét
alrendszerre. Konnyen belathaté, hogy szeparalhaté allapotok esetén S = 0,
ha pedig 6sszefonddott allapotunk van, akkor S > 0.

2. Az altalanositott harmonikus oszcillatorok

2.1. A Hamilton-operator diagonalizalasa

Az altalunk tekintett Osszetett kvantum rendszer két altalanositott harmo-
nikus oszcillatorbol all, melyet koordinata reprezentaciéban szeretnénk vizs-
gdlni, tehat a Hilbert-teriink: H = L3(R,dq) ® L%(R,dqy). Definialjunk
itt harom hermitikus operatort, melyek a rendszeriink Hamilton-operatorat
hatarozzak majd meg:

1
K, = —5 (Q1QQ _p1p2)
1
Ky = B} (q1p2 + q2p1) (2.1)
1
Ky = (i + 95+ 0 + )

Ezek SO(2,1) Lie algebrat alkotnak

LA zérus sajatértékek szamaban kiilonbozhetnek



Ahol a metrika: g, = ¢" = diag(—1,—1,1).
K3 nem mas, mint két csatolatlan harmonikus oszcillator Hamilton opera-
tora, melyben az egyszeriibb szamolas érdekében egységnyinek valasztottuk
meg a tomeg és szogsebességeket. K illetve Ky operatorok lesznek felelosek
a két alrendszer 6sszefonddasaért, mivel megjelennek benniik az oszcillatorok

c sz

A rendszert leir6 Hamilton-operator:

HX)=X K=-X1K, — XoK, + X3K; (2.3)

Ahol X € R?! harom szabad paraméter, melyek véltoztatasaval valéjaban
kontinuum sok oszcillator part vizsgalunk. A szepardlhaté rendszert leiré K3
operatort pedig visszakaphatjuk az X = (0,0,1) paraméterek vélasztésaval.
A definiciébél adédik, hogy a rendszertink szimmetriacsoportja az SO(2,1)
Lie csoport.

Szimmetria megfontolasokbol adéddan a szabad koordinatainkat az alab-
bi moédon érdemes atparaméterezni:

Xy =rsinhfcosp
Xy = rsinhfsing (2.4)
X3 =rcoshf

Ahol mi az r = 1, § € [0,+00], ¢ € [0,27] tartomanyra korlatozzuk
a figyelmiinket. Ezen hatarokkal vett paraméterezés, vagy masképp fogal-
mazva az alabbi egyenletrendszer egy kétkopenyt H hiperboloid felsé levelét
hatarozza meg;:

H = {(Xl,XQ,Xg) € R™| — X1 X1 — XoXo + XoXs =1, X > 0} (2.5)

A harmonikus oszcillatorok jol ismert 1éptet6 operatorait bevezetve, a K;
operatorokat 1j alakra hozhatjuk:

f=

a= (1 +ip1) a (@1 —ip)

b:

Sl
[\ [N}
Sl =Sl
[\] [\]

~—~

[N}

D

S~—

(g2 +ipa) b = (g2 — ip2)



1. dbra. A szabad paraméterek terében a rendszer egy kétkopenyti hiperbo-
loid fels6 levelén mozoghat.

Melyekkel kifejezve a K; operatorok:
1
— _ —(aTpt
Ky =~ (ad" + ab)
_ _i _ atpt
Ky = (ab— a'd') (2.7)

Ks = % (aﬁa+ bTb + 1)

Az aldbbi unitér operator bevezetésével H(X)-et egy egyszer(ibb alakra
hozhatjuk, mellyel konnyen meghatarozhatjuk a sajatértékeit:

U0, p) = exp [if (— sin p K7 + cos p K3)] (2.8)
Ekkor a Baker-Campbell-Hausdorff formulét felhasznalva belathato, hogy:

H(X)=X -K=U(,)rKU0,¢) (2.9)



Tehéat r = 1 esetén K3 és H(X) sajatértékei megegyeznek, és értékik a
(2.7)-es egyenlet alapjin a csatolatlan harmonikus oszcillatorok sajétértéke-
inek fele:

Ky ln)y @ lm)y = & (n+m+ 1) n), © |m), (210)

H(X) [nm: X) = ;(n+m—|— 1) |n,m: X) (2.11)

c sz

zonyithatd, hogy az U(0, ¢) unitér operator az alabbi alakra hozhaté:

U(0, ) = exp 1K ] exp [log (1 — |n|”) K] exp [-nK ] (2.12)
Ahol
Ky = K, +iK, (2.13)
) X1+ 11Xy
— tanh(0/2 S Y )) 2.14
n = tanh(6/2) exp(ip) X7 © (2.14)

Ahol n egy sztereografikus projekcid, r = 1 esetén a vizsgalt hiperboloid
levelet levetiti a komplex egységkorbe. Az igy képzett projekciot nevezziik
Poincaré-kérmodellnek.

2.2. Vakuum Aallapot Osszefon6dottsagi entropiaja

A Hamilton-operator tigyes atalakitasaval, meghataroztuk a sajatértékeit a
paramétertérbeli hiperboloid minden pontjara, azonban a sajatallapotait kez-
detben csak az X = (0,0,1) pontban lehet kénnyen megmondani, hiszen itt
H(0,0,1) = K3 = 1 (p +p3 + ¢} + ¢3), mely egy kétdimenzios izotrép har-
monikus oszcillator Hamilton-operatora. A sajatallapot tehat nem mas mint
két oszcillator sajatfliggvény szorzata:

|”>1 ® |m>2 = ¥n(q1)¥m(q2) (2.15)
Ahol:

T—1/4

Unla) = s (@) exp (¢°/2) (2.16)

Melyben a Hy(q) fiiggvény jeloli a k. Hermite-polinomot.



Ebben a fejezetben a vaikuum allapot, azaz a legalacsonyabb energiaszint-
tl kvantum allapot valtozasat targyaljuk a hiperboloid kiilonb6zé pontjai-
ban. Az altalanos X pontban taldlhat6 vakuum &llapot eldallithatd ugy,
hogy az U(6, ¢) operatort hattatjuk a |0), ® |0), allapoton:

10,0; X) = U(X) 0); ©[0), =

k
= cosh™* g Z (— tanh ge—iw> |k>1 ® |k5>2

k=0

(2.17)

Ahhoz, hogy a fenti szamolast elvégezziik, érdemes U(X)-nek a (2.12)-es
egyenletben felirt alakjat haszndlni, és egymdas utdn hattatni a |0), ® |0),
allapoton az exponencialis operatorokat.

A kapott eredményiink koordinata reprezentaciéban kifejezve:

o0

k
(q1,42[0,0; X) = cosh™ Z Z <_ tanh gei“J) Vr(q1)vr(q2) (2.18)

k=0

Mivel most a rendszeriinket a hiperboloid egy altaldanos pontjaban vizs-
galjuk, a Hamilton-operatorban megjelenik K; és K is, tehat feltehetéen
10,0; X) mar nem egy szeparalhaté allapot. Az dsszefonddottsig kvantitativ
elemzéséhez érdemes kiszamolnunk a stirtiségoperatorunk koordinata repre-
zentacioban:

0 (q1,41; 42.05) = (q1.42] 0*° |d1.45) = (q1.4210,0; X) (0,0; X |q1,q5)  (2.19)

Ezt ismerve, meghatarozhato az 1-es oszcillator redukalt stirtiségmatri-
xa az (1.7)-es egyenlet alapjan. Koordindta reprezentacioban tehat ki kell
integralnunk a 2. oszcillator szabadsagi fokait:

ot (qr1.d;) = Try (") = [ (q1,4210,0; X) (0,0; X|d/,g2) dgs =
(2.20)
<1 — tanh? ) Ztanh wk (q1)n(qy)

Itt felhasznaltuk, hogy a harmonikus oszcillator sajatfiiggvények ortonor-
maltak:

/O:O Vie(q2)n(q2) dga = 0my (2.21)
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Ahhoz hogy kiszamolhassuk az Osszefondédottsagi entrépiat, sziikségiink
van még Q(l]’o sajatértékeire. Ezeket ismerve, a Schmidt-felbontasnak koszon-
hetéen az entrépia méar konnyen meghatarozhato. Tehat az alabbi integral-
operator sajatérték egyenletét kell megoldanunk:

| @) fulah) da = pufula) (2:22)

Mivel 00 egy végtelen sorként &ll elé, igy kénnyen lathatjuk, hogy a
sajatfiiggvények a harmonikus oszcillator sajatfiiggvényei lesznek:

fal@r) = ¥ulq) (2.23)

Ezt behelyettesitve a (2.22)-as egyenletbe, a sajatértékekre az alabbi ki-
fejezést kapjuk:

6 7
Pn = (1 tanh 2) tanh 5 = (1 n| ) In| (2.24)

Fontos észrevenniink, hogy a tanh fiiggvény értékkészletébol adéddan 0 <
In| < 1. Ez pedig egy elengedhetetlen feltétel ahhoz, hogy p, egy jol definialt
valoszintiségi eloszlast irjon le és, hogy az entropia kifejezése egy konvergens
sor legyen.

Az alapallapoti 6sszefonddottsagi entrépia tehat:

S% = —Tr (g1 logo1) = — Y pnlogp, =

n=0

In|”
—log (1 - In*) - T log |n|* = (2.25)

=2 |cosh? Qlog coshg — sinh? Qlog sinhg
2 2 2 2

Mely a # = 0 pontban valoban visszaadja a szeparalhato allapotokhoz
tartozd S%0(0 = 0) = 0 értéket. Vegyiik észre, hogy az entrépia kifejezése
fliggetlen ¢ értékétol, ahogy mar maga a redukalt stirtiségoperator is az volt.

Egy még érdekesebb geometriai kovetkeztetést vonhatunk le akkor, ha
kiszdamoljuk a paramétertérbeli hiperboloid (0,0,1) és tetszileges X pontjat
0sszekotoé geodetikusainak hosszat. Erre a kovetkezo eredményt kapjuk:

d[(0,0,1),X] =6 (2.26)

Tehat a vakuum allapot osszefonddottsagi entropidja explicit fiiggvénye
a paramétertérbeli hiperboloid adott pontjan atmené geodetikus hosszanak.
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v

0

2. dbra. S0 véltozasa a geodetikus hosszénak fiiggvényében.

A 10,050, ) allapotot a szakirodalomban osszefonddott Gauss-allapotnak
nevezik. Ez az allapot fontos szerepet tolt be a kvantum optikaban, ahol a
két szemponti, nem degenerdlt 0sszenyomott vakuum allapotot generaljak.
Altalanosan az alabbi alakban frhatéak [3):

VIR S N (g0 () (2.27)

Ahol XA = tanhr, ahol a mi esetiinkben az 0sszenyomé paraméter r = g.
A redukélt siirliségmétrix és az entrépia szempontjabol azonban a [0,0; X')
allapot tetszoleges ¢ esetén is egy Osszefonddott Gauss-allapotként viselkedik.
Ez az allapot fontos szerepet tolt be a folytonos véltozéju (CV) kvantum
allapotok teleportacidjaban, a két qubit esetén hasznalt Bell-allapotoknak

egy altalanositasa. Ezen analdgiat részletesebben targyaljuk a 3. fejezetben.

2.3. Vakuum allapot kétszeres Gsszefonasa

Az el6z6 fejezetben kapott eredményiinkben a vakuum &llapot Osszefond-
dottsagi entrépidja fiiggetlen volt a paramétertér ¢ koordinatajatol, azonban
most szeretnénk egy olyan esetet targyalni, ahol ez nem igaz. A lehetd leg-
egyszeriibb ilyen elrendezést akkor kaphatjuk, mikor a vikuum &allapoton
kétszer hattatjuk az U(X) operatort kulonboz6 irdnyok szerint. A fiiggelék-
ben targyaljuk, hogy ez tulajdonképpen két paramétertérbeli, nem kollinearis

12



Lorentz boostnak felel meg. Ezek eredménye egy harmadik Lorentz boost és
egy forgatds, melyet Wigner-rotacionak neveziink. Az 4j boost és forgatas
is ¢ fiiggd mennyiség lesz, azonban kidertil majd, hogy a Wigner-sz6g nem
jelenik meg a transzformacioé utani kifejezésében. A vizsgalt allapot:

0.0:X.X) = U, 9)U(0,0)[0), & [0), (228)
melyet a (2.12)-es egyenlet alapjan az alabbi alakban irhatunk fel:
— eﬁKJrelog(l_’n‘ >K36_ﬁK*etanth+ 10), ® [0), (2.29)
cosh 3

Ahol most 17 = tanh %ew. Ezen exponencialis operatorokat hattathat-
nank a vakuum &allapoton, de az igy kapott redukalt stirliségmatrixunk nem
lenne diagonalis, ezért ismertetiink néhany azonossagot, melyet konnyen be-

sz

Az els6 egyenlet:

0
exp (—K_) exp (tanh 2K+> = exp (aK ) exp (DK _) exp (cK3)

tanh g

a= [ X i
1—|—tanh2tanh26W

2.30
b = —tanh éew 1 + tanh Q tanh iew ( )
n 2 2 2

A\
¢/? = [ 1 + tanh = tanh =e'
2 2
Melyet felhasznélva az allapotunk az alabbi alakra hozhato:

1 1
cosh g 1 4+ tanh g tanh %ew

= o _~2
e (0 ) s o o0 10y (2.31)

Ezt egy még kedvezébb alakra hozhatjuk az alabbi azonossaggal:

exp [log(l — |ﬁ|2)K3} exp (aK ) = exp (cK, ) exp (dK_)
B tanh g (1 — tanh %)

1+ tanh g tanh %ew

(2.32)

d/2 1

et = ——
cosh%
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Mellyel az Osszefonddott allapotunk koordinata reprezentacioban felirva:

0,0, X, X) = |

<Q1,q2’ sy LAy > cosh g cosh % 1 + tanh g tanh %eup

— ) N A tanh? (1 — tanh %) " (2.33)
HZ::O( )" | tanh  + T3 tanh 7 G Seie Un(@1)¥n(g2)

A redukalt striiségmatrix:

(1 — tanh? g) (1 — tanh? %)
1 + tanh g tanh %ew) (1 + tanh g tanh 56*”)

01"(q1,q)) = (

(tanh ¢ + tanh %e"") (tanh ¢ + tanh %e‘i“’)
(1 + tanh g tanh %ew) (1 + tanh g tanh Se—'

>

n=0

= (=03 Uala)bala)

)] Un(@)nl(q)) (239

_ (n+m) (n+7)
() (15 o)

0 A
n = tanh Y n = tanh Ee"p (2.35)

Ahol t € [0,1], tehét a p, sajatértékek ismét egy jol meghatarozott vals-
szinliségi eloszlast irnak le, és az entrépia kifejezése sem lesz divergens:

S00 = —Tog (1 —t) — . _tlogt:
| (1 — tanh? g) (1 — tanh? %)
o8 (1 + tanh g tanh %ei‘f’) (1 + tanh g tanh ’2\e—i¢)]
(tanh g + tanh %ew> (tanh g + tanh %e*i*") (2.36)

(1 — tanh? g) (1 — tanh? %)
(tanh ¢ + tanh %g@) <tanh ¢ + tanh %e_“")
(1 + tanh £ tanh %ew) (1 + tanh £ tanh §e—l¢>

log

Ez egy meglehetdsen bonyolult kifejezés, mely valéban nem fiiggetlen -
tol, de egy tigyes atalakitassal egyszeriibb alakra hozhatjuk.
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Aravind egy 1997-es cikkében [4] tisztan geometriai megfontolasok alap-
jan, rapiditas haromszogeket vizsgalva kiszamitotta 2 & 1 dimenziéban két
nem kollineéaris Lorentz boost hatésat. Egy Lorentz boostot az L(6,¢) ope-
ratorral jelolve, ahol 6 a rapidités és ¢ az x tengellyel bezart pozitiv irdnyi-
tottsdgu szog, az alabbi eredményt kapjuk:

Ahol R(2) jelol egy pozitiv irdnyitottsdgu forgatast az xy sikban az 2
Wigner-szoggel. Az alabbi osszefliggés all ekkor fent:
cosh § = cosh  cosh A + cos ¢ sinh # sinh A (2.38)
Algebrai atalakitasokkal belathato, hogy ekkor:

? tanh ¢ + tanh 2¢?) (tanh £ + tanh 2e =%
= ( 2 2 ) ( 2 2 ) (2.39)
1 + tanh ¢ tanh 2¢i%) (1 4 tanh ¢ tanh 2e—iv '
2 2 2 2

€ i

tanh 2e
2

Mely formadlisan megegyezik az altalunk definialt ¢ értékével a (2.35)-
es egyenletben. Tehat gy tinik, a kétszeresen transzformalt vakuum alla-
pot entropidja valdéjaban megegyezik az el6z6 fejezetben targyalt egyszere-
sen transzformalttal, masképp fogalmazva, a vakuum allapoton ugy hat a
Wigner-rotacié, mint az identitas operator. Persze ez még csak egy formalis
megfeleltetés, pontos eredményt akkor kaphatunk, ha az U(f, p) operéatort
ismét az SU(1,1) reprezentaciéban vizsgaljuk, és megnézziik a hatdsat a Lo-
rentz csoportnak az SL(2, C) dbrazolasiban. Ezt részletesen targyaljuk a
Fiiggelékben, ahol eredményként azt kapjuk, hogy U(, ) valéban egy Lo-
rentz boostnak feleltethetdo meg, ahol 6 a rapiditas ¢ pedig az y tengellyel
bezart szog. Tehat valéban helyes a formalis megfeleltetés, hiszen Aravind
geometriai bizonyitasaban a koordinata rendszeriinket elforgathatjuk 90°-al,
és ugyis ezt az eredményt kapjuk.

Osszefoglalvan, a vdkuum 4llapoton hattatott két U(X) operator felirhaté
ugy, mint egy darab unitér operator hatasa:

U, 9)U(6,0)10); @ [0), = U(E,¢) [0); @10), (2.40)

Ahol a (2.38) a &-t definidld egyenlet. Az Gsszefonddottsagi entrépia pe-
dig:

0,0 — 2 § § — ginh? § i §
S 2 [cosh 5 log (cosh 2) sinh 5 log <smh 2)] (2.41)
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Jelen esetben is a (0,0) és (£,¢) pontot Gsszekotd geodetikus hosszatol
fiigg csak az entrépia kifejezése, mely most: d[(0,0),(&,0)] = &.

2.4. Osszefonédott gerjesztett allapotok

Egy korébbi fejezetben meghatéroztuk az ésszefonédott Vékuum éllapot ent-
Osszenyomott Gauss- allapotok alkotjak H(X) alapallapotat. Most azt vizs-
galjuk meg, hogy miként fonddik Gssze egy gerjesztett oszcillator allapot, ha
hattatjuk rajt az U(X) operatort. A kezddéallapotunk eldszor legyen K-
nak egy egyszeresen gerjesztett sajatallapota. Tehat feltessziik, hogy a 2-es
oszcillator alapallapotban, az 1-es viszont egy tetszoleges n € N gerjesztett
allapotban van az X = (0,0,1) pontban. Ekkor az unitér operator hatisa a
kovetkezo:

n,0; X) = U(X) |n), @10), =

—(n+1)
(n+10)!, 0
Z T n)l <cosh 2) In+1), @ |l),

Az 6sszefonddottsagi entropia meghatarozasahoz pedig ismét érdemes ki-
szamolnunk az egyik alrendszer redukalt stirtiségmatrixat:

(2.42)

o (q1,91) = /_ (q1,q2|n,0; X) (n,0; X |} ,q2) dgo =

2(n+1) o ) 0
— < 1 > Z (n+1) tanh? 5¢n+l(Q1)¢n+l(Qi)

0 1
cosh 3 = nll!

(2.43)

Melynek sajatfiiggvényeit ismét kozvetlen leolvashatjuk, hiszen 0}"°(q1,¢})
matrixa diagonalis. Az m. sajatfiiggvény és a hozza tartozo sajatérték:

fm((h) = wn+m(Q1>
2(n+1)
Pm = ( j ) SR tanthQ (244)

cosh g nlm!

Az dsszefonddottsagi entropia Schmidt-felbontasbdl kapott végtelen sora:

S™0(0) =2(n + 1) [Cosh2 g log (cosh z> — sinh? Z log (sinh g)]

2(n+1) oo
— <1 ) > (nt+m)l tanh*™ z log [(n + m)!l

coshg n!m!

(2.45)

m=0



Mely a vartaknak megfelelden, az n = 0 esetben visszaadja a vikuum

R

Most is teljesiil a geometriai analdgia, miszerint az egyszeresen gerjesz-
tett oszcillator dllapotok entrépidja fliggvény kapcsolatban all a (0,0,1) és
X pontot 6sszekotd geodetikus hosszaval, hiszen a ¢ fiiggés most is eltlint a
redukalt strtiségmatrix kifejezésében.

Végiil vizsgaljuk meg H(X) egy altalanos sajatallapotét, ahol egy kezdeti
In), ®|m), allapoton hattatjuk az U(X) operatort. Az igy kapott eredmény:

[n,m; X) = U(X) [n), @ [m),; =

SO i

) —(n+m—2k+1)
nk (—ﬁ)l (cosh 2)

n—k+1);®[m—k+1),

Mely ¢ = 0 és ¢ = 7 esetén az alabbi egyszerii alakra hozhaté a Mehler
formula egy altaldnositasaval [5]:

|n,m;0,0) =, (x cosh z + ysinh Z) U (y cosh Z + x sinh Z)
) , ) (2.47)
In,m; 0, m) =, (az cosh 5 y sinh 2) Um (y cosh 3% sinh 2)

Sejtésiink szerint reprezentaciéelméletbeli megfontolasok alapjan megha-
tarozhaté az Osszefonddottsagi entrépia ezen két esetre, azonban még nem
tudtuk meghatarozni az alakjat. Az U(X) operator ezen két esetben egy
j:g rapiditast Lorentz boostként viselkedik az allapotok argumentumaéaban,
ahogy azt a Fiiggelék (B.3) egyenletében is lathatjuk. A késébbiekben sze-
retnénk kapcsolatot talalni a Lorentz csoport SU(1,1) reprezentédcidja és az
allapotunk Schmidt-felbontasa koézott, mellyel diagonalizalhatnank a redu-
kalt stirtiségoperatorunk.
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3. Az osszefond operator analégiaja a kvantum-
informaciéelméletben

Ezen fejezetben szeretnénk az U(X) operatornak, melyrdl tudjuk, hogy egy
paramétertérbeli Lorentz boostnak felel meg, adni egy kvantum-informacié-
elméletbeli jelentést is. Pontosabban azt fogjuk latni, hogy ez az operator
egy kvantum kapuként viselkedik, méghozza, ha a vakuum &allapoton hat,
akkor a CNOT kapunak egy altalanos alakjaként gondolhatunk ra.

Bennett [6] 1993-ban beldtta, hogy egy ismeretlen kétallapott kvantum
rendszert (qubitet) hibamentesen atvihetiink egy felad6 A helyzetébdl egy ve-
vO B helyzetébe, ezt a jelenséget nevezziik kvantum teleportacionak. Ehhez
pedig az sziikséges, hogy A és B egy maximalisan 0sszefondédott Bell-allapot
egy-egy tagjaval rendelkezzenek. Kés6bb pedig Furasawa [7] Braunstein és
Kimble [8] felvetése alapjan megmutatta, hogy kontinuum sok éllapoti, azaz
folytonos valtozoju kvantum &llapotokat is teleportalhatunk egy 6sszenyo-
mott vakuum allapottal. A teleportacio folyamatat roviden osszefoglaljuk, a
részletes leiras pedig megtalalhaté Milburn és Braunstein cikkében [9], illetve
Walls és Milburn konyvének [10] a 16. fejezetében.

Tételezziik fel, hogy a (2.27)-as egyenletben leirt 6sszenyomott vakuum
allapotnak egy-egy osszefonodott alrendszerét megkapja Aliz és Bob, a fel-
adodja és a fogaddja a teleportalni kivant folytonos kvantum allapotnak.

) up = V1 —tanh®7 > tanh"r|n), ® |n), (3.1)

k=0

Ahol a mi esetiinkben r = 6/2. |¢) ,5-t gy kaptuk, hogy a |0) , ® |0) 5
vakuum &llapoton hattattuk az U(X) operatort. Bevezetve a kvadratira
fazis operatorokat a két mdédusra belathatjuk, hogy az r — oo hataresetben
€) 45 €gy EPR allapotba tart.

Xa=a+d Py=—i(a—ad)

N A 3.2
Xp=b+bl Pg=—ib—10") (3.2)
Var ()E'A — )E'B> = Var (]5A + ]53) =2e™ " (3.3)

Tehét, ha r — oo, akkor |e) ,5 egyarant lesz sajatéllapota az Xa4—Xpés
Py + Py operatoroknak. Ez pedig azon EPR allapot analdgidja, ahol a po-
zicidkat és momentumokat kicseréljiikk a megfelelé kvadratira operatorokra.
Ekkor a teleportalni kivant kvantum allapotunkat jelolje [¢)., melyet egy
harmadik fél preparalt, tehat Aliz és Bob szdamara ismeretlen. Aliz elvégez
egyszerre két projektiv QND (quantum nondemolition) mérést az Xo— X 4 és
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Po+ P, operatorokon, melyet megtehet, hiszen ez a két mennyiség kommutal
egymassal. A kozos mérés az |X,P) ., allapotba vetiti le kezdeti allapotot:

T4 »
X.Pyos =exp (5 Xale ) [X)0 @ |P), (3.4)
Ahol |X) és |P), a kvadratira fazis operatorok sajatallapotai:

XC’|X>C = X|X>C

. (3.5)
Pa|P)y=P|P),
A teljes rendszer (nem normalizalt) allapota a mérések utén:
‘\I’(()i(ép)> =ca (X,PlY)c|e) ap @ [ X, P)y (3.6)

Ekkor pedig belathatd, hogy Bob dllapota a mérés utan egy olyan ’gb(X’P ) (T)>B

tiszta allapotba ugrott, melyet az X5 koordinata reprezentacioban az alabbi
integral ir le:

¢XP(z) = [ T dre Y (e, (X + o) (3.7)

Ahol ¢(z) =¢ (x[1)), a teleportalni kivant allapot hullamfiiggvénye. Ab-
ban az esetben mikor r — oo az integral operator magja egy Dirac-deltaba
tart: G(z1,22;7) — 0(x1 + 22) és Bob éllapota a kévetkezd lesz:

|oxp(r))y — e 37 XBesX P |y (3.8)

Ami a fazistérbeli unitér transzlaciok utan valéban visszaadja a telepor-
talni kivant |¢) allapotot.

Az 6sszenyomott vakuum allapotnak az r — oo hataresetben kapott érté-
ke egy EPR allapot, melynek val6jaban nincs fizikai értelme, hiszen a kvadra-
tara fazis sajatallapotoknak végtelen nagy az energidjuk. A kvadratira EPR
allapot eléall az A és B éllapotokon végzett QND méréssel. Az |X,P),5
allapot a (3.4)-es egyenlet alapjan vett definicidval egyarant sajatéllapota az
X4 — Xp és Py + Pp operatoroknak, ahol a sajatértékek:

(Xa = XB) | X.P) 5 = X |X.P) 5 (3.9)
(Pa+ Pp) |X.P) y5 = P|X,P) 5

Tehét ez egy QND osszekapesoldst ad az A és B allapotok kozott. Er-
demes észrevenniink, hogy minden QND kapcsolas 6sszefonja a mért allapo-
tokat, ezaltal egy potencialis eszkoze a kvantum teleportaciéonak. Az eredeti
kétallapoti teleportacié soran egy qubit Bell-allapotot hasznaltak, melyet
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egy Hadamard és egy CNOT kapu egyiittese allitott el6 a |0) |0) allapot-
bdl, ebben az esetben a CNOT kapu teremti meg az 0sszefondédast. Maga
a CNOT kapu is egy QND mérésen alapul, ahol a target qubit segitségével
mérhetjiik meg a control qubit allapotat. Akkor valtozik meg a target qu-
bit allapota, ha a control qubit az |1)-es allapotban taldlhato, ellenben ha a
control qubit allapot |0), akkor a target qubit valtozatlan marad. A CNOT
kaput definialé matrix as a hatasa a qubit bazison:

1000 |00) = [00)
010 0 |01) > |01)

CNOT = . CNOT 3.10
0001 110) s 1) (3.10)
0010 11) s |10)

Tehat az U(0, @) operdtorunk a @ — oo hataresetben egy QND kapuként
viselkedik, mely a CNOT kapunak a CV (continuous variable) megfelelje.

4. Osszefoglalas

A dolgozatban két harmonikus oszcillator 6sszefonddasat vizsgaltuk egy SO(2,1)
szimmetrikus Hamilton operator hatasa alatt:

H=K-X, K;, K.] = —ie; 1, K* 4.1
J J

Ahol X € R**! egy paramétertér, melyben az SO(2,1) csoportra szim-
metrikus hiperboloid fels6 levelén szamitottuk ki a rendszer néhany sajat-
allapotédnak Osszefonédottsagi entrépidjat. Nevezetesen az X = (0,0,1)-ben
kapott |0), ®10), vakuum allapot és |n), ®10), egyszeresen gerjesztett allapo-
tokat mozgattuk el egy tetszéleges X pontba egy U(X) unitér operatorral, és
mindkét esetben kideriilt, hogy a von-Neumann entrépia fiiggvény kapcsolat-
ban all a hiperboloid két pontjat 6sszekété geodetikus hosszaval. A vakuum
allapotot az U (X)) operator az tn. 6sszefondédott Gauss-allapotba viszi, mely
fontos szerepet tolt be a kvantum optikaban, nevezetesen a fény 6sszenyomott
vakuum allapotat irja le. Vizsgaltuk még, hogy mi torténik, ha a vakuum
allapoton kétszer hattatjuk az U(X) operatort killonbozd paraméterekkel, de
arra az eredményre jutottunk, hogy ez tovabbra is egy eltolast jelent az hiper-
boloidon, csak egy harmadik iranyban. Ennek szemléletes jelentését akkor
értettiik meg, mikor csoportelméleti megfontolasokkal rajottiink, hogy U(X)
egy 2 @ 1 dimenzids téridoben értelmezett Lorentz boostnak felel meg a pa-
ramétertérben. A vakuum allapoton végzett két nem kollinearis boost esetén
pedig nem jelent meg a Wigner-rotacio jelensége. Az U(X) operatornak még

« /ey
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CNOT kapunak egy folytonos megfelelojeként értelmezhetjik, egy un. QND
(quadrature nondemolition) kapuként.

5. Kitekintés

A dolgozatban targyalt kétoszcillatoros modellnek szdmos eredményét lat-
hattuk. A paramétertérbeli hiperboloid egy altalanos pontjaban megjelen6
osszenyomott Gauss-allapot betekintést adott nekiink a CV (continuous va-
riable) kvantum teleportacié targyaldsaba. Ezen éallapotr6l megallapitottuk,
hogy a 2 qubit esetén targyalt Bell-allapotoknak egy altalanositasa.

A kés6bbiekben szeretnénk még targyalni tetszéleges N oszcillator geo-
metriai csatolasat is, ahol N € N, akar végtelen nagy is lehet. Ezaltal
szeretnénk mélyebben megérteni az AdS;,1/CFT,; megfeleltetés filozofiajat,
ugyanis az ott megjelené kvantumtérelmélet egy végtelen szabadsagi foku
rendszert ir le.

[lletve a legalapvetobb folytatdsa a dolgozatunknak a két oszcillator ese-
tén targyalt altalanos [n,m; X) gerjesztett dllapot 6sszefonédottsagi entrépis-
janak targyalasa, melyet sejtéstink szerint a reprezentaciéelmélet segitségével
irhatunk le.

A. Hiperbolikus tér geodetikusainak hossza

A (2.26)-es egyenletben leirt allitast szeretnénk bizonyitani varidciés mod-
szerek segitségével.

1. Allitas. a,b € H két tetszdleges pontja kizti tdvolsdg:
d(a,b) = arccosh (—a - b) (A.1)

Bizonyitas. Egy tomegpont Lagrange fiiggvénye, figyelembe véve a kényszert,
hogy csak a H hiperboloid fels6 levelén mozoghat:

1
L(z,i,\) = 5:’52 + A (2 +1) (A.2)

Ahol z = z(7) és 2? = 2 - & = x'a! + 2%2? — 2%23. A mozgdst az Euler-
Lagrange egyenletek adjak meg:

I =2\z

2 =—1

(A.3)

Az utobbi egyenlet 7 szerinti implicit derivaltjat véve kétszer:
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rt=0 (A.4)

T X =-—-x

Melybol kovetkezik, hogy:

#? = 2\ = const =: D (A.5)

Mivel szkleroném a kényszertiink. Az (A.3)-as mozgdsegyenlet megolddsa:
(1) = uteVPT 4 e VDT

wt=v’ =0 (A.6)

u-v=——

2
Egy geodetikus hossza tehat:

d(1,2) = / ViZdr = VD (r, — 1) (A7)

Végiil pedig behelyettesitéssel konnyen belathatjuk, hogy:

— (1) - 2(73) = cosh [\/5 (19 — 7'1)} (A.8)
Abban a specidlis esetben, mikor a = (0,0,1) és b = X:

arccosh (—a - b) =
arccosh [— sinh 0 sinh 6 (cos 0 cos ¢ + sin0sin ) + coshOcosh 0] =6 (A.9)

B. U(X) operator SU(1,1) reprezentacidja

Az SU(1,1) algebraban felirva a K; operatorok:

i [0 d)2
Ki=g0= i/2 0 ]
i o 1/2
K2 = 50’2 = -_1/2 0 ‘| (B].)
1 [1/2 0
Re=35m = —1/2]

Ekkor valoban teljesiil a (2.2)-es egyenletben leirt kommutéciés relaci6.
A (2.8)-as egyenlet alapjan ekkor az U (6, ¢) unitér operator alakja pedig:
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U(#,p) = exp (;9 [_Sw eﬂ ) = ii. (f l_gw eﬂ )n (B.2)

n=0

A sorfejtést elvégezve az eredmény két matrix osszegére bomlik, ahol a
matrixot szorzé egyttthatékban észrevehetjiik a cosh g és sinh g Taylor sorat:

U0, ) = (1+21!<g>2+...) Ll) ﬂ +i (ZJF; <§>3+) [_gw eow]

B cosh % i sinh ge_w
—1 sinh Se¥ cosh g

(B.3)

C. U(X) operator megfeleltetése egy Lorentz
boosként

A 2 ® 1 dimenziés téridé Lorentz csoportja homomorf SU(1,1)-el?, ahol egy
altalanos X € SU(1,1) csoportelem:

X:[x—iiy m;zy]) det X =t* — 2% — 4 (C.1)
Ekkor U(0,¢) € SU(1,1) hatdsa a csoportelemen:

X'(0,9) =U(0, ) XU (0, ) (C.2)

Mely egy meglehetdsen bonyolult kifejezésekkel teli matrixot ad. Mi most
csak két specidlis esetet targyalunk, a ¢ = /2 és ¢ = 7 esetet, melyek soran
az alabbi eredményt kapjuk:

t' o =iy
[x,ﬂy, t, ] =U(0,7/2) XU (0, 7/2) (C.3)

B cosh 0t + sinh Oz cosh fx + sinh 0t — iy
~ |cosh @z +sinh 0t + 4y cosh 6t + sinh 6z

2A 3@ 1 dimenziés téridé Lorentz csoportja pedig SL(2,C)-vel homomorf
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A matrixelemeket Osszevetve azt kapjuk, hogy a térid6 koordinatdk az
alabbi mdédon transzformdalédnak:

t cosh@ sinhf 0] [t
x'| = |sinh@ coshf 0Of |z (C4)
Y’ 0 0 1] |y

Tehat U(0,7/2) egy x irdnyu Lorentz boostnak felel meg, ahol 6 a rapi-
ditds. Ugyanezen gondolatmenet alapjan megkaphatjuk, hogy U(6, 7) pedig
egy v irdnyd boost. Altaldnosan fogalmazva ¢ — /2 felel meg az x tengellyel
bezart pozitiv irdnyitottsdgu szognek, azaz ¢ az y tengellyel bezart szog.

D. Carlitz-formula

A (2.47)-es egyenletben leirt atalakitast a Mehler formuldnak egy altaldnosi-
tasaval kaphatjuk meg, melyet Leonard Carlitz dolgozott ki 1970-ben [5]:

o 2 (M) (1) () e = )

k=0 =0 )T

_ 2ryt — (22 + y?)t? x —yt y— xt
—(1— t2 (m+n+1)/2 H, _ | H
( ) P 1—¢2 VI—2) T\V1I-#2

A ¢ =0 esetben a t = — tanh g, ¢ = m-nél pedig a t = tanhg helyettesi-
téssel tudjuk alkalmazni a formulat.
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