Csapdazott kolcsonhaté Bose-gazok kinetikus
energiaeloszlasanak vizsgalata kvantum kvencs
soran

TDK DOLGOZAT

Lovas Izabella

KONZULENS:

DR. ZARAND GERGELY

Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Elméleti Fizika Tanszék

2013



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés 2
2. A kolcsonhaté Bose-rendszer Hamilton-operatora 5
3. A kinetikus energia karakterisztikus fiiggvénye 9
3.1. Homogén Bose-rendszer . . . . . .. .. .. . .. ... .. 9
3.2. Bose-rendszer harmonikus csapddban . . . . . . .. .. o000 16
4. Osszefoglalas 24



1. fejezet

Bevezetés

A kolesénhat6é kvantumrendszerek hirtelen bekapcsoldsi jelenségek, in. kvantum kvencsek
soran fellép6 viselkedése az utébbi idészak aktiv kutatdsi tertilete. Mara lehetségessé valt,
hogy ultrahideg atomi rendszerekben optikai racsok segitségével erés periodikus potencialokat
hozzanak létre, tovabba kiilsé magneses terekkel a Feshbach-rezonancia felhasznalasaval az
atomok kozotti kolesonhatés is hangolhatd. Ezek a paraméterek idében valtoztathatok, ami
lehet&vé teszi erdsen kolesonhatéd rendszerek nem-egyensulyi dinamikajanak tanulmanyozasat.

Az atomokat Osszetart6 csapdézo potencial kikapcesoldsa utan kitaguld atomfelhé siiriiség-
profilja, illetve a mérhetd térbeli korreldciés fiiggvények alapjan kévetkeztetni lehet a kiin-

1.1. dbra. Az dn. repilési idd kisérletekben a csapddzott atomokat Osszetarté potencidlt ki-
kapcsoljak, majd a rendszert t ideig hagyjdk szabadon tdgulni. Ezutan az atomfelhdt adott
iranybsl meguvildgitva a gdz abszorpcics képe CCD kamerdval felvehetd. A kamera minden
pizele egy hasdb alakid térrészbe esé atomokat regisztrdl, igy eqy kétdimenzios, a meguildgito
nyaldb irdnydban integrdlt siriségprofil vehetd fel, mely a kiinduldsi rendszer dllapotdrdl ad
informdciot. [2] alapjin.
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1.2. abra. Bose-Finstein kondenzdcio detektdldsa eqy optikailag és mdgnesesen csapddzott,
gyengén kolcsonhato bozonrendszerben. Az a.), b.) és c.) dbrdkon a repiilési idd kisérletekben
felvett, kilonbozé T hémérsékletekhez tartozoé abszorpcios képek lathatok. a.) A Tpe dta-
lakuldsi hémérséklet felett a siirdségprofil forgdsszimmetrikus. b.), ¢.) AT < Tpc esetben
egy T csokkenésével novekvd intenzitdstu elliptikus tartomdny jelenik meg az abszorpcios kép
kézepén, mely a kondenzadlddott atomoktdl szarmazik. d.) Az atomfelhd striségprofilja az
abszorpcios képek kozéppontjan dtmend vonal mentén, illetve az ehhez tartozé sebességelosz-
las. A feltiintetett frekvenciaértékek a rendszer hiitéséhez haszndlt, a kialakuld hémérsékletet
meghatdrozé radidfrekvencidk. A Tgpco hdémérséklethez tartozd frekvencia felett a sebességel-
oszlds Gauss-fiigguénnyel irhato le. Ennél alacsonyabb frekvencidk esetén a normdl dllapotd
atomoktol szarmazo széles hdttér felett v =0 koril egy keskeny, éles maximum jelenik meg a
kondenzdlodott atomok jaruléka miatt. [5] alapjdn.

dulési rendszer allapotéra [1, 2, 3, 4]. Ezekben az in. repiilési id6 kisérletekben az atomokat
adott t ideig hagyjédk szabadon szétrepiilni, majd az 1.1 adbran lathaté moédon felveszik a
gaz abszorpciés képét. Elegendben hosszi repiilési id6 esetén az eredeti csapdéazott rendszer
pontszeriinek tekinthetd, igy ¢ idé utdn az r helyen taldlhaté részecskék sebessége v ~ r/t. Az
r helyen mért n(r) részecskeszam ez alapjan a v sebességgel kirepiil6 részecskék szaméat adja
meg. Ezzel a mdbdszerrel az eredeti rendszer ¢ hullamfiiggvényét momentumtérbe képezik le,
az n(r) részecskeszdm, tovabbd az n(r) és n(r') kozotti korreldcids fiiggvények kifejezheték 1
Fourier-transzformaltjaval.

A fent leirt mddszer alkalmas a Bose-Einstein kondenzatum kialakuldsanak detektaldsara
egy magneses és optikai csapdédval osszetartott, gyengén kolecsonhaté bozonrendszerben [5].
A Tpco kritikus hémérséklet felett a kitdguld atomfelhd stirtiségprofilja, és ennek megfeleléen
a részecskék sebességeloszlasa gombszimmetrikus. A T < Tpeo hémérséklettartomanyban a
felvett abszorpcids képek kozepén egy elliptikus, a hémérséklet csokkenésével névekvd inten-
zitdst tartomédny lathaté, jelezve a kondenzatum kialakuldsat. Az atomok sebességeloszlasa
T > Tp. esetén Gauss-fiiggvénnyel irhaté le, T < Tpc hémérsékletekre viszont v = 0 koriil
egy keskeny, éles maximum jelenik meg a normaél allapott atomokbdl szarmazé széles hattéren
(1.2 4bra).
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1.3. abra. A csapddzo potencidl kikapcsoldsa utdn az egydimenzids, erdsen kdlcsénhatd bo-
zonrendszerbdl p = hk momentummal kirepiilé részecskék dtlagos szama p fligguényében lo-
garitmikus skdldn. Az dbra linedris szakasza alapjdan bizonyos momentumtartomdnyban ny,
hatvdnyfiggvény viselkedést mutat. [6] alapjin.

Repiilési id6 kisérletekkel az erésen kolesonhatd bozonokbdl 4116, egydimenzids in. Tonks-
Girardeau gaz momentumeloszlasa is vizsgalhaté [6]. Ebben az esetben analitikus szdmitdsok
szerint T = 0 hémérsékleten, homogén rendszerben a k& momentummal kilépo részecskék
4tlagos szdméra a hosszi hullimhosszi tartoméanyban (ng) ~ 1/k'/? érvényes [7]. A mo-
dell kisérleti megvaldsitasa soran az egydimenziés kvantum gaz létrehozasahoz optikai racsot
hasznélnak, az (ng) varhaté értéket pedig a repiilési idé kisérletekben kapott abszorpcids
képek alapjan hatdrozzdk meg [6]. A mérési eredmények szerint bizonyos momentumtar-
tomanyon (nj) valéban hatvanyfiiggvény szerint cseng le, a véges részecskeszam, a nem zérus
hémérséklet és a csapddzé potencidl miatt 1/2-nél nagyobb exponenssel (lasd 1.3 dbra).

Ahogy a fenti példak is mutatjak, a csapdazott rendszerbél a kvencs utdn k momentum-
mal kilép6 részecskék szamanak (ny) varhato értéke, illetve az (nxny/) korreldcids fiiggvények
mérhetok, és értékik a kezdeti allapotra és annak korrelalt strukturajara jellemzé. Elvileg
az altalanosabb (ny'n?), mi,mg € N fliggvények is vizsgalhatok kisérletileg, és informéaciot
szolgaltatnak a rendszer teljes slirtiségmatrixar6l. Az {ny} részecskeszamok teljes eloszlas-
fliggvénye alapjan minden korrelacios fiiggvény kiszamithaté, igy az eloszlas meghatarozasa
fontos, mérésekkel Osszevethetd eredményeket ad. Ezeket a szamitdsokat tudomasunk szerint
kolesénhato csapdazott rendszerekre még nem végezték el.

A dolgozat célja egy koélesénhatd Bose-rendszerbdl a csapdéazé potencial kikapcsolasa utan
kiilonb6z6 k momentummal kirepiilé részecskék teljes eloszlasfiiggvényének meghatarozasa.
A 2. fejezetben el6szor levezetjiik a Bose-rendszert modellez6, a Bose-Einstein kondenzatum
koriili fluktudcidkat kvadratikus rendig figyelembe vevé Hamilton-operatort. Ezutan a 3. fe-
jezetben részletesen megvizsgaljuk az ny részecskeszam eloszlasat elébb egy homogén, kiilsé
potencidl nélkiili rendszerre, majd harmonikusan csapdézott bozonokra is (3.1, illetve 3.2 fe-
jezet). A sajat eredményeket a dolgozat 3. fejezete tartalmazza. Ebben megmutatjuk, hogy
Bogoljubov-kozelitésben homogén rendszerben k’ # +k esetén az ny és ny részecskeszamok
fliggetlenek, a k és —k modusok kozott viszont tokéletes a korrelacid, azaz ny = n_y. Ezen-
felil az ny eloszlas leithaté egy &ltalanositott Gibbs-sokasiggal, melynek paramétere egy
k-figgd T,fff effektiv h6mérséklet. Harmonikusan csapdéazott bozonok esetén megadunk egy
formulat az ny részecskeszdm karakterisztikus fliggvényére.



2. fejezet

A kolcsonhaté Bose-rendszer
Hamilton-operatora

A dolgozatban egy hidrom dimenziés kolcsénhaté Bose-rendszer kvantum kvencs uténi ki-
netikus energia eloszlasival foglalkozunk. Ebben a fejezetben a szdmitdsokban hasznalt
kvadratikus Hamilton-operatort vezetjiik le. Hideg atomi rendszerekben a Ap termikus hul-
ldmhossz nagyon nagy, igy a részecskék kozotti taszité kolesonhatdst egy V(x—x') = gd(x—x')
Dirac-delta potenciallal irhatjuk le. Alacsony hémérsékleten a rendszerben egy 1o (x) hullam-
fliggvényl kvazi-kondenzatum jelenik meg, ennek alakja és gerjesztési spektruma a részecs-
kék kozotti kolesonhatasrdl hordoz informéciot. A gerjesztések meghatarozasihoz a fluktua-
cidkat perturbativ mddszerrel vessziik figyelembe, a 1y(x) mdédus koriil mésodrendi sorfejtést
végzink, igy egy kvadratikus Hamilton-operatorhoz jutunk.

A kolesonhaté Bose-rendszer leirdaséanal egy klasszikus L£(x,t) Lagrange-stirtiségbél indu-
lunk ki. Az ebben szereplé v (x,t) és ¥*(x,t) komplex tereket fiiggetlen valtozoknak te-
kintve kanonikus kvantaldssal kapjuk a QZ)(X, t) és YIJT(X/ , 1) operatorok kommutécios relaciéjat,
tovabba levezetjiik az érvényes mozgasegyenleteket. A kialakulé kondenzatum makroszkopi-
kusan betoltétt 1pg(x) hulldimfiiggvényét! és annak dinamikéjit a Gross-Pitaevski egyenlet
adja meg [8, 9]. A fluktudciékban mésodrendig sorba fejtiink a 1p(x) megoldas koriil, igy egy
standard eljarassal egzaktul diagonalizdlhaté Bogoljubov-Hamilton-operatorhoz jutunk [10].

A vizsgalt rendszert a kovetkezd klasszikus Lagrange-stirtiséggel modellezziik:

L(x,t) =i*(x,1)0)(x,t)
- <2inW}*(Xv H)V(x,t) + (U(x) = )™ (x, 1)1(x, t) + %g(@b*(x, ) (x, t))2> .

Itt m az atomok tomege, U(x) a kiils6 csapdézé potencidl, p pedig a kémiai potencidl. A vizs-
galt hideg atomi rendszerekben a teljes részecskeszam allando, de a szamitasokat mikrokano-
nikus helyett nagykanonikus sokasagra fogjuk elvégezni. A p kémiai potencidl megvalasztasa
igy a teljes részecskeszdm varhatéd értékét rogziti. Az (x, t)-fliggés explicit jelolését a tovab-
biakban helyenként elhagyjuk.

A P(x,t) és 1*(x,t) komplex terekre vonatkozé mozgasegyenletek az alabbi Lagrange-

!Nagykanonikus formalizmusban t(x) = (¥(x)).
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egyenletekbdl adédnak:

ooc o or o
otoy " O(VY) oy’
0 oL oL oL
——+V = .
oy~ o(Vyr)  or
Az eredmény a mér emlitett Gross-Pitaevski egyenlet:
. 1
0 = —5 =V + (U = ) + g4, (2.1)
illetve ennek komplex konjugaltja.
oL
67& = i9)" Osszefliggés alapjan ¢ kanonikus impulzusa m; = )", igy a kovetkezd

Hamilton-fliiggvényt irhatjuk fel:
H— /d%(w*atw - L)
1 1
_ 3 2 o 2 L 4
= /d x <2m|W! + (U =yl + 59l¥l ) : (2.2)

A vizsgalt Bose-rendszer Hamilton-operatorat kanonikus kvantalassal kapjuk az eléz6 ered-
ménybol:

i 91(x), D (x)| = —id(x — %),
azaz

[$(),97(x)] = 5(x = ). (2:3)

Ekkor a (2.2) egyenletben a 1) és ¢* fliggvényeket operatorokkal helyettesitve a (2.1) mozgas-
egyenlet a 1& operatorra is érvényes marad.

Elegendden alacsony homérsékleten nemkolcsonhatd esetben a rendszer alapallapota mak-
roszkopikusan betoltott. Kolesonhatd rendszerben szintén megjelenik egy nagy betoltottségii
o modus, az ehhez tartozo eltiintetd operator dg. Ekkor a 1& téroperatort a kovetkezd alakban
irhatjuk fel: . .

¥ (x) = aopo(x) + 59 (x),

ahol ¢ (x) a tobbi médus jarulékat veszi figyelembe. A levalasztott médus nagy betoltottsége
miatt a felbontés els6 tagjara alkalmazhatjuk a kovetkezd kozelitést:

aopo(x) ~ v/ Nopo(x) = o (x), (2.4)

ahol ¥y(x) a kialakul6 kondenzatum hullamfiiggvénye, Ny a kondenzatum részecskeszama. A
o(x) figgvényt meghatarozé Gross-Pitaevski egyenletet a (2.2) Hamilton-operator minima-
lizadlasaval kapjuk:

— 5V + (U — i + o o = 0. (2.5)

Ez megegyezik a klasszikus (2.1) egyenlettel a 0;pp = 0 feltétel mellett. A 1)y megoldés a
fentiek szerint kovetkezd normalasi feltételt teljesiti:

[ dalio) = No.
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A fluktuécidk figyelembe vételéhez a téroperatort az imént latott alakban irjuk fel:

Tﬁ(X, t) = ¢0(X) + 61;()(7 t)

A (2.2) Hamilton-operétor sorfejtését 5epT és §1) szerint masodrendig elvégezve a linedris tagok
a (2.5) Gross-Pitaevski egyenlet miatt eltiinnek. A kapott Hamilton-operator két részbél all,
egy Yo-tol fiiggd konstans Hy jarulékbdl és egy v fluktuacidkban kvadratikus Hs tagbdl:

1 1
Hy= [ &z ( =—|Vih|? — 2+ 3 4)
0 /dfﬁ<2m|v¢0’ + (U — w)|tbol +29|¢0’ :
tovabbé

N 1 ~ 1 * ~ A A A~
Mo = [ 2 (501 (=592 4 U = ) 50+ 39 ((06260° + 3(6012) + 210253150
(2.6)
A (51& és 5@ operatorok mozgasegyenletei a Gt&ﬁ =1 [H , 51&} egyenletbdl szarmaztathatok:

1
" (M,) —5,= V2 U = i+ 29|t 993 (M,)
f . 1 NN
& ~g(u)? (- 2+ U= 2glul?) ) \5Y
(2.7)

A (2.7) egyenlet jobb oldalén az Lgp Bogoljubov-operédtor jelent meg. Az Lgp nem
hermitikus operdtor sajatértékeit és sajatfiiggvényeit felhasznédlva a Hs Hamilton-operdtor
standard médszerrel diagonalizdlhaté [11, 12]. A kévetkezOkben roviden Gsszefoglaljuk a f6bb
1épéseket.

Legyen (us(x), vs(x)) az Lgp operdtor €5 # 0 sajatértékhez tartozd sajatfiiggénye a
kovetkez6 normélassal:

/d% (Jus) P = Jos()P) = 1. (2.8)

Lathaté, hogy ekkor (vi(x), u}(x)) is sajatfiiggvény —e; sajatértékkel. A (2.5) Gross-Pitaevski
egyenlet alapjan a (1o, —t§) nullmédus szintén sajatfiiggvény, a hozza tartozé sajatérték 0.
Ezek a vektorok a (On,%0, On,%§) Gn. anomalids modussal kiegészitve teljes rendszert alkot-
nak, igy a 81 és 91t operatorok kifejthetSk a kiilonbozé médusok szerint:

)] Y

(3) =2 () + 2 () e o () . (0

Itt Q a fazist reprezentalé kollektiv koordindta, a hozzd tartozo P konJugalt momentum
pedig a kondenzatum részecskeszamanak fluktuaciéit irja le [12]. A bJr és by operatorok bo-
zonikus kelté és eltiinteté operatorok, melyek felcserélheték a, Q és P operatorokkal. A

{(51&( ), 60T (x )} =§(x —x') és {51&( ), 60p(x )} = 0 felcserélési relacidk alapjan a kovetkezd
kommutéaciés relaciok teljesiilnek:
[5.0] = i [bubl)] = dur
A (2.6) Hamilton-operatort atirhatjuk a kovetkez6 alakba:
H,; =

m*m*

1, ) R

L[ g /o [~ VT +U =+ 29t ORI 5

§/dx(5w 61/1) 2m , 1, o | \ st + Eo,
s —5, Vo U = 2903
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ahol az Ey konstans a ¢ és 69t operatorok felcserélési relaciéibol szérmazik?. A fent megadott
(2.9) médusok szerinti kifejtést a Hy Hamilton-operatorba behelyettesitve az alabbi eredményt
kapjuk:
1 ., a1

Hy = 5-P"+ Zs:ss <bsbs + 2) + E, (2.10)
ahol 1/k = du/dNy, k a kondenzatum kompresszibilitidsa. Az elsé tag a szabad Q fazis
jarulékat veszi figyelembe x effektiv tomeggel, Ho fennmaradd része pedig fiiggetlen har-
monikus oszcillatorok 6sszegeként all elo.

2Az Ey konstansra végtelen adédik, de értéke nem befolyésolja a gerjesztési spektrumot.



3. fejezet

A kinetikus energia karakterisztikus
fliiggvénye

Az el6z6 fejezetben levezettiik a kolesonhaté Bose-rendszert modellezé diagondlis (2.10)
Hamilton-operatort. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a kvencs utdn kilénb6z6 k momen-
tummal kilép& részecskék ny szaméanak eloszlasdt. Ehhez a Hy, kinetikus energia G(u)
karakterisztikus fliggvényét fogjuk tanulmanyozni T' = 0 hémérsékleten:

G(u) = (0] Han|0), (3.1)

ahol [0) a (2.10) egyenletben szereplé Hy Hamilton-operdtorral leirt rendszer alapallapota.
Két esetet vizsgalunk meg részletesebben: a homogén, kiilsé csapdazé potencidl nélkiili rend-
szert, illetve a harmonikus U(x) potenciallal sszetartott bozonokat.

3.1. Homogén Bose-rendszer

Az alabbiakban egy homogén, kiilsé csapdazé potencidl nélkiili rendszert vizsgalunk. Megha-
tarozzuk a (2.7) egyenletben szerepld métrix (us(x), vs(x)) sajatfiiggvényeit, majd a §i(x)
és oot (x) operatorok (2.9) kifejtése alapjan a kinetikus energidt a b és lA)i operdtorokkal fe-
jezzitk ki. Mivel a (2.10) Hamilton-operétorral leirt rendszer alapallapotéra bg|0) = 0 teljesiil
Vs-re, ez lehetOvé teszi a kinetikus energia karakterisztikus fiiggvényének kiszamitasat T'= 0
homérsékleten. Ennek ismeretében megvizsgaljuk a kvencs utédn adott k hulldmszdmmal
kilép6 részecskék ny szamanak eloszlasat, illetve a kiillonbo6z6 ny, ni értékek kozotti korrela-
cidkat. Ahogy a bevezetésben emlitettiik, megmutatjuk, hogy k/ # +k momentumokra az ny
és ny részecskeszamok kozott nincs korrelacid, a k és —k moédusokra viszont ny = n_y tel-
jesiil. Latni fogjuk, hogy az ny eloszlas leirhat6 egy dltalanositott Gibbs-sokasaggal, melynek
paramétere egy k-fliggod leﬂ effektiv hémérséklet.
A tovabbiakban feltessziik, hogy a rendszer x; irdnyu kiterjedése L;, térfogata V =
f’:l L;. A szamolas soran periodikus hatarfeltételekkel dolgozunk. A csapdéazé potencidl
U(x) = 0, igy homogén, py = |o|?> = No/V stirtiségli kondenzatum alakul ki, a kémiai poten-
cial értéke pedig u = gpg. A kapott eltolasinvarians rendszerre a k hulldmszdmmal indexelt
(u(x), vk(x)) sajatfiiggvények kereshetk a kovetkezo alakban:



FEJEZET 3. A KINETIKUS ENERGIA KARAKTERISZTIKUS FUGGVENYE 10

3.1. 4bra. Homogén kélcsinhaté Bose-rendszer ey /mc? dtskdldzott gerjesztési spektruma k/mc
figguényében. Itt k = |k|, ¢ a hangsebesség. Tetszélegesen kis taszito kélcsonhatds esetén ey
linedrisan indul, nagy k/mc értékekre pedig jo kozelitéssel kvadratikussd vdlik.

ahol u_k(x) = uj(x), v_k(x) = vji(x), tovabba a periodikus hatarfeltételeket figyelembe véve

2
ki:fﬂniésniEZ,izl, 2, 3.
i

Az (uy, vg) vektorok a kovetkezod sajatértékegyenletet teljesitik:

ki2

— + gpo gpo

2m 12 <Z:> = &) (5::) . (3.2)
—3p0 — <2m + 9P0>

A megjelend métrix spektruma a kordbbi megéllapitdsokkal ésszhangban szimmetrikus, a
pozitiv sajatértékek:

k2 [ k2 2
= _— _— 2 12727 i Z, 3.3
- (B Eram). 5T e o

A (3.3) egyenlet éppen a jél ismert Bogoljubov-spektrumot adja. Az ey gerjesztési spektrum
tehat tetszoleges g > 0 taszitd kolesonhatéas esetén linearisan indul:

sk%k,/@:kc, ha k < mc,
m

ahol ¢ = v/gpo/m a hangsebesség a rendszerben. A k = |k| > mc tartoményban jé kozelitéssel
visszakapjuk a nemkolcsonhaté részecskék kvadratikus spektrumét. Az ey értékek k-fiiggését
a 3.1 abran lathatjuk.

A (2.9) egyenlet most a kovetkez6 alakba irhato:

(51[}(}() A & 1 1 51 7 ikx [ Uk 71 —ikx Vg
(i) == () s (1) 35 e () e ()]
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Az [ d3x ek tk)x — Voxikr o Osszefliggést felhaszndlva kifejezhetjiik a kinetikus energidt
a IA)k és BL operatorokkal:

1 . R
Hyjn = —5— / d3z 6TV 2 64
2m

k2 7 * *x 72717 77
-y o [(|uk|2 + |vk|2) b by + upv™y bEDY |+ u_seon bich_ic + |uk\2} v
k40
Itt v*), = vk és u_x = uj. A (2.8) normélési feltétel alapjan a (3.2) sajatértékegyenlet
megoldasait kereshetjiik a kovetkezo valds alakban:

1 1
ux = —= coshng, v = ——=sinhny.

vV vV

A (3.2) egyenletbdl my-ra a kovetkezd eredményt kapjuk:

tanh(2n) = ———220 (3.4)

~ k2/2m+gpo
A kinetikus energia operator az n, paraméterrel felirva:

/ k2 /\T/\ ~ /\_‘. . /\_i. /\T A A
Hian = Y 5 [cosh(2mo) (bbi+ boidl ) — sinh(2m) (B0 + bibsc) = 1], (3.5)
k40

ahol Y~ azt jeloli, hogy az Osszegzést csak a k momentumok felére kell elvégezni. A zardjelben
megjelend tag a £k hullamszammal kilépo részecskék szama:

Ny = fige + Ay = cosh(2ny) (lA)LlA)k + lA),kl;T_k> — sinh(2ny) (lA)lT(lA)T_k + Z)kl;,k> -1,

ahol
PN PO sinh(2 PN PN
e = cosh? (i) blby + sinh? (i) byl — ;”“) (Bb  + brcbxc) -

A kinetikus energidra kapott (3.5) alak méar alkalmas arra, hogy kiszamitsuk a G(u)
karakterisztikus figgvényt T' = 0 hémérsékleten:

G(u) = (0leHan|0) , bif0) =0 VK.

A (3.5) egyenlet szerint a Hy, operdtorban a k hullimszami komponens csak —k-val van
osszecsatolva, igy k! # +k esetén a kvencs utdn k és k’ hullaimszdmmal kilépd részecskék
ko6zott nincs korrelacié. Ezzel 6sszhangban G(u) a kovetkezd szorzat alakra bomlik:

G(u) = [[ ¢* 9 (u),
k+#£0

ahol a szorzast csak a hulldmszamok felére kell elvégezni, és G ¥ (u) a +k komponensek
jarulékat veszi figyelembe.

A Gk (u) karakterisztikus fiiggvény kiszamitdsdhoz a by operatorokban kvadratikus
Ny operator e Niciuk? /2m exponencialis alakjat kell normalrendezett forméban felirni. Ehhez
célszerii bevezetni a kovetkezd operatorokat [13]:
b;rj)k + IA)_kIA)JLk PN St ot
Ko(k) = ST E— K_(k) =bkb_x, Ki(k)=0bb",.
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A kommutécids relacidk ellendrzésével igazolhatd, hogy ezek az SU(1, 1) Lie-algebra generato-
rai. Az ilyen operatorokra érvényes Baker-Campbell-Hausdorff relacié felhasznédlasdval a nor-
malrendezés elvégezhetd, és a Bik|0> = 0 Osszefiiggést felhasznélva (3.5) alapjan a kovetkezo
eredményt kapjuk [13]:

1

k> , KO\
Cos <2mu> — i cosh (27 ) sin <2mu>

A kiszamitott G5 (v) fiiggvény minden informéaciét tartalmaz a +k hulldmszammal kilépé
részecskék ny + n_y szdmanak eloszlasarél. A +k momentumokhoz tartozé Nyk? /2m kine-
tikus energia sfirfiségfiggvénye G&—K) (u) Fourier-transzformaldsaval hatarozhaté meg:

G(k,—k) (u) _ e—iuk2/2m

plk—k) (e) = 21/ dueeqlo—K) (u)
T J—00
2 >, (cosh(2ny) — 1)” k2
= —2n— | . .
1 + cosh(2ny) nz::() (1 + cosh(2ny) o(e "om (36)

A teljes kinetikus energia P(e) siirliségfiiggvénye a kiilonb6z6 k-hoz tartozé, fuggetlen
P&=K)(¢) eloszlasok konvolicidjaként all el6. A tovabbiakban egyetlen k komponens P—%)(¢)
eloszlasaval foglalkozunk, illetve az niy részecskeszdmok eloszlasat és a kozottiik levo korrela-
ci6ét tanulmanyozzuk.

Koénnyen ellendrizheté, hogy P*%) (g) egy megfeleléen normalt stirtiségfiiggvény:

/ de P&R)(g) = 1.
0

A (3.6) Osszefiiggés szerint az € = (ny +n_y)k?/2m kinetikus energia egy geometriai eloszlast
valosziniiségi valtozo:

00 k2

PR(e) =Y (1 —qp) "qr - 6 (6 - n) ;
n=0 m

ahol az eloszlas csak k = |k|-t6l fiiggd g paramétere a (3.4) egyenletet felhaszndlva

_ 2 _ 26k (3 7)
1+ cosh(2nx)  ex +k2/2m +gpo’ ’

qk

A plk—k) (e) stirliségfiiggvényben megjelend szomszédos Dirac-delta csicsok tévolsdga 2 -
k2 /2m. Ennek oka, hogy a kvencs utan kilépé k és —k hulldmszamu részecskék szédma teljesen
korrelalt, azaz ny = n_y, igy nx +n_y értéke csak kettesével valtozhat. Az ny, = n_y egyenlet
az impulzusmegmaradas, tovabba a kvazirészecskék kozotti kélesonhatas elhanyagolasanak
kovetkezménye, a k és —k momentummal kirepiil§ részecskék szama megegyezik (3.2 abra).

A kapott eloszlas alapjan megallapithatjuk, hogy egy £k momentumpar kinetikus energia-
janak eloszldsa termalizal6dik a kvencs sordn az ny = n_y feltétel mellett. A slriségfiiggvény
lecsengése alapjan definialhatjuk a g inverz hémérsékletet:

2
(1—qp)" =e Pmm, (3.8)
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yot+oy
-k k
n_g részecske nk részecske
kondenzatum

3.2. abra. A homogén rendszerbdl a kvencs utdn k és —k momentummal kirepiild részecskék
kozott tokéletes a korreldcid, a részecskeszdmokra my = n_y teljesil. A k' # +k momen-
tumpdrokra my €s ny fliggetlenek.

A részecskeszamok varhaté értékére ekkor a kévetkezd egyenlet irhato fel:

() = (1 4) = g = b2 (3.9)

Figyelemre mélté, hogy a (3.9) 6sszefiiggésben egy részecske k?/2m kinetikus energidjanak a
kétszerese szerepel. Ez annak a kovetkezménye, hogy az ny = n_y feltétel miatt a k és —k
momentumnu részecskék parokban keletkeznek.

Eredményeink szerint a (3.8) egyenletben definidlt 8 inverz hémérséklet felhasznalasaval
a kitagulé atomfelh6t leirhatjuk egy in. dltalanositott Gibbs-sokasaggal. Statisztikus fizikai
rendszerekben egyenstilyban a p slirliségméatrix exponensében a kiilonb6z6 megmaradd meny-
nyiségek (E energia, V térfogat, N részecskeszam) hozzdjuk tartozé intenziv paraméterrel
vett szorzata szerepel (ilyen konjugdlt paraméter a f inverz hémérséklet, a p nyomads és a
kémiai potencidl). Alacsony dimenzids rendszerek esetén a megmaradé mennyiségek szama
joval nagyobb lehet, ilyenkor mindegyikhez rendelhetiink egy-egy konjugalt valtozot, igy egy
tn. Aaltaldnositott Gibbs-sokasdghoz jutunk [14]. A kvencs utdn k momentummal kirepiilé
részecskék 7y szdma mozgasallando, igy a Gibbs-sokasag slrliségmatrixa tartalmazza ezeket
az operatorokat. Definidlhatunk egy p({fy}) slirtiségoperatort, mellyel az Gsszes, csak az 7y
részecskeszamokat tartalmazé korrelaciés fliggvény kiszamithato:

i) = 5 IT Wiy,
k#0
Itt Z a Trp = 1 feltételt biztosité normadlasi tényezd. A megjelend o5, 4 , faktor a k és —k
modus kozotti tokéletes korrelaciobdl szarmazik, az ny, = n_y feltételt biztositja.

Ahogy a (3.3) egyenlet vizsgalatdnal lattuk, az ey spektrum a g > 0 kolesonhatd esetben
kis k = |k| értékeknél linearisan indul, elegend6en nagy k hulldmszéamokra viszont j6 kozelités-
sel kvadratikus. Az aldbbiakban megvizsgaljuk az ny atlagos kimend részecskeszémot ebben
a két hataresetben.

A linearis spektrum tartoméanya k < me, ugyanis ekkor:

2

— KL 2g9p) = e~k @:kc

2m m ’

ahol ¢ a hangsebesség a rendszerben. A P~K)(g) geometriai eloszlds paramétere a (3.7)

egyenlet alapjan:
2k 2k

= <1
/Mg po mc

qx ~
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3.3. abra. A kvencs utin k momentummal kirepiild atomok ny részecskeszamdnak stiriségfiigg-
vénye. A grafikonon nyx = n valésziniségét lathatjuk n fiigguényében a k < mec momentum-
tartomdnyban. A grafikonhoz haszndlt paraméter: 2k/me = 0.05.

Ebben az esetben tehat egy kis paraméterti, lassan lecseng6 slirliségfiiggvény adddik, melynek
teljes sulya sok Dirac-delta csics kozott oszlik meg.

Amig a 2nk/mc < 1 feltétel teljesiil, a P&~ (¢) filggvény 6(e —nk?/m) csticsdnak stlya,
azaz nix = n valészinlisége jé kozelitéssel:

PP (n) ~ qp(1 — ng,) = 2k (1 — 2nk) ,
me me
azaz a slrlségfiiggvény kezdeti lecsengése n-ben linedris (lasd 3.3 dbra), tovabbé az eloszlas
jellemzé szélessége ~ me/k. A latott lassi lecsengés megfelel a varakozdsnak, hiszen ebben
a hatéresetben egy k momentumu részecskéhez kis k?/2m kinetikus energia tartozik. gy
a kolcsonhatds szerepe jelentds, nagy sillyal kever a hullamfiiggvénybe magas betoltottségi
bozon allapotokat, emiatt nagy ny részecskeszamok is szamottevs valdszinliséggel fordulnak
el6.
Most ratériink a révid hulldimhosszt tartomény vizsgalatéra:

2

k
-— > 2gpo,
2m

azaz k > mc. Ekkor ei-ra a kévetkezd kozelitést hasznalhatjuk:
L dmgpy _ k? k? (mgpo)2

— 1 ~ M
2m + k2 2m +9p0 m k2

€k

Innen (3.7) alapjan:

2
mgpo
qkzl—( 12 ) = qp~ 1.

Az eloszlas §(s — nk?/m) csticsdnak stlya, és igy ny = n valészintisége most:

4 4n
p®)(n) ~ (1 — (?) ) (T) , ahol k> mec.
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3.4. dbra. A kvencs utan k momentummal kirepild atomok ny részecskeszamdnak striség-
fiigguénye. A grafikonon ny = n valdszintiségét lathatjuk n fiigguényében az (mc/k)* < 1
momentum-tartomdnyban. A grafikonhoz haszndlt paraméter: mc/k = 0.7.

Ebben az esetben gyorsan lecsengé siirliségfiiggvényhez jutunk, csaknem az eloszlas teljes
stulya az n = 0 Dirac-delta cstuicsra koncentralodik, ahogy a 3.4 abran lathato. Ekkor egy
+k momentumi részecskeparhoz nagy k?/m kinetikus energia tartozik, melyhez viszonyitva
a kolcsonhatas csak gyenge perturbacid, ezért ny eloszlasa keskeny.

A (3.9) és (3.4) egyenletek alapjan megvizsgalhatjuk az (ny) dtlagos kimené részecskeszam
k = |k|-fuggését. Egyszerii dtalakitasok utan a kovetkezét kapjuk:

1 2 2\ /2
) = 5 {(1 _ (2—|—U€/mc)2) ) _ 1] . (3.10)

Ez egy k szerint monoton csokkené fliggvény, mely k < mec momentumokra 1/k szerint di-
vergal, a k > mc hatdresetben pedig 1/k?* szerint cseng le (3.5 abra). A szdmoldst d = 3
dimenziéban végeztiik el, de tetszéleges d dimenziéra megismételhetjik, és a (3.10) egyenlet
érvényes marad. Mig d > 1 esetén a kirepiild bozonok szdma, (N) = [ d%k (ny) véges, d = 1
dimenziéban az integral divergens. Ennek az az oka, hogy 1 dimenziéban az atlagtér kozelités
hibés eredményre vezet. Valéjaban ekkor a (1 (x)1(0)) korrelaciés fiiggvény hatvanyfiiggvény
lecsengést mutat, és ennek megfeleléen asszimptotikusan (ng) ~ 1/k'=, ahol o > 0 egy kol-
csonhatasfiiggd exponens [15]. Pl. ahogy a bevezetésben lattuk, egy egydimenziés végteleniil
erésen kolesénhaté Tonks-Girardeau géazban (ny) kis k értékekre 1/k'/? hatvanyfiiggvény sze-
rint valtozik, azaz o = 1/2.

Az ny eloszlasat megadd dltaldnositott Gibbs-sokasag (3.8) egyenlettel definidlt Tk’aﬁ =
1/ By effektiv hdmérséklet-paraméterét szintén a 3.5 dbran lathatjuk k fiiggvényében. A k — 0
hataresetben:
Tet
k2/m’
igy k < mc esetén T,jﬂ ~ k. Mivel egy £k momentumi részecskeparhoz k?/m kinetikus

energia tartozik, a (3.11) egyenletet értelmezhetjiik ugy, hogy a +£k mddusra Tlsﬂ energia jut,

(ng) ~ (3.11)
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3.5. dbra. A kvencs utdn k momentummal kilépd részecskék szamdnak (ny) vdrhato értéke,
tovdbbd a k modushoz tartozo, a rendszert leird dltaldnositott Gibbs-sokasdg paramétereként
megjelend T,fﬁ effektiv hémérséklet k/mc fiigguényében.

ami val6ban az itt szereplé (ny) varhato értéket adja. Nagy k értékekre az effektiv hmérséklet
asszimptotikus viselkedése:
2
Teff ~ k
K logk’

A k momentummal T,fff is monoton né, de kvadratikusnéal lassabb titemben, igy az (ny) atlagos
részecskeszam k — oo-re nulldhoz tart.

3.2. Bose-rendszer harmonikus csapdaban

Val6di mérésekben a rendszert felépité atomokat valamilyen kiilsé potenciallal csapdazzak,
igy az el6z6 alfejezetben targyalt homogén kondenzadtum nem megfelels leirdas. Az alab-
biakban egy harmonikus potenciallal Gsszetartott Bose-rendszert tanulmanyozunk részlete-
sebben. Ahogy a bevezetében emlitettiik a kvencs utdn k momentummal kirepiild részecskék
nyx szamanak eloszlasara kapott eredmény kisérletileg is vizsgalhaté lehet.

Figyelembe vessziik, hogy egy valodi mérés soran a felbontas nem lehet tetszolegesen nagy,
igy a mért ny érték a k momentum koriili véges méretli impulzustartomanyba es6 momen-
tummal kilépd részecskék szama. Tekintsiik a kovetkezé Ak® térfogati momentumtérbeli
tartomanyt:

Vi=A{K: ki <k <ki+Ak,i=1,2,3}. (3.12)

A tovabbiakban ny a Vi-ba es6 impulzusi részecskék szaméat jeloli. Erre a kovetkezd egyen-
letet irhatjuk fel:

= [ a) (313)
Ny = e (277)3(1 a(k’), .

ahol
a(K) = / B e (x)
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a z/A)(x) téroperator Fourier-transzformaltja. A kiszamitandé T = 0 hémérséklethez tartozd
karakterisztikus fiiggvény: ‘
G(u) = (0[e""™|0), (3.14)

ahol |0) tovdbbra is a rendszer alapallapotat jelli.

Az aldbbiakban a téroperator (2.9) kifejtése alapjan kifejezziik a (3.14) karakterisztikus
figgvényt a kondenzétum vp(x) hullamfiiggvényének, illetve az Lgp matrix (us(x), vs(x))
sajatfiggvényeinek Fourier-transzforméltjaval. Ezutdn a o(x) fliggvényre az tn. Thomas-
Fermi kozelitést alkalmazva kozelité formulat adunk az Lgp operdtor sajatfiiggvényeire [19].
Ezeket az eredményeket felhaszndlva a (3.14) karakterisztikus fiiggvény kiszamithato.

A Fourier-transzforméltakra hasznaljuk a kovetkez6 jeloléseket:

k) = /dgzv e M xo(x),  s(k) = /d?’x e %y (x),  Bs(k) = /d3x e "X yy(x).

Ekkor a (2.9) egyenlet szerint:
() = Yo(l9)(1 = iQ) + w10 P + 3 |26 ()bs + 5 (—K)BE] . (3.15)

A g fuggvényt definiald (2.4) egyenletbdl lathatd, hogy a P operator egyutthatOJanak nagy-
sdgrendje 1/1/Np, ahol Ny >1a kondenzatum részecskeszama. Ezzel szemben a Q ot szorzd
tényez6 v/Np-lal ardnyos, a bs operatorokat tartalmazoé Gsszeg pedig a mdédusok nagy szama
miatt jarul hozzd jelent6sen az iy részecskeszdm momentumaihoz. A P[O) = 0 Osszefiiggés
alapjan megmutathatd, hogy a P operatort tartalmazo tag eltlinik az (ny) varhatd érték
kiszamitasa soran, és az is ellenOrizhetd, hogy a részecskeszam els6 néhany momentumahoz
P valéban kis jarulékot ad. Az elébbi érvelés szerint a 3]\/0150(k)16 tag a karakterisztikus
fliggvény kiszamitasanal elhanyagolhaté.

Lattuk, hogy Q a rendszer kollektiv fazisfluktudciot irja le [12]. Ez alapjin a (3.15)
egyenlet jobboldaldnak elsé tagja a 1o (k)e~*“ operator elsérendii sorfejtésébél keletkezett. A
tovabbi szdmoldsok soran ezt az exponencidlis alakot kell haszndlni, mivel az e=@ ~ 1 — z@
kozelitésben a szabad Q fazis divergens jarulékokat adna az 7y részecskeszam momentumai-
hoz.

A fentiek szerint a téroperator Fourier-transzformaltjara a kovetkezd formula irhato fel:

a(k) ~ do(k)e @+ 37 [5(k)bs + % (~K)Bf] -
A (3.13) egyenletbe behelyettesitve megkapjuk az 7y operatort:
e S0, e (0, 0+ (4)., (65410

+ 22 () @@+ (02) e @) b+ () e @+ () @) Bl] + 0w (3.16)

A (3.16) egyenletben szereplé egyiitthatokat az aldbbi formaban fejezhetjiik ki a o, s és Ug
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fiiggvényekkel:
(8.5 o s 540900 W)
(8,075 o o (oK) + 5510
(), =5 Lo, o 550
(), - ;/M (éi’ié T

A kapott eredmények egyszeriibb alakra hozasdhoz vezessiik be a kévetkezd jel6léseket:

B=({b): (0})"

a kelto- és eltiintet6 operatorokat tartalmazé oszlopvektor,

B §I(<l) 51(3) B X1(<1)
{k = (l((Q))T (flil))* , Xk = X1(<2)

a (3.17) egyenletben megadott paraméterekkel felirt matrix és oszlopvektor, tovibba

0 I 0 I
NY — 1 T —
> ( 7 0) , illetve 3% = (I O)

&-val megegyez6 dimenzidji matrixok, ahol I az egységmétrix és (Ey)jj, = —i {Ej,éj/].

Ezeket a (3.16) osszefiiggésbe behelyettesitve az fiy operatort az alabbi formédba irhatjuk:
= BT B + 26 IB + 279 ()T £°B + oy..

A (3.14) karakterisztikus fuggveny kiszamitdsdhoz az e™™ operdtort normalrendezett
alakra kell hozni. Mivel Q kommut4l B minden elemével, a szamolas soran skalarként kezel-
het8. Igazolhaté az aldbbi Osszefiiggés [16, 17]:

sinh(XV&u) 2
ST ) det Ty (u)

A T A .
- exp <Z (¢ + e 98\ ) (Tielw) — 1) & (9 + e‘ZQmel’iD

N A A A T N
- {exp (iuBTfka(u)B + 2iu (eZka + e—ZQZZ’X;;) Tk(u)B> } ,
N

UM — TUTK et (

ahol
sinh(XY&u)

SVE (cosh(ZY&u) — iX"SY sinh(ZV&u)) ',
ku

Ti(u) =
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{ }~ pedig a normélrendezést jeloli. Mivel a rendszer alapallapotara 35|0) = 0 teljesiil, a
T = 0 hémérséklethez tartozo karakterisztikus fliggvényben a normalrendezett exponencialis
fliggvény varhato értéke 1. Igy a kovetkezo egyenletet irhatjuk fel:

sinh(XY&u)
YY&u

exp (i | X (Tk(w) = D& X + (6 T2 (The(w) = N xe )
- (0] exp (iu [ (Tie(w) — DE e + 72 060" (Tie(w) — D& ) 10). (3.18)

‘ -1/2
G(u) = e det ( > det Ty (u)

A (3.18) formuldban mar csak a Q operator varhat6 értéke szerepel, minden mas tag skalar-
mennyiség. Kihasznédlhatjuk, hogy a @) szabad fazisra:

(0]e™Q|0) =0, Vjez\{0}.
Ez alapjdn a (3.18) karakterisztikus fuggvényre az alabbi eredmény adédik:

sinh(XY&u)
YY¥&u

exp (i [ (Tie(w) = DE S x5+ (640 TS (The(w) — D xe] )

Iy <2m\/ (W (Tie(w) = D& ) (060 TS (The(w) — I)g;@wﬁ;)) . (3.19)

. ~1/2
) =€« det ( ) det Tie (1)

ahol Iy a nulladrendi médositott Bessel-fiiggvény.
A (3.19) egyenlettel megadott karakterisztikus fliggvény minden informéaciot tartalmaz az
i részecskeszam eloszlasardl. A G(u)-ra kapott formuldt u szerint sorbafejtve megkapjuk az
eloszlds momentumait: ,
iU)] ~j
G ().

Hasonléan az In G(u) fiiggvény Taylor-sora a részecskeszam kumuldnsait adja meg:

J=0

o (i)
InG(u) = Z i Kj,
j=1
ahol k; a j-edik kumuldns. A kumuldnsok az eloszlds momentumaival is kifejezhetdk, speci-
alisan k1 a varhato értékkel, ko pedig a szérasnégyzettel egyezik meg.

A (3.19) éltalanos esetben érvényes formula levezetése utdn most visszatériink a har-
monikus csapdazott rendszerre vonatkozd szamitdsokhoz. Ahogy mér emlitettiik, a konden-
zatum hullamfiiggvényére a Thomas-Fermi kozelitést alkalmazva kozelité formulat adunk az
Lap Bogoljubov-operétor sajatfiiggvényeire. Ekkor a (3.17) és (3.19) egyenletek alapjén a
karakterisztikus fliggvény meghatarozhatoé.

Gombszimmetrikus harmonikus csapda esetén a csapdézéd potencial:

1
U(x) = §mw2x2, (3.20)

ahol az w korfrekvencia tipikus értéke ~ 500 Hz [18]. A Thomas-Fermi kozelités akkor
érvényes, ha teljesiil a kovetkezé feltétel [19]:

(=2 «1, (3.21)
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3.6. abra. A rendszer csapddzasdra haszndlt U/p dtskdldzott harmonikus potencidl, illetve a
kondenzdtum hulldmfigguényére Thomas-Fermi kozelitéssel kapott 1y fliggvény a 1o(0) maxi-
malis értékkel normdlva az |y| radidlis koordindta fiigguényében. A kiilsé harmonikus csapda,
illetve a pg = |1o|? stirtiségti kondenzdtummal valé kélesénhatds egyiitt alakitja ki az effektiv
potencidlt, amiben a részecskék mozognak.

azaz a p kémiai potencidl sokkal nagyobb az oszcillatornivok tavolsaganal, igy ezek az ener-
giaszintek kvéazi-kontinuumot alkotnak. Latni fogjuk, hogy ekkor a (2.5) Gross-Pitaevski
egyenletben a kinetikus energia tag elhanyagolhato, és a 1y hullamfiiggvényre alkalmazhaté
a lokélis stiriiség kozelités. Hasonléan az (us(x), vs(x)) sajatfiiggvényekre vonatkozé differen-
cidlegyenleteket is egyszeriisithetjiik majd.

Vezessiik be az aldbbi dimenzidtlan paramétereket:

il 121127”’ ——
CL)’ c — mw27 yl—lc7

ahol [. a kondenzatum tipikus kiterjedése. A Gross-Pitaevski egyenlet az 1j valtozokban a
kovetkezo alakba irhato:

Q)

Es

2
(_sz2+y2_1+9|1i0| >¢0:0_

A ¢ < 1 feltétel szerint a kinetikus energia jaruléka elhanyagolhaté, igy a kdvetkezd kozelitd

megoldast kapjuk:

Yoly) ~ §<1 —y2), lyl<1, (3.22)

az |y| < 1 tartomanyon kivil pedig ¥o(y) ~ 0. A 1y hullamfiiggvényre kapott (3.22) Thomas-
Fermi-kozelités és a (3.20) csapdazé potencidl a 3.6 dbran lathaté az |y| radidlis koordinéta
fliggvényében.

Az (us(x), vs(x)) fliggvényeket meghatdrozo sajatértékegyenlet helyett célszerti attérni az
fE(x) = us(x) £ vs(x) fiiggvényekre vonatkozé differencidlegyenletekre. A (3.21) feltételt
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kihasznélva ezekre kozelité megoldas adhaté [19]. Az aldbbiakban véazlatosan Gsszefoglaljuk
a szamolds fobb 1épéseit.
Dimenziétlan valtozokban:

2ECf = (—CQV? +y glwol2> fs

2E5Cf; = <—<2v2 +y2 _ 1 3g|;fO| >f+

A ¢ <« 1 feltétel miatt az fl-ra, illetve f;-ra adédé differencidlegyenletek bizonyos tagjai
elhanyagolhaték. A 1p-ra kapott (3.22) kozelitést is felhasznalva az alabbi eredmény adddik:

F1/2
y2> Wi(y).

fEy) = (1-

Itt CF és C; konstansok, a Wi(y) fiiggvény pedig a kévetkezd, |y| < 1 intervallumon érvényes
differencialegyenlet megoldasa:

(1-¥) v —QZyz

A CF egyiitthatok kozott a kovetkezd egyenlet teremt kapcsolatot:

W, 2F2W = 0. (3.23)

Z

= CESC;7

ennek ismeretében értékiik a (2.8) normalasi feltételbél meghatarozhato.

A Wi(y) fuggvényt kifejthetjitk az Y™ (6, ) gombfiiggvények szerint, igy a (3.23) dif-
ferencidlegyenlet megoldasait az n,m,l egész szamokkal indexelhetjik. Az (y = |y|,,¢)
polarkoordinatdkban felirva a megfeleléen normalt fnlm fliggvények és a hozzajuk tartozd
sajatértékek [19]:

En = V2n2+2nl+3n+1,

/2
dn 42043\ V2 (1 -2\ T .
L (y,0,9) = (> Y y' PUTH/20(1 — 291 Y™ (0, ), (3.24)

nlm lg, Enlg

ahol P7(Ll+1/ 2,0) () n-edfoku Jacobi-polinom, és a megolddsok az y < 1 tartomanyon érvénye-
sek.

Szemléltetésként a 3.7 dbra mutatja az fnlm fiiggvények f l(\y\ ) radidlis részét az n =
12, | = 2 specialis esetben. Ahogy a (3.24) egyenletbdl is ldthatd, az f(|y]) fuggveny a
kondenzatum szélén, |y| = 1-nél divergens. Ebben a tartomanyban a (3.22) Thomas-Fermi-
kozelités mar nem irja le megfelel6en a kondenzdtum stirtiségprofiljat (a ¥y (y) hullamfiiggvény
nem tlinhet el olyan élesen a csapda szélén, mint ahogy azt a 3.6 abran lathatjuk), a W(y)-ra
felirt (3.23) kozelité differencidlegyenlet is érvényét veszti.

A karakterisztikus fuggvenyre kapott (3.19) egyenlet alkalmazasdhoz sziikség van a g
hullamfiggvény és az fnlm fliggvények Fourier-transzformaltjanak kiszamitasara. Az alabbi-
akban az ehhez sziikséges formuldkat irjuk fel.
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lyl |yl

3.7. dbra. A (3.23) differencidlegyenlet alapjan kapott, n = 12, | = 2 értékekkel és tetszdleges
-1l < m <1 egész szdmmal indezelt f1+2,2,m(3’) €s froo.m(y) figgvények ff572(|y|), illetve
f1a2(lyl) radidlis része az |y| poldrkoordindta fiiggvényében. A Climm normdldsi tényezbket
a (3.24) egyenletben szerepld érték helyett 1-nek vdlasztottuk.

Az (y = |x|/lc, 0, p) polarkoordindtakra attérve, a K = |k|l. jelolést bevezetve a (3.22)
lokélis stirtiség kozelitésbdl a kovetkezo eredmény adddik a kondenzatum hullamfiiggvényének
1o Fourier-transzformaltjara:

1 T
) k) = /d3x e_ikx X) = Qﬂ\/ﬁlg/ d 2/ d6 sin ee—iKycose 1 — g2
77Z)0( ) ’(ﬁo( ) p ; Yy ; m

i Jz(K)‘

_ o253
= 27l 7 K

(3.25)

Itt Jo(x) a masodik Bessel-fiiggvény és a (3.22) egyenlet szerint \/u/g = 1/p(0), ahol p(0) a
kondenzatum stirlisége a csapda kozepén.

Az im fliggvények Fourier-transzformélasahoz felhasznaljuk a kovetkezd azonossagot:

e—iKycosG _ Zil (2l + 1)]l(Ky) PZ(COSQ),
=0

ahol j;(x) gombi Bessel-fiiggvény, P;(z) pedig Legendre-polinom. A (3.24) egyenlettel megadott
megoldés az y = |x|/l < 1 intervallum érvényes, igy poldrkoordinatakban felirva az aldbbi
integralast kell elvégezni:

oo T 2 1
S [dosing [ do Pulcos )Y (0,) [ dyyin ()1 =y T PR - 22)
I'=0
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Az integrél szogfiiggd részét konnyen kiszamithatjuk:

2T
/ d@sm@/ dy Py(cos0)Y™(0, ) =

= 2718 00| ——— 2 + 1 Z / df sin 0 Py (cos ) Py(cos ) =
20+1 2 47
= 2momo\| =4 21+1_5m’°\/ A+ 1

ahol felhasznéltuk az Y,°(0, p) = /(20 + 1) /4w P(cos 0) sszefiiggést és a Legendre- pohnomok
ortogonalitasat. A (3.24) egyenletben szerepl6 normélasi tényezot is figyelembe véve az fn m
fliggvények Fourier-transzformaltja:

Fim) =12 [ dye 19 g y) =

1
S0 ! \/4ﬂl§(2l +1)(4n+ 20+ 3) (EyC)*? /0 dyy"2(1 — y?)T2pI1200(1 — 242) 51 (Ky).
(3.26)

Az ebben megjelen6 radidlis integral konvergens, adott n és [ értékekre elvégezhetd.
A (3.26) egyenlet alapjan az Lgp operator sajatfiiggvényeinek Fourier-transzformaltja is
felirhato:

tnio(K) = f0&) + Fo®),  Tuok) = fiok) = fr0K).

A (3.17) és (3.19) egyenletekbe behelyettesitve a (3.25) és (3.26) eredményeket, meghatéroz-
hatjuk az 7y részecskeszam karakterisztikus fliggvényét.

A (3.17) és (3.19) Osszefiiggésekkel altaldnos formulat adtunk a k médushoz tartozd fiy
részecskeszam karakterisztikus fliggvényére. Ezzel a teljes eloszlas meghatarozasat az Lop
Bogoljubov-operator sajatértékegyenletének megoldasara vezettiik vissza.



4. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatban egy harom dimenzids kdlcsénhaté Bose-rendszer viselkedését tanulmanyoztuk
a csapdéazé potencial kikapcsolasa utan. A kiilonb6z6 k momentummal kilépd részecskék ny
szamanak varhaté értéke, illetve a kozottiik fellépd korrelaciok kisérletileg is vizsgdlhatod, a
rendszer kezdeti allapotara jellemz6 mennyiségek, melyek fazisatalakulasok detektalasara is
felhasznalhatok [1, 2, 3]. Az el6z6 fejezetekben az {ny} részecskeszamok teljes eloszlasfiigg-
vényét vizsgaltuk meg két specidlis esetben: egy homogén, csapdazé potencial nélkiili, illetve
egy harmonikus potenciallal 6sszetartott rendszerre.

Megmutattuk, hogy homogén rendszerben, alapallapotbdl inditott kvencsre k/ # +k
esetén az my és ny részecskeszamok fliggetlen valdszintiségi valtozok, ny és n_y kozott vi-
szont teljes a korrelacid, azaz <(nk —n_y) > =0Vy € Z\ {0}-ra. Eredményiink szerint az
ny részecskeszamok kozotti Osszes korreldcié leirhatd egy B moédustodl fiiggd effektiv inverz
homérsékletli sirtiségmatrixszal. A kirepiil6 részecskék eloszlasa ebben az esetben tehat egy
altalanositott Gibbs-sokasiggal adhaté meg. Megvizsgaltuk az (ny) varhaté érték és a [y
effektiv inverz hémérséklet k = |k|-fiiggését. Mésok eredményeivel 6sszhangban azt kaptuk,
hogy (ny) kis k értékekre 1/k-val ardnyos, révid hullimhosszakra pedig 1/k* szerint cseng le.
A pj paraméter asszimptotikus viselkedése kis hullimszamok esetén (i ~ 1/k, nagy k-ra a
pedig By ~ log k/k>.

Ezutén ratértink a harmonikusan csapddzott rendszer vizsgalatara. Altaldnos, tetszéleges
csapdazoé potencial esetén érvényes formulat vezettiink le egy adott Vi, momentumtartomanyba
es6 ny részecskeszam G(u) karakterisztikus fliggvényére, igy 7y teljes eloszlasdnak meghataro-
zésdhoz csak az Lgp Bogoljubov-operator sajatértékegyenletének megoldasira van szikség.
A tovabbi szamitdsokat gémbszimmetrikus harmonikus potencidllal csapdazott bozonokra
végeztik el. Feltételeztiik, hogy a rendszer paraméterei a Thomas-Fermi tartoményba es-
nek. Ilyenkor a kondenzatum striiségprofiljara alkalmazhat6 a lokalis stirliség kozelités, és a
Bogoljubov-operétor sajatfiiggvényeire kozelité megoldéas adhaté [19]. Ezeket az eredményeket
felhasznalva az ny részecskeszam karakterisztikus fiiggvénye a G(u)-ra felirt &ltaldnos for-
mulabol meghatarozhato.

A tovabbi célok kozé tartozik a harmonikusan csapdizott rendszerre levezetett karakte-
risztikus fiiggvény numerikus vizsgélata. Erdekes kérdés, hogy a csapdazé potencidl okoz-e
a homogén esethez képest tovabbi termalizaciét a kiillonb6z6 k médusok kozott, illetve hogy
a homogén rendszerben az ny és n_y részecskeszamok kozott fenndllé erds korrelacié har-
monikus bezard potencidl mellett is fennmarad-e. Azt varjuk, hogy az eltolasi invariancia
sériilése miatt a k és —k momentummal kilép6 részecskék szama ekkor nem fog megegyezni,

24
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de a két mdédus tovabbra is erdsen korreldlt marad. FEzenfelil az itt végzett szamolasokhoz
teljesen hasonléan alacsonyabb dimenziés Bose-rendszerek is tanulméanyozhaték. Ilyen rend-
szereket kisérletileg erésen anizotrép csapddzé potencidllal lehet 1étrehozni. Erdekességiik,
hogy az erés fazisfluktudciok kovetkeztében a koherenciahossz alacsony hémérsékleten is véges
marad, un. kvazi-kondenzatum alakul ki. A dolgozatban alkalmazott moédszerekkel a csapda
kikapcsoladsa utan kirepiilé részecskék eloszlédsa kvazi-kétdimenziés rendszerekben is tanul-
manyozhato.



Koszonetnyilvanitas

Ez tton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Zarand Gergelynek munkam irdnyi-
tasaért, a kérdéseimre adott alapos vélaszaiért és a dolgozattal kapcsolatos észrevételeiért,
tovabba BSc témavezetémnek, Déra Balazsnak a konzultdcidkért és a szakirodalom felku-
tatdsaban nyujtott segitségéért.
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