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Absztrakt

Az AdS;/CFTy megfeleltetés kapcsolatot teremt a 2+1 dimenzids aszimp-
totikusan anti-de Sitter terek geodetikusai, valamint a tér kétdimenzios ha-
taran 1évo konform térelméletek megfeleld tartomanyainak kvantum informa-
cidelméleti mennyiségei kozott. Dolgozatomban ezen megfeleltetés egy speci-
alis esetét vizsgalom. A makroszképikus BTZ fekete lyukak triangulaciéinak
szerkezetébol kiindulva megmutatom, hogy a magas hémérsékletéo CF'T tarto-
manyainak 6sszefonodottsagi entropiai tgynevezett C,, tipusu klaszter algeb-
rakkal, kolesonos feltételes informéacioi pedig Zamolodchikov Y-rendszerekkel
allnak kapcsolatban. Kordbbi eredményeinkkel egyiitt igy mar nem csak a
vakuum, hanem a magas hémérsékletiit CFT 6sszefondédottsdganak is algebrai

leirdst adtunk.



Tartalomjegyzék

1. Bevezet6 5
2. A BTZ fekete lyuk 8
3. A BTZ fekete lyuk geodetikusai 12
4. Osszefonédottsagi mennyiségek 18
5. BTZ triangulaciéinak klaszter algebrai leirasa 24
5.1. Kicserélési graf . . . . . . ..o 24
5.2. Klaszter algebra . . . . . . . ... 26

6. A kinematikus tér és az Y-rendszerek 34
7. Osszefoglalas 43
Fiiggelék 45
A. Lambda-hossz . . . . . . . ... 45

B. Pontozott feliiletek és triangulaciok . . . . .. ... .. 0oL 47
B.1.  Sokszog kicserélési grafja . . . . . ... 49

B.2.  Lyukas sokszog kicserélési grafja . . . . . . .. .00 49

C. Klaszter algebrdk . . . . . . . ..o 51
C.1. A, klaszter algebra . . . . . . .. ... oL 54

C.2. (), Klaszter algebra . . . . . .. .. ... ... L. 56

Irodalomjegyzék 59



1. fejezet

Bevezeto

A modern fizika egyik alapveté kérdése, hogy a gravitiacié elméletének klasszikus fizi-
kai leirasa hogyan hozhato kapcsolatba a kvantummechanika jelenségeivel. Ezt a kér-
dést igyekszik magvélaszolni az tgynevezett AdS/CFT megfeleltetés, amely kapcsolatot
teremt a kvantumos dsszefonddottsig és a gravitacié jelenségei kozott. Altaldnos eset-
ben az AdS/CFT megfeleltetés szerint Osszefiiggés van az aszimptotikusan anti-de Sit-
ter terek minimalis feliiletei, valamint a tér eggyel alacsonyabb dimenziés hataran lévo
konform térelméletek megfelel$ tartomanyainak kvantum informéciéelméleti mennyiségei
kozott. A CFT vakuum gerjesztései a dualis elméletben kiillonb6z6, AdS jellegli geometri-
akat eredményezhetnek. Ilyenek példaul az igynevezett makroszképikus BTZ (Banados-
Teitelboim-Zanelli) fekete lyukak [1], amelyek az AdS tér faktorizacidjanak segitségével
allithatok el6. Dolgozatom f6 témaéaja a statikus, makroszkopikus, nem forgd BTZ fekete

lyuk geometria és a dualis, magas homérsékletii CFT.

A kvantum informéciéelmélet egyik alapvetd Osszefiiggése az tigynevezett erds szub-
additivitas, amely egy kvantumrendszer részrendszereinek 6sszefonddottsagi entropidira
szolgaltat megkotéseket. Az erGs szubadditivitas szerkezete miatt a CF'T Osszefonddott-
sagi mennyiségei tobb részrendszerre vald particionalasa esetén a dudlis gravitacios térben
godetikus sokszogek triangulacioin keresztiil vizsgalhatok. Témavezetémmel korabban a
tiszta AdS tér triangulaci6ibél kiindulva megmutattuk [2], hogy a dudlis CFT vakuum
tartoményainak entrépiai tgynevezett A, tipust klaszter algebrékat alkotnak [3, 4, 5].
Arra is ramutattunk, hogy a tobb részrendszerre vonatkozo kolcsonos feltételes infor-
maciok az integralhaté rendszerek elméletébdl ismert [6, 7, 8] Y-rendszereket alkotnak

[9]. Dolgozatomban a CFT vakuumbél kilépve megmutatom, hogy a makroszképikus




1. FEJEZET. BEVEZETO

BTZ fekete lyukakkal dudlis magas hémérsékletii CFT tartomanyok Osszefonodottsagi

mennyiségei szintén klaszter algebrakat hataroznak meg.

Dolgozatom méasodik fejezetében bemutatom az anti-de Sitter geometriat és ismerte-
tem, hogy a faktorizacidjaval hogyan lehet eldallitani a 2+1 dimenziés BTZ fekete lyukat.

A statikus, nem forgd, makrészképikus esetre szoritkozva megmutatom, hogy a geometria

« /s

dellbe.

A harmadik fejezetben bemutatom a BTZ fekete lyuk minimalis {veit, mas néven
geodetikusait. Elmagyarazom, hogy ezek a gorbék hogyan jelennek meg a kérmodellen.
Végiil bevezetem az tgynevezett lambda-hossz fogalmat, amely a geodetikusok regulari-

zalt hosszaval all kapcsolatban.

A dolgozat negyedik fejezetében Osszefoglalom az Osszetett kvantumrendszerekre vo-
natkozé alapvetd fogalmakat és relaciokat, gy mint az osszefonddottsagi entropiat és a
kolesonos feltételes informéciot. Ezutan ismertetem az AdS/CFT megfelelést és annak
legfontosabb eredményét, a Ryu-Takayanagi formulat [10, 11, 12], amely osszekapcsol-
ja az AdS tér geodetikusainak hosszat és a tér hataran értelmezett konform térelmélet
részrendszereinek Osszefonddottsagi entropidit. Végiil kifejtem, hogy az 6sszefonddottsagi

mennyiségek hogyan szarmaztathaték a kérmodell segitségével.

Az 6todik fejezetben ratérek a dolgozat f6 eredményeire. Ismertetem a BTZ fekete
lyuk triangulacidit és bemutatom, hogy ezek egy zart strukturat alkotnak. Kideriil, hogy
a triangulaciok kapcsolatai egy ugynevezett ciklohedront hatdroznak meg [14, 15, 16].
A ciklohedronok absztrakt matematikai struktirakkal, agynevezett klaszter algebrakkal
allnak kapcsolatban. A fejezet végén a tiszta AdS térre kapott eredményeken keresztiil
megmutatom, hogy a BTZ fekete lyukak lambda-hosszai, igy a hatar 6sszefonddottsagi
entropiai egy C, klaszter algebrat [3, 4, 5] alkotnak. Végiil egy altalanos formulat adok

a CF'T osszefonddottsagi mennyiségeire vakuum és magas homérséklet esetén.

Az utolso fejezetben bevezetem a geodetikusok terét, az igynevezett kinematikus teret
[19, 26]. Ezen a téren egy tetszéleges kormodell beli sokszog tartomanyokat hataroz meg.
Ezen tartomanyok teriileteire levezetek egy relaciot, amely az integralhaté rendszerek
elméletébél [6, 7, 8] ismert Zamolodchikov Y-rendszerekkel [9] 41l kapcsolatban. Ez a Ryu-
Takayanagi 0sszefiiggésen keresztiil a kolesonos feltételes informaciokra is osszefiiggést ad.
A koérmodell faktorizaciéjabél kiindulva végiil megmutatom, hogy BTZ fekete lyuk esetén

ez az Osszefiiggés hogyan modosul.




Munkam egy éppen referalas alatt allo, témavezetommel kézos munkank alapjan ké-
szilt cikk alapjan készilt [13] néhany részletesebb magyardzattal és kiegészitéssel. A
fizikailag relevans és a téma szempontjabol elengedhetetlen részeket a 2.-5. fejezetek
tartalmazzak. FEzek teljes egészében a megirt a cikkre tamaszkodnak. A fliggelékben
azonban fontos hangsulyt fektettem a felhasznalt matematikai strukturak, tigy mint a
lambda-hosszak, pontozott Riemann-feliiletek és klaszter algebrak részletes ismertetésé-
re. Fzek megértése a végeredmény szempontjabol nem lényeges, a f6 szdveghen ezek
egyszerusitett modelljeit haszndlom. Azonban a pontos matematikai hattér megértése

szempontjabdl elengedhetetlenek.




2. fejezet

A BTZ fekete lyuk

Az AdS/CFT megfelelés tisztan geometriai oldaldt az tgynevezett anti-de Sitter tér
szolgdltatja. Az AdSs tér a stk R*»? tér azon pontjainak halmaza, amelyekre teljesiil a

kovetkezo geometriai kényszer:

~U? - VP4 X?+Y?=-R? (1)

Ahol R az tgynevezett AdS sugdr. A metrika R?2-n az aldbbi {velem négyzetet adja:

ds®* = —dU? — dV? + dX? + dY? (2)

Az AdS tér koordinatéit egy 2 x 2-es matrixba rendezhetjik a kovetkezo képpen:

X:1< U+X V+Y) .
R\ -V+Y U-X

Ahol det(X) = 1, vagyis X € SL(2,R). Ekkor a tér izometridit az SL(2,R) x SL(2,R)/Z

csoport elemei adjak, ahol a csoport hatas egy matrix szorzas jobbrol és balrél a kovetkezo

képpen: X — prXpg, ahol pr,pr € SL(2,R) és (pL,pr) ~ (—pL.PR)-

Kilonboz6 (pr,pr) parok megvélasztasaval eléallithatok kilonbozé AdS/ ((pr, pr))
hanyados terek [30, 32, 31], ahol ((pr, pr)) az SL(2,R) x SL(2,R)/Zs csoport (pr,pr) altal
generalt diszkrét részesoportja. Dolgozatomban ezeknek egy specidlis esetével foglalkozok,
az ugynevezett BTZ (Banados, Teitelboim, Zanelli) fekete lyukakkal [1]. Ezek az Einstein-
egyenletek 2 + 1 dimenziés megoldasait szolgaltatjak negativ kozmoldgikus konstanssal.

A fekete lyuk elnevezés abbdl ered, hogy ezek a geometridk a jol ismert 3 + 1 dimenzids



fekete lyukakhoz hasonld tulajdonsagokkal rendelkeznek, példaul rendelheté hozzajuk

tomeg illetve perdiilet, valamint forgd esetben két eseményhorizontjuk van.

A kovetkezékben a nulla impulzusmomentumi esetre szoritkozok. Ekkor az AdS/ ((pr, pr))

faktorizaciéhoz hasznélt SL(2,R) elemek a kévetkezé alaktak:

errr+/R 0
P =PL = PR = ( 0 —rre/R ) (4)

(&

Megmutathato, hogy ekkor a BTZ geometriat az tgynevezett Schwarzschild koordi-

natak segitségével irhatjuk le:

%r cosh (%gp)
(rﬁrf — R2sinh (%7)
S| VA 5)
T sinh (fcp)

\/ <%r>2 — R2cosh (%7‘)

Ahol 7 id6szerti, r radidlis, ¢ pedig hiperbolikus polar koordinataként foghatd fel. A
faktorizaciobdl adoddan ¢ ~ ¢ + 27, vagyis —m < ¢ < 7 [30, 32, 31, 33]. A (2) metrikat

<~ < < q

atirva kapjuk:

dr? + r2dy? (6)

ds® = — (7"2 - ri) dr? + R
-3

Lathato, hogy az ivelemnégyzet r = r esetén divergens, amely az esemény horizontnak
felel meg. A fekete lyuk M tomege kozvetleniil kifejezheté az R AdS hossz és r, segitsé-
gével a kovetkezé médon: M = 3 /R?, ha a 8G = 1 mértékegységrendszert hasznaljuk
[1]. Dolgozatomban az tigynevezett makroszkopikus esettel foglalkozom, amely az M > 1

A késébbiekben a BTZ geometria hataraval részletesen foglalkozok, amelyet az r — oo
hatarérték definial és 0BT Z-vel jel6lok.

Vezessiik most be a kovetkezo p radialis, © iddszerti és ¢t hiperbolikus polar koordina-
takat:

r r4 cosh p

- i
T | = . S (7)
v it

Ekkor az (5) metrika a kévetkez6 alakot 6lti:




2. FEJEZET. A BTZ FEKETE LYUK

BTZ

1. abra. A statikus BTZ fekete lyuk a kormodell egy diszkrét részcsoport
altal valo lefaktorizaci6jabol kaphaté meg. Szemléletesen ez azt jelen-
ti, hogy két, egymast nem metsz8 geodetikus (z6ld) kozotti tartoményt
kivagunk és a tartomany két szélét azonositjuk. Ekkor a fekete lyuk hori-
zontjat a két geodetikus kozotti legrovidebb hiperbolikus szakasz (piros)

hatarozza meg.

ds* = R* (cosh® pdt” + dp® — sinh® pd©?) (8)

Vegytik észre, hogy a metrika ebben a formaban fiiggetlen r,-tél, azonban t (és ©) ko-
ordindta tartomanya fiigg téle, vagyis —Fn <t < +%7. Az M > 1 makroszkopikus
esetben ez azt jelenti, hogy —oo < t < 0o. A dolgozat tovabbi részében a statikus 7 = 0

(igy V =0 és ©=0) esetet vizsgalom. Ekkor a metrika a kovetkez6 alakra egyszertisodik:

ds* = R (cosh2 pdt? + dp2) 9)

« sz

geometriabdl ismert D Poincaré kérmodellt hasznaljuk. Tekintsiik a kovetkez6 koordinata
transzformaciot:
X +1iY . 9
z = =x+iy=|zle" €D 10
e —atiy= (10)
Amely a tiszta, statikus AdS teret a |z| < 1 komplex egységkorre képezi le, amelyen a

tavolsagnégyzet:

4R?

ds? = —_—
(1 —2a2—y?)

(da? + dy?) (11)

10



\
N X

+00

t

2. abra. A (7)-ban bevezetett koordinatak koordinatavonalai a kérmodell
fels6 felén statikus esetben. A zold vonalak a ¢t = const., a piros vonalak
pedig a p = const. gorbéket jelzik. A fekete lyuk horizontjat a p = 0
egyenes adja. Mivel esetiinkben M > 1, ezért a t = +o00 (azaz x = £1)

pontok azonositva vannak.

A kormodell 0D hatdra a z? = 2 + y*> = 1 komplex egységkor. Az (4) elememmel val6
AdS/ {(p,p)) faktorizécié a kormodellen szemléltesen azt jelenti, hogy az egységkorbél
két, az y = 0 tengelyre merdleges, nem metsz6 geodetikus altal meghatarozott tarto-
manyt kivigunk, majd a két geodetikus minden pontjat megfeleltetjik egymasnak (1.
abra). Ekkor a fekete lyuk horizontja az y = 0 szakasz kivagott tartomanyon beliili ré-
sze, az altalunk vizsgalt geometria pedig a tartomany y > 0 része. A specidlis M > 1
makroszkopikus esetben a faktorizacidhoz hasznélt két geodetikus az x = +1 pontokba
zsugorodik, vagyis a makroszképikus BTZ fekete lyuk kormodell reprezentacioja a pozi-
tiv komplex félkor [17], ahol ¥ = 0 ~ 9 = w. A t hiperbolikus polar koordinata és a

komplex argumentum kozott az atvaltast a kovetkez6 Osszefliggés adja meg:

el = cotg (12)

A 2. 4bran abrazoltam a kormodell felsé felét rajta a (7)-ben bevezetett koordinatak

koordinatavonalaival.

11



3. fejezet

A BTZ fekete lyuk geodetikusai

A kovetkezokben a BTZ geometria geodetikusait ismertetem kiilonbozé reprezentaciok-
ban. Geodetikusnak nevezziik az erOmentes mozgas tetszoleges geometriara valé altala-
nositasat. A goedetikusok egyenletét a geometriat jellemzé ivelemnégyzet ismeretében az
Euler-Lagrange egyenletek segitségével hatarozhatjuk meg. BTZ fekete lyukak esetében
a (2) metrikdbdl kiindulva megmutathatd, hogy a geodetikusok egyenlete (5) koordiné-
takban:

cosh v M #t%a
cosh? VM ESE — cosh? (\/Mgi _ \/]\/[sob;r;wa)

7(; a ) = 7"+¢ (13)

Ahol ¢, és pp, a geodetikus a,b € 0BT Z végpontjait jellemzo6 koordinatak és o, < @ < @p.

Az egyenlet altal meghatérozott geodetikusokat a ¢, — @, nyilasszogiik alapjan csopor-
tosithatjuk. A kovetkezOkben azokra az esetekre szoritkozunk, amelyekre teljesiil, hogy
©p— pa < 27 (az ennél nagyobb nyilasszogi geodetikusok 6nmagukat metszve megkeriilik
a feketelyuk horizontjat). Amennyiben ¢, — ¢, = 27, akkor a geodetikus egyszer meg-
keriili a horizontot és két végpontja egybeesik. Ezt a késobbiekben huroknak nevezem.
Mivel ¢ ~ ¢ + 27, ezért ha ¢, — ¢, < 2w, akkor a két pont kozott két kiilonbozd geo-
detikus huzhato: egy amelyik a horizont egyik oldaldan a pontbdol megy b pontba, masik
pedig amelyik a horizont masik oldalan b-bontbdl megy a ¢, + 27 ~ ¢, koordinataval

jellemzett a pontba (3. (a) abra).

Hogyan reprezentédlhatok a BTZ geometria geodetikusai a kdrmodellen? Egy altalé-
nos kormodell beli geodetikust a (11) ivelemnégyzettel ellatott komplex egységkoron a

kovetkezo egyenlet irja le [18]:

12



oD

Q¢
Q4
8

(b)

3. abra. A BTZ geometria geodetikusai BTZ (a), és kérmodell repre-
zentacioban (b). Mind a két esetben a piros és a zold gorbék az a és
b pontokat kotik oOssze, de a horizontot kiillonbozé iranyokbdl keriilik
meg. A kék gorbék jelolik azt a hurok geodetikust, amelyik az a pont-
ban kezdodik és ugyanott végzodik. A koérmodellen ez az a és a ~ a
kozott halado atmérs. A BTZ hataran 1évé két pont a geodetikusok-
kal egyiitt egy BTZ N = 2-szoget alkot. (¢) A BTZ kétszog kormodell
beli 2N = 4-sz6g megfeleléje. Az (a) és (c¢) dbrén jeloltem az egyes

geodetikusok lambda-hosszat a kiillonb6z6 reprezentaciokban.

(-5 -2

Ahol By, By és M paraméterek és B + B2 — M? = 1. Ezek a gorbék olyan korivek
(vagy specidlis esetben egyenesek), amelyek végpontjai a kormodell 0D hatéréan vannak és
merolegesek arra. Egy tetszoleges geodetikust tehat megadhatunk akar két paraméterrel
is, példdul a e, e € 9D végpontjait jellemzd u és v komplex argumentumokkal. Egy

hasznos paraméter valasztas tovabba a kovetkezo:

0=w+u)/2, a=(v—u)/2 (15)

Ahol 0 a geodetikus koriv kozéppontjanak z-tengelytél mért kozépponti szoge, o pedig a
koriv félnyilasszoge (4. dbra). A By, By és M paraméterek a kovetkez6 képpen fejezhetok
ki 0 és « segitségével [19]:

cos 6 sin @ cos &

Bl - BQ - M == (16)

sin o sin o sin o

13



3. FEJEZET. A BTZ FEKETE LYUK GEODETIKUSAI

D) Yy

u

oD

4. dbra. A kormodell geodetikusai (piros) olyan korivek a komplex sikon,
amelyek merodlegesek 0D-re. Egy geodetikust jellemezhetiink a végpont-
jait jellemzé (u,v) komplex argumentumokkal, vagy a (6,«) kozépponti

szogével és félnyilas szogével.

Tekintstink most egy D-beli geodetikust, amelynek kezdo- és végpontja a,b € OD.
Ekkor megmutathatd, hogy a geodetikus regularizalt hossza [10, 19]:

¢(ab) = 2R1og (e sin «) (17)

Ahol a regulariziciét gy vélasztottam meg, hogy 22 + 3> < tanh® py/2, feltéve, hogy

e” > 1. Definidljuk ekkor a kévetkezé mennyiséget:

Aab) = e @)/2R — erogin o (18)

Erre a mennyiségre a tovabbiakban lambda-hosszként hivatkozok, ugyanis R = 1 esetén
ez a Penner altal bevezetett lambda-hosszal egyezik meg, ha a geodetikusokat mind a két
végpontjan ugyanakkora horociklusokkal regularizaljuk [20, 21, 22] (14sd Fiiggelék A).
Ahogy az el6z6 fejezetben részleteztem, a magas hémérsékletit BTZ fekete lyuk Poin-
caré kormodell reprezentacidja a komplex felso félkor, ahol a félkor két csticsa azonositva
van (9 = 0 ~ 9 = 7). A fekete lyuk geodetikusait reprezentalhatjuk az ezen félkérben
talalhato, (14) altal megadott korivekkel (vagy egyenesekkel). Jeloljink meg specidlisan
két a,b pontot 0BT Z-n gy, hogy p, = —m és —m < ¢, < 7 tetszOleges. Ekkor a kor-
modellen a megfelel6 a,b € D pontokra ¥, = 0és 0 < ¥, < w. Mivel 9 =0~ =7

ezért a ¥ = m pontban megjelolhetjiikk az a € D pontot, amelyre a ~ a, vagyis ugyan

14



azt a O0BZT pontot jeloli. Ekkor a BTZ geometria a-bol a-ba mend hurok geodetikusa a
kormodellen az a-bdl a-ba mend egyenes szakasz. Az a,b € 0BT Z pontok kozott meno
két geodetikus pedig az a € ID-bdl b € OD-be, illetve a b € ID-bdl a € ID-ba mend
korivek (3. (b) abra).

Vizsgéaljuk meg most az imént bemutatott geodetikusokat a lambda-hosszak nyelvén.
A BTZ fekete lyuk hurok geodetikusainak a kormodell reprezentéciéban o = 7/2 félnyilas
szog felel meg (ugyanis ezek egyenesek), igy:

Aaa) = e sing (19)
Vegyiik észre, hogy ez a lehetd leghosszabb geodetikus. Tekintsiik most az a-bdl b-be
mend geodetikust. Mivel specidlisan 1, = 0, ezért o = /2, vagyis:

A(ab) = e sinzb (20)

Végil pedig a b-b6l a ~ a, ¥; = m pontba mené geodetikus (amely BTZ reprezentéciéban

b-b6l megy a-ba) lambda-hossza:

A(ba) = e’ sin (W _21%) = e coszb (21)

Vegyiik észre, hogy a lambda-hossz fiiggetlen a geodetikus 6 kozépponti szogétol.
Ennek oka, hogy a (11) metrika invaridns a z — ze”? transzforméaciéra, vagyis az origd
kortili forgatdsokra. Ezért tetszoleges két, azonos a nyilasszoggel rendelkezo geodetikus
hossza megegyezik. Ennek koszonhetéen altalanosithatjuk eredményeinket tetszéleges v,
kezd6ponttal rendelkez6 geodetikusokra [24]. A tovabbiakban barmely két a,b € 0BT Z
pontnak a kérmodellen mindig négy a,b,a,b € D pontot feleltetiink meg gy, hogy vz =

Py +més =1+, valamint @ ~ a és b ~ b.

Ezen a ponton, hogy megkiilonboztessiik a BTZ és a kormodell hataran talalhato,
egymasnak megfelel6 intervallumokat, érdemes bevezetni egy 1j jelolést. Amennyiben
egy 0BT Z intervallumrdl van sz6, akkor azt szogletes zaréjellel, ha pedig egy 0D inter-
vallumrdél van sz, akkor azt kerek zardjellel jelolom. Tegyitik fel példaul, hogy van két
a,b € 0BT Z pontunk. Ekkor 6k két kiillonbozé intervallumot jelolnek ki a BTZ hataran:
[ab], [ba]. A két pontnak megfelel négy a,b,a,b € OD pont. Ezek a kormodell hatéran a
kévetkezd intervallumokat jelolik ki: (ab), (ab), (ba), (ba), (aa), (a), (bb) és (bb). Ekkor

a pontoknak megfelel6en minden, egymashoz képest kozéppontosan titkrozott O inter-

15



3. FEJEZET. A BTZ FEKETE LYUK GEODETIKUSAI

vallum péarhoz megfeleltethetiink egy 0BT Z intervallumot a kovetkezé képpen (3. (c)

abra):

oD O (ab),(ab) ~ [ab] C IBTZ (22a)
oD D (ba),(ab) ~ [ba] C IBTZ (22D)
dD D (aa),(aa) ~ [0BT Z] (22c¢)
oD D (bb),(bb) ~ [0BTZ] (22d)

Ahol [0BTZ] a BTZ fekete lyuk teljes hatarat jelli.

Mivel a D-beli metrika invarians a forgatasokra, ezért példaul az a,b € 0D pontok,
valamint az a,b € 9D pontok kézott mend geodetikusoknak azonos a lambda-hossza. Mi-
vel a,a és b,b azonos pontokat reprezentdlnak 0BT Z-n, ezért ez a két geodetikus ugyan
annak az a,b € 0BT Z pontok kozt mené geodetikusnak feleltetheték meg a BTZ geomet-
ridban. Vagyis a bevezetett jelolést felhasznalva, formalisan a kovetkezd Osszefiiggéseket
frhatjuk fel a lambda-hosszakra: Aab] = A(ab) = A(ab), A[ba] = A(ba) = A(ba), illetve
MOBTZ) = Maa) = Maa) = A(bb) = \(bb). Ha feltessziik, hogy az a,b € 9D ponto-
kat jellemz6 komplex argumentumok 9, és ¥y, illetve o = (9, — 1,)/2, akkor az el6z6ek

alapjan ezek a lambda-hosszak kérmodell reprezentéciéban (3. abra):

Aab] = A(ab) = A(ab) = e sin (a) (230)
Alba] = A(b@) = A(ba) = e cos () (23b)
MOBTZ] = Mad) = Aaa) = e sin ;T) (23¢)
MOBTZ] = A(bb) = A(bb) = ¢ sin (g) (23d)

Ezek a lambda hosszak teljes egészében leirjak egy makroszképikus BTZ kétszog geode-

tikus szerkezetét.

A fejeztben elhangzottakhoz végiil egy megjegyzést fliznék. A BTZ fekete lyuk geo-
detikusainak hosszat az irodalomban (9) ivelemnyégyzet segitségével szamoljak, amely

alapjan egy geodetikus hossza:

9 _
l[ab] = 2Rlog <TO sinh b ta) (24)
Ty 2
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Ahol ry > R egy tetszOleges regularizaciés faktor. Ez a kifejezés konnyen kapcsolatban
hozhat6 (17) geodetikus hosszal, ugyanis (12) segitségével a logaritmus argumentuméban
szerepl6 hiperbolikus fiiggvény a kovetkezo alakra irhato:

ty — tqg 1

: _7—(t+ta)/2 ty _ ta) __
sinh 5 —26 b (e” e)—

_ cot (9y/2) — cot (Ua/2) _
2\/cot (96/2) cot (¥4/2)
1 - Uy — Vo

= si
v/sin ¥y sin 4, 2

(25)

Vagy masképpen:

. Q9b - 19(1 1 . ty — t,
sin = sinh

2 v/cosht, cosh t, 2

Hasonlitsuk 6ssze (17) és (24) kifejezéseket. A hiperbolikus fiiggvény elétt szereplé t, és t,,

(26)

fiiggd tényezo a geodetikusok hosszanak regularizaciéjaval hozhaté kapcsolatba. Ugyan-
is a mind a BTZ, mind a kérmodell képben valaszhatunk uniform regularizaciot, amely
azonban a masik reprezentacioban mar figgeni fog az adott koordinatatél. Amennyiben
a lambda-hosszat hasznaljuk a geodetikusok hosszanak mérésére, tigy ez a "mértéksza-

badsag" a horociklusok (Fuggelék A) szabad megvalasztasaként foghaté fel.
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4. fejezet

Osszefon6édottsiagi mennyiségek

A kvantuminformécié-elmélet egyik alapvetd mennyisége az igynevezett dsszefonddottsa-
gi entropia, amely az Osszetett kvantumos rendszerek 6sszefonddottsaganak mérdszama.
Hogy megértsitk pontosan mit jelent ez, tekintsiink egy két részrendszerrel (A és B)
rendelkez6 Osszetett kvantum rendszert. A teljes H allapottér a két részrendszer allapot-

terének H = H o ® Hp tenzorszorzata.

Ezen a tenzorszorzattéren a fizikai dllapotokat altalanos esetben a p € H stirliség ope-
ratorokkal leirhaté kevert allapotok adjak meg. Egy teljes rendszer egy kevert allapotat

szeparalhaténak nevezziik, ha:

p=> wip! @ p; (27)

Ahol w; pozitiv valészinfiségi stlyok, valamint p! és pP a megfelel részrendszerek kevert

allapotai. Amennyiben p nem esik szét a két részrendszer allapot tenszorzorzatainak fenti

c sz

t Osszefonddott allapotnak hivjuk. Az osszefonddottsag mértékének szamszertisitésére

szolgal a von Neumann-entrépia, melyet a kovetkezoképpen definidlunk:

S(p) = —Tr(pInp) (28)
Ez pontosan akkor nulla, ha p tiszta allapot, kiilonben pozitiv.

Tegyiik fel, hogy ismerjitk egy Osszetett rendszer allapotat, de csak az A részrendszer

allapotara vagyunk kivancsiak. Ezt az allapotot az ugynevezett redukalt stirtiség matrix
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adja meg, amely definici6 szerint:

pa=Trp(p) = (il pli)s (29)

J

Ahol {|j)s} a Hp Hilbert-tér egy ortonormélt bazisa. Az 6sszefonédottsigi entrépia az

A részrendszerre is megadhaté a redukalt sirtiség matrix segitségével:

S(pa) = S(A) = =Tr(palnpa) (30)

Ez hasonldan kiszamolhat6 a B részrendszerre is. Amennyiben p egy tiszta allapot, akkor
megmutathaté, hogy S(A) = S(B).

Ezek ismeretében bevezethetjiikk a kovetkezd informéciéelméleti mennyiségeket [19,
25]:

S(A|B) = S(AB) — S(B) (31)

I(A,B) = S(A) — S(A|B) (32)

Az els6 az ugynevezett feltételes entropia, amely klasszikusan megmutatja, hogy ha is-
merjiitk a B rendszert, akkor mennyi bizonytalansag marad a teljes AB rendszerben. A
masodik pedig az A és B kozotti kolesonos informacid, amely annak a mérdszama, hogy

ha méréseket végziink B-n, mennyi informéaciot szerziink A-rél.

Vegytink most egy harom részbdl all6 ABC' rendszert. Ekkor (31) és (32) mennyisé-

geket kombindlva kapjuk az tgynevezett kolcsonos feltételes informaciot:
I(A,C|B) = S(A|B) — S(A|BC) = I(A,BC) — I(A,B) (33)
Vagy az entropiakkal kifejezve:
I(A,C|B) = S(AB) + S(BC) — S(B) — S(ABC) (34)
A kolesonos feltételes informéciéra belathaté [25], hogy:

I(A,C|B) = S(AB) + S(BC) — S(B) — 5(ABC) > 0 (35)
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4. FEJEZET. OSSZEFONODOTTSAGI MENNYISEGEK

CFT

BTZ

5. abra. A BTZ fekete lyuk Wick-rotaciéja utan a geometria topologidja
egy toéruszéval egyezik meg. A torusz belseje a BTZ geometria, a hataran
pedig a geometriaval dudlis konform térelmélet (CFT) él. Dolgozatom-

ban a t = 0 statikus esettel foglalkozom.

Ez az entropia erés szubadditivitasa, amely szemléletesen azt fejezi ki, hogy ha nagyobb
részrendszeren végziink mérést, akkor azzal csokkentjiik az A részrendszerrel kapcsolatos

bizonytalansagunkat.

Egy lokalisan AdS tér p — oo aszimptotikus hatérdn az (6) ivelemnégyzet konform

ekvivalens lesz a kévetkezével [17]:

2 AT\’ 27 9
ds® = —d N + Ady (36)

Ahol A egy tetszoleges skéla faktor. BTZ fekete lyuk esetében egy t — —it Wick-
rotaciét végrehajtva a hatar egy 2wA és f = 2w RA/r, sugarakkal jellemzett téruszt
hatdroz meg (5. abra). Tekintsiink ezen a hatdron [10] egy 1 + 1 dimenziés ¢ centralis
toltéssel rendelkezé konform térelméletet (példaul valamilyen spin modelt). A rendszer
allapotét a p = e PH /Z() termalis siirliség operator jellemzi, ahol 8 egyben a rendszer
inverz hémérséklete is, Z(3) az allapotosszeg és H arendszer dinamikéjat leiré Hamilton-

operator.

Shinsei Ryu és Tadasi Takayanagi megmutattdk [10], hogy a hatar egy térszerii A
intervallumanak o6sszefonddottsagi entropiaja aranyos a haromdimenzios, aszimptotiku-
san AdS tér A intervallumdra illeszkedd, A térszerli geodetikusdanak L(A) regularizalt

hosszdval. A ¢ = 3% Brown-Henneaux sszefiiggés [28] felhasznélaséval az Ssszefonddott-
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sagi entropia és a geodetikusok hossza kozott a kovetkezé Osszefiiggés irhato fel:

S(A) = (37)

4G
Ahol G a haromdimenziés Newton-konstans. Ez a Ryu-Takayanagi megfelelés [10], amely
az. AdS/C FT-megfelelés legalapvetébb Osszefiiggése. Egy konform térelmélet esetében
(ahogyan az AdS tér geodetikusanak hossza is) az A intervallum sszefonédottsagi entro-
pidja egy divergens mennyiség, amelynek regularizaciéja szabadon megvalaszthatd. Geo-
metriailag ez az adott intervallumhoz tartozé geodetikus hossz regularizacidéjanak szabad
megvalasztaként értelmezheté. Ez az Gsszefonddottsagi mennyiségek szamolasanal egy
"mértékszabadsagot" hataroz meg [22, 27].

Valasszunk ki most két, egymast metsz6 E és F' intervallumot a BTZ geometria
hatédrdn. Ezek a kévetkez6 CET intervallumokat hatarozzak meg: E, F, A = E\ F,
B=FENF,C=F\FEé D=FUF. Ekkor a Ryu-Takayanagi megfelelés és a lambda-
hosszak segitségével a korabban ismertetett Osszefondédottsagi mennyiségek a kovetkezo

alakra hozhatok: az ¢sszefonddottsagi entropia:

S(A) = glog A(A) (38)
A feltételes entrépia:
c. ANE)
A| B) = -log ——=
S(A| B) = Sloa {51 (39)
A kolesonos informaéacioé:
_c AMA)N(B)

Valamint a kolesonos feltételes informacio:

c
I(A,C| B) = glog (41)

Fontos megjegyezni, hogy (38) Osszefiiggés csak magas hémérséklet (vagyis M > 1
makroszképikus fekete lyuk) esetén igaz. Véges hémérsékleten létezik a hatar részrend-
szereknek egy a. kritikus nyilasszoge, amely felett a részrendszer 6sszefonddottsagi ent-
ropidja nem a vele homolog geodetikus hosszaval, hanem a komplementer geodetikus és

a fekete lyuk horizont hosszédnak osszegével &ll kapcsolatban [17]. Azonban az M > 1
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4. FEJEZET. OSSZEFONODOTTSAGI MENNYISEGEK

esetben a kritikus nyilasszog o, — 7, amely nyilasszog éppen a hurok geodetikusoknak
felel meg, vagyis ekkor minden esetben teljesiil (38). Mivel a dolgozat sordn kizarélag
a magas homérsékletli esetet vizsgdlom, ezért ezzel a problémaval a késébbiekben nem
foglalkozom.

Kormodell reprezentaciéban ezen mennyiségek konkrét értékét is megadhatjuk. Le-
gyenek a,b,c,d € 0BT Z pontok a kijelolt intervallumok végpontjai, vagyis a bevezetett
jelolést haszndlva A = [ab], B = [bc] és C' = [cd]. Ezeknek a pontoknak a kérmodel-
len az a.b,c,d,a,b,¢,d € OD kozéppontosan szimmetrikus pontparokat feleltetjitk meg. Az
a,b,c,d € 0D pontokhoz tartozé komplex argumentumok rendre 9, ¥, U, és 4. (22)-nek
megfeleloen a BTZ intervallumoknak is a kormodell hataran kozéppontosan szimmetrikus
intervallum parok felelnek meg. Mivel minden egyes D intervallumhoz tartozik egy olyan
geodetikus, ami homolog vele, ezért (23)-at felhaszndlva az entrépikus mennyiségeket
expliciten kifejthetjuk ezen kérmodell beli geodetikusok lambda-hosszaival. Vagyis az A

részrendszer von-Neumann entropidja példaul:

S[A] = S(A) =

= glog e’ sin(a) = (42)

_ ¢ log e sin <M>
3 2

Ismét fontos megjegyezni, hogy az irodalomban az entrépiat a (24) geodetikus hossz-
hoz hasonléan a BTZ reprezentaciéban szoktak kifejezni. Ezt az eredményt adjak azok
a szamitasok is, amelyek kozvetlentil, térelméleti megfontolasok alapjan adjak meg egy
CFT részrendszer osszefonddottsagat [29]. Azonban ezek a szdmitdsok a regularizici-
o0t egységesnek valasztjak a BTZ hataran, mig én a kormodellen valasztottam uniform
regularizaciot. Emiatt az entrépia (25)-nek megfeleleGen atirhaté alakba.

Hasonldan szamolhatjuk a tobb rendszerre vonatkozd Osszefonddottsdgi mennyisége-

ket is. A feltételes entrépia a kovetkezo képpen kaphato meg:

>

SI4| B)=S(A| B) = % log ZM (43)

[\

Tovabb4 a kolesonos informécié:

(00 i (D
I[A,B]:I(A,B):glogeposm( %) sin (*5%) (44)

o Ye—Vq
sin (55
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Valamint a kolesonos feltételes informéacio:

I[A,C | B]=1(A,C | B) =
sin (Lfﬁ sin (@) (45)
sin (@) sin (‘9‘12;'9“)

Fontos megjegyezni, hogy mig az Osszefonddottsagi entropia és a kolesonos informacio

log

_¢
3

divergens, regularizacié fiiggé mennyiségek, addig a feltételes entrépia és a kolesonos

feltételes informacio véges, regularizacié fiiggetlen mennyiségek.
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5. fejezet

BT7Z triangulacidéinak klaszter

algebrai leirasa

5.1. Kicserélési graf

Témavezetommel egy korabbi cikkben megmutattuk, hogy a tiszta AdS tér triangulacio-
ihoz egy zart struktira rendelhetd, amelyet asszociahedronnak hivnak [2]. Megmutattuk
azt is, hogy a triangulacidkban szereplé geodetikusok ugynevezett A, tipusu klaszter
algebrat alkotnak [2]. A dolgozat korabbi szakaszaiban a lambda-hosszakra és az 6sszefo-
nodottsagi mennyiségekre kapott kifejezések segitségével lehetéség nyilik eredményeinket
a BTZ geodetikusaira és a hatar osszefonddottsdgara altalanositani.

Ehhez el6szor tekintsiink at néhany alapvetd fogalmat [5]. Rogzitsiink egy aszimpto-
tikus hatarral rendelkez6 geometria hataran N pontot. Ekkor a geometria egy triangu-
lacioja az N pont kozott futd geodetikusoknak egy olyan maximadlis halmaza, amelyek
paronként nem metszik egymast. Feltessziik tovabba azt is, hogy a kivalasztott geodetiku-
sok onmagukat sem metszik a geometria belsejében. A geodetikusok altal meghatarozott
tartomanyokat haromszogeknek hivjuk. Tegyiik fel, hogy a triangulaciébdl eltavolitunk
egy geodetikust, majd hozzdadunk egy masikat ugy, hogy egy masik triangulaciét kap-
junk. Ezt a miveletet flipnek nevezziik. Azon geodetikusok, amelyeken végrehajthato
flip, azt atlonak, a tobbit élnek nevezziik. Legyen a trianguldciéban szereplo atlok szama
n. Ekkor azt az n-regularis grafot, amelynek cstcsaiban kiilonb6zo6 triangulaciok szere-
pelnek, és csakis azon csiicsok vannak 6sszekotve, amelyek egy fliptdl eltekintve azonosak,

c sz

Fiiggelék B fejezet tartalmazza.
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5.1. KICSERELESI GRAF

N

3]
A

(a)

6. abra. Egy BTZ 4-sz6g kicserélési grafrja, amely egy Cs ciklohedron. Az
(a) dbran a graf cstcsaiban a négyszogek szerepelnek lyukkal kézépen,
amely a BTZ reprezentaciénak felel meg. A (b) dbran pedig az (a) abra
triangulacidinak koézéppontosan szimmetrikus nyolcszog beli megfelel6i
lathatok. Ezek felelnek meg a kérmodell beli reprezentacionak. A két

graf minden csicsaban az azonos szinek azonos atléhoz tartoznak.

Lattuk, hogy a BTZ geometria rendelkezik aszimptotikus hatarral, igy ha 0BT Z-n
kijelolink N darab pontot, akkor elkészithetjiikk a BTZ fekete lyuk triangulaciéit. A
geometria belseje azonban nem egyszeresen Osszefiiggd, igy a triangulaciokban kliinbo-
z6 tipust atlok szerepelnek. Ahogyan a 3. fejezetben részleteztem, el6fordulhat olyan
geodetikus, amelynek két végpontja azonos. Ezt huroknak hivom. Tovabba két kiilon-
b6z6 0BT Z pont kozott két killonbozo geodetikus hiizhatd, egy amelyik a horizontot
egyik, illetve egy amelyik a masik irdnybdl keriili meg. Egyszertien belathato, hogy egy

triangulaciéban 6sszesen N — 1 geodetikus szerepel.

A triangulacio6 altal meghatarozott haromszogek is tobb csoportba sorolhatok. Eloszor
is elofordulnak "természetes" haromszogek, amelynek éleit harom kiilonbozé atlo, vagy él
alkotja. El6fordul "6sszehajtott" haromszog is, amelynek egyik éle a hurok. Végiil pedig
minden trianguldciéban szerepel egy kétszog, amelynek kozepén a horizont taldlhato.
BTZ fekete lyuk esetében a flipnek is két fajtdja van. Kivalaszthatunk egy tetszoleges, a
triangulacié geodetikusaibdl 4ll6 (akéar 6sszehajtogatott) négyszoget és annak egy atlojat

kicserélhetjiik, illetve végrehajthatunk flipet a hurkon is, egy masik hurkot kapva.
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5. FEJEZET. BTZ TRIANGULACIOINAK KLASZTER ALGEBRAI LEIRASA

A BTZ N-szog kicserélési grafjat ugy készithetjik el, hogy egy egy-egy megfeleltetést
tesziink a 'lyukas" BTZ N-szog és egy szokasos 2N-szog kozéppontosan szimmetrikus
triangulaciéi kozott. Legyen a,b,c, ... € 0BT Z pontok és a kérmodell fels6 hataran a
megfelel6 a,b,c,... € 0D pontok. Tiikrozziik kézéppontosan ez utdébbiakat a kérmodell
alsé hatérdra, az igy kapott pontokat jeloljik rendre @b, ... € OD. Ekkor minden
[ij] € BTZ, i # j geodetikusnak egy centralisan szimmetrikus (ij),(ij) C D (vagy ha
j < i, akkor (ji),(ji) C D) geodetikus pér, az [ii] C BTZ huroknak pedig az (ii) C D
atméro felel meg. Egy szokasos flipnek a BTZ N-szogben a kérmodellen egy centralisan
szimmetrikus flip par felel meg, egy hurok kicserélése pedig a 2N-szogben az atméro
cseréjét jelenti. A 2N-szog igy kialakithaté triangulacidit felhasznalva elkészitheto a
kicserélési graf (6. abra). Ezt a gréfot az irodalomban Cy_; ciklohedronnak nevezik
(14, 15, 16]. Osszefoglalva tehit egy BTZ N-szog triangulacidinak kicserélési grafja egy

ciklohedron.

5.2. Klaszter algebra

A matematikaban természetes kapcsolat van az aszimptotikus hatarral rendelkezd geo-
metridk triangulacioi és az ugynevezett klaszter algebrak kozott [5]. Klaszter algebraknak
nevezzilkk azokat a strukturakat, amelyeket egy specidlis rekurzios relacié definialt. Te-
kintstink m darab xy,2zo, . .. ,x,, valtozot és egy B m X m-es kicserélési matrixot, amelynek
minden elemére b;; € Z. Rogzitsikk az m darab valtozo utolsé m — n elemét. Ezeket ne-
vezziik egylutthatoknak, az elsé n elemet pedig klaszter valtozoknak. Tekintsiik ekkor a
kévetkezo relaciét [3, 24, 5):

o bij —bij
viah = [ =+ [ = (46)
1<i<m 1<i<m
bij>0 bij<0

Ahol j < n és 2’ a j-edik elembdl nyerhetd 4j elem. Ezt a reldciét barmelyik j elemre,
akarhanyszor végrehajthatjuk. Az {z1,xs,...,zr,,} halmaz rekurziés reldcié altal meg-
hatarozott Osszes lehetséges képének a halmazat nevezziik klaszter algebranak. Fontos
megjegyezni, hogy ez egy nagyon leegyszertisitett definicié ugyanis egy altalanos klaszter
algebrdban minden egyes lépésben mind a klaszter valtozok, mind az egyiitthatok, mind
pedig a B matrix is valtozik. Részletesebb leirast a Fiiggelék C fejezet tartalmaz.
Hogyan hozhatdk kapcsolatba a klaszter algebrak és a BTZ fekete lyuk? Ennek meg-

valaszoldsahoz el6szor tekintsiink egy egyszeriibb példat. Témavezetémmel kordabban
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5.2. KLASZTER ALGEBRA

megmutattuk, hogy a tiszta AdS tér triangulaciéi, igy a hataron 1évé CEFT 0Osszefond-
dottsagi mennyiségei Ay_3 klaszter algebrakkal allnak kapcsolatban [2]. A tiszta AdS
teret reprezentalhatjuk a teljes D kormodellel. Rogzitsiink a kérmodell hataran N darab
a,b,c... pontot. Erre gondolhatunk ugy, mint egy (ab), (bc), (cd), ... oldalu sokszogre.
Valasszunk ki ebbdl négy, 1 < 7 < k < [ pontot. Ekkor trigonometrikus atalakitasokkal
egyszerlien megmutathato, hogy az (ik) és (jl) geodetikus 4tlok lambda-hosszaira teljestil

a kovetkez6 Osszefiiggés:

ARG = Mif)AkD) + A1)AGE) (47)

Ahol a jobb oldalon szereplé lambda-hosszak a négyszog oldalaihoz tartoznak. Ezt az
osszefiiggést nevezzitk Ptolemaiosz-relacionak [20], amely teljestil tetszbleges D beli kor-

modellre.

« /s

atlokat 1,... N — 3-mal, az éleket pedig N —2,... 2N — 3-mal. Tegylink mindegyik atlo
és él kozepére egy-egy pontot, melyek legyenek egy graf csicsai. Jeloljiik ket azokkal a
szamokkal, amely geodetikuson elhelyezkednek. A triangulacié minden haromszogének
¢élein tehat a graf csicsai szerepelnek. Minden haromszoghben alkossunk meg egy 1j ha-
romszoget gy, hogy az éramutatd jarasaval megegyezo iranyba 6sszekotjik az oldalakon

szereplo graf cstucsokat. Ezek lesznek a graf élei.

Készitstink most el egy (2N — 3) X (2N — 3)-as B matrixot, amelynek b;; elemei a
kovetkezok: ha az imént megalkotott grafban mutat él az i cstcsbdl a j csticsba, akkor
b;j = 1, illetve, ha az i csticsba mutat él a j csticsbdl, akkor b;; = —1. A 7. dbran lathato

0tszog triangulacid esetén példaul a kicserélési matrix a kovetkezo:

o 1 0 |-11 -1 0 O

-1 0 1 0 0 1 -1 0

0 -1 0 0 0 0 1 -—-11

1 0 0O -1 000 O

B=|-1 0 1 0 000 O (48)

1 -1 0 0 0 000 O

0 1 -1 0 0 00O0 O

0 1 0 0 000 -1
0 -1 0o 0 001 0 |
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5. FEJEZET. BTZ TRIANGULACIOINAK KLASZTER ALGEBRAI LEIRASA

7. abra.
tacidja. Az atlokat 1,... N — 3 szamokkal cimkéztem, mig az éleket
N —=2,... 2N — 3 szamokkal jeloltem. Az élek és atlok altal kijelolt pon-
tok egy irdnyitott grafot hatdroznak meg, amelynek élei (piros nyilak)
minden, a triangulacié altal meghatarozott haromszoghen az éramutato

jarasaval megegyezo iranyban haladnak.

A matrix a kévetkezé blokkokbdl épiil fel: a bal felsé (N —3) x (N —3)-as blokk tartal-
mazza az atl6-atlé kapcsolatokat, a bal als6 N x (N —3)-as és a jobb fels6 (N —3) x N-es
blokk az oldal-atl6 kapcsolatokat, a jobb als6 N x N-es pedig az oldal-oldal kapcsolato-
kat. Lathato, hogy a B matrix teljes egészében meghatarozza a triangulacioban szerepld
geodetikusok kolcsonos helyzetét.

Legyenek ekkor az 1, ... N —3 geodetikusok A[1], ... A[N —3] lambda-hosszai' klaszter
valtozok, az A[N — 2],... A\[2N — 3] geodetikusok lambda-hosszai pedig egytitthatdk.
Tegyiik fel, hogy egy flipet hajtunk végre a 7 < N — 3 geodetikuson amelynek hatasara
a A[j] lambda-hosszt geodetikusbdl N'[j] lambda-hosszt geodetikus lesz. A koztik 1évé
kapcsolatot a (47) Ptolemaiosz relicié hatdrozza meg, amely a B méatrix bevezetésével

atirhatd a kovetkezd alakra:

NINGI =TT A+ T Al (49)
S S

'Ttt annak ellenére, hogy a kérmodellen dolgozok, ismét szdgletes zardjelet hasznaltam. Ennek oka,
hogy tiszta AdS tér esetén a kérmodell hatardnak intervallumai egy-egy megfeleltetésben allnak az AdS
tér hatardanak intervallumaival, tehat itt mind a két jelolés azonos tartalmi. Azonban a késobb leveze-
tendd6 univerzalis formula miatt a szogletes zardjel hasznélata sziikséges.

28



2. KLASZTER ALGEBRA

Lathaté, hogy ez éppen a klaszter algebrakat definidlé osszefliiggés. Az atlékon végre-
hajtott flipek segitségével elkészitheto az Osszes triangulacio, a hozzajuk tartozdé B ki-
cserélési matrixok és a {A[1],... A[N = 3], A[N —2],... ,A[2N — 3]} halmazok, vagyis egy
teljes klaszter algebra. Azt a klaszter algebrat, amelynek a kicserélési matrixa az imént
emlitett modon all els, An_3 tipust klaszter algebranak nevezik, ahol N — 3 mutatja a
klaszter valtozok szamat.

A (38) Ryu-Takayanagi 6sszefliggés segitségével a rekurzids relacié atirhato a triangu-
laciot alkotd geodetikusokkal homolég CFT intervallumok 6sszefonddottsagi entropidira
vonatkozo Osszefliggésre. Konnyen belathato, hogy ez az Gsszefliggés a kovetkezd alakot
olti:

1 2N-=3 2N-3
Sly) + Sl Z |bi;| STi] log2cosh2— > by S[d] (50)
i=1

Ez az Osszefiiggés egy algebrai leirast ad a CFT vakuum Osszefondédottsagi szerkezetére.

A BTZ fekete lyuk dudlis 6sszefondédottsaganak algebrai leirdsdhoz vezeté it ugyanaz,
mint tiszta AdS esetén. Az 2. fejezetben lattuk, hogy a BTZ geometria kormodell megfele-
16jét ugy kapjuk, ha D-t félbe vagjuk és a ¥ = 0 és ¥/ = 7 pontokat azonositjuk. Jeloljiink
ki N darab a,b,... € 0BT Z pontot. Ekkor a kormodellen minden pontnak egy kdzéppon-
tosan szimmetrikus pontpér feleltetheté meg. Legyen ez a 2N pont a.b, . ..,a,b, ... € OD.
Ahogy kordbban is részleteztem, minden [ij] C BTZ, i # j geodetikusnak egy centra-
lisan szimmetrikus (i5),(ij) C D (vagy ha j < i, akkor (ji),(ji) C D) geodetikus pér,
az [ii) C BTZ huroknak pedig az (ii) C D 4tmérd felel meg. Egy szokasos flipnek a
BTZ N-szogben a kormodellen egy centralisan szimmetrikus flip par felel meg, egy hurok
kicserélése pedig a 2N-szogben az atméro cseréjét jelenti.

Vélasszunk ki tehat négy kiilonboz6 ¢ < 7 < k < [ € 0D pontot a kérmodell felso
felén. Ekkor hat kiillonb6z6 6sszefliggés irhato fel a kiillonbozé tipusu flipekre a lambda-

hosszakra vonatkozé Ptolemaiosz-relacié segitségével [24] (8. dbra):

M)A = AGf)INED) + AGDA(E) (51a)
AEDAGT) = AGDAED) + MT)A(E) (51b)
AEDA(LT) = AGHNED) + MT)NK)) (51c)
A(IR)A(Gi) = A(if)A(k2) + A(i0)A(jF) (51d)
AGD)AkG) = A7) A(GE) + A7) A (ki) (5le)
AEA(G7) = Aig)A(i7) + MG A (59) (51f)
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5. FEJEZET. BTZ TRIANGULACIOINAK KLASZTER ALGEBRAI LEIRASA

8. dbra. A BTZ fekete lyuk kiilonb6z6 trianguldcio N = 4-szog esetén

(fels6 abrak), valamint a koérmodell beli 2N = 8-sz6g reprezentécidik
(als6 abrak). A folytonos fekete és piros geodetikusok a sokszog élei és
atloi. A kormodell minden kozéppontosan szimmetrikus 4tl6 parja (vagy
egyetlen atmérdje) pontosan egy atlonak felel meg a BTZ négyszogben.
Mind a harom (a), (b) és (c) abran kiilonboz6 fajta flipeket dbrazoltam,
amelyek a folytonos piros atlokat a szaggatottakra cserélik ki. Az (a)
abran egy "természetes" atldcsere lathato egy kivalaszotott négyszogben.
A fliphez tartozé kicserélési relaciokat az (51a) és (52a) egyenletek ha-
tarozzék meg az ¢ = a, j = b, k = ¢ és | = d valasztasokkal. A (Db)
abran egy Osszehajtott négyszog beli flip lathatd. Az ehhez tartozd ki-
cserélési reldciokat az (51d) és (52b) egyenletek adjak az i = a, j = b
és k = d valasztasokkal. Végil pedig a (c) abran egy hurok flip lathato,
amelynek kicserélési relacioi a (51f) és (52c) egyenletek ¢ = a és j = b

valasztasokkal.

Ezek a relaciok egy Cy_; tipusi klaszter algebrat definidlnak [24] (lasd Fiigelék C). El-
mondhato tehat, hogy a BTZ N-szog geodetikus szerkezete egy Cy_1 klaszter algebraval
all kapcsolatban [24].

Alakitsuk tovabb a fenti reldcidkat. Eszrevehetd, hogy a fenti hat reldciébél az elsé

harom egy rendes flipet jelent egy tetszéleges négyszoghen a BTZ reprezentacioban. A
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5.2. KLASZTER ALGEBRA

negyedik és az 0todik szintén egy rendes flipet jelent, azonban egy oOsszehajtott négy-
szogben. Az utolsé relacié pedig egy hurok flipnek felel meg. Felhasznalva tehat a BTZ

reprezentaciora bevezetett jelolésiinket, a fenti hat Osszefiiggés a kovetkezé haromra egy-

szerusodik:
AikIAN[71] = Nig|A[kl] + A[ElA[7 K] (52a)
Aik|\[7i] = A[ij]\[ki] + NOBT Z|\[jk] (52b)
MNOBTZ)? = Mij)* + A[ji)? (52c)

Ahol tehat most i < j < k <l € 0BT Z BTZ hatéron 1évé pontokat jelolnek.

A tiszta AdS-nél hasznalt konstrukci6 segitségével ismét elkészithetiink egy grafot,
amely leirja a trianguldciéban szereplé geodetikusok kolesonos helyzetét. Jeloljik a BTZ
trianguldciéban behtuzott atlokat 1,... N — 1-gyel, az éleket pedig N, ... 2N — 1-gyel.
D-beli geodetikusra helyezziink egy pontot. Ezek lesznek a graf csicsai. Jeloljik eze-
ket a cstucsokat azzal a szadmmal, amely a hozza tartozd geodetikus BTZ reprezentacio
beli megfelel6jén szerepel. Vagyis D-n az atmérén kivil minden szam kétszer szerepel.
A trianguldcié minden haromszogének élein tehat a graf cstcsai szerepelnek. Minden
haromszogben alkossunk meg egy 11j haromszoget gy, hogy az éramutato jarasaval meg-
egyez0 iranyba Osszekotjlik az oldalakon szerepld graf cstucsokat. FEzek lesznek a graf

élei.

Készitstink most el egy (2N — 1) x (2N — 1)-es B métrixot, amelynek b;; elemei a
kovetkezok: Ha az imént megalkotott gratban egy i-vel jelolt csicsbol k darab él mutat
k kiilonbozd j-vel jelolt cstcsba, akkor b;; = k > 0. Ha pedig egy i-vel jelolt csticsba k
kiilénboz6 ¢l mutat £ kiillonbozd j-vel jelolt cstuesbdl, akkor b;; = —k < 0. Példaul a 9.

abran lathato triangulaciéban B matrix a kévetkezo:

0 1 0 |-11 -1 0 |
1 0 1 |0 0 1 -1
0 =20 |0 0 0 2
B=|1 0 0 0 -1 0 0 (53)
~1 0 0 1 0 00
1 -1 0 0 0 00
01 -1, 0 0 00 |
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5. FEJEZET. BTZ TRIANGULACIOINAK KLASZTER ALGEBRAI LEIRASA

bal oldalon lathaté a triangulacié a BTZ képben. Az atlokat 1,...,N—1

szamokkal cimkéztem, mig az éleket NV, ... 2N — 1 szamokkal jeloltem.

A jobb oldalon ugyan ennek a trianguldciénak a kérmodell beli megfe-
lel6je lathaté. Ebben a képben az éleket és atlokat (22a),(22b),(22c¢)
és (22d) alapjan cimkéztem. Az élek és atlok altal kijelolt pontok egy
irdnyitott grafot hatdroznak meg, amelynek élei (piros nyilak) minden,
a triangulaciok altal meghatarozott haromszogben éramutato jarasaval

megegyezo iranyban haladnak.

A matrix a kovetkezd blokkokbdl épiil fel: a bal felsé (N —1) x (N —1)-as blokk tartalmazza
az atlo-atlo kapcsolatokat, a bal alsé N x (N — 1)-as és a jobb felsé (N —1) x N-es blokk
az oldal-atl6 kapcsolatokat, a jobb als6 N x N-es pedig az oldal-oldal kapcsolatokat.
Ismét lathatd, hogy a B matrix teljes egészében meghatarozza a triangulaciéban szereplo

geodetikusok kolcsonos helyzetét.

Legyenek ekkor az 1,... ,N —1 geodetikusok A[1], ... A[N —1] lambda-hosszai klaszter
valtozok, az A[N], ... ,A\[2N — 1] geodetikusok lambda-hosszai pedig egyiitthatok. Tegyiik
fel, hogy egy flipet hajtunk végre a j < N — 1 geodetikuson amelynek hatdséra a A[j]
lambda-hosszti geodetikusbél N'[j] lambda-hosszi geodetikus lesz. Beldthatd, hogy a

(52a),(52b) és (52c) egyenletek a B kicserélési métrix segitségével a kovetkezo alakra
hozhatok:

AWl = IT A+ I Al (54)
1<i<2N-—1 1<i<2N-—1
bij>0 bij>0

Amely ismét a klaszter algebrakat definidlé 6sszefiiggés.

32



2. KLASZTER ALGEBRA

A (38) Ryu-Takayanagi 6sszefiiggés segitségével a rekurzios relaciot ismét atirhatjuk a
hatar magas hémérsékletiit CF'T intervallumainak ¢sszefonédottsagi entropidira vonatkozo

Osszefiiggésre:

12N1 2N—-1

Sl + S'[4] Z |bi;] S[d] log2008h2— Z bi; Si] (55)

Ez az 0sszefiiggés tehat egy algebrai leirdst ad a magas homérsékletit CFT 6sszefonddott-
sagi szerkezetének.

Osszefoglalva tehat egy kozos algebrai leirast sikeriilt adni az N részrendszerre osztott
vakuum és a magas homérséklett CF'T 6sszefonddottsagi szerkezetére. A részrendszerek

osszefonodottsagi entrépiai kozotti osszefiiggés a kdvetkezo:

Sl + S'l4] Z|bU]S log2cosh waS (56)

Ahol vakuum esetén n = N — 3 és létezik olyan trianguldcié és B = {b;;} egy (2N —
3) X (2N — 3)-as métrix, amely tehat egy Ayn_3 klaszter algebrat hatdroz meg. Magas
hémérséklet esetén pedig n = N — 1 és B = {b;;} egy (2N — 1) x (2N — 1)-es matrix,
amely pedig egy Cn_; klaszter algebrat hataroz meg. Vakuum és magas homérséklet
esetén is O(N?) kiilonboz6 részrendszert lehet kijelélni a hatéron, amely ennyi ismeretlen
osszefonddottsdgi entropiat is jelent. A rekurzids reldcié segitségével azonban elég O(N)

osszefonodottsagi entrépia ismerete a tobbi kiszamitasahoz.
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6. fejezet

A kinematikus tér és az

Y -rendszerek

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy milyen algebrai strukturak jelennek meg a kérmo-
dell geodetikusainak terén, az igynevezett kinematikus téren [19, 26]. Korabban a kérmo-
dell beli geodetikusokat a (By,By, M) paraméterekkel jellemeztiik, amelyek a kinematikus
téren koordinataként szolgdlnak. Ezekre a paraméterekre teljesiil, hogy Bi+B3—M? = 1.
Tehat a kinematikus térre gondolhatunk gy, mint az R*! térbe dgyazott két dimenzids
egy-kopenyti hiperboloidra (két dimenziés de Sitter-térre [19]). A kinematikus téren az

fvelemnégyzetet az R?! beli metrika indukalja:

dsk = dB} + dB3 — M* (57)

A kinematikus tér egy masik hasznos koordinatazasa, ha egy pontjat az altala repre-
zentalt geodetikus (0,a) kozépponti szogével és félnyilasszogével, vagy az (u,v) kezdd és
végpontjaval reprezentaljuk. A metrika a kinematikus téren (15) és (16) segitségével a

kovetkez6 alakokra hozhaté:

do? — da? _ dudv

2 v—u

S~ o S B

(58)

A (0,a) koordinatakra gondolhatunk tigy, mint tér- és idészerti, mig az (u,v) koordinatak-
ra pedig, mint fényszert koordinatak. Ez azt jelenti, hogy a teljes kormodell kinematikus
terét a (0,«) € [0,27] x [0,7] koordinatarendszerrel reprezentalhatjuk, ahol 6 ~ 6 + 27,
valamint a (0,«) és (0 4+ m,m — «) koordinatdk ugyan azt a geodetikust jel6lik, mivel ezek

végpontjai azonosak. Fontos még megjegyezni, hogy a kérmodell pontjait a kinemati-
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10. abra. A Poincaré kérmodell kinematikus tere. A szines pontgor-
bék egy 6tszog killonbozo csucsait reprezentaljak, amelyeket 0,1,2,3,4,5
szamokkal jeloltem. A gorbék altal meghatdrozott tartomanyokat (j,k)
koordindta parokkal lattam el, amelyeket (59)-ben definidltam.

kus tér gorbéi reprezentaljak. Egy 0D beli pontnak a kinematikus téren egy fényszeri

szakaszokbol 4ll6 gorbe felel meg, amelyet pontgdrbének neveziink [19] (10. abra).
Amennyiben kormodell beli geodetikus N-szogekkel foglalkozunk, tgy mind az N

0dD ponthoz kiilon pontgorbe tartozik a kinematikus téren. Ezek a tér egy csempézését
hatarozzak meg téglalap alaki tartomanyokkal (10. abra). Az N-szog csicsait mostantél
a 0,...,N — 1 szamokkal jelolom. Kivalaszthatunk az N pont koziil tetszoéleges két 0 <
a<b< N —1¢€dD pontot ugy, hogy:

a=—-, b=— mod N (59)

Ahol j € {0,...2N — 1} és k € {0,...,N — 2}, valamint j + k& = 0 mod 2. Ez a

/////

kinematikus tér csempézésének egy (j, k;) koordmatazasat adja (10. abra). Ezen csem-
pék tertiletét az (u,v) reprezentdciéban a (58) metrika &ltal meghatarozott feliletelem

segitségével szamolhatjuk:

Vot /ﬂa du A dv

N 4sin? v "

sin (719” ;9 ) sin (7191’“2_19“) (60)

. Opr1—Da_
sin (19’7279 ) sin (7”“ 5 1)

=
J 0,

= log
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6. FEJEZET. A KINEMATIKUS TER ES AZ Y-RENDSZEREK

Ahol a 9, és ¥y, az a és b pontokat jellemzd, kormodell beli komplex argumentumok. A

teriiletet a lambda-hosszak segitségével a kévetkezd keresztaranyként irhatjuk fel:

(61)

Fontos megjegyezni, hogy a k = 0 és k = N — 2 koordinatakhoz tartozo csempék teriiletei

divergensek.

Vegytik észre, hogy a feliiletelemet (4) segitségével kifejezhetjitk az adott geodetikus-

« sz

~ 9*S(uw)

idu A dv
v Oudv

12 sin? %

du A dv (62)

Ezt nevezzitk Crofton-formanak [19]. Ezt felhaszndlva minden, a kinematikus tér k # 0
és k # N — 2 csempéjéhez egy kolesonos feltételes informéciot rendelhetiink, ahol a (35)
kifejezésben szereplé négy intervallum a csempe négy csiicsdhoz tartozé geodetikussal

homolog intervallum, vagyis:

I = I(a— la,bb+ 1|ab) =
=S(a—1b)+ S(ab+ 1) — S(ab) — S(a—1b+1) = (63)

c

= gTj’k
A csempéhez tartozé kolesonos feltételes informacio [19, 2]. A k=0 és k= N — 2 csem-
pékhez tartoz6 divergens teriiletekhez az I(A,B) = S(A)+S(B)—S(AB) alaki kélesonos
informéciét feleltetiink meg, amely a pontgérbék cimkéivel kifejezve I(a — la,bb + 1) =

S(a—1la) + S(b+1) — S(a—1b+ 1), ahol a = b.

Tekintsiink most négy szomszédos csempét a kovetkezé koordinatakkal: (j,k), (5 +
Lk+1), (j+1,k—1)és (j+2,k) (11. dbra), ahol 0 < k < N —2. Ezeket a tartoményokat
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11. abra. A kinematikus tér négy szomszédos csempéje egy tetszéleges
N-szog esetén. A csempék cimkéi (7,k), (j + L,k+1), (j + 1,k — 1) és
(j+2,k). Ezeket a tartomanyokat azok a pontgorbék hataroljak, amelyek
az N-szog tetszoleges a — 1, a, a+ 1, b, b+ 1 és b+ 2 cimkékkel ellatott

csucsaihoz tartoznak.

azon pontgorbék hataroljak, amelyek a — 1, a, a + 1, b, b+ 1 és b+ 2 cimkékkel ellatott

csucsokhoz tartoznak. A négy csempe tertiletei a kovetkezok:

e
g =log iEZ i 1(Z)+(61LZ i B (64c)
Tz = log iéabj&(aﬂéz :t 33 (64d)
Vezessiik be most minden tartomanyhoz a kovetkezé mennyiséget:
v, =L 1 (65)

. = 73
elie —1  eolik — 1

A lambda-hosszak segitségével megmutathatd, hogy a négy csempére teljestl a kdvetkezo

relacio:

YirYiror = (14 Yie1) (1 + Yjiie41) (66)
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6. FEJEZET. A KINEMATIKUS TER ES AZ Y-RENDSZEREK

A csempék j — j—1 mod 2N —1 atcimkézésével (ahol most j+k =1 mod 2) az el6z6
Osszefliggés a kovetkez6 alaku [2]:
YioiwYjere = (L4 Yje1) (1 + Vi) (67)

Ahol a divergens teriileti csempék miatt a hatarfeltételek a kovetkezék: Yo = Y, n_o = 0.

Az Osszefliggést atirhatjuk a kovetkezo alakra:

YicuwYje = [[ (Vi +1)7" (68)
itk
Minden k = 1,...,N — 3-ra, ahol A = {a;;}: 0. n—2 a kovetkez6 alaki, szimmetrikus,
(N —1) x (N — 1)-es méatrix:
0100 01
1 010 0 0
0101 0 0
A= (69)
0010 00
1000 --- 10

A rogzitett! hatarfeltételek pedig Yo = Yjny_2 = 0. Az igy generalt Y;; mennyiségek
rendszerét Ay_3 Zamolodchikov Y-rendszernek hivjuk [9, 6]. Ez tehat a kinematikus tér
szerkezetén keresztiil a CFT vakuum részrendszerek kolesonos feltételes informdaciénak
egy algebrai struktirajat hatarozza meg.

Felmeriil a kérdés, hogy a magas homérsékletii CFT esetén is meg lehet-e adni ha-
sonlo algebrai szerkezetet? Ennek megvalaszolasahoz konstrudljuk meg a BTZ fekete
lyuk kormodell reprezentacidjanak kinematikus terét. Tekintsiink egy BTZ N-szoget,
amely a kormodellen egy 2N-szoggel reprezentalhatd. Ez azt jelenti, hogy a teljes kor-
modell kinematikus tere 2N pontgorbével (amit innent6l Kp-vel jelolok) teljes egészében
leirja a BTZ N-szoget (12. (a) dbra). Mivel azonban a megkonstrudlt 2/N-szog kozép-
pontosan szimmetrikus, és valdojaban a BTZ geometriat a kormodell fele irja le, ezért a
kinematikus tér négy azonos tartomanyra bomlik fel. A teljes kormodell kinematikus

terén 0 ~ 6 + 2w, azonban a fél kormodell ¥ = 0 ~ ¥ = 7 azonositasa miatt most

LA hatarfeltételt rogzitettnek nevezem, ugyanis a k = 0 és k = N — 3 csempékre nem vonatkozik a
lvezetett relacié. Valdjaban ezért az A métrix nulladik és utolsé sora nem is fordul el a reldcidkban
kitev6ként. Azonban altaldnos esetben ezek a matrixok Osszefliggésbe hozhatdk az tigynevezett Cartan-
matrixokkal, amelyeknek koszonhetéen A ilyen alakban all elé.
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) 0 Kprz

(b)

12. dbra. (a) Egy kormodell beli kézéppontosan szimmetrikus hatszog
kinematikus tere. A hatszdg cstcsait 0,1,2,0,1,2-vel jeldltem, ahol 0,1,2
csticsok kozéppontosan szimmetrikusak a 0,1,2 csticsokra. Ebben a speci-
alis esetben a kinematikus tér négy azonos, fundamentalis tartoméanybol
éptl fel, amelyeket a § = 7 és a = 7/2 vonalak valasztanak el egymaés-
t6l. A bal alsé negyed csempéit (59) alapjan (j,k) cimkékkel lattam el,
amely azonosan meghatarozta a maradék harom tartomany csempéinek
koordinatait is. Erre a térre gondolhatunk ugy, mint egy BTZ harom-
Egy fundamentalis tartomany, amely megfeleltetheté egy BTZ N-szog
kinematikus terének. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben a felso tar-

tomanyok tertiletei végesek.

0 ~ 0+ 7. A négy tartomanyt tehat azonosithatjuk egyméssal. Valasszuk ki példa-
ul a (V,a) € [0,7] x [0,7/2] negyedet, amely igy teljes egészében reprezentilja a BTZ

N-szoget.Jeloljik ezt a tartoményt Kprz-vel. Kgrz-re tehat gondolhatunk tgy, mint a

« sz

Az eléz6ekhez hasonldéan elkészithetnénk Kp 2N pontgorbe altal kijelolt csempéinek
(7,k) koordinatézasat. Mivel azonban Kp négy azonositott tartomanybdl &ll el§, min-
den adott teriiletli csempe négyszer fordul el6 (vagy kétszer, amennyiben az a csempék
k6zéps6 soraban helyezkedik el). Ezért tehat tekintsik a Kpryz negyedet, amelyen a
korabbi szabdly alapjan elkészitjik a csempék cimkézését, majd a (j,k) koordinatékat
az azonositott csempéknek megfelel6en kiterjesztjiilk Kprz maradék harom maéasolatara
is. Belathato, hogy ekkor az el6fordulé koordinatak halmaza: j = 0,1,... 2N — 1 és
k=01,...,N—1,ahol j+ k=0 mod 2 (12. abra).
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6. FEJEZET. A KINEMATIKUS TER ES AZ Y-RENDSZEREK

Vizsgaljuk meg tehat, hogy milyen 6sszefondédottsdgi mennyiségeket kodol a funda-
mentalis Kgryz tartomany. A k = 0 csempék teriiletei tovabbra is aranyosak a divergens

kolesonos informacidval:

c
~T;0o=1la—labb+ 1] =
3 (70)
= Sla — 1,a] + S[b,b+ 1] — S[a — 1,b + 1]
Ahol a,b € OBTZ és ismét hasznédltuk a korabban bevezetett kapcsos zardjelet a BTZ

hatar intervallumainak jel6lésére.

A0 < k< N — 2 csempék teriiletei ebben az esetben is kolcsonos feltételes informa-

ciékat kédolnak, vagyis:

C
2Lk = Ik =

3
= I[a — la,bb+ 1|ab] = (71)

= Sla — 1b] + S[ab + 1] — Slab] — Sla — 16+ 1]

Kprz esetében a kinematikus tér tartalmaz £ = N —1 cimkével ellatott, véges méretii,
hédromszog alakt tartoményt is. Jeloljik ezek tertileteit T ny_i1-gyel. Ezek értékeit ugy
tudjuk meghatarozni, ha vissza megyiink a négy fundamentalis tartomanyt tartalmazo
Kp térre. Itt a & = N — 1-gyel jelolt négyzetalakt csempék tertiletei 275 y_q. Ezeket a
tartomanyokat az a,a,b,b cimkékkel ellatott pontgorbék hataroljak, ahol:

a=—, b=—, b=a—1, a=b+1 mod 2N (72)

(a és b jelolhetnek akar eredetileg is felillvondssal cimkézett gorbéket is). Tehét a csempe
teriiletét a Crofton-forma segitségével formalisan kapcsolatba hozhatjuk a kovetkezo alakt

kolesonos feltételes informaciokkal:

2. %Tj,N_l — I(ab,ablba) = S(aq) + S(bb) — S(ba) — S(ba) (73)
Vegyiik észre, hogy BTZ reprezenticioban S(aa) és S(bb) a teljes hatdrra vonatkoztatott
S[OBT Z] 6sszefonddottsagi entrépiat szolgaltatjak, valamint S(ba) = S(ba) = S[ba). Ezt
felhasznalva az (73) egyenlet két-két tagja a kovetkez6 alakra hozhato:
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S(aa) — S(ba) = S(bb) — S(ba) =
S[OBTZ] — S|ab] = (74)
= S[ba|ab]

Ahol az utols6 két sorban [ab] és [ba] BTZ intervallumokat jelolnek, S[balab] mennyiség
pedig a 4. fejezetben bemutatott feltételes entrépia. Ezt felhasznédlva (73) egyenlet

atirhatd a kovetekzo alakra:

c
gTj,N—l = S[ba|ab] (75)
Tehat Kpry k = N — 1-hez tartozé haromszog alaki csempéi feltételes entropiakat ko-

dolnak.
Osszefoglalva tehat azt kaptuk, hogy a BTZ fekete lyuk kinematikus terén a csempék

tertiletei a kovetkezd osszefonddottsagi mennyiségekkel aranyosak:

o [ fla=1abben) k=0
Tiw==-4 Ilo—Tlabb+1ab], if0<k<N-1 (76)
S[ba,ab], itk=N-1
Ahol: L L
=12, bE]; mod N (77)

A kapott eredményeket felhasznéalva szeretnénk a BTZ fekete lyuk 6sszefonddottsa-
gi mennyiségeihez is egy Y-rendszert talalni. A koradbbiakhoz hasonléan vezessiik be a

kovetkez6 mennyiségeket:

v i f0<k<N-—1 (78
e e hk— '
! m, lfk':N—l

Ahol Tj , tovabbra is Kpry beli csempék teriileteit jeloli. A kordbbiakkal analég médon a
négy fundamentélis Ky tartoményt tartalmazé Kp tér segitségével, (66)-t felhasznélva
két kiillonbo6zé alaki relacié irhaté fel (ismét a j — j — 1 mod 2N — 1 dtcimkézéssel).

Egyik, amelyik a £ < N — 2 csempékre vonatkozik:

YiowYjme =1+ Y 1)1+ Yjr) (79)

A masik, pedig amelyik a kK = N — 1 haromszogekre vonatkozik:
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6. FEJEZET. A KINEMATIKUS TER ES AZ Y-RENDSZEREK

Yj—1,N—1Y}+1,N—1 = (1 + Yj,N—2)2 (80)
Ezt a két Osszefiiggés szintén Osszevonhato a vakuum esetén bevezett alakka:
YicnYjoe = [T (Y +1)7™ (81)
i#k

Minden k = 1,...,N — 1-re, ahol most A = {a;;}; j—0...n—1 a kovetkez6 alakd, N x N-es

matrix:

0100 0 1
1010 0 0
0101 0 0
A= (82)
0010 0 0
0000 -+ 20
Es a hatarfeltételek a rogzitett Y0 =0 és a szabad® Y; y_; = eQTM}_Iil = eQS[bal,ab]_l. Az

igy generdlt Y;, mennyiségek rendszerét Cy_; Zamolodchikov Y-rendszernek hivjuk. Ez
tehat a kinematikus tér szerkezetén keresztiil a magas homérséklettit CF'T részrendszerek
kolesonos feltételes informaciénak egy algebrai struktiurajat hatdrozza meg.
Osszefoglalva tehat vikuum és magas hémérséklet esetén taldltunk a CFT kolesénos
feltételes informécidira egy kozos algebrai leirast. A két esetet (hasonléan a klaszter
algebrakhoz) a rekurziés relaciéban hasznélt A métrix, valamint a hatarfeltételek kiilon-
boztetik meg. Az algebrai leirds lehetOséget ad arra, hogy rogzitett szamu részrendszer
esetén mind az O(N?) kolesonos feltételes informaciot O(N) mennyiség ismeretében meg-

hatarozzuk.

2Ebben az esetben a szabad hatarfeltétel azt jelenti, hogy most a k = N — 1 csempékre is vonatkozik
a levezetett reldcié. Az A métrix nulladik és sora tovabbra sem is fordul el6 a relacidkban kitevéként, de
az utolsé mar igen.
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7. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatomban az AdS/CFT megfelelés egy specidlis esetét vizsgaltam, amely szerint
kapcsolat van a 2+1 dimenziés anti-de Sitter jellegli terek geodetikusai és a hataron
értelmezett konform térelmélet részrendszereinek Osszefonddotsagi entropiai kozott. A
hataron él6 CFT gerjesztései esetén a tiszta AdS tér faktorizacidjanak segitségével el6-
allithato geometriak adjak a dudlis elméletet. Az egyik ilyen geometria az tgynevezett
BTZ fekete lyuk. Munkamban a statikus, nem forgd, makroszképikus BTZ fekete lyuk

segitségével vizsgaltam a magas homérsékletiit CF'T 0sszefonddottsagat.

Témavezetommel végzett korabbi munkaink soran, a tiszta AdS tér geodetikus sok-
szogeinek trianguldcidin keresztiill megmutattuk, hogy a CFT vakuum 6sszefonodottsagi
mennyiségei specialis matematikai strukturakkal allnak kapcsolatban: a részrendszerek
von Neumann entrépiai A,, klaszter algebrat, a tobb részrendszerre vonatkozé kolcsonos
feltételes informéciok pedig A, Zamolodchikov Y-rendszert alkotnak [2]. Dolgozatomban
a kordbbi recept segitségével megmutattam, hogy hasonld algebrai struktirak jelennek
meg BT7Z fekete lyuk esetén is. A hatar részrendszereinek tsszefondédottsagi mennyiségei
a klaszter algebrak egy masik specialis esetét, ugynevezett C,, tipusu klaszter algebrat
alkotnak. Hasonlbéan a geodetikusok terébdl kiindulva megmutattam, hogy a kolcsonos

feltételes informaciok C), tipusi Y-rendszert hataroznak meg.

Az 6sszefiiggéseket a hiperbolikus geometriaban hasznalt Poincaré féle kormodell geo-
metridjanak segitségével hataroztam meg. Ebben a reprezentacioban a geodetikusok
hosszara, igy a Ryu-Takayanagi Osszefiiggésen keresztiil az osszefonddottsagi entrépia-
ra is mas kifejezéseket kapunk, mint amit az irodalomban, a Schwarzschild koordinatak
segitségével kapnak. Ez a kiillonbség az dsszefonddottsagi entropia szamitasandl egy spe-

cidlis regularizacié (mértékszabadsig) valasztdasaval dllithat kapesolatba. Ez a specialis
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geometriai mértékvalasztas a késobbiekben lehetOséget adhat arra, hogy bonyolultabb
geometriak esetén, az Osszefonddottsagi mennyiségek algebrai Osszefliggéseit a kormodel-
len keresztiil vizsgaljuk. Nyitott kérdés azonban, hogy az igy kapott entrépia formulak
magas homérsékleten is kielégitik -e az osszefonddottsagi mennyiségekre vonatkozo meg-
szoritasokat, példaul az tgynevezett Araki-Lieb egyenl6tlenséget.

Bar dolgozatomban a 7 = 0 statikus, nem forgo esetre szoritkoztunk, az eredmények a
nem statikus esetre vald altalanositas alapjait is képezhetik. Megmutathato ugyanis, hogy
a bonyolultabb topolégidjuk Riemann-feliiletek hatara szintén a hiperbolikus geometria
faktorizaciéjanak segitségével allithatok elé [30, 32, 31].

Egy fontos tovabbi kérdés, hogy véges homérséklet esetén hogyan moédosulnak a kapott
algebrai strukturdk. Ekkor (38) egyenlet érvényét veszti, ugyanis egy bizonyos kritikus
a nyilasszog alatt az adott részrendszer entrépidja méar nem a vele homolog geodetikus
hosszaval, hanem egy kétkomponenst tartalmazo geodetikus par hosszaval fog kapcsolat-
ban &llni [17]. Véleményiink szerint ennek a kérdésnek a megvalaszolasat is tobbek kozt
a nem statikus eset részletes feltarasa fogja eldsegiteni.

A statikus eset és a kolesonos feltételes informacidkra vonatkozd Y-rendszerek alta-
lanositasara mar vannak probalkozasaink a twisztor geometria és a termodinamikabdl
ismert eredmények felhasznédlasaval. A bonyolultabb esetek megértéséhez azonban a kon-
form térelmélet és a palyaintergral elmélet alapos ismerete is elengedhetetlen. A dolgozat
alapjat ado kutatasunk és késobbi eredményeink varhatéan ezen irdnyokat fogjak maguk-

ba foglalni.
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Figgelék

A. Lambda-hossz

Ebben a fejezetben a lambda-hosszal kapcsolatos legfontosabb fogalmakat és Gsszefiig-
géseket ismertetem. Tekintsitk R = 1 esetén a statikus (V' = 0) AdS térhez (amely a
kétkopenyti hiperboloid geometridjaval azonos) aszimptotikusan illeszked6 pozitiv fény-

kipot [20], azaz:
LT={b-b=0becR*Ab >0} (83)

Azon ‘H C H gorbéket, melyekre teljestil a kdvetkezo feltétel:

w-b:—ﬁ (84)

Horociklusoknak hivjuk [20]. Itt w € AdS és b € L. Ekkor LT minden egyes pontjanak
pontosan egy AdS-beli horociklus felel meg. Belathaté, hogy D-beli koordinatékra attérve

egy horociklus azon pontok halmaza, mely kielégiti a kovetkez6 egyenletet:

i (S‘f%blf*(”‘lﬁb%bl): (1+\1/§b1)2 -

Ez egy D-beli Euklideszi kor egyenlete, melynek egyik (b /b1,b3/b1) pontja rajta van dD-n.

Komplex alakra attérve ez a kévetkezo z € 0D¢ pont:

w bot b
=

z=e (86)
Tehat £ minden egyes pontja megfelel 0D egy-egy pontjanak is. Tekintsiik ekkor azt a
D-beli A geodetikust, amely z_ = ™ pontbdl indul és 2, = e” pontba érkezik. 2, € ID-
nek megfelel két by € L pont, amely egy-egy H. horociklust hatdroz meg. Ekkor ezen
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13. dbra. (89) szerint egy A geodetikus lambda-hossza a geodetikus
végpontjaiba allitott horociklusokkal vett metszéspontja kozé esé sza-
kaszanak hosszéval all kapcsolatban. A lambda-hosszat azonban (87)

alapjan csak a geodetikus végpontjainak helyzete hatarozza meg.

geodetikus lambda-hosszat a kovetkez6képpen definidljuk [20]:

A(A) = /= (b--by) (87)

Amely az (u,v) és («,0) paraméterekkel kifejezve:

sin

A(A) = /2(b-)1 (b )1 [sinaf = /2(b-)1(by )1

v—u‘

(88)

Belathaté, hogy a lambda-hossz és a hiperbolikus tavolsag kozott fennall a kovetkezo

Osszefliggés:

A2 (A) = =M (89)

Ahol 6 (H_,H) a A geodetikusnak a H_ és H horociklussal alkotott metszéspontjainak
hiperbolikus tavolsaga (13. abra). Ennek bizonyitasdhoz vegyiik azt a trividlis esetet,
amikor u = 0 és v = 7, vagyis z_ = 1 és z, = —1. Ekkor az A geodetikus egy Euklideszi
egyenes D-n. Vegyik fel H, — ¢ horociklust gy, hogy atmenjen az origén, H_-t pedig
Ugy, hogy A-val val6 metszéspontja w legyen. Ekkor (85) alapjan belathat6, hogy az
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ezekhez tartozé by € LT vektorok a kovetkezok:

1+w 1
V2(1-w) V2
1+w _ 1
V2(1—w) 2
Ekkor a lambda-hossz négyzete:
1+
N(H-Hy) = = (b by) = 7 (91)
1—w
Két D-beli, Q1 és Q2 pont tavolsagat a kovetkezoképpen lehet meghatarozni:
|1 — 2_12’2’ + ’Zl - ZQ‘
) , =In — 92
(Ql QQ) |1 — 2122‘ — ‘Zl - 22’ ( )

Ahol z; és 2, jelolik a Q) és Q5 pontok helyzetét a komplex sikon. Ezt a geodetikusok és

horociklusok két metszéspontjara alkalmazva:

1+w
—w

§(H_H.)=In

(93)

Lathat6, hogy erre a specidlis esetre igaz a (87)-es Osszefuggés. Mivel olyan diffeomor-
fizmusok segitségével, melyekre a metrika invarians, D Osszes geodetikusa eléallithato,
valamint mivel ezekre a transzformaciokra nézve a metrika invarians, igy w és 0 képe ko-
zOtt a tavolsag, tovabba a lambda-hossz is allando, igy erre a specialis esetre bizonyitva az
allitast belattuk minden geodetikusra és horociklusra. A lambda-hossz tehat felfoghaté

ugy, mint a geodetikus horociklusok altal regularizalt hosszanak egy mérdszama.

B. Pontozott feliiletek és triangulacidk

A kovetkezékben [4] cikk alapjan Osszefoglalom a pontokkal megjelolt, aszimptotikus

hatarral rendelkezd Riemann-feliletekre vonatkozo matematikai definicidkat.

B.1. Definicié (Pontozott, hatarral rendelkezd feliiletek). Legyen S egy kétdimen-
2108, iranyitott, osszefiiggd Riemann-felilet OS hatdrral. Jeléljiink meg pontok eqy M hal-
mazat 0S-en. Ekkor (S, M) pontozott, hatdrral rendelkezd feliletnek hivjuk, intS-et pedig
az S feliilet belsejének.
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B.2. Megjegyzés. 0S véges szami komponenst tartalmazhat, amelyek egyenként dssze-
fiiggoek.
A kovetkezdkben olyan felilletekkel foglalkozom, amelyek kizarélag egy, vagy két ha-

tarral rendekeznek.

B.3. Definicié (Horizont, lyuk). Amennyiben a felilet két komponenst tartalmaz, amely-
bol az eqyik nem pontozott és a masik teljes egészében koril fogja, akkor azt horizontnak

hivjuk, az dltala kivdgott rész pedig lyuknak.

B.4. Definicié (Iv). Azon (S,M)-beli gorbéket, amelyckre teljesiilnek a kovetkezd felté-
telek:

o a gorbe végpontjai M elemei,
e a gorbe nem metszi sajat magdt intS-ben,

o a végpontjaitol eltekintve a gorbe diszjunkt M-tél és 0S-tdl,
Tveknek hivjuk és v-val jeléljik Sket.

B.5. Definicié (Kompatibilis ivek). Ha két ‘v nem metszi eqgymdst intS-ben, akkor

oket kompatibilisnek hivjuk.

B.6. Definicié (Triangulacié, haromszogek). Egy T idedlis trianguldcicja (S,M)-
nek eqy mazximdlis halmaza kilonbozo, paronként kompatibilis iveknek. Egy idedlis tri-

anguldcié (S,M)-et hdaromszigekre osztja.

B.7. Megjegyzés. Ha a megjelilt pontok szamdt rogzitjik, akkor (S,M) minden trian-

gulacioja ugyanannyi kompatibilis ivet tartalmaz.

B.8. Definicié (Flip). Toroljink ki egy v et eqy T trianguldcidban és adjunk hozzd
eqy masik ~' tvet gy, hogy egqy ujabb T' trianguldcichoz jussunk. Ezt a transzformdciot

flipnek nevezziik.

B.9. Definicié (Kicserélési graf). Legyen (S,M) egy pontozott, hatdrral rendelkezd fe-
lilet.  Legyen a trianguldciotban szerepld kompatibilis ivek szama n. FEkkor azt az n-
requldris grdfot, amelynek csicsaiban (S,M) trianguldcioi szerepelnek (S,M) kicserélési
grafianak nevezzik, amennyiben az 6sszekdtott csucsaiban szerepld trianguldciok eqy flip-

ben kilonboznek egymdastol.

A kovetkezékben vizsgaljunk meg két, a dolgozat szempontjabdl fontos példat.

LA haromszog kifejezés nem feltétleniil jelent hadrom kiilonbézé csticesal rendelkezd objektumot.
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B.1. Sokszog kicserélési grafja

Legyen (S,M) egy hatarral rendelkez6 feliilet egyetlen hatar komponenssel és N > 4
ponttal 0S-en. Ezek a pontok egy sokszoget hataroznak meg. Az oldalai hatar elemek
(vagy ivek) szomszédos, az atléi pedig kompatibilis ivek nem szomszédos pontok kozt.

Az N-szog triangulaciéja N — 3 kompatibilis ivet tartalmaz. Egy adott triangulacio
minden v atloja meghatiroz egy négyszoget a kovetkezo értelemben: minden éle a sokszog
egy oldala, vagy atloja, az egyik atloja pedig v. Jeloljiik a kivalasztott négyszog mésik
atlojat v'-val. Ekkor egy flip v mentén azt jelenti, hogy ebben a négyszogben kicseréljiik
V-t v'-re.

A sokszog kicserélési grafja a sokszog triangulécidibol és az azok kozotti flibekbol épiil
fel. Egy N-sz0g esetén a grafnak % csucsa van. Ezt a grafot asszociahedronnak
nevezik. N = 6 esetén lasd 14. 4bra.

14. abra. N = 6 esetén, a flipek altal meghatarozott asszociahedron,

csucsaiban a sokszog triangulacidival.

B.2. Lyukas sokszog kicserélési grafja

Legyen (S,M) egy pontozott, hatarral rendelkez feliilet egy kiilsé és egy belsé hatar

komponenssel. Jeloljink meg N darab pontot a kiilsén, vagyis a bels6 komponens egy
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N /

15. dbra. N = 6 esetén, a flipek altal meghatarozott ciklohedron, csu-

csaiban a sokszog triangulaciéival.

horizont. Ekkor egy trianguldciéban a lyuk nélkiili esettdl eltérd, tobb féle kompatibilis
iv hizhatoé be. Vannak olyan ivek, amelyek a horizontot megkeriilve énmagukba csat-
lakoznak a kiils6 hataron. Ezeket az iveket hurkoknak nevezziik. Két kiilonb6z6 pont
kozott két kiillonbo6zo, "természetes" iv hiizhatéd: egy, amelyik a horizontot egyik oldalrol,
masik pedig a masik oldalrél keriili meg.

Egy egy lyukt N-szog trianguldcidi N —2 természetes és egy hurok ivet tartalmaznak.
A triangulacié a kovetkezo tartomanyokbdl épiil fel: néhény természetes haromszog, ame-
lyek oldalai a sokszog atloi, vagy élei. Tartalmaz tovabba egy Osszehajtott haromszoget
(vagyis amelynek két kiillonb6z6 csicsa van), amelynek az egyik oldala a hurok, tovabba
egy nem Osszefliggd tartomanyt, amelynek hatdrai a hurok iv és a horizont.

Ebben az esetben két kiillonbo6z6 tipusu flip hajthaté végre. Egyrészt lehetoség van a
osszehajtott is lehet, amennyiben egyik oldala a hurok. Masrészt pedig a hurkon is
végrehajthaté egy flip. Ebben az esetben az v kicserélése utan szintén egy hurkot kapunk.

A kicserélési grafot gy hatarozhatjuk meg, ha észrevessziik, hogy egy egy-egy meg-
feleltetés van az egy lyukkal rendelkez6é N-szog triangulacioi és egy lyuk nélkiili 2/N-szog

20



C. KLASZTER ALGEBRAK

kozéppontosan szimmetrikus triangulaciéi kozott. Jeloljik az N-szog csicsait a,b, . . . -vel.
A 2N-szoget ugy tudjuk megkonstrualni, ha az N-szog minden csticsdnak ekészitjik a ko-
zéppontos tikkorképét, amelyet jeloljink a,b, . . . -vel. Ekkor az N-szog minden természetes
(i7) (i # j) {ve a 2N-szog egy kozéppontosan szimmetrikus {(ij),(ij)} (vagy, ha i > j,
akkor {(ji),(ji)}) parjahoz tartozik. Az N-szogben talalhaté (ii) hurok pedig az (ii)
atmérdnek felel meg a 2N-szog képben. Ekkor az N-szog minden, nem hurok atléjanak
flipje egy kozéppontosan szimmetrikus flip parnak, a hurkon végrehajtott transzformacio
pedig az atmér6 cseréjének felel meg. Ezzel a konstrukcioval ekészithetjiik a kicserélési

grafot, amely egy ciklohedron (lasd 15. &bra).

C. Klaszter algebrak

A kovetkezOkben [4, 23, 24| cikkek alapjan osszefoglalom a klaszter algebrakkal kapcso-

latos legfontosabb matematikai fogalmakat.

C.1. Definicié ((P,®,-) féltest). Legyen (P,-) egy Abel-csoport és (P, ®) egy kommu-
tativ félgyiird azzal a felétellel, hogy @ disztributiv a szorzdsra nézve. Ekkor (P, @, -)-t

féltestnek nevezziik.

C.2. Megjegyzés (Félcsoport). (P, @) egy félcsoport, ha az & bindris mivelet asszo-

ciativ.

C.3. Példa. (R U {oo},®,-) egy féltest, ha Vxyy € RU {oc}: = &y = min{x,y} és
rT-yYy=x+Y.

C.4. Példa (Tropikus féltest). Legyen I indexek véges halmaza és tekintsik a kiovet-

kezd félesoportot:

P="Trop(¢;:i€l)= {qu

el

Definidljuk két P beli elem kozott az @ dsszeaddst a kovetkezoképpen:

[Ta" @ la = [Ta™" (95)

Ekkor (P, ®, ) eqy féltest, amelyet tropikus féltestnek nevezink.
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C.5. Definicid. Legyen F egy test, amely izomorf az n fiiggetlen vdltozoval rendelke-

20 raciondlis fiigguények testével, amelyek eqyiitthatoi a ZP = Z a;p; | a; € Z} test
p;EP
elemei.

C.6. Definicié (Normalizalt gyok). ¥ = (x,p, B) az F beli normalizdlt gyoknek ne-

vezziik, ha:
o x = (x1,29,...,x,) n darab F beli elemet tartalmaz,

e p= (P?E)l<,< 2n darab P-beli elemet tartalmaz, amelyekre teljesil a pi © p; = 1
normalizdcids feltétel minden 1 < i < n-re,

o € B = (bij)<; <, €9y N X n-€5, egész elemid mdtriz.

Ekkor x-et klaszternek, az elemeit klaszter vdltozoknak, p-t egyiitthato halmaznak, elemeit

eqyitthatoknak, B-t pedig kicserélési matrixnak nevezzik.

C.7. Definicié (Gyok mutacid). Legyen 3 = (x,p, B) eqy F-beli gyik és vdlasszunk ki
x-bdl egy tetszdleges x; € x klaszter vdltozot. Ekkor azt mondjuk, hogy a ¥ = (x',p’, B')

a Y gyok eqy mutdcioja, ha a kovetkezok teljesiilnek:

o X' = (x/{z;})U{x}} egy klaszter, ahol x; € F-t a kévetkezd reldcié hatdrozza meg:

vy =pt [[ =07 +p; T[ o7 (96)
1<i<n 1<i<n
bij>0 bij<0
e p' = (p;i)lggn egy egylitthaté halmaz, amlyet a pi™ ®p,~ = 1 normalizdcics feltétel

és a kovetkezd dsszefiiggés hatdroz meg:

/

py /v, ha x; =
bji _
vt/ =3 (pf) " b /pr, habi >0 (97)
bji _
(p;) " P /o7 ha by <0
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e B = (b%) pedig eqy egyiitthato matrixz, amely B-vel a kovetkezo kapcsolatban dll:

0 ha x; = ), =
—b;j ha x, = x; %+ x;
=1 —bjk ha x; = x'; # 1y, (98)
b ha x; # x, xp # 7, €5 b <0
bir. + |bij| bje  ha x; # 2wy # 2, €5 bijhjp > 0

Lathaté, hogy a klasztervaltozéra vonatkozo Osszefiiggés hasonld alakd, mint az 5.2
fejezetben talalhaté (46) relacié. Fontos megjegyezni azonban, hogy az itt kozolt definicid
sokkal altaldnosabb, mint az 5.2 fejezetben talalhat6. A korabbi definicibban szereplo
klaszter valtozok magukba foglalatdk az egytitthatokat is. Ezek a sokszog oldalaihoz
tartozo geodetikus lambda-hosszak voltak, amelyekre a 7 < N — 1 feltétel miatt nem
vonatkozott a (46) rekurzids relacio, tehat ezek is egytitthatok szerepét toltotték be. Az
imént ismertetett definicioban a B matrix (amely ebben az esetben szintén nem tartalmaz
az egylitthatokra vonatkozo elemeket) kicserélési reldcidja is szerepel, amelyre a korabbi
szovegben szintén nem tértem ki részletesen.

A kovetkezOkben a klaszter algebrak és a pontozott feliilletek kozotti kapcesolatot is-

mertetem

C.8. Definicié (ElGjeles 6sszefiiggbségi méatrix). Legyen T az (S,M) pontozott, ha-
tarral rendelkezd felilet egy trianguldcidja. Ekkor T-hez kapesolhatunk eqy B = B(T)
n X n mdtrizot, amelyet eldjeles dsszefliggoségi mdtriznak nevezink. Ez magaba foglalja a
T trianguldcio kombinatorikai tulajdonsdgait. Jeloljik T iveit 1,... n,-nel. Ekkor B(T)
sorait és oszlopait ezen ivek cimkéivel indezeljik.

A B(T) matrizot a kévetkez6 képpen konstrudlhatjuk meg: a T trianguldcié minden

A hdromszégéhez definidljunk eqy B® = {biAj} n X n-es, egész elemi, matrizot a kovetke-

zoképpen:
1 ha A oldalai i és j,ahol j i-t éramutato jdrasaval megegyezden koveti,
biAj =49 —1 ha az elozo feltétel teljestil, de oramutato jardsdval ellentétes iranyban,
0 kilonben.

(99)
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Ekkor B = B(T) = {b;j} a kévetkezbképpen kaphato meg:

B=> B* (100)

Ahol az dsszegzés az dsszes T beli hdromszégon végigfut. Ez az n X n-es madtriz antiszim-

metrikus és minden b;; eleme 0,1,—1,2, vagy —2.

A B matrix kiszamitasara vonatkozé definicié analég az 5.2 fejezetben emlitett grafos
modszerrel, azzal a kiilonbséggel, hogy B indexei most csak a klaszter valtozokra, az

egytitthatokra pedig nem vonatkozik.

C.9. Definicié (Mutécié ekvivalencia). Tekintsik az (S,M) két kilonbozé, T és T"
bél a trianguldcion végrehajtott flipek sorozatdval, ezért azt mondjuk, hogy B(T) és B(T")

mutdciot tekintve ekvivalensek.

C.10. Tétel. Legyen (S,M) egy pontozott, hatdrral rendelkezd felilet, T ennek egy tri-
anguldcidja, valamint x (T') az F test elemeit tartalmazo klaszter. x (T') elemeit az (S, M)
feliilet v € T iveivel indexeljiik. Fkkor:

« minden X1 = (x(T'), p(T), B(T')) hdrmas egy gyok, aholx(T') = (24(T)), e, P(T) =
(pff(T)) o és a B(T) kicserélési matriz eqyenld a T trianguldcid eldjeles dssze-
v

fiiggoségi mdtrixdval,

o haT'" megkaphato T-b6l eqy v € T menti flip végrehajtisaval, akkor Xp megkaphatd

Xr-bol a x, — xy mutdcio végrehajtdsaval.

Ez utobbi tétel egyértelmiien meghatarozza a pontozott, hatarral rendelkezé feliiletek és

a klaszter algebrak kozott kapcsolatot.

C.1. A, klaszter algebra

« sz

n = N — 3. Jeloljik a sokszog csucsait a,b, . ..-vel. A triangulacidoban szerepld iveket és
a klaszter valtozdkat a sokszog atldinak végpontjait jelolo parokkal cimkézziik . Ekkor a
klaszter algebrara vonatkozo kicserélési relaciok (amelyek egyben egy flipet is jelolnek) a

kovetkez6 alakuak:
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g -
LikTj1 = Pige 1Tij Tkl + Dig j11iTk; (101)

Ahol 7,7,k és | a négyszog tetszbleges csucsait jelolik az oramutatd jarasaval ellentétes

irdnyban, valamint a p;tc,bd egyiitthatok egy P féltest elemei.

Milyen alakinak valasszuk az oldalakhoz tartozé egytitthatokat és az atlokhoz tarto-
z6 klaszter valtozdkat, hogy az 5.2 fejezetben emlitettekkel azonos eredményt kapjunk?
Ehhez a sokszog minden cstcsdhoz rendeljiink egy z; = (214,20;) € C? vektort, ahol i a
sokszog egyik csucsat jeloli. Ekkor minden (ij) élhez és atléhoz definidljuk a kovetkezd

mennyiséget:

221215 — R1i”2j
By=—""g

A Kklaszter valtozok legyenek ekkor x;; = A

(102)

ij, illetve azt a konvenciét hasznaljuk tovabba,
hogy z;; = 1, ha (ij) a sokszog egy oldala. Az egyiitthaték P halmazat valasszuk meg a

kovetkezoképpen:

P = Trop(A;; : (i) a sokszog egy oldala) (103)

Az egytitthatokat pedig definidljuk a kdévetkezOképpen: p;;’ﬂ = DikPji €S Digji = Puljk;
ahol:

1 L (i _ (t16a.
P — { a (1j) a sokszog egy atléja (104)

A;; ha (i) a sokszog egy éle.

Az igy megkonstrudlt egyiitthatok minden flip esetén kielégitik a kicserélési relaciot és a

normalizalasi feltételt.

Ekkor a (101) kicserélési relacié minden flip (mutécid) esetében a kovetkezd alaki:

Al = Nij A+ DAy, (105)

Lathato, hogy ez az 5.2. fejezetben szereplé (47) Ptolemaiosz-reldciéval azonos, vala-
mint az (18) lambda-hossz valéban felirhaté (102) alakban a z = e”/2(e™ e~ vilasz-

tassal, ahol 9; az i-edik cstcsot jellemz6 komplex argumentum.

Megmutathato, hogy egy A, tipusu klaszter algebraban az Gsszes kicserélési matrix

mutéciét tekintve ekvivalens a kovetkezd matrixxal:
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.0 0
=\ . . .. (106)

A sorok és oszlopok egyiittes felcserélésétdl eltekintve.

C.2. (), klaszter algebra

Egy lyukkal rendelkezé N-szoghoz az igynevezett C,, tipusu klaszter algebréat tarsitjuk,
ahol n = N — 1. Hogy meghatarozzuk a kicserélési relaciokat, ismét a 2N-szog képet
hasznaljuk. Jeloljik ennek csicsait a.b, . ..,a.b,...-vel. Ekkor minden, a cstcsokbél ki-
valasztott par meghatarozza a 2/N-szog egy oldalat, vagy atlojat. Ezekhez egytitthatokat
és klaszter valtozokat tarsithatunk. Ahogy korabban emlitettem, ebben az esetben két

tipusu flip hajthaté végre, amelyek a kovetkezo harom kicserélési relaciot hatarozzak meg:

o Ha a sokszogbol egy tetszolegesen kivalasztott négyszogben hajtunk végre flipet,
amelynek 7,7,k,l cstcsai oramutatd jarasaval ellentétes iranyban kévetkik egymast,

és az N-szogben négy kiilonboz6 csicsot reprezentalnak, akkor:
Tkt = Di 1T Tht + Dig 1 T1T k- (107)
Amely azonos az A,, esetben kapott relacioval.

« Ha egy olyan négyszogben hajtunk vére flipet, amelynek cstcsai ,5,k,i 6ramutaté

jarasaval ellentétes iranyban, akkor:

Tkl = Py 50Tk + Py 5Tk (108)
Vegyitik észre, hogy ez az az eset, amikor a kivalasztott négyszog egyik oldala a
2N-sz6g atmérdje. Ez az N-szog képben az Osszehajtott négyszog beli flipnek felel

meg.
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mutato jarasaval ellenkez6 iranyban, akkor:

= — 2 - .2
Tiij = Py 3% T P %5 (109)

Ez az eredeti N-szog képben a hurok menti flipnek felel meg.

Ismét felmeriil a kérdés, hogy milyen alakinak valasszuk az oldalakhoz tartozo egytitt-
hatokat és az atlokhoz tartozo klaszter valtozokat, hogy az 5.2 fejezetben emlitettekkel
azonos eredményt kapjunk? Ebben az esetben is az A, klaszter algebrahoz hasonlé mo-
6don jarunk el. A 2N-sz6g minden kozéppontosan szimmetrikus csiics parjahoz egy-egy
két komponenstt z; = (215,20;) € C? és 2z; = (295,29;) € C? vektort rendeliink, ahol i
és i az adott, szemkozti csticsokat jelolé cimkék. Ekkor a sokszog minden kozépponto-

san szimmetrikus él és atld parjahoz, valamint az atméréhoz a kovetkezé mennyiségeket

rendeljiik:
R Z2iR15 — R1i%2j 2921215 — *1i%2;
{[2,]],[2,]]} — Aij = AZ} = . % = : 2 : (110)
T 215297 t 225213 Z15%2; + 293214
(A} - by = Ay = - TR S Esne gy
[i,i] = A = =212 (112)

Lathaté, hogy a z; = e”/2(ei e™™i) és z; = e”/?(e™i e™™i) valasztéssal, ahol ¥; és
U: = 9; + 7 az i és i csticsokat jellemz6 komplex argumentumok, a definidlt mennyiségek
éppen megegyeznek a 3. fejezetben szerepld (23) lambda-hosszakkal.

Ha ezeket a mennyiségeket az A,, esettel analdog moédon ismét klaszter valtozokként és
egylitthatokként hasznaljuk, akkor a (107),(108) és (109) egyenletek a kovetkezd alaktak

leszenk:

NN = Dij A + Ay, (
ApAj = A Ak + AzAgy (
AAy = AjAE + ApAy; (
AirAj; = DA + DAk (116
AjiAg = AgAj + A5 A (
AGA; = AL + A% (

Amelyek ismét azonosak a lambda-hosszakra kapott (51) dsszefiiggésekkel.
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Végiil pedig a C), esetben megmutathatd, hogy a triangulaciok kicserélési matrixai

mutaciét tekintve ekvivalensek a kovetkezdvel:

0 .. 0 0
B=1|. . . . (119)

A sorok és oszlopok egyiittes felcserélésétol eltekintve.
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