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Bevezetés Boroczki Zoltan Istvan

1. Bevezetés

A modern adatfeldolgozas soran szikséglink van kilonb6z6, akar tobbdimenzids
slrlségfliggvények becslésére és megjelenitésére is. Ezen folytonos fliggvényeket
— altaldban - a fazistér strukturdlt racson torténd felosztdsan becslik, hisztogramot készitenek.
Nagy elem( minta, megfelel§ cellaszélesség és darabszam esetén a hisztogram jol kozeliti a
becsilni kivant strlségfliggvényt, azaz a statisztikus széras értéke minden racselemen torténdé
becslésre alacsonnya valik. Mas mddszerek segitségével is lehet slirliségfliggvény becsléseket
végezni, a nukledris technika teriiletén tébb mddszert is alkalmaznak: fliggvények szerinti

sorfejtést [1], magfliggvényes becslést [2], illetve adaptiv felosztast alkalmazé technikat [3].

Tobb teriileten is gyakran alkalmaznak Monte Carlo (MC) szamitasokat, amelyek tipikusan
néhany skaldr érték meghatdrozdsara alkalmasak. A MC szamitds nuklearis fizika teriletén is
széles korben alkalmazott eszkdz, példdul részecsketranszport szimulacidkra. Erre a
problémateriiletre kerilt kifejlesztésre az MCNP nev( széles kdrben hasznalt és hitelesitett,
magas szintl MC részecsketranszport kéd. Ebben taldlhaté példaul a beépitett ,radiographic
tally”, amely a fazistér strukturalt rdcson torténdé felosztasaval 2D fluxusbecslést lehet végezni.

[4] [5]

A munkam soran egy tobbdimenzids adaptiv hisztogramkészit6 algoritmust fejlesztettem ki. A
program a felhaszndld altal kijelolt dimenziékon, a median mentén tobbszor megfelezi a

fazisteret, igy létrehozva az adaptiv racsot.

Az els6 MATLABban irt programverzidval 6sszehasonlitd szamitasokat végeztem 2D mintdkkal
a strukturalt és az altalam fejlesztett programmal készitett adaptiv rdcson, majd C++-ban egy
altalanosabb algoritmust irtam, mely képes tetszGleges dimenzidban a fazistér felosztdsara.
Ezenkivil a felhasznalé altal generdlt mintakon kivil, akar az MCNP altal 1étrehozott részecske
mintak feldolgozasara is, igy lehetGséget ad valés eseteken torténd vizsgalatokra. Az igy
létrejott fuggvénykozelités tulajdonsagait elemeztem és 6sszehasonlitottam a szabalyos racs

segitségével nyert eloszlas tulajdonsagaival.

A tobbdimenzids eloszlds ilyen modon torténd rekonstrualdsa alkalmas a vizsgalt mennyiség

térbeli eloszlasanak numerikus analizisére, vizudlis elemzésére.

A létrejott struktirdra kidolgoztam egy mddszert mellyel az eloszlast akar mintavételezni is

lehet.
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2. 2D allando cellaméret( hisztogramok vizsgalatai

Leggyakrabban a s(r(ségfliggvények becsléséhez strukturalt, allandé cellaméretl
hisztogramokat haszndlnak. A dolgozat elsé felében 2D hisztogramok altaldnos tulajdonsagait

ismertetem.

2.1. 2D hisztogram készitése

Vegylink egy 2D Descartes koordindta rendszert, melyben rogzitsiink egy négyzet alapu
tartomanyt, melynek hatdroldé vonalai legyenek merélegesek a tengelyekre. Ezt a tartomanyt
osszuk fel mind az X és az Y tengely mentén n részre, igy létrehozva n - n darab kis négyzetet,
melyet celldaknak neveziink. Ezekbe a terlletekbe beesé pontokat szamoljuk meg, és hozzunk
létre egy n - n-es matrixot, melynek elemei F;; az egyes négyzettartomanyokba beérkezett

pontok szamat tartalmazza. Ez a matrix szolgdlja a 2D allandd cellaméret( hisztogram alapjat.

2D linearis hisztogram

1800

1000 ¢ 70

~B00

Elernszam

500 ¢ 500

1. dbra N = 20000 véletlen pont 10-10 felbontdsu hisztogramba helyezve
az xe(—3,3) és ye(—3,3) intervallumon

A 1. dbran egy 2D allandd cellaméretl hisztogram képét lathatjuk, amely a xe(—3,3) és
ye(—3,3) intervallumot 10 - 10 négyzet alapu elemre bontja fel. A vizsgalt mintat egy 2D

normalis eloszlas szerint mintavételezett N = 20000 ponthalmaz adta.

Amennyiben a hisztogram alapjaul szolgalé matrix elemeket F;; normaljuk a mintaszammal N
és a cella méretével A = Ax-Ay, akkor erre a kisterlletre atlagolt s(rlségfiggvény
kozelitését ngg kapjuk vissza, amely szerint a mintavételezést folytattuk. [6]

e — Fy = Fy
Y AN Ax-Ay-N
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2.2. A hisztogram mintavételezésenek hibai

Egy celldba beérkez6 mintaszam atlagos eltérését becsiiljiik a statisztikus és a diszkretizacids

hiba 6sszegeként.

2.2.1. Diszkretizacios hiba
Tekintsuk diszkretizaciés hibanak azt, hogy a folytonos f(x,y) s(rliségfuggvényt egy
szakaszosan konstans, véges felbontdsu Fi‘;vg hisztogram elemeivel kozelitjik. A konnyebb

megértés érdekében nézziik meg, hogy a diszkretizacids hiba hogyan hatdrozhaté meg egy 1D

hisztogram esetében:

Integralt négyzetes hibaterilet

A ) Xit1 avg 2
D; =j (f(x) — F9) dx
X T i-edik hisztogramelem értéke:
U Favg
i
Xi-1 Xi Xit+1 Xi+2

2. dbra 1D-ben a diszkretizdcios hiba meghatdrozasa
Az egydimenzids becsilni kivant sGr(iségfuggvény f(x). A vizsgdlt tartomdnyt osszuk fel n
avg
F;

részre, és nézzik meg az i.-ik belsé hisztogramelemet , melynek hatdrold pontjai x; és

X;4+1. Akkor a diszkretizacios hibat egy dimenzidban kdvetkezd médon szamolhatjuk:

Xit+1
D;? =J (f(x) — F™9)* dx
Xi

« sz

nagysagat ebben az esetben a kovetkez6 mddon hatarozhatjuk meg:

Xi+1 Vit+1
2 2
D = J J (fCoy) — Fj") dx dy,
Xi Yi
illetve relativ hibaként kifejezve:
2 Xi Yi avg 2
_pet? _ ppett [ y) - ) dx dy

L avg?2 avg?2
F; F;
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2.2.2. Statisztikus hiba
A statisztikus hibat nagyszdmu egymastol fliggetlen esemény megfigyelésekor a megfigyelt
mennyiség statisztikus ingadozasabdl becsiilhetjik. Nézzlik meg, hogy ezt a hibat egy Monte
Carlo szimulacié esetén hogyan hatarozhatjuk meg. A szimuldcié sordan meghatdrozni kivant

mennyiség legyen [, ezt az N darab beérkez4 C; minta alapjan, atlagképzéssel kaphatjuk meg:

.1
I:NZCL'

Ekkor meghatarozni kivant mennyiség szérdsat a kovetkez6képpen becsilhetjik: [4]

px(1) =02 (> ) = 3z0* (Y &) = £ 02

Tegylik fel, hogy a mintaatlag szérasa a kovetkez6 médon irhaté fel:

D*(C;) =E(C*) —E*(C) = %Z c.> — (%Z Ci)

Azt tippeljiik, hogy igy felirhato

2

Hogy feltevéslinket visszaellendrizziik, nézziik meg, hogy a két tagnak mi a varhato értéke:

1

£ (2, 6) = yeed) = £(c2)

E<%Z(3i>2 ZZCC = NE(CZ)+(N2—N)E2(C)]

Lathatd, hogy a két tag nem fliggetlen, igy egy korrekcios tag fog megjelenni.

A kett6 Osszegére tehat kaphatjuk, hogy:

1 , (1 2 1 X
EIN E C;* — <N E Ci> l= E(C; —W[NE(CL- )+ (N2 = N)E2(C))] =
1 N-1 N-1 N-1
=E(C¢?) - [NE(CL-Z) +— EZ(CL-)] =— E(C?) +— E?(C) =

N-1 )
= = D@

;vf/
Korrekcids tag

Ezek alapjan az abszolut szérasat megkapjuk:

() =300 -1 s (32t -[rc])

1-hez tart

A Monte Carlo szamitdsban N értéke nagy, igy tehat a korrekcidt elhanyagoljuk.
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Relativ szérast ebbdl kifejezve adddik, hogy:

2:D2(f)_ ZCiz _l

o N

Abban az esetben, ha C; lehetséges értékei:

{1, ha a minta a vizsgalt tértartomanyon beliil van

Ci = . . , z . 7o .

0, ha a minta a vizsgalt tértartomanyon kiviil esik

akkor a relativ széras egyszer(sodik és atirhatd ugy, hogy az (i,j) hisztogramelem relativ

statisztikus szorasnégyzete a kovetkez6 mddon becsiilhet6:

rStatz_l_l
oM N’

ahol M a vizsgalt teriletre beérkezé mintaelemek szama. Ebbdél az abszolut hiba mar

kénnyedén megkaphatd:

pStat? _ .stat? | pavg? _ i _ l . pavg?
ij ij ij M- N) T
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2.3. Hibavizsgalatok

A hisztogram minden celldjara meghatdrozhatd a diszkretizacios és a statisztikus hiba. Ezek
viszonyat a vizsgalt mintaszam és az allandé cellaméretli hisztogram felbontasa fogja
meghatdarozni. A jelenlegi szamitdsok sordn mivel ismert a vizsgalt strlségfliggvény, a relativ

és abszolut hibak analitikusan is meghatarozhatdéak.

Az analitikus szamitasok esetében f(x,y) sriiségfuggvénybdl és N mintaszambdl pontosan
meghatarozhatdé az egyes hisztogramelemekbe beérkezé mintaszamok varhatd értéke, és

ezekbdl becslilhet6 az egyes cellak varhaté hibai is:

Xi+1 Vi+1

Fy=n- | [ feoydrdy

Xi Vi

avg_
Fyj AN

i
20 linearis hisztogram elemeinek diszkretizacis hibai % 10

3. dbra N =300 000 minta 16-16 felbontasu hisztogramba helyezésével
keletkezd abszolut diszkretizacids hiba

A 3. abrdn az egyes hisztogram celldkra meghatdrozott abszolut diszkretizdciés hibdak
négyzetei lathatdak, az elemek indexeinek figgvényében. Az xe(—3,3) és az ye(—3,3) vizsgalt
tartomanyt mindkét tengely mentén n = 16 részre osztottuk fel. Lathatd, hogy a
diszkretizacids hiba a 2D Gauss-gorbe esetén akkor valik naggya, amikor a gorbe meredeksége

nagy.
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&
2D linearis hisztogram elemeinek statisztikus hibai x 10
]

4.5

4

3.5

13

125

12

1.5

—

0.5

4. 4dbra N = 300 000 minta 16-16 felbontasu hisztogramba helyezésével
keletkezd abszolut statisztikus hiba

Az el6z6ekhez hasonldan az egyes hisztogram celldkhoz a statisztikus hibat is
meghatdrozhatjuk. A 4. dbra alapjan lathatd, hogy az abszollt statisztikus hiba négyzete a

fuggvény értékével aranyos. A relativ hiba nagy N esetében forditottan aranyos f(x,y)

értékével, mert ekkor 1/N —>0ésM o f(x,y).

stz _ 11 1

—_—— — M —_—
Y M N f(xy)
Az nggZ & f2(x,v), ezért az abszolut hiba négyzete f(x, y)-nal lesz aranyos:

Stat? _ _.Stat?  pavg?
D™ =13 F;7 o f(x,y)



2D dllando cellaméret( hisztogramok vizsgélatai Boroczki Zoltan Istvan

2D linearis hisztogram elemeinek osszeq hibai % 10

5. dbra N = 300 000 minta 16-16 felbontdsu hisztogramba helyezésével
keletkezd abszolut 6sszeghiba

Az abszolut hibak négyzetesen 6sszegezhetbek, igy a hisztogram celldinak teljes hibdja a
statisztikus és a diszkretizacids hibak négyzeteinek 6sszegébdbl megkaphatjuk. 5. dbra mutatja,

hogy az egyes hisztogram elemekhez tartozé 6sszeghiba hogyan addédik ki, melynek i = 9. sori
metszetét a 6. dbra mutatja.

w10 9. sor hibai

Statisztikus
Diszkretizacios
Osszey B

2 4 5 g 10 12 14 16

6. dbra N = 300 000 véletlen pont 16-16 felbontdsu hisztogramba helyezésével
keletkez6 hibak viszonyai (metszet i = 9)
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2.4. |dealis felbontas meghatarozasa

A statisztikus hiba nagysaga csokkenthetd az N mintaszam novelésével, a diszkretizacios hiba
pedig az n felbontds novelésével. Azonban egy rogzitett N mintaszdm esetében, ha a
felbontdst noveljik, akkor a statisztikus hiba novekedni fog, mert az adott celldkba mar
kevesebb minta fog bekerilni. Ezzel azt varhatjuk, hogy egy adott N mintaszamhoz taldlhaté

egy optimalis n felbontds, ahol a hisztogram teljes hibaja minimalis.

A vizsgalatok sordn az optimum meghatdrozdsahoz egy hisztogram kiilonb6z6 abszolut hibait
az egyes celldkra felosszegeztiik, és ezeket Osszehasonlitottuk, igy jellemezve az adott

felbontdsu hisztogramot.

ny Ny ny Ny
D2 = pStat? 4 pDet? _ pstat? | pDet?
Sum — - 9] tj
j=11i=1 j=11i=1
N =100 000
0,004
- [ ]
0,003 ®
< 0,002 ¢ @ Diszkretizécié
<
g 0,00 L s ° iszkretizacids
‘ . .
0,001 [ J ® oo Py @ Statisztikus
® ® o o Ossze
0 "‘,..c' ®00000000o0 &
2 7 12 17 22

7. dbra Kiloénboz6 felbontdas mellett az abszolut hibadsszegek alakulasa rogzitett
(N =100 000) mintaszam esetében

N =1 000 000

0,002

0,0015 () °
o e [
< 0,001 L @ @ Diszkretizacios
) ¢, . ps

0,0005 ® 9 * o ° () @ Statisztikus

‘.."0.‘.‘ Osszeg

°
0l oeooeoeoeooeoeeeeeo?®
2 7 12 17 22

8. dbra Kulonbozd felbontas mellett az abszolut hibadsszegek alakuldsa rogzitett
(N =100000) mintaszam esetében
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J6l l1athaté, a 7. abra és a 8. dbra alapjan, hogy rogzitett N mintaszam esetén, a felbontas
novelésével a diszkretizacidés hiba csokken, a statisztikus hiba pedig novekszik, mert egy
celldba kevesebb minta keril be, de a felosztas egyre finomabb. Egy adott mintaszdm esetén
tehat mindig talalhaté egy optimalis n felbontas ahol DZ,,, a teljes abszolut hiba 6sszeg

minimalis lesz.

0,025
0,02 N = 2 000
N = 5000
0,015 N = 10 000
< N = 20 000
2 -
0,01 —e—N =50 000
—e—N = 100000
0,005 —e—N = 200 000
—e—N = 500 000
0 —e—N = 1000 000
2 7 12 17 22

9. dbra Osszeghibak alakuldsa kiildnb6z8 mintaszamokra és felbontasokra
A 9. dbrén a DZ,,, teljes abszollt 8sszeghibak lathatéak kiilénbéz6 N mintaszdmok esetén az
n felbontés fliggvényében. Lathatd, hogy DZ,,, minimumanal talalhaté idealis felbontas a

mintaszam novelésével novekszik.

10
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2.5. Egy cella hibajanak vizsgalata

Allandé cellaméret esetén a hisztogram kiilénbdz6 pontjain a celldk hibai kiildnbézSképen
alakulnak. Azokon a helyeken ahol a s(rlségfliggvény értéke kisebb ott kevesebb minta fog
beérkezni, igy az ahhoz tartozé relativ statisztikus hiba nagyobb lesz. A diszkretizacids hiba
pedig azokon a helyeken valik naggya, ahol a slrlségfliggvény gyorsan valtozik. Azzal hogy
azonos cellaméretet valasztunk a teljes tartomanyon, a kilonb6z6 helyeken taldlhaté cellak

esetén a hozzajuk tartozo hibak eltéréek lesznek.

Vizsgalat céljabdl készthetiink egy elemi cellat melynek mérete A =L - L, ahol L a cella
szélessége. Ezt a celldt a 2D sikunkra barhova elhelyezhetjiik és megnézhetjiik a beérkez6
mintaszam alapjan a kiilénb6z6 hibak alakulasat. Az el6z6 vizsgalatokhoz hasonléan a mostani
szamitasokat is analitikus mddszerekkel hajtottuk végre, a gyors és pontos szamitasok
érdekében. Megnéztik normdlis eloszlasu fliggvény esetén, hogy a sik kiilonb6z6 pontjara

helyezett, eltéré méretl celldk hibai hogyan alakulnak.

Relativ hibak alakulds kiilonb6z6 cellaméretre r = (0,0)-ban

0,0002
 J
0,00015
[ J
~ [ J . L
< 0,0001 - 4 @ Diszkretizacios
“ o N
0,00005 > 8 s b ® @ Statisztikus
e 8 5
(] ® o o sszeg
0l oo oo oo oo ® e 00

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80
L

10. dbra Relativ hibdk alakuldsa az r = (0,0) pontban vett kiillonb6z6 A=L-L méretd celldk
figgvényében

Relativ hibak alakulas kilénbo6z6 cellaméretre r = (0,1)-ban

0,002
v
0,0015 = ]
L J
< o001 8 @ Diszkretizaciés
| [ J
® @ Statisztikus
0,0005 ° s ° ’
) ° Osszeg
0l o @' @® © © 00 0060606060606 0600

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80
L

11. abra Relativ hibak alakuldsa az r = (0,1) pontban vett kiilo6nb6z6 A=L-L méretl celldk
fliggvényében

11
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A 10. abra és 11. abra a relativ hibak alakulasat mutatja két kiilonb6z6 helyen a cellaméretek
fliggvényében, egyiknél a 2D Gauss-gorbe kdzepénél, masiknal pedig a szélén. Figyeljiik meg,
hogy a hibak jellegre hasonldan viselkednek a két helyen, de nagysdgukban jelent6sen
eltérnek, és igy az optimum, ahol a két hiba 6sszege minimalis mashol talalhaté. Ebben az
esetben is minden koordinata pozicidhoz talalhaté egy optimalis cellaméret, ahol a statisztikus

és a diszkretizacios hiba 6sszege minimalis lesz.

Relativ hibak 6sszegének alakulasa L valtoztatasanak
fliggvényében kiilonboz6 helyeken r(x,0)

5,00E-03
4,00E-03
——0
3,00E-03
o / —8—0,4
= 7" ——0,38
2,00E-03
—0—1,2
1,00E-03 1,6
2
0,00E+00
0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80
L
12. dbra Relativ hibdk 6sszegének alakuldsa
kiilonb6z6 A =L-L méretl celldk figgvényében
az x tengelyen kildonb6z8 pontjai mentén
Idedlis L cellaszélesség alakulasa r(x,0) mentén
0,75 [ J
[ J
0,65 [ )
[ J
[ J
0,55 ..
2 K
g 04> e o°®
o [ J ..
035 = ® o®
..
0,25 ..
0,15
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

13. dbra Az idealis cellaszélesség alakulasa az x tengely mentén

12
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A 12. 3bra és a 13. dabra alapjan lathatjuk, hogy kezdetben, a normalis eloszlas
slrlségfliggvényének kozepénél, érdemes nagyobb cellaméretet valasztani, ugyanis itt a
fliggvény értéke nagy és nem valtozik jelent6sen. Majd kifelé haladva el6szor, a fliggvény
értéke gyorsan valtozik, igy egyre kisebb cellaméretet érdemes vdlasztani, mert a
diszkretizacids hiba megné és ahhoz, hogy a fliggvényvaltozasat jol lekovessiik, kisebbre van
sziikség. Majd tovdbb haladva, amikor mar nem valtozik a fliggvény nagymértékben és az
értéke is kicsi, érdemes egyre nagyobb méretet valasztani, hogy a statisztikus hibdn javitsunk.
Ezek alapjan lathatd, hogy érdemes egy olyan hisztogramot készteni melynek cellaméretei

nem allanddak.
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3. Hisztogramok elteré meéretd cellakkal

A cél egy olyan algoritmus fejlesztése volt, amely kilonb6z6 tobbdimenzids
slrlségfliggvényekkel mintavételezett pontokra képes mindig egy olyan eltéré cellaméreti
hisztogramot késziteni, amely valamelyik hibamennyiségre optimalizal. Az adaptiv struktura
kialakitasahoz sok kiilonb6z6 osztasfeltétel implementalhatd, mi a medidnnal torténd felezést
valasztottuk fé vizsgalatainkhoz, mely a statisztikus hiba csokkentésére alkalmas. Célunk volt
tobbek kozott az is, hogy a megirt kdédba konnyedén lehessen mds osztasfeltételeket
beilleszteni, és igy béviteni tudjuk a vizsgalati lehet&ségeinket. A mediannal torténd felezés
esetén analdg szimuldcidkra minden celldjdban azonos lesz az elemszam, ezzel biztositani

tudjuk, hogy az egyes celldk relativ statisztikus hibaja allandé legyen.

3.1. MATLAB vizsgalatok és a kezdeti algoritmus

A MATLABban implementaltuk az elsé algoritmust, amely medianfelezés alapjan hozza létre
az egyes celldk hatarait. Az algoritmus képes 2D mintakhoz adaptiv racsot létrehozni és a
|étrajott struktira hibait becslilni. A program a diszkretizacids hibara semmilyen optimalizaldst

nem alkalmaz, csak és kizardlag a relativ statisztikus hibat fogja allandé értéken tartani.

3.1.1. Algoritmus mUkodése
Az algoritmus lényege a kovetkezd. Legyen N db mintank, mely M dimenzié tekintetében
szeretnénk hisztogramma alakitani. A mintahalmazt el6sz6r két részre osztjuk az altalunk
valasztott els6é dimenzid szerint Ugy, hogy e dimenzid szerint a mintdk koordinatai alapjan
meghatdrozzuk azok medianjat. Ez a median lesz az igy létrejott két cellat elvalaszté hatar.
Mindkét cellat osszuk egymastdl fliggetlenil Ujabb két-két cellara, a mdasodik altalunk
valasztott dimenzid mentén a két mintacsoport medianjat megkeresve. Folytassuk ezt a
modszert a tobbi dimenzié szerint is, az M. dimenziét elérve Ujrakezdhetjliik az els6

dimenzidval.

Két dimenzids illusztracié gyanant a 14. dbra mutatja, hogy a beolvasott mintahalmaz alapjan
egy adaptiv hisztogram hogyan alakul ki |épésrél |épésre. Az els6 egységbe beolvasott
mintahalmaz alapjan kapott becslés a bal fels6 abran lathatd, ami alatt az els6 felezést
kovet6en kialakult struktira kapott helyet. A 2 dimenzi6 mentén a medidnnal torténé
felezésekkel jél lathatd, ahogy egyre jobban felveszi a struktura a sUrlségfliggvény alakjat.
Tovabba az is megfigyelhet6, hogy azokon a teriileteken, ahova tébb minta érkezik (azaz az

eloszlas surdlségfliggvénye nagyobb), ott nagyobb felosztast alkalmaz az adaptiv struktudra.

A vizsgdlt minta 10 darab véletlenszer(ien valsztott varhato értékd, véletlenszerlen valasztott

szérasu normalis eloszlasbdl szuletett 108 mintaval.

14



Hisztogramok eltéré méretl( cellakkal Boroczki Zoltan Istvan

Azzal, hogy az osztdspontot a mediannal valasztjuk meg, biztositjuk, hogy minden
hisztogramegységbe azonos szdmu minta keriljon. Természetesen mds osztasfeltétel is

implementalhato, ezzel befolydsolhatd az adaptiv hisztogram alakuldsa.

0.25

0.15

0.05

14. dbra 2D struktdra altal adott becslés alakulasa |épésrGl [épésre

A struktdra létrehozasdhoz az objektum konstruktoraban at kell adni egy adott 2D-os
mintahalmazt, amit az algoritmus automatikusan az elsé hisztogramegységbe helyez. Ezt
kovet6en az objektum egy fliggvényének hivasaval lehet a struktira egységeit kettéosztani,
ezzel |létrehozva az Ujabb nagyobb felbontdsu strukturat. Az algoritmus minden egységen
egyesével végigmegy, és mindegyikhez megkeresi a benne talalhaté pontok alapjan az adott
egység medidnjat. A median meghatarozasahoz a cellaban talalhaté pontok adatsorat sorba
rendezi, majd a kozéps6 két elemet kivalasztja. Az osztdspontot a két kivalasztott elem
atlaganal fogja meghatdrozni. Miutan ezzel végzett, |étrehozza az Uj strukturdban a két Uj
hisztogramegységet, és azoknak a hatdrait az osztaspont és korabbi hatarok szerint beallitja.
Miutdn ez megtortént, az adott pontkoordindtak masolasra kerlilnek az Ujonnan létrehozott
elemekbe, az osztas helye alapjan szétvalasztva. Minden egység hordoz egy valtozét, mely
megmutatja, hogy utoljara melyik dimenziéja mentén tortént az osztas. Ennek a valtozdnak
segitségével dont a program a kovetkez6 osztds tipusardl. A 15. dbran az algoritmus elsé

harom felezési folyamata lathatd.

15



Hisztogramok eltéré méretl( cellakkal Boroczki Zoltan Istvan

X irdnyu osztas .
Y Osztds menete:

e  Median meghatarozasa

e  Osztopont meghatarozasa

o  Kezdeti celldhoz tartozé
ponthalmaz megfelezése

egység e  Két ujcella Iétrehozasa,

elemek masolasa

Hisztogram Hisztogram Hisztogram

egység / egység

Kezdeti matrix: (1-1) Uj matrix: (1-2)

Osztasok szama n.=-+

Osztasok szama

|

n=0 a
Hisztogram Hisztogram
y irdnyl osztas: egység egység
Hisztogram Hisztogram
egység egység

Ujabb matrix: (2 - 2) Ujabb métrix: (2 - 4)
Osztasok szaman = 2 Osztasok szaman = 3

15. abra Felez6 algoritmus mikodésének sematikus dbrdzoldsa
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3.1.2. FelezBalgoritmust hasznalo hisztogramstruktura felépitése
A program altal létrehozott objektum strukturalis felépitését a 16. abra mutatja. A program
inputjaba fogadja a pontkoordinatakat tartalmazo vektort, és a vizsgalt 2D tartomany hatarolo

vonalait. A struktura konstruktora hozza létre ezt az objektumot.

Hisztogram egységek Hisztogram Hisztogram
(Matrix) ||||| egység egység
Hisztogram Hisztogram
Méret: (n; n) egyseég egység
=
Osztasok szama: 2n

Mintaszam: N

Eloszlast leird figgvény.

Tajékozddasi fastruktura D
(Vektor)
. 2n Osztdsbol szarmazd azonositds
Méret: 2°™" — 1
= Agsorszam

Utolsé osztas tipusa: x/y

Utolsé osztas helye

Celldhoz tartoz6 pontkoordinatak
(Vektor)

<

Cella hatara

Celldhoz tartozé mintaszama
N;;

Utolsod osztas
tipusa: x/y
Utolsé osztas
helye

Osztas alatti
pontok
Osztas feletti
pontok

ID

16. dbra Felez6 algoritmust haszndld hisztogramkészité program objektumainak felépitése
A struktdra matrixosan tartalmazza a hisztogramot felépit6 egységeket, amelyek alapvetGen
a hisztogram celldival egyeznek meg, de ezen fellil mas futast segité informdacidkat is
tartalmaznak. Egy hisztogramegység tartalmazza a cella hatarait, a celldba kerilé
pontkoordinatakat, ezenkiviil még hibakeresést és az analizist elGsegits informaciokat foglal
magdba. A struktirdba még néhdany futdst segité valtozé van definidlva, ilyen példaul a
felbontds, az osztasok szama és a teljes mintaszam. Lehet6séglink van megadni a
hisztogramstrukturanak a mintak sdrlségfiggvényét, melynek segitségével a struktura
diszkretizaciés hibdja becsiilhets, és 0sszehasonlitd szamitdsok végezhetbk el. Ezen felll a
létrehozott objektumhoz tartozik még egy tdjékozddasi fa, melynek alkalmazasi lehet6ségeire

és annak maédjanak ismertetésére a 3.1.3. fejezetben fogok kitérni.
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3.1.3. Tajekozddasi fa
A programba implementdlasra keriilt egy tajékozédasi fa struktira, ami két dologra is
haszndlhatd: segitségével egy adott (mar el6z6ek alapjan létrehozott) strukturahoz lehet
tovabbi mintakat hozzdadni, ezzel novelni a becslés pontossagat, és a slrlségfliiggvényt

mintavételezni.

Mikodése

Egy strukturdhoz tartozé fa egy vektorban dgelemeket tartalmaz. Egy n darab osztas soran
létrejott struktura 2™ hisztogramegységhb6l épul fel, melynek tajékozddasi fajahoz
2™ — 1 darab agelem tartozik, melyek az osztasok soran a struktura novekedésével jonnek
létre. Ha a vizsgalt tértartomanyon valasztunk egy pontot, akkor a fa again Iépkedve n darab
l[épést megtéve egy, a megadott ponthoz tartozo hisztogramelemhez jutunk el. Ehhez minden
agelem valtozdkban hordozza az egyik osztds tipusat, helyét és azoknak az dgelemeknek a
sorszamat, melyek az adott osztdsbdl szarmazdan az osztaspont alj, illetve folé keletkeztek.
Az dgakon haladva az n. lépésben mindig olyan elemhez jutunk, amely mar nem egy agelem
valtozdjara mutat, hanem egy hisztogramegység azonositdjara. A 17. dbra egy példat mutat

be egy n = 2 osztast tartalmazd hisztogramstruktira tdjékozddasi fajara.

- n = 2 osztast tartalmazé
1. A Osztds helve | Osztas Osztas hisztogramstruktdra
8 Sl alatti feletti tajékozodasi faja
2 A Osztés helye Osztas Osztas 3.A Osztés helye Osztas Osztas
-8 és tipusa alatti feletti - A8 és tipusa alatti feletti
Hisztogram Hisztogram
egység egység
Hisztogram Hisztogram <
> egység egység

17. dbra n=2 osztast tartalmazo struktira tajokozdédasi fajanak felépitése

SUrlségflggvény mintavételezése

Az igy elkésziilt hisztogram nem csak a mintak eloszldsanak vizualizalasara alkalmas, hanem
konnyedén Ujramintavételezhetd is. Egy adott probléman létrehozott hisztogramstruktura a
slrliségfliggvénynek egy kozelitését adja, ezt a kozelitést a tdjékozddasi fa segitségével
mintavételezni is lehet. Abban az esetben, ha a fa agelemein véletlenszerlen |épkediink
(minden elagazasnal 0 vagy véletlen szammal sorsolunk), és dontlink, hogy merre megylink
tovabb, akkor egy véletleniil valasztott hisztogramegységhez jutunk, melynek a hatarain belil
egyenletesen egy pontot valasztva az eredeti slirlségfliggvény becslésének egy mintajdhoz

jutunk.
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3.1.4. Osszehasonlitd vizsgélatok
A MATLABban implementalt algoritmus altal adott becsléseket 0Osszehasonlitottuk a
strukturdlt racson kapott eredményekkel. 18. dbrdn egy véletlenszerlien létrehozott 2
dimenzids slrlségfiiggvénnyel vett mintahalmazon a két racs dsszehasonlitasa lathatd. Az
adaptiv modszer azokon a helyeken, ahol a s(r(iségfliggvény értéke nagy volt, tobb felosztast
alkalmazott, mig azokon a helyeken, ahol az érték kisebb, ott nagyobb méretl celldkat
alakitott ki.

18. abra A strukturalt (bal oldalon) és az adaptiv (jobb oldalon) felosztas
vizualis 6sszehasonlitdasa egy véletlen adathalmazra

Adaptiv felosztas hibainak becslése
Az adaptiv mddszer esetén is megnéztiik (hasonldan a strukturdlt racshoz), hogy a statisztikus,
illetve a diszkretizaciés hiba hogyan valtozik. Példaképpen itt is a 2 dimenziés normalis

slrliségfliggvényt vettik, melynek adaptiv felbontdsat a 19. dbra mutatja.

19. dbra 2D normalis eloszlast mintakra készitett (16-16) adaptiv hisztogram
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20. dbra normalis eloszlasi mintakra készitett (16-16) adaptiv hisztogram
abszolut diszkretizdcids (bal oldalon) és statisztikus (jobb oldalon) hibaja

Az adaptiv struktura létrehozdsa utan pedig az abszolut diszkretizacids és statisztikus hiba
meghatarozhatd, melyeket a 20. dbra mutatja. Az abszolut diszkretizaciés hiba az adaptiv
madszer esetében ott valik naggyd, ahol a s(irliségfliggvény értéke alacsonnya, de a fliggvény

értékeiben még jelent&sebb valtozds van jelen.

Az abszolut statisztikus hiba esetén pedig egy fliggvénnyel ardanyos képet kaptunk. Az adaptiv

struktura esetén, mivel minden celldba azonos mennyiségl minta keril, azaz M = allandé,

és 1/N — 0, a relativ statisztikus hiba négyzete allandd lesz minden cella esetén:

1
ris-tatz =V N" konst.

igy az abszolut statisztikus hiba négyzete a fliggvény négyzetével lesz aranyos:

2 2 2 2
D" =ittt BT e (f ()"
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3.2. A C++-ban implementalt algoritmus

Ahhoz, hogy vizsgalatokat végezhessiink valédi Monte Carlo szimulaciokbdl kapott mintakon
is, implementaltam az algoritmust C++ nyelven, és moddositottam annak strukturalis
felépitését, ezzel lehetbvé téve, hogy tobb problémadahoz is alkalmazhaté lehessen. Ebben a

fejezetben bemutatom a f6bb valtozdsokat és azok gyakorlati hasznukat.

Az algoritmust altalanositottam n dimenzidra, igy a felhasznalé tetsz6leges dimenzids
fazistérrel rendelkez§ problémat megadhat. Az Gjabb C++-0s programverzidban a
hisztogramegységek, melyek a cellakat tartalmazzak, mar nem matrixos alakban, hanem egy
vektorban vannak tarolva. A felhasznald egy problémat definidld inputfajlban allithatja be,
hogy mely dimenzidkra és milyen sorrendben felezze a program a fazisteret. A futasi id6
optimalizalasa érdekében tdbb felhasznaldsra nem keril6 valtozot kivettem (ezek elsGsorban
a MATLABos verzié esetén a hibakeresést segitették eld), és a mediannal torténd felezéséhez
haszndlt algoritmust is mddositottam. A medidn meghatarozasahoz az eredeti kdéd a
részecskéket tartalmazé vektort a kijel6lt dimenzid szerint sorba rendezte, majd a két kozépsé
elemet kivalasztva atlagszamitassal meghatarozta az osztaspontot. Az Ujabb verzidban a
részecskéket tartalmazé vektor nem kerll teljes rendezésre, mert a C++ algorithm
konyvtaraban talalhatd nth_element fliggvény segitségével lehet6ség van egy vektor adatait
addig rendezni, mig csak az n-edik, azaz egyik megadott elem a helyére nem kertl, ezéltal
roviditve a futasidSt. Az igy félig rendezett adatsorban az n-edik elem el6tti elemek mind
kisebbek lesznek n-nél, és az n utdniak pedig nagyobbak. Az algoritmus mindig az adatsor
felénél talalhatd elemet allitja be a helyére, majd a masodik felében [év6 elemek koziil
megkeresi a legkisebbet, és ezeknek az elemeknek az atlagaként hatdrozza meg az
osztaspontot (az igy kivalasztott két elem persze ugyanaz, mint a teljes rendezés utan az

adatsor felénél talalhato két elem).

Az Uj program tartalmaz egy abrazolé fliggvényt, mely segitségével a strukturdlt vagy adaptiv
racson becsllt slr(iségfliggvényt egy képfajlba lementi, és igy a felhasznaldnak lehet6séget ad

a vizuadlis megjelenitésre.

A program két adatfajltipust tud beolvasni: az MCNP6 program 4altal generdlt, ugynevezett
binaris PTRAC fijlt és az dltalanos ASCII fijlt, mely a részecskéket sorokba rendezve a

dimenzidit tabulatorokkal elvalasztva tartalmazza.
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Az emlitett MCNP (Monte Carlo N-Particle) egy haromdimenziés magas szinti
részecsketranszport Monte Carlo kdd. Segitségével a felhasznalé kilonb6z6 geometriai
elrendezéseket hozhat létre, melyben a program véletlenszer(ien inditott részecskék atjat
modellezi. Tovdbba képes az egyes részecskék élete soran bekovetkezett, a felhasznald altal
kivalasztott eseményeket egy Particle Track Output (PTRAC) fajlba kiirni. A PTRAC f3jl
segitségével lehetGség van az MCNP-bGSl a részecske-trajektéridk kicsatoldsdra, és igy a

kilonboz6 eloszlasok vizsgdlatara. [4]

3.3. Vizsgalatok C++-ban implementalt algoritmussal

Az MCNP segitségével létrehoztam két kiilonb6z6 geometriat, melyekben fotontranszportot
szimuldltam, majd a kiilonb6z6 események (PTRAC fijl segitségével torténd kicsatolasaval)

térbeli slirtiségfliggvényének meghatdrozasat végeztem.

3.3.1. Sikon foton fluxus meghatarozasa (,lyukas lemez” geometria)
A kod numerikus visszaellenSrzése céljabdl, el6szor egy olyan geometriat készitettem (lasd 21.
abra), melyben egy 5cm vastag lyukas aluminium lemez helyezkedik el, amin a lyuk atméréje
4cm. A lemez felette 30cm-rel egy 1MeV -es izotrép foton forrds van, és a koztes teret pedig
levegl tolti ki. A vizsgalat soran a kozvetlenil a lemez alatti sikon az adaptiv, illetve a
strukturalt raccsal meghatdroztam a foton fluxusat, majd 06sszehasonlitottam azokat

egymassal és az analitikus szamitdssal.

21. dbra A geometria felépitse
XZ metszet (bal oldal), XY metszet (jobb oldal)

A szimulacié soran 2-10% fotont inditottam a forrasbdl, melybdl 5921719 érte el a
vizsgalathoz kijel6lt (azaz az aluminium tuloldaldan elhelyezked§) feliiletet. Ezt kovetGen a
programom segitségével elkészittettem egy 64 - 64-es strukturalt és egy 64 - 64-es adaptiv

racsot.
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22. dbra Szdmitott fluxus dbrdzoldasa 2D-os sikon
adaptiv raccsal (bal oldal), illetve strukturalt rdaccsal (jobb oldal)

A 22. 4bran lathatjuk a strukturalt, illetve az adaptiv rdcs altal készitett becsléseket. Figyeljik
meg, hogy az adaptiv racs kicsivel jobban felosztja a lyuk kornyékét és az ivét, mint a
strukturalt rdcs. Jelen probléma esetében a hisztogramok 4dltal adott becslést analitikus

szamitasokkal is Osszevetettiik. A foton fluxusat analitikusan a kovetkez6 maddon

hatdrozhatjuk meg:

r(x,y) —a forrds és a vizsgalt sik tdvolsaga

d(x,y) —az aluminiumban megtett Uthossz

0,00007

Analitikus

fluxus

Adaptiv

0,00002 e Strukturalt

0,00001

0
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

x [cm]

23. dbra Szamitott fluxusok 6sszehasonlitdsa 1D metszeten
A 23. 4dbran lathatjuk az analitikus szamitas altal adott, és a két kiilonb6z6 racs segitségével

becsilt fluxusokat. Mindkét mddszer jol visszaadta az analitikus szamitds eredményeit.
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3.3.2. Szorasi események térbeli slrliségének meghatarozasa

(,rés a falon” geometria)
Egy valds probléma elemzési lehet6ségeit demonstralandd, a masodik geometriaban azoknak
a fotonoknak szérasi eseményeinek térbeli slrliségét vizsgaltam, melyek a forrasbdl kiindulva
atmennek egy detektorfellleten. Elképzelhetjiik példaul, hogy egy forrds arnyékolasat
szeretnénk megoldani valamilyen magassagu és vastagsagu fallal, a szimuldciéval pedig azt
szeretnénk kideriteni, hogy a részecskék a falon keresztili transzmisszidval vagy a plafonon
torténd szérodassal jutnak el az arnyékolandé teriletre. Fontos tovdabbd megtudnunk, hogy
az atjutd részecskék mely része milyen térbeli eloszlassal rendelkezik, hogy eldonthessiik, az

arnyékolast hol javitsuk.

A 24. 3bran lathaté geometridaba elhelyeztem egy 10cm vastag fligg6leges aluminium falat, a
geometria tetejébe pedig egy 25c¢m vastag vizszintes aluminium tetét. A fal és a tetd kozott
15cme-es rés van. Bal oldalra ismételten egy 1MeV -es izotrép foton forras kerlilt, a geometria
jobb oldalara pedig egy detektor gombfeliiletet raktam, melynek sugarat 5cm-re
valasztottam. Azoknak a fotonoknak a szérdsi eseményit szlirtem ki a PTRAC fajlba, melyek a
forrasbol elindulva valamilyen dtvonalon, a detektor felliletén atmennek. Ez két Gtvonalon

torténhet meg: vagy a falon keresztil mennek a fotonok, vagy a tet6rdl visszaszérodnak a

detektor gdmbfeliiletébe. Néhany lehetséges trajektéridt az dbran jeloltem.

24. dbra A geometria felépitse
XZ metszet (bal oldal), XY metszet (jobb oldal)

A szimulacié soran 10° fotont inditottam a forrasbdél, melybdl 3051317 szdrasi esemény
keletkezett a vizsgalathoz. Ezt kovetéen a programom segitségével elkészittettem egy

16 - 16 - 16-es strukturalt és egy 16 - 16 - 16-es adaptiv racsot.
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25. dbra szdrasi események slirlisége YZ metszeten
adaptiv raccsal bal oldalon, strukturdlt rdccsal jobb oldalon

A 25. dbran egy YZ metszeti rajza lathatd a szérasi események térbeli slirliségébdl. Lathato,
hogy az adaptiv rdcs sokkal nagyobb felbontdst vdlaszt azokon a teriileteken, ahol a

slrlségfliggvény nagy, igy jobban fel is tudja bontani a tet6ben és falban bekoévetkezd szérasi

eseményeket is.

Egy hasonld elemzés eredményeképpen példaul a felhasznaléd megallapithatja, hogy a forras
arnyékolasanak érdekében inkabb az arnyékold fal megerGsitése célszerd, vagy inkabb a rés
mellett a féltéren, példaul tet6rél pattand részecskék adjdk az atjutd részecskék zomét, igy itt

érdemes komolyabb arnyékolasra gondolni.
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4. Osszefoglalds

A munkam soran egy tébbdimenzids adaptiv hisztogramkészitd algoritmust fejlesztettem ki. A
program a felhasznalo altal kijel6lt dimenzidkon, a medidn mentén tobbszor megfelezi a teret,
igy l1étrehozva az adaptiv racsot. Az ilyenfajta technika problémak numerikus és vizualizacios
elemzésére ad moddot, tovabba felhasznalhaté eredményeket ad tovabbi szdmitasok

kiinduldpontjaként is.

Az els6 MATLABban irt programverzidval 6sszehasonlitd szamitasokat végeztem 2D mintdkkal
a strukturalt és az altalam fejlesztett programmal készitett adaptiv racson. Meghataroztam,
hogy a statisztikus és a diszkretizacids hiba hogyan viselkednek kiilonb6z6 paraméterek

valtoztatasara.

Ezutan C++-ban egy altaldnosabb algoritmust irtam, mely képes tetszéleges dimenzidban a
fazistér felosztasara, ezenkiviil képes a felhaszndlé altal generalt mintakon kivil, akar az MCNP
altal létrehozott részecske mintdk feldolgozasara is, igy lehet6séget ad realisztikus nuklearis
szimulaciok adatain torténd vizsgdlatokra. Az igy létrejott figgvénykozelités tulajdonsagait
elemeztem és Osszehasonlitottam a szabdlyos rdcs segitségével nyert eloszlas
tulajdonsagaival. A létrejott strukturara kidolgoztam egy mddszert mellyel az eloszlast akar

mintavételezni is lehet.

A mostani median felez6 technikdaban tovabbi mddositast, optimalizalast lehetne végrehajtani
a futasiid6 csokkentése érdekében. Az algoritmus nem képes a nagy letdréseket jol felbontani,
ez javithaté egy olyan plusz feltétel beépitésével, mely tovabb osztja azokat a celldkat, melyek

egy kliszobértéknél jobban eltérnek a szomszédos cellaktdl.

Ezenkivil mds osztasfeltételek implementdlasa, azok tesztelése is egy tovabbi fejlesztési
lehet6ség. A program ugy lett felépitve, hogy konnyedén lehet példaul az atlagnal torténd
osztasfeltételt az algoritmusba beépiteni, és ezt a medidnnal torténd osztdssal

o0sszehasonlitani.

Tovabbi célunk, hogy a 3.1.3 fejezetben irt tajékozddasi fa segitségével torténd
mintavételezést elemezziik. Létez6 probléma az olyan geometridk készitése, melyet MCNP
segitségével csak tobb kilonallé részletben lehet szimulalni. llyenkor sziikség van a
geometriakat hatarold sikokon torténé részecskék mintavételezésére, melyek az daltaldnos
madszerek alapjan jelentdsen korrelaltakka valnak. A programmal torténé mintavételezéssel

ez a korrelacié valdszinlileg megsziintethet6.
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