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Készonettel tartozom Andai Attilanak a téma feldolgozdasdban nyjtott seqgitségért és a
dolgozat dtnézéséért.



1. Bevezetés

A kvantummechanika preciz matematikai formalizmusa elsésorban Neumann Janoshoz
kothetd. A Neumann-féle axiomarendszer kimondja, hogy egy kvantummechanikai rend-
szer fizikai eseményei megfeleltethetok egy komplex Hilbert-tér zart linearis altereinek,
melyek halmaza alkalmasan bevezetett miiveletekkel ortomodularis o-halova tehet6. A
zart linearis alterek azonosithatok a Hilber-tér projektiraival, igy kapjuk az adott Hilbert-
tér projektorhalojat.

A térido egy szimmetria-transzformacidéja megfeleltethet6 az adott kvantummecha-
nikai rendszerhez tartozé projektorhalé egy automorfizmusdnak. Igy egy téridé-modell
és a kvantummechanikai rendszer kozott a téridé szimmetriacsoportjanak projektiv ab-
razolasa teremt kapcsolatot. Fizikai szempontbdl kiillonosen fontos az elemi részecskék
meghatarozasa, melyek a gyengén irreducibilis projektiv abrazoldsokkal azonosithatok
(melyek kozil a matematikai kezelhet6ség miatt csak a folytonosakat tekintjik). Ennek
az eljardsnak jol ismert példai a Galilei és Poincaré csoport projektiv dbrazolasai [1, 7, 9].
Ezen abrazolasok egy osztalya jellemezheto egy pozitiv valds, illetve egy félegész szam-
mal, melyet az adott részecske tomegének, illetve spinjének neveziink. Relativisztikus
esetben ezen kiviil megjelennek mas abrazolasok is, ezek kozé tartoznak tobbek kozt a
fénysebességgel halado részecskék.

Ezen dolgozat elsédleges célja az idével kiegészitett kétdimenzids gombfelszin elemi
részecskéinek vizsgalata folytonos, gyengén irreducibilis projektiv abrazolasok meghata-
rozasanak segitségével.

A 2. fejezetben attekintiink fontosabb reprezentaciéelméleti definicidkat és tétele-
ket, melyeket a késébbiekben felhasznalunk. Definialjuk a Hilbert-tér projektorhaldjat,
a csoportok projektiv abrazolasat, valamint kitériink az irreducibilitds fogalmara is. A
projektiv abrazolasok elméletében kulcsszerepet jatszik Wigner tétele. Ennek segitsé-
gével a Lie-csoportok egy folytonos projektiv abrazolasat visszavezethetjiik részben egy
unitér abrazolasra, és egy, a csoport Lie-algebrajan értelmezett zart bilinearis formak
ugynevezett gyenge kohomolodgiaosztalyara. Ezt kovetden ratériink az unitér abrazoldsok
elméletére, és bemutatjuk a Mackey-féle indukalt abrazolasok modszerét, mely segitsé-
gével bizonyos nem kompakt, nem kommutativ csoportok osszes folytonos irreducibilis
unitér abrazolasa megadhato.

A megfelel projektiv abrazolasok meghatarozasahoz sziikségiink van az idével kiegé-
szitett gbmbfelszin szimmetriacsoportjara, azonban a szimmetriacsoport meghatarozasara
tetszoleges geometria mellett nincs dltalanos modszer. A 3. fejezetben meghatarozzuk a
transzlaciok alkotta csoportot. Latni fogjuk, hogy ezen csoport gyengén irreducibilis foly-
tonos projektiv abrazolasai azonosithatok a folytonos irreducibilis unitér abrazolasaival,
melyeket meg is hatarozunk.

A fizikai intuicié6 megkivanja, hogy a transzlaciok alkotta csoportot kibovitsiik adott
sebességgel haladd rendszerbe vald attéréssel. Hogy izometria-transzformaciot kapjunk,
az adott sebességgel haladd rendszereket forgd rendszerekkel azonositjuk. Latni fogjuk
azonban, hogy két forgd rendszerbe vald attérés kompozicioja altalanos esetben nem he-
lyettesitheto egyetlen ilyen transzforméacioval, hanem annél bonyolultabb, igy a kibovitett
halmaz nem csoport. Ha a transzformaciok bizonyos t — 0 egymashoz vald viszonyat
tekintjiik, akkor megfogalmazhatunk egy leegyszeriisitett miveletet, mellyel a vizsgélt
transzformaciok halmaza csoportta tehetd. Ennek a leegyszeriisitésnek ara van, innentol
kezdve a csoport elemei nem irnak le explicit moédon forgatast, csupan tiikrozik azok bi-



zonyos t — 0 strukturajat. Ugyanakkor a csoport Lie-algebrdjanak elemeihez tovabbra
is tarsithatoé fizikai jelentés.

A 4. fejezetben meghatarozzuk ezen csoportot, és meghatarozzuk annak megfelel6 ab-
razolasait. Megmutatjuk, hogy a csoport folytonos projektiv abrazolasai azonosithaték
a folytonos unitér abrazolasaival. Az unitér dbrazolasokat a Mackey-féle reprezentacios
tétel segitségével azonositjuk, melyre két 1ényegében kiilonbo6z6é dbrazolas-tipus adodik.
Az egyiket egy valds, egy pozitiv valos, illetve egy egész szammal indexelhetjik, a masikat
egy valos- és egy félegésszel. Ezek utan megvizsgaljuk az adott unitér abrazolasok altal
meghatarozott linearis Abrazoldsait az infinitezimalis generatoroknak, kiilonos tekintettel
az els6 abrazolasi tipus esetén. Latni fogjuk, hogy ugyan az egyszeriisitések miatt az
idofejleszté operator alakja trividlis lesz, a tobbi generator reprezentansai jo hasonlésa-
got mutatnak a szokasos hely- és impulzus-operatorokkal. Figyelemre mélto, hogy jelen
esetben az impulzus operdatorok kommutatora nem lesz nulla, ezt azzal azonosithatjuk,
hogy a gombfelszinen a kiilonb6z6 iranyu eltolasok nem kommutalnak.

A 5. fejezetben parhuzamot vonunk az impulzus operatorok kommutatora és a tér-
id6 gorbiilete kozott. Gorbilt térben adott sebességgel haladé rendszerbe vald attérés,
mint szimmetria-transzformacié bevezetése soran sziikségessé valt, hogy a transzforma-
cibknak csak valamilyen lokalis tulajdonsagait tekintsiik. Egy differencialhato sokasagot
ellatunk metrikus tenzormezdével, és hozzarendeliink minden pontjahoz egy Lie-algebrat.
Ezt ugy tessziik meg, hogy négydimenzidés Minkowski téridore éppen a Poincaré-csoport
Lie-algebrajat adja, tovabba az eltolasok infinitezimalis generatorainak megfeleltetheto
elemek kommutéatora aranyos legyen a Riemann-tenzorral. Ezen koncepciot az el6zo feje-
zetek tapasztalatai er6sen motivaltak, azonban a téma részletes targyalasa mar ttlmutat
ezen dolgozat keretein.



2. Reprezentacidéelmélet

Ebben a fejezetben attekintjiik a késébbiekben felhasznalt fontosabb reprezentacidéelmé-
leti tételeket és definiciékat. Ezen fejezet alapjaul els6sorban az [1], [7] és [5] forrasok
szolgaltak. A matematika tobb mélyebb tételét felhasznaljuk, ezért a bizonyitasokat nem
részletezziik. A projektiv dbrazolasokkal kapcsolatos legtobb tétel bizonyitasa a [7] konyv-
ben megtalalhaté. Az unitér abrazolasokkal kapcsolatos tételek (koztiik a Mackey-féle
reprezentaciés tétel) részletes targyalasa megtalalhaté az [5] jegyzetben.

2.1. Csoportok abrazolasai

2.1.1. Definicié. Legyen G csoport, X halmaz, és jelolje Sx az X halmaz bijektiv
transzformdcioinak csoportjit. Eqy T : G — Gx csoport-homomorfizmust a G csoport
hatasanak vagy abrdzolasnak hivjuk az X halmazon.

2.1.2. Definicié. Legyen T a G csoport hatdsa az X halmazon. Egy H C X halmazt
T-invaridnsnak nevezink, ha minden g € G esetén T, (H) C H.

2.1.3. Definicié. Legyen G csoport, és X topologikus tér. Eqy T : G — Sx dbrdzoldst
a G csoport topologikus dbrdzoldsanak neveziink, ha minden g € G esetén T, : X — X
leképzés folytonos.

Legyen G topologikus csoport, és X topologikus tér. Egy T : G — Gx topologikus
dbrazolast folytonosnak mondunk, ha a T : G x X — X leképzés folytonos.

2.1.4. Definicié. Legyen T a G csoport hatasa az X halmazon, és x € X tetszidleges
pont. Ekkor az
{ye X|Fge G :Tyx =y}
az x elem T-palyajanak, a
G, ={g € GTx =z}

halmazt az x pont stabilizatordnak nevezziik. A T dbrdzolds tranzitiv, ha bdarmely pont
pdlydja egyenld az X halmazzal.

2.1.5. Definicid. Legyen T a G topologikus csoport folytonos tranzitiv dbrdzoldsa az X
topologikus térben, és x € X tetszdleges pont. Egy ¢ : X — G fiigguényt x-beli Borel-
metszetnek neveziink, ha minden y € X esetén

Tz =y,
és ¢ Borel-mérhetd fiigguény a G és X topologikus terek kozott.

2.1.6. Definicié. Legyen X lokdlisan kompakt topologikus tér, és jelolje (X, K) az X -
bél K-ba tarto folytonos kompakt tartoji figgvényeket. Egy p : & (X,C) — C linedris
funkciondlt (komplex) Radon-mértéknek nevezink, ha minden K C X, (K # () kompakt
halmazhoz létezik C' € RY, hogy minden p € # (X, C) esetén, ha supp(p) C K, akkor

()| < Csup [p(z)].
rxeK

A 1 Radon-mértéket valdsnak nevezziik, ha minden ¢ € # (X, R) esetén u(p) € R.
A o Radon-mértéket pozitivnak nevezzik, ha minden ¢ € J# (X,R) esetén, ha ¢ > 0,
akkor (o) € RY.



Legyen v a GG csoport topologikus dbrazolasa az X lokalisan kompakt térben, és legyen
i X feletti Radon-mérték. Ekkor minden g € G esetén definidlhatjuk v, hatasat az X
felett értelmezett Radon-mértékek halmazan a kévetkezéképp

(Vi) () := p(f 0 7)
minden ¢ € (X, C) esetén.

2.1.7. Definicié. Legyen v a G csoport topologikus dbrdzoldsa az X lokdlisan kompakt
térben. Azt mondjuk, hogy az X feletti i Radon-mérték

- y-invaridns, ha minden g € G esetén Ygp = [,

- y-kvdziinvaridns, ha minden g € G elemhez létezik olyan f : X — RY fiigguény,
hogy Yer = f -

2.1.8. Tétel. Legyen v a G lokalisan kompakt, o-kompakt topologikus csoport folytonos
topologikus tranzitiv dbrazolasa az X lokdlisan kompakt térben. Ekkor létezik X -en p nem
nulla, v-kvdziinvarians mérték, melyhez létezik olyan f : G x X — X folytonos fiigguény,
hogy minden g € G esetén

Yobt = f(g7"5 ).

2.2. Projektiv abrazolasok

2.2.1. Allitas. Legyen 5 komplex Hilbert-tér, és leqgyen (M,;)ie; F€ zdrt linedris altere-
inek eqy (megszamlalhatd) rendszere. Vezessik be az aldbbi miveleteket

z’é\IMi = ZDI M,
z'\e/IMi := Span (ZEUI Mi>,

illetve az ortokomplementdciot a szokdasos maodon
M* = {x € #|Vy e M: (z,y) =0}

minden M zdrt linearis altér esetén.
Ezekkel a miwveletekkel ellitva € zdrt linedris alterei ortomoduldris o-hdlot alkotnak,
mely nem disztributiv, ha dim € > 1.

2.2.2. Allitas. Legyen S Hilbert-tér, és jelilje P(H°) a Hilbert-tér projektorainak hal-
mazdt. Eqy egyértelmi megfeleltetés létesithetd a Hilbert-tér projektorai és zdrt linedris
alterei kézott. Igy értelmezhetjik P(H) halmazon az el6z6 dllitdsban definidlt miivelete-
ket, és ezzel P() ortomoduldris o-hdlo.

2.2.3. Definicié. Legyen s Hilbert-tér. Az elézd dllitasban értelmezett P(H) hdlot a
JC Hilbert-tér projektorhaldjanak nevezzik.

2.2.4. Definicid. Legyen Ly és Ly ortomoduldris o-hadlo. Eqy ® : Ly — Lo leképzést
LATOM-morfizmusnak neveziink, ha minden x € Ly és minden (x;);cr L1-ben halado

megszamlalhato rendszerre
O (z

® (4m) = 420
(

-+
I
o
N

|7

~



2.2.5. Tétel. (Wigner-tétel) Legyen F és 75 haromndl nem kisebb dimenziéji Hilbert-
tér, és A : P(J) — P(H5) LATOM-izomorfizmus. Ekkor egységnyi abszolit értéki
szorzo erejéig eqyértelmiien létezik U : 760 — 76 unitér vagy antiunitér leképzés, mellyel
minden P € P(J4) esetén

A(P)=UPU.

Forditva, ha U : 74 — 76 unitér vagy antiunitér operdtor, akkor az el6zd egyenldséggel

definidalt A : P(74) — P(H5) leképzés LATOM-izomorfizmus.

2.2.6. Definicié. Legyen G csoport, és 7 Hilbert-tér. Eqy A : G — Aut(P(H)) lekép-
zést a G csoport eqy projektiv dbrdazoldsinak hivjuk, ha minden g.h € G esetén

Ag o} Ah = Agh-

2.2.7. Definicié. A G csoport A projektiv dbrazoldsdt gyengén irreducibilisnek nevezziik,
ha nincs olyan nemtrividlis eleme a projektorhdlonak, mely minden g € G esetén fix pontja

Ag-nek.

Legyen A a G csoport projektiv abrazoldsa a 7 (ketténél nagyobb dimenzios) Hilbert-
tér projektorainak halmazan. Ekkor Wigner tétele alapjan minden g € G esetén egységnyi
abszolut értékli szorzé erejéig egyértelmiien létezik olyan U, : S — J€ unitér vagy
antiunitér operdtor, hogy minden P € P(J#) esetén

Ay(P) = U,PU; L.

Lathaté, hogy az A dbrazolas pontosan akkor gyengén irreducibilis, ha nincs nemtrivialis
zart linedris altér, mely minden g € G esetén invarians Ug-re.

2.2.8. Allitas. Legyen A a G ésszefiiggd Lie-csoport projektiv dbrdzoldsa a S Hilbert-
tér projektorainak halmazdn. Minden g € G esetén legyen U, : € — € az az egységnyi
abszoliut értéki komplex szorzo erejéig eqyértelmi unitér vagy antiunitér leképzés, melyre
minden P € P(H) esetén Ay(P) = U,PU". Ekkor minden g € G csoportelemre Uy
uniter.

Jelolje e a csoport egységelemét. Az eddigi jeloléseket megtartva legyen U, = id .
Mivel minden g,h € G esetén A, o A, = Ay, igy sziikségszertien

UgUh = w(gah)Ugha

ahol w(g,h) egységnyi abszolit értékli komplex szam. Konnyen ellendrizheték az alabbi
Osszefiiggések minden g.h, f € G esetén

w(eg,eq) =1,

w(g,h)w(gh,f) = w(h,fw(g,hf).

Ezen azonossagok motivaljak a kovetkezo definiciét.

2.2.9. Definicié. Legyen G csoport. Egyw : GXG — T leképzést a G csoport eqy unitér
kociklusanak nevezzik, ha w(eg,eq) =1, és minden g,h, f € G esetén

w(g,h)w(gh,f) = w(h,flw(g,hf)

bt



teljesiil. (Ahol T az egységnyi abszolit értéki komplex szamok halmazat jeloli.)
Két unitér kociklus, wy és wy kohomoldg eqymassal, ha létezik olyan 7 : G — T
fiigguény, hogy minden g,h € G esetén

(g)7(h)
7(gh)
Az wy €s wo kociklusok gyengén kohomoldgok egymdssal, ha vagy wi €s ws, vagy Wy €S ws

kohomoldg. A (gyenge) kohomolégia, mint ekvivalencia dltal meghatdrozott ekvivalencia-
osztalyokat (gyenge) kohomolégiaosztilyoknak nevezziik.

WQ(gvh) = W1 (g7h)

Koénnyen igazolhaté, hogy a (gyenge) kohomolégia valéban ekvivalencia az unitér kocik-
lusok kozt.

2.2.10. Allitas. Ha w a G csoport unitér kociklusa, akkor létezik olyan W' unitér kocik-
lusa G-nek, mely kohomolog w-val, és minden g € G esetén

w(g, g7 ") =1

2.2.11. Definicié. Egy (U,w) pdrt a G csoport S Hilbert-téren megualdsitott sugdrdb-
razoldsanak neveziink, ha w a csoport eqy unitér kociklusa, és U : G x 7 — F olyan
leképzés, hogy Ue,, = id, illetve minden g, h € G esetén U, unitér, és U,U, = w(g,h)Uyp,.

A G csoport egy sugarabrazolasa egyértelmiien meghataroz egy projektiv abrazolast a
P — U,PU, " leképzéssel (g € G és P € P(J)). Ez forditva nem igaz, a sugarabrézo-
lasok generdlta projektiv abrazolasok ekvivalenciajarol osszefiiggd Lie-csoportok esetén a
kovetkezo allitas nyujt felvilagositést.

2.2.12. Allitas. Legyen (U, wy) illetve (Us,ws) a G dsszefiiggé Lie-csoport 4 illetve
F5 Hilbert-tereken megualdsitott sugdrdbrizoldsai. A két sugdrabrdzolds dltal generdlt
projektiv dbrazoldas akkor és csak akkor ekvivalens egymdssal, ha létezik V . 76 — 5
unitér vagy antiunitér leképzés, és T : G — T fiigguény, hogy minden g € G esetén

VU(g) = 7(9)U2(9)V.
Igy wy és wy kohomoldg, ha V unitér, illetve Wy és wy kohomoldg, ha V antiunitér.

2.2.13. Definicié. Legyen G csoport, és w a csoport eqy unitér kociklusa. FEkkor legyen
G, az a csoport, melynek alaphalmaza G X T és a csoportmivelet minden g,h € G és
A €T esetén a

(9, M)(h, 1) = (gh,w(g,h)Au)

formuldval van értelmezve.

2.2.14. Allitas. Legyen (Uw) a G csoport egy sugdrdabrdzoldsa a 7 Hilbert-téren. Ekkor
az
U : G, x I —

(9,2, 9) = Ug b = AUgtp

leképzés a G, csoport unitér dabrdzolasa.



Tehat a G csoport egy projektiv dbrazoldsa visszavezetheto egy masik csoport unitér
abrazolasara. A projektiv abrazoldsok megtalalasdhoz elegendé megkeresni a csoporton
értelmezett unitér kociklusok gyenge kohomolédgiaosztalyait, és az adott osztalyok w rep-
rezentans elemeihez a G, csoport megfelel6 unitér abrazoldsait. Ha a csoport minden
kociklusa az azonosan 1 fliggvénnyel kohomoldg, akkor a projektiv abrazolasai azonosit-
haték az unitér abrazolasaival.

Fizikai szempontbdl a folytonos abrazolasok lesznek szamunkra relevansak kiilonos
tekintettel Lie-csoportok esetén, ezért most ezen esetet vizsgaljuk meg.

2.2.15. Allitas. Legyen G dsszefiiggd Lie-csoport és (U,w) egy sugdrdbrazoldisa. A su-
gardbrdzolds dltal meghatdrozott projektiv dbrdzolds akkor és csak akkor folytonos, ha w
analitikus a csoport eqységelemének eqy kornyezetében, és a g — U, hozzdrendelés erdsen
folytonos.

Ezen allitas motivéalja a kovetkezo definiciot:

2.2.16. Definicié. A G Lie-csoport (U,w) sugdrdbrazoldsdt folytonosnak nevezzik, ha w
analitikus az egységelem eqy kérnyezetében, és a g — Uy hozzdrendelés erdsen folytonos.

Tehét (U,w) folytonos sugdrdbrazolds esetén w analitikus az egységelem egy kornye-
zetében, ez indokolja a kovetkezo fogalmak bevezetését.

2.2.17. Definicié. Legyen G Lie-csoport. Az (w, N) pdrt a Lie-csoport egy lokdlis kocik-
lusanak nevezziik, ha N az egységelem kornyezete, és w : N x N — G analitikus fiigguény,
hogy w(eg,eq) = 1, és minden g,h, f € N esetén

w(g,h)w(gh,f) = w(h,flw(g,hf)

valahdnyszor a kifejezések értelmezve vannak.
Azt mondjuk, hogy az (w1, Ny) és (wa, No) lokdlis kociklusok egymdssal kohomoldgok, ha
létezik Ny C N1 N Ny kornyezet, és 7 : Ng — T fiigguény, hogy minden g,h € Ny esetén

7(g9)7(h)
T(gh)

(w1, N1) és (wa, Na) gyengén kohomoldg, ha akdr (wy, Ny) €s (wa, No), akdr (wi, Ny) és
(wa, N2) kohomoldg eqgymdssal.

w2(gah‘) = wi (gvh)

2.2.18. Allitas. Egy egyparaméteres Lie-csoport minden lokdlis kociklusa az azonosan
eqy fligguénnyel kohomolag.

2.2.19. Allitas. Egy egyszeresen dsszefiqgd Lie-csoport minden lokdlis kociklusa kiter-
jeszthetd az egész csoportra.

Egy Lie-csoport lokalis kociklusai megfeleltethetok a Lie-algebran értelmezett bizo-
nyos antiszimmetrikus forméknak, melyek szamitasi szempontbdl altalaban kénnyebben
kezelhet6k. Ehhez fontos megjegyezniink, hogy a Lie-csoportokat az egységelemiik egy
alkalmas kornyezetében Lie-algebrajuk egyértelmiien meghatarozza.



2.2.20. Definicié. Legyen g Lie-algebra a [-,-] kommutdtorral. Egy K : g x g — R
fiigguényt a Lie-algebra egy kommutdtor-kociklusinak nevezzik, ha bilinedris, antiszim-
metrikus és zdrt, azaz minden a,b,c € g esetén

K([a,b],c) + K([e,a],b) + K([b,c],a) = 0.

Azt mondjuk, hogy K1 és Ko kommutdtor-kociklusok kohomologok egymdassal, ha létezik
n:g— R linearis fligguény, hogy

’C2:/C1+770['a']-

A Ky és Ky kommutdtor-kociklusok gyengén kohomolégok eqymdssal, ha akar ICy és ICs,
akar —ICy és Ko kohomolog eqgymadssal.

2.2.21. Tétel. Legyen G Lie-csoport és g a Lie-algebraja. Eqy egyértelmii megfeleltetés
létesithetd a Lie-csoport lokdlis kociklusainak (gyenge) kohomoldgiaosztalyai és a Lie-
algebrdja kommutdtor-kociklusainak (gyenge) kohomolégiaosztalyai kozott. A megfelelte-
tés minden a,b € g esetén a

K(ap) = —ilim tlz log (w([tal[tb], [—ta)[—tb])w([ta][tb])w([—ta][~tb]) )

formuldval adhaté meg w lokdlis kociklus és K kommutdtor-kociklus kézétt, ahol [ta] =
exp(ta).

2.3. Unitér abrazolasok

2.3.1. Definicid. Legyen G csoport és F Hilbert-tér. FEqy U : G — S csoport-
homomorfizmust a G csoport unitér abrdzoldsanak nevezziik, ha minden g € G esetén Uy
unitér.

A tovabbiakban a nulla dimenziés Hilbert-téren megvalosuld abrazoldsokkal nem foglal-
kozunk, ezen eseteket a tovabbiakban minden tétel és allitds kimondasandl kihagyjuk.

2.3.2. Tétel. Legyen U a G csoport unitér dbrdazolisa a ¢ Hilbert-térben (7 # {0}).
Ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek.

- Nincs U-ra invarians nemtrivialis zdart linedris altér.

- Minden u : 7 — € folytonos linedris operator esetén, ha minden g € G-re
Ujou=wuoU,, akkor u az identitds szdmszorosa.

2.3.3. Definicid. Legyen U a G csoport unitér dbrdzoldisa a € Hilbert-térben (H #
{0}). Azt mondjuk, hogy az U dbrdzolds irreducibilis, ha teljesil rd az elézé tételben
megfogalmazott dallitas valamelyike.

2.3.4. Allitas. Kommutativ csoport minden irreducibilis unitér dbrizoldsa eqydimenzids.

Tehat, ha N lokalisan kompakt kommutativ csoport, akkor N minden folytonos irreduci-
bilis unitér abrazolasa azonosithaté egy x : N — T folytonos csoporthomomorfizmussal.

2.3.5. Definicié. Legyen N topologikus csoport. Az N folytonos unitér karakterének
neveziink minden x : N — T folytonos csoporthomomorfizmust, melyek halmazat jelolje

N.



2.3.6. Allitas. Legyen N topologikus csoport. Az N halmaz a pontonkénti szorzdssal
csoporttd tehetd. FEzen a csoporton a kompakt halmazon térténd uniform konvergencia
topologiat ad meg, ezzel ellatva N topologikus csoport.

A tovébbiakban az N halmazt mindig topologikus csoportként tekintjiik.

Lie-csoportok folytonos unitér abrazolasai osszefiiggésbe hozhaték a Lie-algebra ele-
meinek bizonyos linearis abrazoladsaival. Ezzel kapcsolatos a kévetkezo két tétel.

2.3.7. Tétel. (Stone-tétel) Legyen U a wvalds szamok additiv csoportjianak folytonos
unitér abrazolisa a & Hilbert-térben. FEkkor létezik egyértelmien eqy H dnadjungdlt
operdator J€-ban igy, hogy minden t € R esetén

Up = exp(itH).

Forditva, ha H énadjungdlt operator a 7 Hilbert-téren, akkor az elobbi formuldaval defi-
nidlt R x 5 — A leképzés az (R, +) csoport egy folytonos unitér abrazoldsdt hatdrozza
meg.

2.3.8. Tétel. (Garding-tétel) Legyen U a G Lie-csoport folytonos unitér dbrazoldsa a
JC Hilbert-térben, és jeldlje g a csoport Lie-algebrdjdat. Ekkor létezik
- (1) D mindenitt stird linedris altér 7 -ban,
- (i) T > 0 valds szam,
- (111) H : g — Lin(7) leképzés,
hogy minden a,b € g és o, € R esetén
- (1) H, énadjungalt operdtor,
- (2) D C dOHl(Ha), HaD - D;
- (3) Hu|p lényegében ondjungdlt,
- (4) Haarpo|p = aHy|p + BHy|p,
- (5) i[Hq, Hy) = Higy) @ D halmazon,
- (6) Uexpta) = exp(itH,), ha |t| < T.

Ha az abrazolds hii, akkor a H leképzés injektiv.

2.4. Megengedett hatos

2.4.1. Definicid. Legyenek H és N csoportok, valamint q : H — Aut(N) csoporthomo-
morfizmus. A Hx N halmazon értelmezziik a - miveletet igy, hogy minden (h,n), (h',n") €
H x N esetén

(hyn) - (h',n") :== (kK ,ng(h)n')
A H x N halmazt a - mivelettel elldtva a H és N csoportok q szerinti féldirektszorzatdnak
nevezzik, és H x4, N szimbolummal jeloljik.
Ha N és H szepardlt, lokalisan kompakt, masodik megszamldalhatosagi axiomdnak eleget
tevd topologikus csoportok, valamint N kommutativ, akkor a H x, N féldirektszorzatot
specidlis lokdlisan kompakt féldirektszorzatnak nevezziik.

Koénnyen meggyézddhetiink arrdl, hogy a H x N hamazon definidlt - miivelet valéban

csoportmiiveletet hataroz meg.

Ha H x, N lokélisan kompakt féldirektszorzat, akkor a ¢ dbrazolas meghataroz H-nak
egy abrazolasat N-ban, melyet a tovabbiakban ()-val jeloliink

Q: H — Aut(N), Qph:=nog,"
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2.4.2. Definicié. Legyen G := H x, N specidlis lokdlisan kompakt féldirektszorzat. Egy

(w, My @y Loy Cog s V)

rendszert a G csoport eqy megengedett hatosinak nevezzik, ha
- w lokdlisan kompakt H-pdlya N -ben,
- 1 pozitiv, nem nulla, Q-kvdziinvarians mérték w-n,
- folytonos fligguény, melyre

p:Hxw—=RY Quu=9h™, ),

- Ty € W,
- Cyy - W — H, xo-beli Borel-metszet,
-V a G, -nak folytonos unitér dabrazolasa.

Jeloljitk a V' abrazolds terét W-vel, és vezessiik be a 5 := L*(w, u, W) jelolést.

2.4.3. Definicié. Az eddigi jeldléseket megtartva definialjuk a kovetkezd dbrdzoldst
U:(HxyN)xH — A,
(h,n¥) = Uyt
(Uoay) (@) = a(m)y/ (b1, 2)V (czq (a0))-
V(g () R (Qn12) ) V (cay(20) M9 (Quor)

ahol Q) : H X N = N az a csoportabrdzolds, melyre minden h € H,n € N esetén
Qunn = nog;, . Bzt az dbrdzoldst nevezziik a megengedett hatos dltal generdlt dbrdzoldsnak.

Ha p invaridans mérték, tovabba c,,(xo) = ey, akkor a generalt abrazolas a kovetke-
z0képp egyszerlisodik

(Uy) (@) 1= 2 (m)V (a0 (2) " ey (Qur2)) ¢ (Qn-r2)

2.4.4. Tétel. Legyen (w1, 1, 91,1, Copy Vi) €s (wa, fa, P2, T2, Coy, Vo) a G == H x4, N
specidalis lokdlisan kompakt féldirektszorzat két megengedett hatosa. A két megengedett
hatos dltal generdlt unitér dbrdzoldas akkor és csak akkor unitér ekvivalens, ha létezik
olyan (h,V') pdr, hogy

i) h € H és hxy = o,

it) V : Wi — Wy olyan unitér operdtor, hogy minden g € H,, elemre

Va(hgh™) =V o Vi(g) oV,
ahol W1 illetve Wy a Vy illetve Vy dbrdzolds tere.

2.4.5. Tétel. Ha a topologikus féldirektszorzat eqy megengedett hatosa dltal generdlt db-
razolas irreducibilis, akkor a megengedett hatosban szerepld stabilizator abrdzoldsa irredu-
cibilis.
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2.4.6. Tétel. (Mackey-féle reprezenta’,cio’s tétel) Legyen H x4, N specidlis lokdlisan
kompakt féldirektszorzat. Tegyuk fel, hogy N-ban minden H palya lokahsan kompakt hal-
maz, és teqyik fel, hogy létezik N topologikus térben olyan Borel-halmaz, amely az N /H
faktorhalmaznak teljes reprezentdns rendszere. Ekkor a H x4 N csoport minden komplex
Hilbert-térbeli U folytonos irreducibilis unitér cibrdzoldsdhoz létezik a csoportnak olyan
megengedett hatosa, mely dltal generdlt abrdzolds az adott dbrdzoldssal unitér ekvivalens,
és minden n € N esetén U(n) = x(n) - idyp, ahol S az U dbrdzolds tere, és x € N a
megengedett hatosban szerepld reprezentdns pont.

2.4.7. Kovetkezmény. Legyen G lokdlisan kompakt topologikus csoport, és legyen q a G
trividlis dbrdzoldsa R-ben. Ekkor a G xR csoport minden V' folytonos irreducibilis unitér
abrazolasdhoz létezik olyan m € R és létezik a G-nek olyan U : G x 7 — € folytonos
irreductbilis unitér dbrdzoldsa, hogy V' unitér ekvivalens az m és U altal meghatdrozott

U™ (G xyR) x A — A,

(ga t? ¢) = U(Z?,t)¢a
Uy := exp(imt)Uy

abrazoldssal.

Bizonyitas A Mackey-féle reprezentaciés tétel kovetkezménye.

Hatarozzuk meg a csoport megengedett hatosait!

Mivel a ¢ a G-nek trividlis dbrazolasa, igy R-ben minden palya egyelemi halmaz.
Jegyezziik meg, hogy R és R elemei kolesondsen megfeleltethetok egymasnak a 6 : R —
R, m — d(m) := exp(im-) bijekeié altal. (Az R és R halmazok izomorfak, mint csoportok,
és homeomorfak mint topologikus terek; ezt ugy fejezziik ki, hogy R additiv csoportja
ondudlis.) gy R palyait indexelhetjiikk egy m € R val6s szammal, melyhez jelolje

X™ = {x € Rlx = §(m)}

az adott egyelemi palyat. Ezzel R osszes palyajat megadtuk. Ezen egyelemii halmazokon
minden g mérték invaridns és trivialis, illetve minden cs(,,,) Borel-metszetet valaszthatunk
eq értékinek.

Adott m € R esetén az X™ palya reprezentas pontjat értelemszertien d(m)-nek va-
lasztjuk. Nyilvanvaléan minden m € R esetén G,y = G, ahol G, a §(m) stabilitascso-
portja. A stabilitascsoportok folytonos irreducibilis unitér abrazolasai tehat egybeesnek
G folytonos irreducibilis unitér abrazolasaival.

A Mackey-féle reprezentacios tételt szerint a G x, R csoport minden V' folytonos
irreducibilis unitér abrazolasahoz létezik a csoportnak olyan megengedett hatosa, hogy
az adott hatos altal generdlt abrazolas unitér ekvivalens V-vel. Az eloz6ek alapjan a
G x4 R csoport egy megengedett hatosat egy m € R és egy U : G x S — 2 folytonos
irreducibilis unitér abrazolas egyértelmiien meghataroz, melynek alakja a kdvetkezo

(Xm, ts L xm, 6(m), Csmy, U)

Ekkor a generalt abrazolas alakja a kovetkezo:
U™ (G xgR) x LA(X™ p, #) — L*(X™, y, ),

(g, t, ) = Uy pa

11



(T 0) (0 = x(OUga(x)
Mivel a
O LAHX™ p, H) — I,

a = () = p(lxm)a(d(m))

leképzést unitér, igy kapunk egy, az el6zovel unitér ekvivalens abrazolast
U™ (G x,R) x # — A,

(97 t? Q/}) = U(Z]L,t)wa
Uy = exp(imt)Uy
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3. Transzlacidk alkotta csoport

Legyen Sy := {x € R3|||z||, = 1}, lassuk el a szokdsos metrikdval. Ekkor Sy izometria-
transzformdcidi azonosithatok O(3) elemeivel. A fizikai vizsgalédds szempontjabdl a to-
vabbiakban csak a csoport azon Osszefiiggd részcsoportjat vizsgaljuk, mely tartalmazza
az egységelemet. Ez a részcsoport az SO(3).

Az id6t R-el azonositjuk, melyen a szimmetria-transzforméciok az eltolasok. Ezen
eltolasok alkotta csoport megegyezik R additiv csoportjaval.

Osszességében a térid6t R x Sy térrel azonositjuk, melynek transzlaciéi az R és SO(3)
csoportok elemeivel adhatok meg, igy a teljes transzlacidk alkotta csoport az R x SO(3)
direktszorzat.

El6szor ezen csoport gyengén irreducibilis projektiv abrazolasait vizsgaljuk meg.

Hatarozzuk meg a csoport kommutator-kociklusait! Vélasszunk Lie(SO(3) x R)-ben
SO(3) x {0} elemeit generdl6 bazist; jelolje ezeket A; (1 = 1,2,3), melyeket vdlaszthatjuk
ugy, hogy fennalljon az [A;, A;] = €;;, Ay, Osszefiiggés. Jelolje B a Lie-algebra a {idgs } x R
elemeit generdld egy elemét. Ekkor {A;, Ay, A3, B} bazis Lie(SO(3) x R)-ben, illetve
[A;, B] =0 (i = 1,2,3).

Definidljuk a IC;; = K(A;, 4;), (4,j = 1,2,3) matrixot! Ez a kommutéator-kociklus
tulajdonsdgai miatt antiszimmetrikus, igy felirhat6 IC;; = ;A\, alakba, ahol A\, € R, (k =
1,2,3). Definidljuk az n : Lie(SO(3)) — R, Ay +— Ax lineéris leképzést! Ekkor

K(Ai, Aj) = n([Ai, Aj)),

vagyis K Lie(SO(3))-ra megszoritva kohomolég az azonosan 0 figgvénnyel.

Minden kommutétor-kociklus kohomolégiaosztalybol tehat valaszthatunk olyat (K),
melyre K(A;, A;) = 0 teljestl (minden 7,j = 1,2, 3 esetén). Feladatunk meghatarozni
még KC(A;, B) lehetséges értékeit. K zartsiaga folytan minden i,7 = 1,2, 3 esetén

0 = K([A Aj), B) + K([B, A, Ay) + K([ Ay, B], A,) =
= EijkIC(Ak, B) + IC(O, AJ) + IC(O, Az) =
= Giij:(Ak, B)
Igy a csoport minden kommutétor-kociklusa kohomol6g az azonosan 0-val. Ezért SO(3) x
R projektiv abrazolasai azonosithatok az unitér abrazolasaival.
(2.4.7) alapjan SO(3) folytonos irreducibilis unitér abrazoldsait kell csak megadnunk.

1
SO(3) folytonos irreducibilis unitér abrézolasai egyértelmiien indexelheték egy o € §N

félegész szammal. Az abrdzolds tere C?*!, az abrizolé operatorokat jelolje D°. Ez
felirhat6 exp o(iS7) o exp™! alakban, ahol S : Lie(SO(3)) — H(C?* ™), melynek a Lie-
algebra egy A;, Ag, A3 bazisdban az

(SZJM = ; (5k,l+104? + 5k,l—10527,1)

(ng)kl = ; (5k,l+1a? - 5k,171057,1)
(SZ"&)M = ko

formuldkkal megadhatjuk egy reaizaciéjat, ahol af = \/0(0 +1)—k(k+1), és k1 €
{-0,—0+1,...,0,...,0 —1,0}.
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Igy (2.4.7) alapjan a SO(3) x R csoport folytonos irreducibilis unitér dbrézolasai egy-

értelmiien indexelhetok egy m € R valos, és egy o € §N félegész szammal, melyekhez

tartozd abrazold operatorok a kévetkezok
U™ : (SO(3) x R) x C*7+ — Cc*>*!

(R> ta ¢) = U(T;l%,§)¢
Ulg¥ = exp(imt) Dyp.
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4. Transzlacidk és a forgdé rendszerbe vald attérés

4.1. A csoport meghatarozasa

Elsddleges célunk kiegésziteni a transzlaciok alkotta SO(3) x R csoportot olyan elemekkel,
melyek forgo rendszerbe val6 attérést irnak le. Egy ilyen transzformaciét azonosithatunk
egy w € Lie(SO(3)) antiszimmetrikus 3 x 3-as métrixxal, melyhez tartozé transzformécio

R xSy = R xSy, (t,z) — (t,exp(tw)z)

s

illetve wy antiszimmetrikus matrixok, kompoziciojuk egy adott ¢ € R pillanatban az
x € Sy ponthoz az exp(tw;)exp(tws)x elemet rendeli. Tegyiik fel, hogy létezik olyan
w € Lie(SO(3)), hogy minden t € R esetén

exp(twy) exp(twy) = exp(tw).

Vegyiik mindkét oldal ¢ szerinti derivaltjat ¢ = 0-ban. Ebbdl w = wy + wy addédik, mely
szerint
exp(twy) exp(twsy) = exp(t(w; + we)),

ami azonban altaldban nem igaz. Lathatjuk tehat, hogy két forgd rendszerbe valo at-
térés kompozicidja nem sziikségszertien forgd rendszerbe vald attérés, igy csupan ezen
transzformaciokkal kiegészitve a transzlaciokat nem csoportot kapunk.

Definidljuk egy (R, 7,w) € SO(3) x R x Lie(SO(3)) elem generdlta automorfizmusét
az R x S5 térnek a kovetkezoképp

R xSy =R xSy, (tz)— (t+ 7,exp(tw)Rx)

Két ilyen transzformécio, (Ry, 71, w1), (Re, T2, w2) € SO(3) x R x Lie(SO(3)) kompozicidja
esetén a kovetkezo leképzést kapjuk

(t,x) = (t + 72 + 71, exp((t + T2)wi) Ry exp(tws) Rox).

Tudjuk, hogy
exp(twy ) exp(tws) = exp(t(wy + ws)) + 0® (1),

Rexp(tw) = exp(tRwR )R,
exp(Twi) exp(twsy) = exp (t(we + 7wy, wa])) exp(Tw) + 0® (t, ),

ahol a [-,-] a szokdsos kommutétort jeloli. Igy az el6zé leképzés

(t,z) = <t + T2 + 71, €Xp (t (w1 + Riwn Ryt 4 7 [wl,le?Rl_lb) '

- exp (7'20.11) R1R2 (idRB +O(2) (t, 7'2)) [L')

alakba frhaté. Ezek alapjan definidljuk az SO(3) x R x Lie(SO(3)) halmazon az aldbbi
miiveletet

11 (SO(3) x R x Lie(SO(3))) x (SO(3) x R x Lie(SO(3))) — (SO(3) x R x Lie(SO(3))),
(Ry,m,w1) 1 (R, To,ws) i= (exp (row1) R1 Ry, 7y + 11, w1 + Riws Ry + 1 [wl,lengl})
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Jelolje x : R® x R3 — R3 az R3? elemein értelmezett szokasos vektoridlis szorzast.
Lie(SO(3)) elemeit azonosthatjuk R? elemeivel az

R* — Lie(SO(3)), ar~ax-
lineéris izomorfizmus &ltal. Ekkor minden a,b € R? esetén igaz az
[ax - bx]=(axb)x

Osszefiiggés.
Megjegyezziik, hogy minden R € SO(3) esetén

D Ehikoks Riuky Risko Risks = €j1jnjs
k1,k2,k3

nglq]%RJlkl jaks = Zgthstqv
k1,k3

ahol kihasznaltuk, hogy det(R) = 1 és RRT = RTR = idgs (az indexek értelemszeriien
{1,2,3} halmaz elemeit vehetik fel). Az a € R? elemmel beszorozva az el6z8 sszefiiggést

Z R]lklgqukliaq jsks — ZgjlkBquaq
k1,k3,q k,q

adodik, ami azt jelenti, hogy minden R € SO(3) és a € R3 esetén
R(a x )R" = (Ra) x
Ezek alapjan a fentebb definidlt (SO(3) x R x Lie(SO(3)), -1) par izomorf a (SO(3) x Rx

xR3, -5) parral, melyen a miivelet
21 (SO(3) x R x R?) x (SO(3) x R x R*) — (SO(3) x R x R?)
(Rl,Tl, CL1> 9 (R27 T, CLQ) = (exp (Tgal X ) RlRQ,TQ + T1, Q1 -+ R1a2 + Toa; X (Rlag)) .

Fontos megemlitentink, hogy az itt definidlt miivelet nem asszociativ, igy az (SO(3) x Rx
xR3, -y) par nem csoport. Hogy csoportot kapjunk tovabbi egyszertisitést kell véghezvin-
niink. Ezért tekintsiik a 7 — 0 hatéresetet, igy a fenti miiveletet leegyszertisitve

: (80(3) X R x R3) X (SO(?)) x R x ]R3) — (80(3) x R x R3>

(Ry,71,a1) - (Ra, T2, a2) := (R1 Ry, 7o + 71,01 + Ryas)

adodik. Az igy definidlt miivelettel mar az (SO(3) x R x R3,-) par csoport, melyet fel-
frhatunk féldirektszorzat alakban. Tekintsiik SO(3)-at és R x R? additiv csoportjat, és
definidljuk a

q:50(3) x Rx R® = R x R?,

(R,t,a) — qgr(t,a) := (1, Ra)

dbrazolast. Az {gy kapott SO(3)x,(R x R?) féldirektszorzat izomorf az (SO(3) x RxR?, -)
par altal meghatarozott csoporttal. A tovabbiakban ezen csoport dbrazolasait vizsgéaljuk.

Megjegyezziik, hogy ezen ,érintécsoport” elemei nem irnak le explicit médon forgd
rendszerbe vald atiilést, mégis reprezentaljak ezen transzformaciok bizonyos egyméshoz
valé viszonyat (midén ¢t — 0). Hogy csoportot kapjunk el kellett dobnunk bizonyos id6-
fliggést, igy varhatjuk, hogy az idofejleszto operator alakja trivialis lesz. Ennek ellenére
latjuk majd, hogy a forgd rendszerbe vald atiilést illetve a forgatast generald elemeket
abrazolo operatorok jé hasonldsagot fognak mutatni a szokdsos hely és impulzus opera-
torokkal, igy nem haszontalan ezen tton valo vizsgalédasunk.
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2. A csoport kommutator-kociklusai

Valasszunk a csoport Lie-algebrajaban olyan (Ai, Ay, Az, B, D1, Do, D3) bézist, hogy az
(Ay, Ag, As) harmas SO(3) x {0} x {0} elemeit generalja, alljon fenn a [A;, A;] = €Ak
osszefiiggés (i,5,k = 1,2,3), B generédlja {idrs} x R x {0}, és a (D;, Dy, D3) harmas
generdlja {idgs} x {0} x R? elemeit.

Ekkor a kommutéator béaziselemeken felvett értékei a kovetkez6k minden i,j,k € {1,2,3}
esetén

[Az‘, Aj] = €zjk:f4k:
[D;, Dj] =0
[B,D;] =0
[A'h Dj] = Ezjka

Minden kommutator-kociklus kohomolégiaosztalybdl valaszthatunk olyan IC-t, melyre
IC(A;, Aj) = 0 teljestl (minden 4,j = 1,2,3 esetén). Azonban, ha 7 linearis fiiggvény
a Lie-algebran, és K' = K + n(][-,-]), akkor és csak akkor teljesiil K'(4;,4;) = 0, ha
n(A;) = 0 minden ¢ € {1,2,3}. A K zartsdga folytdn minden i,j = 1,2, 3 esetén (alkal-
mazva az Einstein-féle 6sszegzéskonvenciot)
0= K([Ai, 45, B) + K([B, A] i)+ /C( BJ, A
= Gz'ij:(Aka B)7
amibdl kovetkezik, hogy K(A;, B) = 0 minden ¢ = 1,2, 3 esetén.
Mivel ;,[A;,D;] = 2Dy, igy K zartsaga, valamint a kommutator tulajdonsigai miatt
= Eijh (—’C([DI’A ],D ) = K([D;, Di], A4)) =
= gijkgilmlC(Dma Dj) =
— IC(Dk, Dl) - 5kl’C(Dj7Dj)-

\_/
I

A K antiszimetrikussdga miatt K(D;,D;) = 0, és igy minden k! € {1,2,3} esetén
K(Dy, D;) = 0. Hasonléképp
2K(Dy, B) = €,xK([Ai, D;], B) =
= e (—K([B, Ai], D;) — K([Dj, B, Ai)) =
=0.
Tovabba ;1| A, A;] = 2Ay, igy K zartsiga, valamint a kommutator tulajdonségai alapjan
QIC(Ak, Dl) = EijkIC([Ai, A] ) =
= ey (—K([Dr, Ail, 4;) — K([A5, D], Ay)) =
= &ijk (5ilm,C(Dma Aj) - 5jlmIC(Dm7 Ai )) =
= 2KC( Dy, A)) — 200K (D;, Asy).
A k és | indexeket egybeejtve 4IC( Ay, Dy) = 6K(A;, D;), és igy K(Ag, Dr) = 0 adddik.

Visszahelyettesitve a
K(Ag, D)) = —K(A;, Dy)
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osszefliggésre juttunk. Vezessitk be a Ky, := K(Ag, D;) matrixot, mely az elébbi 6ssze-
fliggés értelmében antiszimmetrikus az indexeiben. fgy felirhaté Ky = eppnAm alakba
(m € {1,2,3} : A\, € R). Legyen n olyan linearis fliggvény a Lie-algebran, hogy minden
m € {1,2,3} esetén n(D,,) := A, és n(Ap) := 0. Ekkor K(Ag, D;) = n ([Ax,Di]), gy min-
den kohomolégiaosztalybdl valaszthaté olyan kommutator-kociklus, hogy K(Ay, D;) = 0,
és a fentebbi tulajdonsagok is érvényben maradnak.

Ezzel belattuk, hogy minden kohomoldgiaosztalybol valaszthatd olyan kommutator-
kociklus, hogy a Lie-algebra minden baziselemparjan 0-t vesz fel, igy (a bilinearitds miatt)
az SO(3) x, (R x R?) csoport minden kommutétor-kociklusa az azonosan 0-val kohomo-
l6g. Ezért a csoport gyengén irreducibilis folytonos projektiv abrazolasai és a folytonos
irreducibilis unitér abrazolasai kolcsonosen megfeleltethetok egymasnak.

4.3. Palyak meghatarozasa

Keressiik meg a folytonos irreducibilis unitér abrazolasokat. Az SO(3)x, (R xR?) 4tirhatd
G'xR alakba, ahol G = SO(3) x4R?, G : SO(3)xR* — R3 (R, a) — Gra := Ra. Igy (2.4.7)
alapjan elegendd SO(3) x; R? folytonos irreducibilis unitér dbrdzoldsait megkeresniink.

Az R3 azonosithaté R3-vel a § : R® — R3, a — 0(a) leképzés altal, ahol (6(a))(a’) =
exp(ia - a’) minden o’ € R? esetén.
Jelolje @ az SO(3) hatését R3-on, ahol Q : SO(3) x R3 — R3, (R,X) = QrX = X0 qg"
Kénnyen ellenérizhetd, hogy minden R € SO(3) esetén d7' o Qr 0§ = qgr, tehdt Qg
hatésa R3-ban azonosfthaté egy R-el valé forgatdssal R3-ban. Az egyszeriiség kedvéért
hasznaljuk a || - || := || - ||2 jelolést. Ha a,b € R3 olyan, hogy ||a|| = ||b||, akkor létezik az
SO(3)-nak olyan R eleme, hogy Ra = b, és vica versa azaz, ha létezik az SO(3)-nak olyan
R eleme, hogy Ra = b, akkor ||a|| = ||b]|. Ezek alapjan definidljuk a kovetkez6 pélyakat,
legyen r € R esetén A

X7 = {x € B 5 (0l = v,

Y = {x € R3|[|5 " (x)|| = 0}.
Ezzel R3 6sszes Q-palyajat indexeltiik.

4.4. Az X" palyakhoz tartozé abrazolasok

Eloszor adjunk meg az X" palydkon kvaziinvarians mértéket. Jelolje ¢ a gombi koordi-
natdkbol R3-ba valo attérést

¢:RYx | —m a[x]0,7[— R3\H,

(r,0,9) — ¢(r,0,9),
o(r,0,7) := (rcos(0) sin(F), rsin(9) sin(F), r cos(?)) ,

ahol H := {(z,y,2) € R*|x < 0Ay = 0} nullmértékii halmaz (a Lebesgue-mérték szerint).
Definialjuk a kovetkezo mértéket.

lar : ‘%/ (Xm) = Ca
R 1 T 2T )
o = i (@) = E/o /0 (podoo)(r,d,9)sin(d)dody
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A fentebbi formuldval definidlt i, invarians és normalt mérték az X" (kompakt) palyan.

Legyen egyeldre altalanos xo € X" rogzitett, meghatarozunk hozza alkalmas ¢,, met-
szetfuggvényt. Legyen x € X", megadunk olyan R elemét SO(3)-nak, melyre Qrz = x.
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: xg := 6 1(xo), z := 6 !(x). Elegendd olyan R-et
keresniink, melyre Rzy = = fenndll.

Az x( és x, mint haromdimenziés vektorok altal bezart szog:

(v
arccos | ———— |,
ol [[]x]]

ahol x¢ - x az xg és x vektorok euklidészi skalarszorzatat jeloli. Nem nyilvanvalo, de
ellenérizhetd, hogy az

R := exp(go(zo’z) X +)

forgatésra fenndll az Rxg = x egyenl8ség, ahol ¢, ) € R? a kovetkezd vektor

To X T arccos (a:o : z)
= ————ar — ).
Peom) T g x ] r

Az iménti formuldkkal definialt metszetfiiggvényre fennall a ¢,,(xo) = idrs Osszefiggés.
Az X7 pélya reprezentdns pontjanak valasszuk 6 ((0,0,r))-et. Ennek a pontnak R3-beli

képe értelemszertien (0,0,r).

A metszetfiiggvény alakja ebben a specidlis esetben a kovetkezd.

—X2 X1

A 1 T3 3
C5((0,0,r))(0(x)) 1= exp | ——=—= arccos <) T | x| V]z| =zeR’ |z| =7
r} + 3 r 0 -

A tovébbiakban az egyszertiség kedvéért Cs(,0,) helyett haszndljuk a ¢, jelolést. Az
(0,0,r)-hez tartozo6 stabilitdscsoportba azon R forgatdsok tartoznak bele, melyek ezt a
vektort énmagukba viszik, ezért (0,0,r) szitkségszeriien parhuzamos a forgastengellyel.
gy a stabilitdscsoport ezen rogzitett tengely koriili forgatdsok csoportja, amely jelen
esetben nem més, mint SO(2) x {idg}, amely trividlis médon azonosithaté SO(2)-vel.

Hogy SO(2) folytonos irreducibilis unitér abrézolasait megtaldljuk, tekintsiik a

®: T — SO(2),

(R(g) —3()
4 2la) = (%(3) %(5)

folytonos csoport-izomorfizmust, mely segitségével SO(2) elemeit azonosithatjuk T ele-
meivel.

A T csoport folytonos irreducibilis unitér abrazoldsait n € Z egész szamokkal inde-
xelhetjik, melyekhez tartozo abrazold operatorok

(":TxC—C,

(,2) = Gz = q"2

alakiak. Ez ® altal azonosithaté SO(2) dbrazolasaval

(" :S0(2) x C = C,
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(A, 2) = (2 = (<I>_1(A))n z,

mellyel (unitér ekvivalencia erejéig) SO(2) ésszes folytonos irreducibilis unitér abrazolasat
megadtuk.

Mindezek alapjan az X" palyahoz tartozé megengedett hatosokat egy n € Z szammal
indexeljiik, melyek alakja a kovetkezo

(Xruﬂ'r’, 1so@)xxr, (0,0,7), ¢, C") :
Ezen megengedett hatos altal generalt abrazolas
0" (SO(3) x4 R®) x L* (X", i, C) = L* (X", f1r, C) |
(R, a,a) — U{ga)(x,
(T e) (00 = x(a)¢" (&) Re, (Qr'x)) o (Q&'X) -
Attérink egy mésik, az eredetivel unitér ekvivalens abrazolasra. Ehhez definidljunk Sp-n

egy mértéket:
I v (SQ) = C7

@ = plp),
1 T 27
ulo) =1 [ [ (00 0)(1,6,9)sin()dody
4m Jo Jo
Az imént definidlt g mérték g-ra invarians és normalt. Tekintsiik a
Q, : L* (X", ji,,C) = L*(Sy,11,C) ,
p = Qe

() (x) :=p o d(rz)
leképzést, konnyen beldthatd, hogy unitér. Vezessiik be a ¢, := §710¢é, 04 jeldlést. Toljuk
el az U™™ abrazolast az ) unitér operatorral, az igy kapott abrazolas

U™ : (SO(3) x4 R®) x L2 (Sy, 1, C) = L? (S2,11,C),
(Rv a, @D) = U(Tiga)%
(U{ga)w) (x) := exp(ira - x)C" (cl(:c)’chl (R’lx» P (R’%) ,

mely unitér ekvivalens Urn-val. Ezzel az X" palyakhoz tartozé osszes dbrazolast megad-
tuk.
Megjegyezziik, hogy ci-et explicit alakba felirhatjuk a kovetkezoképp (feltéve, hogy

T3 7é —1)

2

3 _ x1T2

T3 + Thas 1+z32 T
cilx) = _x1T i

1( ) Ttas I3+1+13 o | »
—1 —Z2 L3
ahol z € R3, ||z|| = 1. Vezessiik be tovdbba v, := [ 1 | jelélést, ekkor

0

1
= (Vg X +) + 2gidgs +—v, .
c(x) = (v ) + x3idgs 1 xgv & v,

alakba frhaté (amennyiben z3 # —1). Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy ci(z)ci(z)T =

c1(z) e (z) = idps.
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4.5. Az Y palyahoz tartozé abrazolasok

Az Y pélya egyelemii, melyen minden mérték invarians és trivialis. Legyen pg a trividlis
normalt mérték. Y palyan a reprezentans pont természetesen idcg, az ehhez tartozo
stabilitascsoport a teljes SO(3). SO(3) folytonos irreducibilis dbrazolasait a 3. fejezetben
leirtaknak megfelel6en indexeljiik egy o € %N félegész szammal, az dbrazold operatorokat
jelolje D?. Ekkor a generalt abrazolas unitér ekvivalens D?-val, melyet a tovabbiakban
az Y palydhoz tartozé generalt abrazolasssal azonositunk.

4.6. Abrazolé operatorok

A Mackey-féle reprezentacios tétel alapjan allithatjuk, hogy meghatéroztuk az SO(3) x ;R?
Osszes folytonos unitér irreducibilis abrazolasat. Alkalmazva (2.4.7) éllitast felirhatjuk
SO(3) x, (R x R3) folytonos irreducibilis unitér abrazoldsait, melyet a kovetkezd tételben
foglaltunk Ossze.

4.6.1. Tétel. Legyen ¢ : SO(3) x (R x R3) — R x R3, (R, t,a) — qg(t,a) := (t, Ra) cso-
porthomomorfizmus. Az SO(3) X, (R x R3) lokdlisan kompakt topologikus féldirektszorzat
dsszes folytonos irreducibilis unitér dbrazoldsa (unitér ekvivalencia erejéig) eqyértelmiien
fellelhetd az aldbbi dbrdzoldsok kozott, melyeket két tipusra bonthatunk.

Az egyik tipusi dbrdzoldst egy (m,r,n) € R x RT x Z szdmhdrmassal indezelhetjiik.
Az dbrdzolo operdtorok

U™ : (SO(3) X (R x R*)) x L2 (82, 1,C) — L* (83,11, C),

(R,t,a,9) = Ugioyt,
(Viiiiy¥) (@) = explimt) explira - 2)C" (er() ™ Rer (R~')) v (R7'a)

alakiak.

A masik dbrdzoldst eqy m € R wvalds, illetve eqy o € %N félegész szammal indexelhetjiik,
melyekhez tartozo abrazolo operatorok a kévetkezok

7 (SO(?)) Xq (R X RS)) x C27 — Cc*H,

(Rot,a, ) v Ul 40
Rta)¢ = exp(imt)D%.

Lathatjuk, hogy a mésodik tipushoz tartozé dbrézolé operatorok lényegében megegyez-
nek SO(3) x R &brazol6 operatoraival.

Vizsgaljuk meg részletesebben az unitér abrazolasok altal meghatarozott linearis ab-
razolasait a Lie-algebraknak! Az Y palyahoz tartozé stabilizator abrazolasait 1ényegében
a Lie-algebra abrazolasan keresztiil adtuk meg, az idofiiggés pedig egyszeri, igy a to-
vabbiakban csak az X" pdlyakhoz tartozé dbrazolasokra koncentralunk. Ehhez legyen
(m,r,n) € R x RT x Z rogzitett.

Legyen el6szor H az idéeltolas generatoranak abrazold operatora, ekkor H = m. Ez
nem mutat kiilonosebb érdekességet, mint azt a csoport meghatarozasanal varhattuk az
idofiiggés egyszerti mivolta miatt. Tekintsiik azonban a tobbi dbrazold operatort.
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Jelolje pr; az i-edik projekcidt (i € {1,2,3}):
pr; : R* 5 R, >

Haa (K7, K5, K%) jeloli rendre a {idgs } x {0} x R? részcsoport (Dy, Do, D3) generdtorainak
abrazolé operétorait, akkor minden i € {1,2,3} esetén

K[ : L?(Sy, 11, C) — L?(Sy, 1, C),
,lvb — Kzr’lvb = rpri .¢7

azaz minden z € Sy-re K[Y(z) = rz;(x). Lathatjuk, hogy a s operatorok alakja
megegyezik a szokasos helyoperatorok alakjaval. "

A forgatasok generatorainak abrazolasat mar bonyolultabb meghatarozni. Jeldlje
St, S, S¥ rendre az SO(3) x {0} x {0} részcsoport megfelels Ay, Ay, A3 generatorainak
abrazol6 operatorait, ahol

00 0 0 01 0 -1 0
A=100 —1], A4=[0 00|, A;=|1 0 0
01 0 ~10 0 0 0 0

Tekintsiik elészor az A generalta forgatast adott ¢ € R esetén

cos(p) —sin(p) 0
Ry) i= explpAs) = [ sin(p)  cos(y) 0
0 0 1

Szamoléssal ellendrizhetd, hogy minden z € S esetén

cos(p) —sin(p) 0
c1(@) ' Ry(@)er (Ra(p)'w) = | sin(p)  cos(w) 0],
0 0 1

és igy
¢" (ex(@) ' Ry()er (Ra(p) 'x) ) = exp(ingp).
Ez alapjan

Sy =n— ;(Pll 0y — pry 1),

amit forméalisan irhatunk 1
S?T)L =n — f(id]}@ XV)g
1

alakba. Térjiink ra ST meghatarozasara. Az A; generélta forgatas ¢ € R esetén

1 0 0
Ri(p) :==exp(pA;) = |0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p) cos(yp)

A kovetkezo Osszefuggéshez vezetd szamitasok ugyan elemi lépéseket igényelnek, azonban
meglehetosen hosszadalmasnak addédnak. Ezért az alabbi kifejezés kiszamitasat Phyton
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programozasi nyelvben a Sympy programcsomag algebrai eszkoztarat felhasznalva végez-
tem el.

a B . xO - 1-:::-11‘3 0
5 c1(x) T Ry(p)er (Rl(SO) a:) = | T 0 0
2 =0 0 0 0
Igy
21 o a@) R (Rile) ') = in—t
8@ »=0 1 1 1 1 bt s
amibol

Sn:n PTy _}
1+pry ¢

(Pr2 O3 — pr3 0a),

vagy formélisan

pry L.
St = — —(id \V4
! n1+pr3 i<1 re X V)1

adoédik. Hasonlé médon kapjuk S3-t. Osszefoglalva a forgatdsok infinitezim4lis generd-
toraira kapott kifejezéseket, megfogalmazhatjuk a kévetkezo tételt.

4.6.2. Tétel. Tekintsik az SO(3) x, (R x R®) csoport (4.6.1) tételben szerepld egy Rx
XR* X Z > (m,r,n) szamhdrmassal indexelt U™"™™ folytonos irreducibilis unitér dbrdzo-
lasat. Ekkor vdlaszthatunk SO(3) x {0} x {0} elemeit generdlé Ay, As, A bazist a csoport
Lie-algebrajabol dgy, hogy fenndljon az [A;, A;] = €Ay Osszefiggés (i.5,k = 1,2,3), to-
vabbd az Ay, As, Az elemekhez tartozo, a Garding-tétel alapjan az U™™™ unitér dbrdzolds

dltal meghatdrozott ST, S5, Sy infinitezimdlis generdtorok a kivetkezok

pry L.

St = — —(idps xV
! n1+pr3 i<1 R? >1
pry 1.

S = — —(idps xV
2 n1+pr3 i(l R? )2

1
T =n— Z(idRa xV)3.
Kénnyen ellenérizhet6 az [A;, Ay = € A; és a Garding-tétel alapjan elvart
(ST, Skl = —igjmS)’
osszefiiggés minden j,k € {1,2,3} esetén. Lathatjuk, hogy n = 0 esetére visszakapjuk a
szokasos impulzusmomentum-operatorokat.

Tekintstik a gémbfelszint, mint kétdimenziés sokasdgot, és benne az o = (0,0,1)
pontot. Ebben a pontban az ST és S5 operatorok alakja

STb(wo) = (15’21#) (o),

Sy (o) = <—131@/)> (o),

amely a megfelel§ elbjelekkel azonosithaté a szokdsos impulzus-operatorokkal. Erdemes
szot ejteniink a kétdimenziés sikon értelmezett szokdsos impulzus-operatorok (P, Ps) és
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az ST illetve ST operatorok kozti kilonbségrdl. Legfontosabb felidézniink a kommutéci-
6s Osszefiiggéseket, miszerint [Py, Py| = 0, viszont [ST,S5| = —iS} # 0. Az impulzus-
operatorok a térbeli transzlaciok generatorainak abrazolasai, a kommutécios 6sszefliggése-
ket igy értelmezhetjiik ugy, hogy mig a sikon a kiilonb6z6 irdny eltolasok felcserélhetok,
addig a gombfelszinen ez természetesen nem igaz, mely lényegében egyenértékli annak
gorbiilt mivoltdval. Erdemes tehdt megvizsgalni, hogy altaldnosabb keretek kozt milyen
Osszefiiggést tudunk adni a tér gorbiilete és a transzlaciot generalé operatorok kommutéa-
tora kozt. Ezen téméval kapcsolatban tesziink kitekintést a kovetkezo fejezetben.
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5. Kitekintés

Lathattuk, hogy a tér gorbiilete szoros kapcsolatban all az impulzus operatorok kommu-

R

Legyen M egy n dimenzi6s sokasag, legyen g : M — T*(M) ® T*(M) metrikus ten-

zormezo, és legyen V az a g altal meghatérozott kovarians derivacio, melyre Vg = 0. Meg-
adunk minden ponthoz egy Lie-algebrat, mely n = 4, Minkowski-térre éppen a Poincaré-
csoport Lie-algebrajat adja. Elérebocsajtjuk, hogy a Lie-algebra értelmezésének lesz egy
kiilon feltétele.
Legyen p € M, jelolje (4, -,-],) a p ponthoz tartozé Lie-algebrat. Ezt fogjuk most
realizdlni. Ehhez jelolje A{(p, M) azon S : T,(M) — T,(M) linedris figgvények halma-
zat, melyre minden XY € T,(M) esetén ¢,(SX,Y) = —g,(X, SY). Ekkor A}(p, M) a
pontonként értelmezett osszeadassal, és skalarral vald szorzassal vektortér. Legyen

% = Ai(pw/\/l) @ TP(M)7

- : .onn+1
ezzel @,-nek megadtunk vektortér struktirat, mely dimenzidja g

Meg kell még adnunk a Lie-algebra kommutatorat, melyet a kovetkezoképpen definialunk
minden S;, S; € Ai(p, M) és P;, P; € T,(M) esetén:

[(S,0), (55, 0)]p := (S:S; — 5;5i,0),

[(Si> 0)7 (O’ Pj)]p = (07 Slpj)a
[(O’ P, (0, Pj)]p = (R(Pi: PJ)’ 0),
ahol R a Riemann-tenzor, azaz minden X, Y, Z € T,,(M)-re

R(X,Y)Z = vayZ - Vyvxz - VXYfYXZ

A kommutator antiszimmetridaja és bilinearitasa kovetkeztében azt egyértelmiien megha-
taroztuk.

Meg kell vizsgalnunk, hogy a kommutator teljesiti-e a sziikséges feltételeket. Ehhez idéz-
ziink fel a Riemann-tenzorra vonatkoz6 néhany azonossagot: minden XY, Z,W € T,(M)
esetén

R(X)Y) = —R(Y,X)
Gp(R(XY)ZW) = —g,(R(X,Y)W, Z)
RIXY)Z+R(ZX)Y + RY,Z)X =0

Konnyen lathato, hogy ezek alapjan a definialt kommutator bilinearis és antiszimmetri-
kus. A Jacobi identitas azonban feltételhez szabott, mely csak akkor és akkor teljestil, ha
minden S € Al(p, M) és P;, P; € T,(M) esetén fenéll az

[R(P;,P)), Slp = R(SP;, P) — R(SE;, Fj)

Osszefiiggés.
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