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5. és 6. kép

Bevezetés

A transzlacié fogalmaval el@szor az 4brazold geometria tantargy
keretén beliil taldlkoztam, és felkeltette az érdeklédésemet, hogy milyen
sokféle feliilet irhato le parhuzamos eltolas segitségével. A témdban jobban
elmeriilve megtudtam, hogy a geometria témain kiviil is rengeteg helyen
alkalmazzak a transzlaciot.

Az egyik ilyen példa a transzlacidés szimmetria, amely az alakzatot nem
onmagaba viszi vissza, azonban nem valtoztatja meg az alakzatot, igy az
elemek periodikusan ismétlédnek.l! A szalag-, vagy lancszimmetria néven
1s ismert szimmetriafajtat az elektrosztatika is felhasznalja.

Egy masik kiemelt alkalmazasi lehet6ség a szalaghalok készitése, amely
alatt a két {6 alkotdirdnyu, az alkotok feliiletén nézve parhuzamos
szalagokbol 4ll6 racsot értjiik.[Y1 A transzlaci6 soran az eltolasban részt vevo
két gorbe eltolt képei latvanyosan kirajzoljak az emlitett két f6 iranyt.

(1. és 2. kép)

Transzlacios testtel a természetben is taldlkozhatunk, ilyenek példaul a
gilisztak, vagy a hernyok, melyek esetében egy-egy szelvény ismétlddik.

A hétkdznapokban a legelterjedtebb hasonl6 feliiletek a buszok csukloi,
illetve ezek nagyobb megfeleldi, a reptéri hernyok.
(3. és 4. kép)

A transzlacios feliiletekkel azért is érdemes foglalkozni, mert
szamitogéppel olyan modellek készithetok, melyeknél a funkcio €s a benne
1évé emberek szamatol fliggden a forma valtozhat (1asd pl. Kas Oosterhuis
épitészete). (5. és 6. kép)

Az ehhez hasonl6 épiiletek formajanak elemzéséhez a kupszeleteket
felhasznal6 transzlacids feliileteket valasztottam részletesebb vizsgalatra. A
feliiletek az eltolashoz tartoz6 matrix segitségével leirhatok matematikai
uton, és vizsgalhatok koordinata-geometriai szempontbo6l is, azonban én a
feliiletek térbeliségét ¢és szemléletességét szeretném kiemelni, igy a
transzlaciot abrazold geometriai szemmel elemzem végig dolgozatomban.



1. abra: A henger testhaloként,
egyenes mentén eltolt korként,
¢s kor mentén eltolt egyenesként dbrazolva

Transzlacio

A transzlacid, azaz az eltolas, a mozgasgeometria egyik alapvetdé mozgasfajtaja a
forgatas (rotacid) mellett. A transzlacids feliiletek eldallitasa gorbék parhuzamos eltolasaval
torténik. Ha egy sikgorbe adott pontjat egy megadott palyagdrbén gy vezetjiik végig, hogy
mozgas kozben mind a gorbe sikja, mind a gorbe érintéi a kiinduldsi helyzetiikkel
parhuzamosak maradnak, akkor a sikgdrbe transzlacids feliiletet strol.’] A transzlacids
feliileteket a profilgdrbével (mas néven leird gorbe, avagy vezérgorbe) és a palyagorbével
adhatjuk meg. Az eltolas soran a vezérgorbe és a palyagorbe szerepet cserélhet, ezaltal
lehetdséget adva bizonyos szerkesztések tobbféle megoldasara. (1. abra)

Konnyen belathato, hogy a transzlacios feliiletek rendisége az eltolasban részt vevo két
gorbe rendiségének szorzata. Mivel dolgozatom a kupszeleteket, mint palya-, €s vezérgorbét
felhasznalo eltolasokra korlatozodik, az itt taglalt feliiletek mindegyike negyedrendii, a
kupszeletek masodrendii jellegebdl adodoan.

A transzlacios feliiletek egy igen kedvezo tulajdonsadga, hogy a palya-, illetve
vezérgorbe sikjaval parhuzamos sikok a palya-, vagy leirogérbét metszik ki a feliiletbdl, ezt
a tulajdonsagot pedig a kiilonféle szerkesztéseknél tudjuk felhasznalni.

A szerkesztések sordn a Monge-féle abrazolast és az axonometriat hasznilom a
feliiletek szemléltetésere. Monge-féle rendszerekben konnyen szerkeszthetok az itt targyalt
feliiletek, mig axonometridban minden szerkesztés sokkal szemléletesebb, hiszen képiesebb
képet kapunk eredményiil.

Rendszerezés

A kupszeletekbdl szarmaztathatd transzlacids feliiletek Osszes lehetséges formajat
végigvizsgalva, tizféle parositas hozhatd létre (ahol a palyagorbék és leirdgorbék is a
kupszeletek csoportjabdl keriilnek ki). A tiz fobb csoporton beliil tovabbi alesetekrol
beszélhetiink, amennyiben valtoztatjuk az eltoldsban részt vevo két gorbe egymashoz
viszonyitott méretét (pl. két kor esetében kiillonboz6 sugarméretekkel mas-mas format
kaphatunk), vagy a két gorbe sikja altal bezart szoget.

A legtobb szerkesztés az 0Osszes esetben hasonld, és mind visszavezethetd a
legegyszeriibben szerkeszthetd ilyen feliiletre: a kor mentén eltolt kor altal alkotott testre.
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2. abra: A palya-, és a vezérgdrbe azonos sugaru korok

Kor mentén eltolt kor

A kor mentén eltolt kor esetében a vezérgorbe korének kozéppontjat illesztjiik a
palyagorbe korére, majd a vezérgdrbét a kozéppontjanak mozgatasaval,
parhuzamos eltoldssal szerkesztjilk meg a mozgas kiilonb6z6 fazisaiban.

crcr

feliilet nem azonos az abrazold geometriabdl oktatott torusszal, hiszen ott egy
forgatas torténik, ahol a megforgatott kor sikja allandoan valtozik, igy alapvetden

crr

A kor mentén eltolt kor altal alkotott feliilet lehetséges aleseteit a két kor
sugaranak, illetve a két kor sikja altal bezart szog valtoztatasaval kaphatjuk.

Sugarmeéretek valtoztatasa

Mivel a palya- és vezérgorbe felcserélhetd, Osszesen két tipus adodik
sikmetszetekkel, mint haléval abrazolom):

a) mikor a két kor sugara egyezik (2. abra)
b) mikor a két kor sugara eltérd (3. abra)

(Az egyszerlibb atlathatosag kedvéért a tovabbiakban a nagyobb sugaru kort
tekintjlik palyagorbének, mig a kisebbet leird gorbének).

3. abra: A palya-, és a vezérgorbe eltérd sugart korok
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4. abra: A vezérgorbe sikja elforgatva a

palyagorbe sikjahoz képest az x €s az y tengely mentén

A

/\

\k\;

YA

T

Palya-, és vezérgorbe sikja altal bezart szog
valtoztatasa

A sikok altal bezart sz6g modositasanal tekintsiink egy olyan
esetet, ahol az egyik kor az xy sikban fekszik, a masik kor sikjat
pedig azx, az y, illetve a z tengely kortil forgatjuk. A z tengely koriil
forgatva a két kor azonos sikban marad, ezeket az eseteket a
tovabbiakban nem  targyalom. A  kor végtelen sok
szimmetriatengelyének koszonhetdéen az x €s y tengelyek menti
elforgatas ugyanazt az egyféle forgatast fogja eredményezni.

Figyeljiik meg azt az esetet, mikor a masodik sikot 30 fokkal
elforgatjuk tengely koriili forgatds segitségével egymasba
forgathato (a késObb targyalt kupszeletek esetében azonban ez mar
nem mondhato el, igy tovabbi esetek is adodnak). (4. abra)

A két sikot egymdashoz képest elforgatva, az altalanos eset
mellett (mikor tetszOleges az elforgatas szoge), két specialis eset
adodik:

a) a két sik merdleges (Monge-féle abrazolasban konnyen
szerkeszthetd, err6l a valtozatrol tudjuk levezetni az altalanos
eseteket is)

b) a két kor sikja megegyezik, ekkor az eredmény egy sik
korgytri lesz, ezt az esetet a tovabbiakban nem vizsgalom.



Szerkesztések egymasra meroleges siku korok esetén

Monge-féle abrazolasban, ha a két kor sikja egymasra merdleges, és ezek a sikok az
elsd, illetve masodik képsikkal parhuzamosak, akkor a képsikokkal parhuzamos metszeteiket
az egyik képen kornek, mig a masikon szakasznak latjuk (5. és 6. abra). Az Euklideszi
geometridban ez az eset kedvezd, hiszen az egyeneseket és a koroket minden tovabbi nélkiil
elmetszhetjiik, illetve érintdt szerkeszthetiink. A tovabbiakban lehetdség szerint minden
felallast erre az alapesetre igyekszem visszavezetni, hogy konnyen végre tudjuk hajtani a
szerkesztéseket.

Példaul amennyiben a korok sikja merdleges, de a
sikok nem parhuzamosak a képsikokkal, 1) képsikok
felvételével olyan helyzetbe transzformalhatjuk a feliiletet,

hogy az elébb emlitett kedvezd eset alljon fenn. Ehhez
el0szor ¢lbe transzformaljuk az egyik kor sikjat (a
felcserélhetoség miatt akarmelyiket véalaszthatjuk), majd
felvesziink egy Ujabb sikot, az eldébbi 1épésben ¢élbe
transzformalt sikkal parhuzamosan, a kovetkezd képsikot
pedig az 6todik képsikra transzformalt képen, a masik kor
¢lben latszodo sikjaval parhuzamosan vesszik fel, igy
megkapjuk a specidlis helyzetbe transzformalt feliilet képét
az 0todik illetve hatodik képsikon (7. abra)

5. és 6. abra: Képsikkal parhuzamos szeleteld sikok

A késdébbiekben olyan eseteket is vizsgalok, ahol a két
kor sikja nem merdleges egymasra, hanem tetszdleges szoget
zarnak be. Ezt az esetet a 16. oldalon fejtem ki bovebben.

7. abra: Merdleges siku, de képsikkal nem parhuzamos korok

képsik-transzformacidja




8. abra: Adott szeleteld sikhoz tartozo sikmetszet pontok

9. abra: Sikmetszet gorbe 6sszekotve

Sikmetszetek - sikmetszet gorbék rendisége

Az éathatasi gorbék rendiségét altalanossagban ugy kaphatjuk, hogy az athatasban részt
vevo két feliilet rendszamat 6sszeszorozzuk. Ez az eljarés a transzlacios feliiletek esetében is
alkalmazhato. A sik elsOrendi feliilet, mig az itt targyalt feliiletek mindegyike negyedrenddi,
igy sikmetszeteik legfeljebb negyedrendii gorbék lesznek.

Szeletelo sikok

A metszetgorbék a metszdsik allasatol fliggden nagyon kiilonbozdek lehetnek. Ha az a
specialis helyzet 4ll fenn, hogy a metsz6sik valamelyik kor sikjaval parhuzamos, akkor a
metszet két kor lesz, amelyek egybevagoak az adott korrel (vagy szélsé esetekben csak egy
ilyen kor adodik). Ezt az esetet hasznaljuk fel szeleteld sikok készitéséhez, melynek
segitségével az altalanos helyzetl sikokkal vett metszetek szerkeszthetok.

A szeleteld sikokhoz vegyiik azt az esetet, mikor a két kor sikja merdleges, illetve a
sikok parhuzamosak az elsé ¢és a masodik képsikkal. Ekkor a vizszintes szeletek gy
kaphatok, ha tetszOleges magassagban elmetsszilk a palyagorbe korét, majd a keét
metszésponthoz, mint kdzépponthoz megszerkesztiink egy-egy vezérkort az elsé képsikon.
Az adott magassagban a feliilet sikmetszete ez a két vezérkor lesz. Ugyanez az eljaras
elvégezhetd a masodik képsikkal parhuzamos szeleteld sikok esetében is.

Altalanos helyzetii metszdsikok

Altalanos helyzetii metsz6sik esetében a metszetgorbe a kovetkezoképp szerkeszthetd (8.
abra):

- Amennyiben sziikséges, a metszOsikot €s a feliiletet a korabban emlitett specialis
helyzetbe transzformaljuk.

- Szeleteld sikkal atmetssziik a feliiletet, ket kort kapva.

- A metszbsiknak ¢€s a szeletel siknak megszerkesztjiik a metszésvonalat.

- A metszésvonallal a szeleteld sikkal kapott két kort elmetssziik, a kapott pontok a
sikmetszet gorbe pontjai lesznek.

- Tovabbi sikokkal szeleteljiik a feliiletet, amig elegendé mennyiségli pontot kapunk
ahhoz, hogy 0sszekdthessiik a sikmetszet gorbét (9. abra).



Altalanos helyzetii metszdsikok metszetgdrbeként kiadhatnak
homokorara, konnycseppre emlékeztetd alakzatokat is (10. és 11. abra)

Erintésik szerkesztése adott ponthoz

A feliileti pontokhoz tartozd érintésik meghatdrozdsanal

altalaban keresiink a ponton dtmend, a feliiletre simulo két gorbét, és
ezeknek szerkesztjiik meg az érintéit, majd a két kapott egyenes
hatarozza meg a pontbeli érintdsikot.

A transzlacios feliileteknél a két gorbe megvalasztisa
kifejezetten egyszeri: az adott ponthoz tartozd palya-, illetve
vezérgorbével parhuzamos gorbéket keressiik meg (amely a kor mentén
eltolt kor esetében két kor lesz), majd a korokhoz hazott érintd
egyenesek hatarozzak meg az érintdsikot. (12. abra)

10. és 11. abra: Tovabbi sikmetszet-gorbék

Kontarpont szerkesztésének altalanos elve

Kontarpont ott van, ahol a feliilet pontbeli érintdsikja vetitdsik.
Felhasznalva az érintOsik szerkesztési 1épéseit visszafele, konnyedén
megtalalhatjuk az egyes szeleteld sikokhoz tartoz6 konturpontokat.

- Eldszor a feliiletet a vezérgorbével parhuzamos sikkal metssziik el.

- A palyagorbeébdl kimetszett ponthoz érint6t hlizunk.

- Képezzikk az érintd egyenes €s a nézési irany egyenese altal
meghatérozott sikot, majd ennek vessziik a metszésvonalat a kimetszett
vezérgorbe sikjaval.

- A metszésvonallal parhuzamos érintdket huzunk a kimetszett
vezérkorhoz, és a két érintési pont lesz az adott metszethez tartozd
kontarpont.

12. abra: Adott feliileti ponthoz tartoz6 érintdsik




13. abra: Specidlis esetben a kontirgdrbék Kontarpont szerkesztése Monge-féle abrazolasban

A konturpont szerkesztése Monge-féle abrazolasban a képsikokkal
parhuzamos gorbék esetén evidens, elsé és mdasodik képen is két-két
vezér, illetve palyagorbe hatarozza meg, illetve az ket 0sszekotd kozos
érintok. (13. abra)

Ha ez a specialis helyzet nem all fenn, akkor két lehetdségilink van
a szerkesztésre. A két lehetdség az abrazold geometriai alapoktatasban
szerepld képsik-transzformacio, illetve a leforgatas, melyekrdl tudjuk,
hogy ugyanazt a célt szolgaljdk mas és mas modszerrel.

A leforgatds, mint altaldnossagban, itt is helytakarékosabb ¢és
elegansabb megoldas. Ha meégis képsik-transzformaciot alkalmaznank,
akkor a nézési irany egyenesét a feliilettel egyiitt végig kell
transzformalnunk a tovabbi képsikokra, majd a specidlis helyzetet elérve
kell megkeresniink azokat az érintd sikokat, amelyekre a nézési iranyok
egyenesei  illeszkednek, ¢és a  kapott kontirpontokat kell
visszatranszformalnunk a kiindul6 sikokra.

14. abra: Adott szeleteld sikhoz tartozo kontarpontok
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A leforgatdsos moddszernél az ellipszis €s a kor kozotti affin
kapcsolatot kihasznalva tudjuk elmetszeni a vezeérgorbével parhuzamos
sikokkal a palyagorbét, majd meghatarozni az adott metszésponthoz

ro s s r

latszodd egyenes, a kontursik egy ¢€lben latsz6do sik lesz, amely a
palyagorbe ellipszisét érinté egyenesben latszik. Ezt az €élben latsz6do
sikot, mint iranyt felhasznalva, megszerkesztjiik a kimetszett vezérgorbe
ellipszisnek az irannyal parhuzamos érintdit, €s a két €rintési pont lesz az
adott vezérgorbéhez tartozé két konturpont. (14. abra)

A vezérgorbével parhuzamos sikokkal vald szeletelést addig
folytatjuk, amig elegendé mennyiségii kontirpontot kapunk a kontirgorbe
osszekoteséhez. (15. abra)

15. abra: Osszekotott kontirgdrbe



14. abra: Adott szeletel6 sikhoz tartozé konturpontok
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17. abra: Osszekotott kontirgdrbe

Kontarpont szerkesztése axonometriaban

A vezérgorbe sikjaval parhuzamosan elmetssziik
a palyagorbét, kimetszve a feliiletbdl két ellipszisnek
latszo kort, melyek a vezérkor képének parhuzamosan
eltolt képei. Az palyagorbébdl kimetszett két ponthoz
megszerkesztjik a palyakor ellipszisnek 1atszo
pontban latszd egyenes, igy a nézési irany sikja a
kiszerkesztett érintd egyenesében, €élben latszodo sik.
Az ¢lben latszodd sik egyenes képével parhuzamos
érintbket  huzunk a  kimetszett  vezérkorok
ellipszisethez. A kapott érintési pontok lesznek az
adott metszethez tartozo konturpontok (16. abra).

Az eljarast addig ismételjiik, amig elegendd
mennyiségli  pontot  kapunk a  konturgdrbe
0sszekoOtéséhez (17. abra).

Az ellipszissel kapcsolatos szerkesztésekhez a
képsikok  leforgatdsat  hasznéaljuk, hogy az
ellipszisekkel affin kapcsolatban all6  korokon
hajthassuk  végre az Euklideszi geometridban
megengedett 1épéseket.



18. abra: Adott szeleteld sikhoz tartozé onarnyék

hatar pontok szerkesztése
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A

Arnyék szerkesztésének elve

Onérnyék-kontirpont ott van, ahol a feliilet
pontbeli  érintdsikja  fénysik. Az  Ondrnyék-
kontarpontokat a  kontirpontokhoz  hasonldan
szerkeszthetjiik. Itt is a vezérgorbe sikjaval
parhuzamos sikokkal szeleteljiik a palyagorbét, majd a
kimetszett pontokban érint6t szerkesztink a
palyagorbéhez. Ezutdn azokat a pontokat keressiik a
kimetszett vezérgorbéken, amelyekben a feliileti
érintdsik az érintd egyenes és a fényirdny egyenese
altal meghatarozott sik lesz.

A foldre vetett arnyék az onarnyék-hatar gorbe
foldre wvetett arnyéka alapjan szerkeszthet6: a

kiszerkesztett onarnyék-kontirpontokra raillesztjiik a
fényirany egyenesét, €s ezzel az egyenessel dofjik a

képsikot.
(18. és 19. abra)

19. abra: Osszekotdtt onarnyék hatar gorbe



Szimmetriasikok és szimmetria-kozéppont

A kor mentén eltolt kor altal alkotott feliiletek mindig kdozéppontosan szimmetrikusak, a
szimmetria-kdzéppont a palyagorbe korének kdzéppontja.

A kor mentén eltolt kor altal meghatarozott transzlacios feliiletnek merdleges sikok és

20. abra e . . , . C
eltéré sugarméret esetén Gsszesen harom szimmetriasikja van:

- A palyagorbe kozéppontjan atmend, palyagdrbével parhuzamos sik (20. abra)

- A palyagorbe kozéppontjan dtmend, vezérgorbével parhuzamos sik (21. abra)

- A palyagorbe kozéppontjan atmend, a palya-, és vezérgorbe sikjara is merdleges sik
(22. abra)

(Azitt, és a tovabbiakban szerepld haromdimenzios abrak elkészitéséhez halvanyabb szineket
valasztottam, mert a sotét szinekhez képest jobban visszaadjak a feliiletek térbeliségét.)

22. abra

21. abra




23. abra

24, abra

Feliileti pontok osztalyozasa

A feliileti pontok osztalyozasdhoz az utolséként emlitett
szimmetriasikot haszndlhatjuk fel. A szimmetriasikkal elmetssziik a
feliiletet, ¢és az Osszes feliileti pontot erre a sikra vetitjiik
merdlegesen.

- A képsikon keletkezd egyszeres vetiiletekhez tartoz6 pontok
parabolikusak (23. 4bra)

- A képsikon keletkezd kétszeres vetliletekhez tartozo, a sikhoz
kozelebb eso pontok hiperbolikusak (24. abra)

- A képsikon keletkezd kétszeres vetiiletekhez tartozd, a siktol
tavolabb es6 pontok pedig elliptikusak. (25. abra)

25. abra




| 26. abra
A kor mentén eltolt kor altal alkotott feliilet és a torusz osszehasonlitasa:
/\ A feliilet kinézetét valamelyest megismerve, mar szemlélet alapjan is belathatjuk, hogy

T | az eddig targyalt feliilet sok mindenben eltér a torusztol. A torusz belsejében kialakuld kor
alaku lyuk itt ,,szilvamag” forméat vesz fel (26. abra). A masik kiilonbség emellett, a feliilet
két atellenes végén taldlhatdo bemélyedés. Ha a feliilet kozéppontjan atmend, a vezér- €s
palyagorbe sikjara is merdleges sikkal metssziik el a testet (szimmetriasik), lathatjuk, hogy
az emlitett két helyen a feliilet egy-egy gorbében érintkezik (27. abra).

Ez a fajta gorbe menti érintkezés lehetdvé teszi, hogy a feliiletet ugy dofjiik egy
egyenessel, hogy csak egy doféspont adodjon. Ez 1s egy kiilonbséget jelent a toruszhoz
képest, hiszen a torusznal csak a feliiletet érintd egyenes esetében adodik egy kozos pont, a
feliileten athatold egyenesek esetében legalabb két doféspont keletkezik.

A kor mentén eltolt kor altal alkotott feliilet alesetei

Azonos sugaru korok

Ha a palyakor €s a vezérkor sugara megegyezik, az elobb targyalt két gorbe, amelyben
a két feliilet fél csatlakozik, két egyenes lesz, melyek egymdsra merdlegesek. (28. és 29. abra)

Szemléletbdl is addéddan ezek az egyenesek egy-egy szimmetria sikot hataroznak meg
(oldalnézetben a feliilet négyzetnek latszik, a kapott két egyenes pedig egy-egy négyzetatlo,
melyek egy-egy élben latsz6d6 szimmetriasiknak felelnek meg). (30. abra)

Az azonos sugaru koroknél az altalanos esetben keletkezd ,,szilvamag™ alaku lyuk
bezarul, és két ijabb bemélyedés marad a helyén a feliilet két atellenes oldalan.
(29. és 30. abra)

/ >< X \ ™~ 30. abra: Azonos sugara korok esetén

az ujabb szimmetriasik

TN

‘ n 28. és 29. abra: A két felet csatlakoztatd gorbe
\

két egymdsra merdleges egyenes !
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31. abra

Egymasra nem meroleges siku palya-, és vezérkor

Az azonos sugari korok esetében a feliilet Gjabb szimmetriasikokat nyer, mig ha a két kor sikja nem
merdleges egymadsra, az eredeti harom szimmetriasikbol kettd elveszik, igy csupan egy szimmetriasikkal
rendelkezik a feliilet. Mig a merdleges sikok esetében a feliilet oldalnézete egy téglalap, addig ebben az esetben
egy paralelogrammat kapunk (ezért veszik el a tobbi szimmetriasik, de a paralelogramma tulajdonsagaibol
kovetkezden a feliilet tovabbra is kozéppontosan szimmetrikus lesz).

Fontos atgondolnunk, hogyan lehet ezzel a tipussal banni, hiszen nincs két olyan egymasra merdleges
képsik, amelyekre levetitve a testet, mind a két kor kornek latszodik. Ekkor egy olyan helyzetbe tudunk
transzformalni, ahol a képsik az egyik kor sikjaval lesz parhuzamos. Ekkor a masikat ellipszisnek latjuk. Az
ellipszis egyenessel valo metszesére, illetve érintdjének szerkesztésére léteznek megoldasok, igy a feliilet
ebben a forméban is szerkeszthetd lesz, leforgatasok hasznalataval.

Egy olyan modszert is alkalmazhatunk, ahol nem képsik parral, hanem képsik harmassal dolgozunk. Ha
a feliiletet oldalrol nézziik, majd felvesziink a vezérkor sikjaval és a palyakor sikjaval parhuzamosan egy-egy
1) képsikot, egy olyan alternativat kapunk, ahol a szerkesztéshez sziikséges pontokat elmaradd rendezdvel
tudjuk atmérni. (31. abra)

Ez az eljaras 1doigényesnek, ¢és feleslegesnek tlinhet, hiszen az alapvetd abrazold geometriai oktatasban
tobbnyire leforgatasokkal probalunk szerkeszteni, €s az ellipsziseket kis- és nagytengelyiikkel meghatarozni,
azonban az itt taglalt feliileteknél az ellipszis csupan egy segédszerkesztés terméke, a végeredmény a legtobb
esetben negyedrendli gorbe, vagy térgorbe, amelyek esetében nem hagyatkozhatunk specidlis tengelyekre,
pontjaikat pedig egyesével tudjuk szerkeszteni, igy ez a modszer ebben a tekintetben praktikus.

Azonos sugaru, egymasra nem meroleges siku palya-, és vezérkorok

Erdemes megfigyelni, hogy ebben az esetben a fentebb targyalt két feliiletnek mely tulajdonsagai
oroklédnek, hiszen a két eredet-felillet egyes tulajdonsagai ellent mondanak egymasnak (peldaul
szimmetriasikok szamaban).

Ennél a feliiletnél szintén nem alakul ki kdzépen lyuk, €s a két feliilet-fél itt is két egyenesben csatlakozik
egymashoz, amelyek merdlegesek egymadsra (akarcsak az azonos sugart korok esetében).

Oldalnézetben a feliilet rombusznak latszik, a csatlakozo-egyenesek pedig ennek az oldalnézeti
rombusznak az 4tloi. Az erre illeszkedd, oldalrol élben latszd sikok pedig szimmetriasikjai a feliiletnek
(sikidomok tekintetében a rombuszt nevezhetjiik ,,atmenetnek™ a paralelogramma €s a négyzet kozott).

(32. abra)



33. és 34. abra: Az ellipszis sikja elforgatva az x és y tengelyek kortil

35. abra: A kor mentén eltolt, kisebb
atmérdjl ellipszis

36. abra: A kor mentén eltolt ellipszis, az adott
atmérd végpontja a palyakor kdzéppontjara
esik.

Tovabbi kupszeletekbol alkotott feliiletek

A tovabbiakban a két kor Aaltal képezett transzlacios feliilet
tulajdonsagain keresztiil probalom megismerni, €s ismertetni a tobbi feliiletet,
szerkesztési eljarasaik sordn felhasznidlva a kor mentén eltolt kornél
alkalmazottakat. Nem részletezem az 0sszes kombinéciot, csupan kiemelek
néhany latvanyosabbat, ¢és néhany szerkesztésen keresztiil szemléltetve a két
kor transzlacidjabol szarmazo feliilettel vald kapcsolatukat.

Kor mentén eltolt ellipszis

Akarcsak a kor mentén eltolt kor esetében, itt is a lehetséges alapesetek
vizsgalataval kezdem. Az alesetek képzésének modja itt is hasonlo.

Ha a kor és az ellipszis sikjat egymashoz képest elforgatom (a kor sikja
az xy sik, a forgatas soran az ellipszis sikjat forgatom a tengelyek kortil), itt
eltérést fog eredményezni az y és az x tengely menti elforgatds. Ennek oka,
hogy az ellipszisnek a korrel ellentétben csak két szimmetriatengelye van. A
z tengely menti forgatisnal azonban a kor szimmetriatulajdonsagai
érvényesiilnek, igy ez nem okoz valtozast. (33. és 34. abra)

Az ellipszis ¢és a kor méretének valtoztatasdval két esetet
kiilonboztethetiink meg, mindkeét esetben a kor sikja vizszintes, €s az ellipszis
kiindul6 helyzete egy olyan fliggdleges sik, amely tartalmazza a kor tengelyét
(természetesen az eltolt ellipszisek sikja mar nem fogja tartalmazni). Az
ellipszist felvessziik ugy, hogy a kozéppontja a korre illeszkedjen, és a két
gorbe sikjdnak metszésvonala &ltal meghatarozott ellipszis-atmérot
vizsgaljuk. A két eset a kovetkez6képp adodik:

a) ha a vizsgalt atmér6 kisebb a kor sugaranal, akkor egy altalanos esetet
kapunk (35. abra)

b) ha az &tmérd egyenld a kor sugaraval, akkor az altalanos esetben keletkezd
lyuk bezarul (ez az azonos sugart korok eltoldsahoz hasonld eset). (36.
abra)

Amennyiben az 4tmérét tovabb nodvelem, akarcsak a két kords
verziondl, a feliilet két masik helyen nyilik meg.



37. abra: A kékkel kiemelt parabola mentén
eltolva az Gsszes tovabbi parabola mas jellegii
feliiletet eredményez.

38. abra: A nyeregfeliilet
transzlacios feliiletként

39. abra: A nyeregfeliilet
torzfeliiletként

Parabola mentén eltolt parabola

A kor mentén eltolt kort hasznaltam az altalanossagban is alkalmazhat6 szerkesztések
levezetéséhez, a kor mentén eltolt ellipszist és a parabola mentén eltolt parabolat pedig az
alesetek megfigyelése miatt emelem ki. A szokésos méretvaltoztatdson kiviil a két gérbe sikja
altal bezart szog adhatja ki az eltéré formaciokat. A két gorbe sikja altal bezart szog
valtoztatasaval ebben az esetben mindharom tengely koriil forgatva mas ¢és mas eseteket
kapunk. Ebbdl kovetkeztethetiink arra, hogy minél kevesebb szimmetriatengelye van az
eltolasban részt vevo két gorbének, annal tobbféle feliilet alkothatd beldliik egymas mentén
eltolva. (37. abra)

A két parabolat felhasznalo transzlacional, ha a palyagorbét az xy sikban 1évo, y
tengelyre szimmetrikus parabolanak, mig a vezérgorbét az yz sikban 1évo, szintén y tengelyli
parabolanak tekintjiik, akkor két teljesen eltérd esetet kapunk attdl fiiggden, hogy a két
parabola egymashoz képest forditott allast, vagy azonos allasu. Azonos allasnal elliptikus
paraboloidot, ellentétes allasnal pedig leirhatd hiperbolikus paraboloidot (nyeregfeliilet)
kapunk. A kiindulasban szerepld vezérgorbék két tengely koriili forgatds segitségével is
fedésbe hozhatok.

Ez a két feliilet mas szemlélettel is leirhato (a hiperbolikus paraboloid torzfeliiletként
(38. és 39. abra), mig az elliptikus paraboloid forgasfeliiletként irhato le (40. és 41. abra)), €s
ez altal mar megkdozelitésbdl is szerkeszthetdk.

40. abra: Az elliptikus hiperboloid 41. abra: Az elliptikus hiperboloid
transzlacios feliiletként forgasfeliiletként




42. abra

)&\

—_\

P

)

%

43. abra

Gyakorlati alkalmazasok

A Kkupszeletek transzlacidjabol szarmaztatott feliileteket felhasznalhatjuk példéaul
térlefedd formaként. Az egyik leglatvanyosabb ilyen feliilet talan a parabola mentén eltolt
hiperbola transzlacios feliilete. A bevezetésben emlitett szalaghalo szerkezet felépitésére is
hasonlit.

Els6 1épésben frontdlis axonometriaban leforgatas segitségével megszerkesztettem a
parabola ¢és a hiperbola képét (42. abra), majd a masodik 1€pésben parhuzamos eltolassal
kialakitottam a feliilet haldjat. (43. abra)

Egy masik gyakorlati alkalmazas a Petrich-féle abrazold geometriai tankdnyvben is
emlitett boltivek. Ezeknél a kupszeleteknek csak a felét hasznalja fel a transzlacio (félkor,
felellipszis). Szemléltetésképp elkészitettem a félkor mentén eltolt félellipszis altal (44. abra),
¢s a parabola mentén eltolt felkor altal 1étrejovo boltiveket (45. abra).

44. abra
45. abra



Osszefoglalas

crer

legegyszerlibb esetbdl) indultam ki, elvégeztem rajtuk az dbrazold geometriai tanulmanyaim
soran megismert alapszerkesztéseket, melyek ahhoz sziikségesek, hogy az adott feliiletet
jellemezni tudjuk. A kontur-, és arnyékhatar gorbék kiszerkesztése pedig a feliiletek
szemléletes abrazolasat teszi lehetdveé.

Ezutan megvizsgaltam néhany Osszetettebb feliiletet is hasonld eldallitasi modszerrel.
Mivel a kor mentén eltolt kor altal alkotott feliileten a transzlaciébol szdrmazé tulajdonsagai
segitségével végeztem el a szerkesztéseket, az eljarasok altalanosithatok a tobbi kupszeletbol
képezett hasonld feliiletekre. A kupszeleteken tul az 6sszes transzlacidval 1étrehozhato feliilet
szerkesztései elvégezhetOk az itt targyalt Iépésekkel. Természetesen 1éteznek egyszertiibb,
vagy mas jellegli szerkesztések, melyek az adott feliilet specidlis jellegébdl addédhatnak
(peldaul a ket ellentétes allasu parabolabdl szarmaztatott feliilet, mas néven a nyeregfeliilet,
mely egyenes vonalu torzfeliiletként is értelmezhetd, és ezt a tulajdonsagat kihasznalva az
egyenes alkotoi segitségével hajthatunk végre szerkesztéseket).

A transzlacidés feliiletek témaja azonban tovabbi elemzések ald vethetd:
megfigyelhetiink példaul olyan eseteket is, mikor a palyagdrbén tigy toljuk el a vezérgorbét,
hogy a vezérgorbe sikja a palyagorbe adott pontjaban a pontbeli érintd egyenesre merdleges
legyen. Ez a szamitogépes programok korében soprés néven ismert funkcid, amely ugyantigy
egy gyakran hasznalt eszkoz.

Irodalomjegyzék

(11 A definicié Szakal Zoltan PhD értekezésébdl szarmazik

[2: A szalaghalo definicidja, illetve a szalaghalohoz kapcsolodd képek Fekete Zoltan

s

31: A definici6 Dr. Petrich Géza Abrazoldé Geometria tankonyvébol szarmazik

Az 4brédkat a Geogebra nevili dinamikus szerkesztOprogrammal készitettem



