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Kivonat

A 21. szazad sordn az informécids szektor hihetetlen mértéki fejlédésével a képi
adatfeldolgozas mikéntje is megvaltozott. Ma mar a 3D-s szkennelés sem jelent
problémaét, a geometridk kénnyen olvashatova, modellezhetévé és egyszeriien meg-
jelenithetové valtak. Ugyanakkor ezeknek az 1j technolégidknak az alkalmazésira
nem mindig van méd. Az lirkutatdsban az informdciét a kiilonbo6zé szondak és
mitholdak a mai napig elsésorban adatsorok és fényképek forméajaban tudjak szol-
galtatni.

ridja vihet kozelebb. Nemzetkozi kutatasok vizsgaljak a marsi kavicsok keletkezésé-
nek, forma-fejlodésének lehetséges modjait és ma mar tudjuk, hogy az egyensilyok
szdma lenne az egyik legfontosabb ezzel kapcsolatos informécié [1]. Ugyanakkor
a tudomany jelenlegi dllasa szerint pusztan a rendelkezésre allo vetiiletekbdl, jelen
esetben a Curiosity marsjard felvételeibol nem lehet egyértelmiien megéllapitani,
hogy a kavics melyik egyensiilyi osztalyba tartozik.

Dolgozatomban egy masik iranybdl kézelitem meg a problémat: 1éteznek-e olyan
specialis konvex testek, melyekrol pusztan vetiiletiik alapjan eldonthetd, hogy me-
lyik egyensulyi osztalyhoz tartoznak; illetve ha léteznek, akkor miként lehetne eze-
ket a testeket egyszerlien konstrualni?

Jelen dolgozat egyrészt kozelebb vihet az eredeti probléma megértéséhez, mas-
részt azt is illusztralja majd, hogy a természeti formék jellemzésére jelenleg is haté-
konyan alkalmazott egyensilyi osztdlyokat hogyan lehet egyszertien (vetiiletekkel)
szemléltetni. Ezt a szemléltetést az egyensilyi osztalyok egyik rendkiviil fontos
részhalmazan fogom bemutatni: azon a részhalmazon, mely elmei az S, U < 5
Osszefliggéssel irhatdak le, vagyis mind a stabil, mind az instabil egyensulyi helyze-
tek szdma Otnél kevesebb. A vizsgélt részhalmaz természettudoméanyos jelentdsége
abban all, hogy a parti kavicsok tobb, mint 98%-a ezen osztalyok valamelyikébe
tartozik [4].

Ezeket a példakat vizsgdlva a dolgozat erésebben tud kapcsolédni a kurrens
kutatasokhoz is, s bar nem tesz kisérletet a valddi, természetes kavicsformak be-
mutatasara és dekddolasara, matematikailag egyszeriien leirhaté geometriak segit-
ségével szemléletesebbé teszi az osztalyokat. A bemutatésra keriilé eredmények és
abrak egy sajat készitésli, Wolfram Mathematicdban irt programbdl szarmaznak,
mely program kodja ezen dolgozat mellékletét képezi.

2b 2a 2a 2a

1. dbra. Kilonbo6z6 hengeraranyok a és b féltengelyek mellett

Készitette: Mandoki Réka 3



TDK dolgozat 2015/16 Oszi félév

1. Célkitiizés

Jelen dolgozat célja kettOs, egyrészt az egyensilyi osztalyok egyszerli térbeli geometri-
akkal torténd szemléltetését valasztja feladataul, masrészt ezen geometriak esetében be-
mutatja, hogy elegendd csupan néhany jol megvalasztott sikgorbén, azaz a vizsgalt test
néhany vetiletén, egyvaltozos fliggvényekkel keresni az egyensulyi helyzeteket.

Geometriai szemlélet segitségével meghatarozzuk, hogy mely sikgdrbékre érdemes a
tavolsagfiiggvényt felirni az egyensilyi helyzetek megkereséséhez, majd azt is belatjuk,
hogy ez a legsziikebb gorbe halmaz aminek a segitségével el lehet donteni az egyensulyi
viszonyokat. Az egyensilyi helyzeteket megkeressiik analitikusan is, ellenérizve ezzel a
geometriai szemléletiink helyességét.

2. Vizsgalt geometria definicidja

Adott egy x tengelyt,
2 2

Yy Z
<l (1)

ellipszislap alapti henger, melyet elmetsziink két sikkal (s; , ahol i = 1,2). A sikok egy
pontjukkal (P;) és normalvektorukkal (n;) adottak. Vizsgalat targyat képzik azok az
esetek, melyekben n; € xz és az s; sikok a hengerpalaston kiviil metszik egymast. A
kezdeti geometridra nézve kikotés tovabba, hogy ¢; > g, és ¢ + ¢ < 2d.

2. dbra. A vizsgalt geometria szemléltetése
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Lemma 2.1 A metszett hengerek térfogata meghatdrozhato a

Agd—Coz

/ / / b 1 dx dz dy (2)

integrdl elvégzésével ahol a A;, B;, C; rendre az adott s; sik normdlvektordnak koordindtdi.
A sulypont koordindtdi kiszamithatoak

1 y A2d C2z
/ / / r drdzdy, (3)
1 y A2d sz
/ / / x dydz dy valamint a (4)
A2d 022

/ / / z drdzdy (5)

integralok kiértékelésével.

A lemma 2.1 elemi eszkozokkel bizonyithato.

3. A generikus egyensilyi pontok meghatarozasa

A palédst és a metszeti ellipszisek hatarain beliili egyensilyi pontok megkeresésére két
kiillonb6z6 modszert kozliink, melyeket az alkalmazasi lehetéségek miatt érdemes megkii-
l6nboztetniink.

Els6 esetben geometriai szemlélet segitségével sziikitjiik le a vizsgalatot sikgorbékre,
melyeken egyvaltozos analizis segitségével kereshetjiikk meg az egyensulyi pontokat. Ezt
vetiileti modszernek nevezziik. A vetiileti modszer jol modellezi a kavicsok egyensulyvizs-
galatat, amikor az egyensulyi osztdlyokba sorolast fényképek, tehat kétdimenzids adatok
alapjan végezzik el [1].

A maésodik modszer a stulypont és a sima feliiletek pontjainak tavolsagat kétvaltozos
fliggvényként vizsgalja. Ebben az esetben az egyenstlyi helyzeteket a tavolsagfiiggvény
kritikus pontjaiként definidlhatjuk [3].

Definicié 1 Ha az f(¢,w) tdvolsdgfiggvény parcidlis derivdltjaira a (¢ps,ws) pontban
teljesiil, hogy folytonosak és

Of(o,w) _ 0f(o,w)
do  Ow

—0 (6)

ekkor, ha

[ (¢ w) f($w) (82f(¢,w>)2 s g Pf@w) 0

0p? ow? 0¢p Ow ow?

a figguénynek lokdlis minimuma van, és a (ps,ws) pontot stabil eqyensilyi pontnak ne-
vezzik.
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Definicié 2 Ha az f(¢,w) tdvolsdgfigguény parcidlis derivdltjaira a (¢s,ws) pontban
teljesiil, hogy folytonosak és

0f(9,w) _ 0f(¢,w)

96 Ow =0 (®)

ekkor, ha

Pfow) Pfow) (Pfow)\ o Pllow)
02 ow? 0 Ow ’

a figguénynek lokdlis mazimuma van, és a (¢s,ws) pontot instabil egyensilyi pontnak
nevezzik.

Definicié 3 Ha az f(¢,w) tdvolsdgfigguény parcialis derivdltjaira a (¢ps,ws) pontban
teljesiil, hogy folytonosak és

0f(¢9,w) _ 0f(¢,w)

55 = ou =0 (10)

ekkor, ha
(11)

Pf(0,w) Pf(w) (82f<¢,w>)2 “0
0¢? ow? 0 Ow

akkor (¢, w)-ben a f(¢,w) figgvénynek nyeregpontja van.

Ezeket a definiciokat a folytonossagi kritériumot kielégito ellipszislapokon és a hen-
gerpalaston hasznalhatjuk az egyensilyi helyzetek megkeresésére és osztalyozasara.

A stabil, instabil és nyeregpontok szamét jelolje rendre S, U és H. A Poincaré-—Hopf
tétel szerint gombbel izomorf testek esetén az egyenstlyi helyzetek kielégitik az

S+U—H=2 (12)

egyenletet [2].

3.1. A palast pontjainak vizsgalata
Vetiileti mdédszer

Ertelmezziink egy &, 7, ¢ lokélis koordinatarendszert a silypontban (2), melyet az eredeti
koordinatarendszer x tengellyel parhuzamos eltolasaval kaphatunk. A n( sik és a palast
metszésvonalat jelolje v, melyet a lokélis koordinatarendszerben a

0
V(@) = |acos(¢) (13)
bsin(¢)
egyenlet segitségével adhatjuk meg, a vizsgalt pont és a ( tengely kozbezart ¢ szogének

fliggvényében.

Geometriai szemlélet segitségével lathatd, hogy a palaston csak ezen az ellipszisen
johet létre egyensilyi helyzet, hiszen a paldstalkotok parhuzamosak az £ tengellyel, igy
az alkotok mentén tavolodva ~, ellipszistél a tavolsag n és ¢ komponensei allanddak
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maradnak. A tdvolsag novekedését csak az £ komponens névekedése okozza. Egyensilyi
helyzet csak a v, ellipszisen lehetséges, ahol £ abszolat értéke minimalis, tehat & = 0.

Mivel a v, ellipszisen az ¢ koordinatatengelytol vald tavolsdg minimélis, azokban a
pontokban ahol a stilyponttél mért I(¢) tavolsdgnak maximuma van, nyeregpont jon létre;
ahol minimuma, ott stabil egyensilyi helyzet. A paldston 1év6 egyensilyi pontok tehat
egy jol meghatarozott gorbén helyezkednek el és megkereshetoek a

16) =\ (cos(@)a — Yo" + (sin(0)p — Z,)°, & € [0,21] (14

egyvaltozos tavolsagfiiggvény segitségével.

Instabil helyzetet csak a legszélso ellipsziseken, a metszett henger élein kell keresniink,
ha a palastot, mint ~ ellipszis eltolasaval 1étrejovo transzlacios felillet metszosikok kozé
esO részét értelmezziik. Ebben az esetben a tavolsag n és ¢ komponensei az eltolds soran
tovabbra is allandéak maradnak, a tavolsag névekedését csak az & komponens novekedése
okozza. Széls6érték tehat az egyes palastalkotokon csak ott lehetséges, ahol & komponens
abszolutértéke maximalis, vagyis az élen.

Ezzel a vizsgalattal egy kiilon fejezetben foglalkozunk.

Analitikus modszer

A palastot ebben az esetben, mint 7 (p) ellipszis x tengellyel parhuzamos eltolasaval
létrejovo transzlacios feliilet metszosikok kozé eso részét vizsgaljuk, ahol

Stav1 SIn(¢)
7(p) =] acos(p) |,és0<¢p <27 (15)

bsin(y)
ahol ¢ a vizsgalt pont és z tengely kozbezart szogét jeloli.
A 1étrejove transzlacios feliiletet paraméterezhetjiik a

W + Sgay1 SIn(p)
v(p,w) = a cos(p) ,ahol 0 < p<2més K, <w <d (16)

bsin(p)
Osszefliggés segitségével, ahol w a vizsgalt ferde ellipszislap kozéppontjanak és az origd

tavolsaganak felel meg. si.,1 tavolsagot a 2. abran szemléltetjiik.
Az S silypont vektora és a paldst v(p, w) pontjaba mutat6 vektorok kiilénbsége a

Wo + Stay1 SIN() X,
f(p,w) = acos(p) — | Y (17)
bsin(p) Zs

vektorfiiggvény.
A v(p,w) pont tavolsiga a stulyponttél ennek a vektornak a hossza

fole,w) = £(p,w) | (18)

vagyis

folp,w) = V(acos(p) = Yo)? + (bsin(p) — Z)* + (w + s sin(p) — X2, (19)
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a) b)

F (FXIO I-b)

3. abra. A palast és a lap kétvaltozds tavolsagfiiggvényeinek szemléltetése

3.2. A siklapok pontjainak vizsgalata

Analitikus vizsgalat
A lap vizsgalatakor tekintsiik a

Stav1 SIN(¢)
)

m(p) = | acos(yp
bsin(p)

(20)

Y

valamint a
— Stav2 SIN()

nlp) = | acos(p)
bsin(p)

(21)
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ellipszis altal hatarolt két ellipszislap tartomanyt, ahol 0 < p <27 és 0 < u < 1. Ezeket
a tartomanyokat jelolje I'1(p, u) és I'y(p, u), melyeket a

d + UStay1 SIN(@)

Li(p,u) = uc; Cf)s<(g0)) , (22)
ubsin(p

—UStay2 SIN()
Ta(p,u) = ucg cps((cp)) (23)
ubsin(p

médon paraméterezhetiink, ahol ¢ a vizsgalt pont és a z koordinatatengely szoge, u
pedig annak az ardanyat adja meg, hogy a vizsgalt koncentrikus helyzetii ellipszislapok
tengelyei hogyan aranylanak a lapot hatarolo legszélsé élellipszis tengelyének hosszahoz.
Ez alapjan az v = 0 a hatarolé ellipszis kozéppontjat, az u = 1 pedig magat a hatarolo
ellipszist, az élt jeloli ki. (3).

Az S silypont vektora és a lap I'1 (p, u) pontjaba mutat6 vektorok kiilénbsége a

—UStay2 SIN((p) X,
gi(p,u) = | wacos(p) | —|Yif, (24)
ubsin(p) Z
valamint a
d 4 UStay1 sin(p) X,
go(pyu) = |  wacos(p) —| Y (25)
ubsin(p) Z
vektorfiiggvény.
A vizsgalt figgvény meghatarozhaté a kiilonbségvektor hosszaként, a
920, u) =| g (e, u) | (27)

Osszefiiggések alapjan. Tehat a két tavolsagfiggvény

g1(p, 1) = /(uacos(p) — Y3)2 + (ubsin(p) — Z,)2 + (d + usiyr sin(p) — X,)2,  (28)

92(sp,u) = V/ (uacos(p) — Yo)2 + (ubsin(p) — Z,)? + (—uswvzsin(p) — X2 (29)

Vetiileti modszer

A geometriai szemléletet segitségiil hivva, konnyen belathatd, hogy amennyiben a ta-
volsagfiiggvényt, mint a stilypontbdl kiindulé egyre nagyobbra fijt gombot képzeljik el,
a fliggvénynek csak azokban a pontokban lehet széls6értéke, ahol a gémb el6szor vagy
utoljara érinti az adott feliiletet. Mivel a két metszosikunk metszésvonala parhuzamos y
tengellyel, a metszett henger sulypontja y iranyban nem tolodik el, vagyis a metszett ellip-
szishenger az ép hengerhez hasonléan szimmetrikus marad. Ez azt eredményezi, hogy az
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egyre nagyobbra fijt gomb a metszett ellipszislapot a szimmetriatengelyen fogja elészor
érinteni.

A siklapok pontjainak vizsgdlatat igy redukalhatjuk a siklapok szimmetriatengelyei-
nek, illetve a teljes ellipszishenger szimmetriasikba esé pontjainak vizsgalatara.

1) Apaldst és a metszett ellipszislapok
egyensulyi pontjainak szemléltetése S 2
kézéppontu, eltéré sugari gémbok
segitségével.

2) Az él lehetséges egyenstlyainak
szemléltetése S kbzéppontd, eltéré
sugart gémbok segitségével

4. dbra. A vizsgalt feltiletek és az S-t6l ekvidisztans pontok gémbjeinek érintési pontjai.

A minimalis tavolsag egy S pont és egy s siklap esetén ez S és a S’ sikbeli merdleges
vetiilet kozotti tavolsag lesz. A vizsgalatunk targyat tehat az képezi, hogy S’ része-
e g(p,u) értelmezési tartoméanydnak, ami az ellipszislap bels6é pontjait tartalmazza a
0 < <2més 0 <u <1 osszefiiggéseknek megfelelGen.

A tovabbi egyensilyok vizsgalata elhagyhaté az értelmezési tartomany miatt, a geo-
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metriai megkozelités alapjan egyértelmi, hogy a tobbi egyensiily csak az élek mentén
helyezkedhet el. Ekkor az u =1 .

4. Az élen 1év6 egyenstlyi helyzetek meghatarozasa

Az él pontjainak vizsgalatdhoz altalanositanunk kell az eddig hasznalt definicidinkat.

Definicié 4 Egyensilyi helyzetnek tekintjik a tovdbbiakban az €l azon pontjait is, ahol a
tdvolsagfigguénynek iv menti extrémuma van és a két csatlakozé felilet gradiensvektorai
vagy eqyszerre az €l irdnydba, vagy attol elfelé mutatnak.

a)

lokdlis maximum lokdlis maximum

/ 1 v
Iom

lokdlis minimum

g'(p.u)

g'(e.u)

Nyereg pont

Instabil pont

g'(p,u)
Stabil pont

5. abra. Az él egyensulyainak megkeresése és osztalyozasa

Készitette: Mandoki Réka 11
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Lemma 4.1 A két sima f(p,w) és g(p,u) tavolsdgfigguény értelmezési tartomdnydnak
kézds hatdrpontjiban vett két gradiensvektor iranydanak meghatdrozdsa (az, hogy az él
felé, vagy attdl elfelé mutat) megfeleltethetd annak a vizsgdlatnak, hogy a kiterjesztett
kétvdltozos tavolsdgfiigguények pontbéli w illetve u szerinti parcidlis derivdltja pozitiv vagy
negativ elojelii-e.

Bizonyitds: Ennek a sejtésnek a bizonyitasat elemi geometriai iton végezziik el. Azt mér
belattuk, hogy a stulypont metszdsikra eso vetiilete a paraméterek fiiggvényében az ellip-
szis egyik féltengelye altal meghatarozott egyenesen talalhaté. Az ellipszislap esetében a
metszosik sulyponttol ekvidisztans pontjai olyan koncentrikus korokon helyezkednek el,
melyek kézéppontja a silypont metszosikra es6 merdleges vetiilete.

A gradiensvektorokat azokban a pontokban vizsgaljuk, ahol a tavolsdgfliggvénynek
széls6értéke van. Ez a mar bemutatott analdgia (4) szerint azt is jelenti, hogy 1étezik egy
olyan gomb melynek kézéppontja a stlypont és az adott pontban érinti az ellipszist. En-
nek a gombnek a metszosikra esé vetiilete egy olyan kor, melynek kozéppontja a sulypont
vetiilete, és ami érinti a vizsgalt pontban az ellipszist.

1) 2) 3)
du
du
Az u-irdny és az ellipszis Az u-irdny és a meréleges Az u-irdny és a meréleges
érint6jére merdleges irdny megegyezik. irdny megegyezik.
egyenes & szbget zdr be. A tdvolsdgfiiggvény n6vé. A tdvolsdgfiiggvény csékkend.

A tdvolsdgfiiggvény n6vé.

6. abra. Az ellipszislap és az ekvidisztans pontok kiilonb6zo helyzetei.

Amennyiben a kor érinti az ellipszist a ponton keresztiil felvett Osszes egyenes - az
érinto egyenes kivételével - a 6. abra szerinti médon "atlép" a koriven. Ez azt jelenti, hogy
ebben az esetben mindegy, hogy a (29) tavolsagfiiggvény u szerinti parcialis derivaltjanak
az eléjelét, vagy valéban az adott pontban az ellipszis érintéjére merdleges iranymenti
derivéltat vizsgalom. Ez a 6. dbra 1) esetében valik fontossa.

Az értékek eltéréek lesznek, az elGjel azonban nem: vagy minden esetben kozelebb
keriiliink a silyponthoz, vagy minden esetben tavolodunk tole, a koriv atlépésével ugyan-
arra a masik ekvidisztans korre keriiliink.

Kivételt képez az az eset, amikor a vizsgalt irdny megegyezik a kor és az ellipszis
adott pontbéli kozos érint6jének iranyaval. Azonban ez az eset nem allhat eld, hiszen u
sugar, tartoegyenese pedig ennek megfeleléen tartalmazza az ellipszis kozéppontjat, tehat
az egyenes nem lehet érint6 helyzet. U

Készitette: Mandoki Réka 12
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Az élek vizsgalatahoz a mar bevezetett f(p,w) és g(p,u) kétvaltozos fiiggvényeket hasz-
naljuk, ahol ¢ a két fiiggvény kozos valtozoja. Az élek esetében u; = 1 és wy = d,
vagy us = 1 és wy = 0. Megkeressik g(p,u) széls6értékeit, majd megvizsgaljuk, hogy
a gradiens-vektor merre mutat. FEz megfeleltetheté annak a vizsgalatnak, hogy a fiigg-
vény pontbéli v szerinti els6 parcialis derivaltja pozitiv vagy negativ eléjelii. Hasonléképp
vizsgaljuk a f(¢, w) figgvényt is (5).

Nincs egyensuly Nincs egyensuly
a) Egyik figgvény csokkend, a masik névé b) Egyik fliggvény ndvé, a masik csékkend
+ g'leu)
flow)
glpu)
+
fle,w)

Flow) g'lp.u)

flp,w) gl
Stabil vagy nyeregpont
c) Mindkét fliggvény névé. d) Mindkét fliggvény csékkend.
Instabil vagy nyeregpont Stabil vagy nyeregpont

7. dbra. Az él egyenstlyi pontjainak és a taldlkozo feliiletek gradienseinek kapcsolata.

Ha a derivalt pozitiv, akkor a gradiens vektor "kifelé" mutat, vagyis a fliggvény novo.
Ha derivalt negativ, akkor a figgvény csokkend. Az élen akkor lehet egyensulyi helyzet,
ha a két taldlkozé feliilet gradiensvektora hasonléképp viselkedik: vagy mindkét feliilet
emelkedd, vagy mindkettd lejt6. Amennyiben az egyik tavolsagfiiggvény novo, a masik
pedig csokkend a kétvaltozos fiiggvénynek nincsen szélsGértéke (7).

Geometriai okok miatt nem johet létre olyan eset, amikor mindkét derivalt negativ:
egyszerre nem allhat el6 az az eset, amikor a S/ stlypont siklapra esé meréleges vetiilete
kivil esik 7, €l ellipszislapon és a v, is metszi ugyanezt a +,, ellipszist.

Ha mindkét figgvény novo, akkor a vizsgalt metszék lokalis minimum helyein nyereg-
pont, lokdlis maximum helyein pedig instabil egyensulyi pont jon létre.

Ezzel a henger 0sszes pontjat megvizsgaltuk, a kapott eredmények alapjan elkezdédhet
a testek osztalyozasa az egyensulyi térképek és grafok vizsgdalata.

Készitette: Mandoki Réka 13
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5. Egyensilyi térképek vizsgalata

A két paraméterrel megadhato, sik lapokkal a fentiek szerint metszett ellipszishengerek
csaladjaban a vart egyenstlyi osztalyok tobbsége a numerikus szamitasok soran valéban
megjelenik. A hengerek viselkedését harom kiilonbozé esetre bontva vizsgaljuk:

1) a > b és a henger excentricitdsa nagy

2) a > b és a henger excentricitasa kicsi

J B

8. dbra. f-d egyensulyi térképek kiillonboz6 ellipszistengely-ardanyoknal, rogzitett « esetén.

Készitette: Mandoki Réka 14
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A 8. dbran bemutatott térképek szemléltetik a két valtozoval (d-vel és az egyik met-
sz0sik [ szogével adott) hengercsalddok egyenstlyi osztélyait. Ezek a térképek egy, a
hengerek egyensiilyi pontjait meghatarozé Wolphram Mathematica szkript numerikus
vizsgalatanak eredményei alapjan késziiltek, és az egyensulyi osztalyok kapcsolatait és
egymashoz képesti elhelyezkedését szemléltetik. Bar a tartomanyokat hatarold gorbék
nem analitikusan szamitottak, csupan a numerikus eredményekre lettek illesztve, a tér-
képek alapjan megfigyelhet6 az is, hogy a geometria t6bb pontban rendkiviil érzékennyé

valik és bifurkéci6 jon létre [7]
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23

a=1,04
b=1
a=10°
B=804°
d=1253

9. dbra. A 8. dbra 2) térképének kiillonb6z6 egyensilyi osztélyokba tartozé hengerei.
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A kapott eredmények alapjan lathatd, hogy pusztan a vettiletek megadasaval, konnyen
értelmezheto térbeli geometriai formakkal az egyensulyi osztalyok tobbsége egyszertien
szemléltethetévé vélik. Ezt szintén a 8. dbra 2) térképének hengereivel demonstraljuk.
A hengerek vetiileteit az Osszevethetoség kedvéért ardnyosan noveltiik, ennek mértékét a
jobb sarokban jeloljiik.

B=40°

(£=78° B=3° B=3°
T el ol ekl e

B=280,4°

.

30

= 6:30

QA ™

=3°

Qo
1}
)
N
Qo
I
S w
\O o

1. tablazat. Az egyensiilyi osztalyok szemléltetése hengervetiiletekkel.
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6. Grafok

Az egyensulyi osztalyokat a testek egyensiilyi helyzeteit 0sszekotd graf alakja alapjan
tovabb bonthatjuk, igy Osszetettebb képet kapva a hengerek viselkedésérol.

A 8. abra térképein lathaté egyensilyi tartomanyok egy-egy hengerén megvizsgaljuk
az egyensulyi helyzetek kapcsolatat szemlélteté grafot is. Meglepve tapasztaljuk, hogy a
1étrejovo grafok tilnyomé tobbsége degeneralt (12)(13), s bar a vart egyensulyi osztalyok
létrejonnek az ellipszis hengerek metszése soran, grafjaik tobbsége nem figyelheté6 meg
a természetben. A természetes kopdsi folyamatok soran olyan generikus grafok jonnek
létre, melyek S, U, H hdromszogekbdl allnak, illetve a nyeregpontok (H) mindegyikénél
két-két él fut be, illetve ki [4].

A vizsgalt specialis geometridink esetében azonban el6fordul nyeregponti egyensulyi
helyzet hat befuté éllel is. Elemi geometriai megfontolasok alapjan beldthatd, hogy a
kiterjesztett egyensulyi pont definicionak megfeleloen mindossze annyi kétott, hogy egy
nyeregpontba ugyanannyi ¢l fusson be, mint amennyi beldle ki.

\Q_h\l\l
K U
o ©

A T
(o))

10. abra. A 2,2 osztaly ritka grafja

A grafok vizsgalata sordn az 10. abran bemutatott esetben egy olyan generikus grafot
kapunk, melyik a 2,2 osztalyba tartozik, ugyanakkor a természetben eddig nem sikeriilt
a parti kavicsok elemzése soran megtalalni. Ennek a grafnak a jelentésége, hogy bar a
matematikai megkozelités szerint mindegyik graf el6fordulhat a természetes kopasi fo-
lyamatok eredményeképp [5] [6], Ggy tilinik, hogy az adott osztédlyokban az eléforduldsi
gyakorisag merében eltérd.

Készitette: Mandoki Réka 17
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11. abra. Példak a vizsgalt egyensulyi térkép grafjaira
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12. dbra. Generikus gradienshez tartozo grafok

Készitette: Mandoki Réka 19
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13. dbra. Degeneralt gradienshez tartozd grafok

7. Eredmények osszefoglalasa

Dolgozatunkban bemutattuk, hogy geometriai szemlélet segitségével a bonyolult, sza-
mitasigényes harom dimenzios feladatokat is vissza lehet vezetni jol ismert, egyszeriien
megoldhato, két dimenzids, vetiileti problémakra.

Ennek egyrészt jelentésége van a szamitési eréforrasok spoérolasaban, masrészt azt
is jelenti, hogy speciadlis geometridk esetén, amennyiben a sulypont helyzete ismert, az
egyensulyi helyzetek meghatarozasahoz elegendéek a geometria bizonyos vettiletei. A
probléma aktualitasat mutatja, hogy a vetiiletekbdl torténd informéacidszerzés az tirkuta-
tas kurrens, jelenleg is megoldandé feladatai kozé tartozik.

A valasztott test, a két ( s; és sy ) sikkal metszett henger egyenstlyi helyzeteit vizsgal-
va a vart egyensulyi helyzetek tobbsége valéban megtalalhatéd a killonbozé paraméterek
valtoztatasaval. Kiilon figyelemre mélto a kis excentricitdasi, de a > b hengerek csoportja,

Készitette: Mandoki Réka
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ahol kelléen alacsony [ szog mellett a 13 lehetséges egyensulyi osztalybol 10 megjelenik.
Ez a hengercsalad onmagaban alkalmas lehet az egyensiilyi osztalyok egyszerii szemlélte-
tésére, ahogy a tablazatban be is mutattuk.

A grafok vizsgdlata soran ezen hengercsaldad tagjait vettitk sorra és az egyensulyi
térkép tartomanyaihoz hozzarendeltiink egy-egy a tartomanyban altalanosnak mondhato
generikus vagy degenerdlt grafot. Az eléforduld degeneralt grafok szama meglep&en nagy
volt, amit az élek vizsgalatahoz altalanositott egyensilyi pont definicié indokol.

A dolgozat eredménye mindemellett egy olyan test megtalaldsa, mely a 2,2 egyensulyi
osztalyba tartozik, de eltér a természetben megtaldlhato, a parti kavicsok vizsgalatakor
gyakorta el6fordulé, szintén ezen osztalyba tartézé graftol. Ezzel az eredménnyel egytitt
most mar az osztaly osszes grafjat lehet testekkel szemléltetni.

Osszegezve megéllapithatd, hogy geometriai szemléletiink fontossdga a problémameg-
oldas soran az egyszerlisito, vizsgalandé pontok szamat csékkenté eljarasok kidolgozasa-
ban rendkiviil nagy szerepet jatszik, illetve innovativ utat mutathat osszetett geometriai
probléméak megoldasahoz.
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Csonkolasok, hengerek
Adatok, henger és sikok egyenlete

n= pl = {0, O, O};
normvecl = {Al, B1, C1};
B1 =0;
p2 = {d, 0, 0};
normvec2 = {A2, B2, C2};

B2 =0;
2 2
e|||p=¥+b—2;
2 42
ineql = — + — < 1;
aZz b?

sikl = A1 (x-p1[[1]]) +Bl (y-p1[[2]]) +C1 (z-p1[[3]]);
eq2 = Al (x-p1[[1]]) +B1 (y-p1l[[2]]) +C1 (z-p1[[3]]) =0O;
Sik2 = A2 (x-p2[[1]1]) +B2 (y-p2[[2]]) +C2 (z-p2[[3]]);
eq3 = A2 (Xx-p2[[1]1]) +B2 (y-p2[[2]]) +C2 (z-p2[[3]]) =
Solve[eq2, X]
Solve[eq3, X]

Clz

out[13]= {{x - - H}}

owcar {[x- 20221
Clz

nisi= ineq2 = X >= - I;

ineq3 = x <= (A2d-C2z) / A2;
ineqg = {ineql, ineq2, ineq3};



2 | véglegesprogramrovid.nb

Paraméterek megadasa, sulypontszamitas

In[18]:=
a=1;
b= 1;
Al =-1;
alsoszog = 0.5
A2 = 1;
felsoszog = 45
d=6;
Cl=-1/N[-Cot[alsoszog Degree]];
C2 =1/ N[Cot[felsoszog Degree]];
'bz 1_32 AZ(LZCZZ
f J sz ldxdzdy
1 b2 12 A2d-C2z
SX:V fj‘ 5 JCH xdxdzdy|;
1 ’bz 1__ A2d-C2z
Sy=v ﬁj -J.lzz ydxdzdy|;
1 'bz l- A2d-C2z
A2
Sz = — FJ sz zdxdzdy|;
V Al
rS = {Sx, Sy, Sz}
rS2D = {Sy, Sz}
ouz1= 0.5
out23= 45
ou27]= 6 7T

ourzi= {3.02083, 0, -0.0420303}

oupsz= {0, -0.0420303}
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Kirajzoltatas

nz3= plotl = RegionPlot3D[ineql && ineq2 && ineq3, {x, -10, 2d}, {y, -3, 5},
{z, -3, 5}, PlotPoints -» 100, PlotStyle -» Directive[Red, Opacity[0.5]],
Mesh -» None, BoxRatios -» Automatic, PlotRange -» All];
plot2 = Graphics3D[Point[rS]];
Show[plotl, plot2]

110
out[35]= | 0.5
0.0
{-05
7 réo
705
/00
7 =05

R RS0 |

nize= plot3 = RegionPlot[ineql, {y, -3, 5},
{z, -3, 4}, PlotRange - All, AspectRatio - Automatic];
plot4 = Graphics[Point[rS2D]];
Show[plot3, plot4]

1.0} AL —
0.5
0.0

out[38]= . "

05|
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In[39]:=

Out[42]=

In[47]:=

tavolsag[e_] = 4/ ((Cos[e] a-Sy)?+ (Sin[e] b-Sz)?);

dtavolsag[e¢_]1 = D[tavolsag[e], ¢];

ddtavolsag[e_] = D[dtavolsag[e], ¢];

Plot[tavolsag[¢], {¢, 0, 2 7}]

Stabil = Solve[dtavolsag[¢] == 0&& ¢ < 2 t&& ¢ > 0 && ddtavolsag[e] > 0, ¢];
Nyereg = Solve[dtavolsag[¢] == 0&& ¢ < 2 1&& ¢ = 0 && ddtavolsag[¢] < 0, ¢];
oStabil = ¢ /. Stabil;

¢oNyereg = ¢ /. Nyereg;

1.04 -

1.00 |-

0.98 |-

1 2 3 4 5 6

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Stavl =-1xb*xC2/A2;
Fx = d - Stavl

Gx = d + Stavl

Stav2 =bxC1l/Al;

Hx = 0 - Stav2

Ix = 0 + Stav2

(*Stavl, Stav2 negativ!sx)

Plot3D[Sgrt[ (j + Stavl = Sin[v] -Sx) "2+ (a*Cos[Vv] -Sy) "2+ (b Sin[v] -Sz) 2],
{v, 0, 2Pi}, {jJ, d-Fx-1x, d}, BoxRatios » Automatic, PlotRange -» All]
palast[v_, j ] =
Sqrt[ (J + Stavl » Sin[v] -Sx) "2+ (a* Cos[Vv] -Sy) 2+ (b* Sin[v] - Sz)"2];
palastj[v_, j_] =D[palast([v, j1, {J, 1}];
palastv[v_, j_] = D[palast[v, j], {v, 1}];
palastjj[v_, j_] = D[palast[v, J1, {J, 2}1;
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palastvv[v_, j_] =D[palast[v, j], {v, 2}];
palastvj[v_, j_1 =D[palast[v, jl,V, jI;

hesse[v, J] = palastvv][v, J] x»palastjj[v, j] -palastvj[v, j1"2;

behlista0 = Solve[palastj[v, J] == 0&&
palastv[v, j] ==08&&J>d-Fx-Ix&&%J <d&&vVvV>08&&V<2m, {V, J}1;
behlista0Ol = Solve[palastj[v, J] == 0&& palastv[v, j] == 0&& hesse[v, J] > 0&&
palastjj[v, J] >08&&J >d-Fx-Ix&&J<d& v >0&&V<2m, {V, j}];
behlista02 = Solve[palastj [V, j] == 0&&palastv[v, J] == 0&& hesse[v, j] > 0&&
palastjj[v, J1 <0&& jJ>d-Fx-I1x&& j<d&&v>088&V<2nr, {V, j}];
behlista03 = Solve[palastj [V, J] == 0&& palastv[v, j] == 0&&
hesse[Vv, J] <0&&jJ>d-Fx-Ix&&%J <d&&vV>08&&V<2m, {V, J}1;

stabilpontokszdge = v /. behlista01l;
instabi lpontokszége = v /. behlista02;
nyeregpontokszége = v /. behlista03;
stabilpontoktavolsaga = j /. behlista01l;
instabilpontoktavolsaga = j /. behlista02;
nyeregpontoktavolsaga = j /. behlista03;

stabil = Range[Length[stabilpontokszége]];

stabilx = Range[Length[stabilpontokszbge]];
stabily = Range [Length [stabi lpontokszdge]];
stabilz = Range [Length [stabi lpontokszdge]];

For[m =1, m-1 < Length[stabi lpontokszége], m++,
stabilx[[m]] =
stabilpontoktavolsaga[[m]] + Stavl = Sin[stabi lpontokszoge[[m]]];
stabily[[m]] = ax Cos[stabilpontokszége[[m]]];
stabilz[[m]] = b Sin[stabilpontokszége[[m]]];
stabil[[m]] = {stabilx[[m]], stabily[[m]], stabilz[[m]]};]

instabil = Range[Length[instabilpontokszdge]];

instabilx = Range[Length[instabilpontokszbge]];
instabily = Range[Length[instabilpontokszige]];
instabilz = Range[Length[instabilpontokszége]];

For[m =1, m-1 < Length[instabilpontokszdge], m++,
instabilx[[m]] =
instabilpontoktavolsaga[[m]] + Stavl = Sin[instabilpontokszége[[m]]];
instabily[[m]] = a* Cos[instabilpontokszdge[[m]]];
instabilz[[m]] = b* Sin[instabilpontokszége[[m]]];
instabil[[m]] = {instabilx[[m]], instabily[[m]], instabilz[[m]]};]

nyereg = Range[Length [nyeregpontokszége]];

nyeregx = Range [Length [nyeregpontokszdge]];
nyeregy = Range [Length [nyeregpontokszdge]];
nyeregz = Range [Length [nyeregpontokszdge]];
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For[m =1, m-1 < Length[nyeregpontokszége], m++,
nyeregx[[m]] =
nyeregpontoktavolsaga[[m]] + Stavl = Sin[nyeregpontokszége[[m]]];
nyeregy[[m]] = a* Cos[nyeregpontokszége[[m]]];
nyeregz[[m]] = b* Sin[nyeregpontokszége[[m]]];
nyereg[[m]] = {nyeregX[[m]], nyeregy[[m]], nyeregz[[m]]};]

stabil
instabil
nyereg



out[53]=

=]
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Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The
answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The
answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >
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Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

out[8e]= { {3 .02083, -1.83697 x10°16, _1. } }

outig7l= {}

ouee- {{3.02083, 6.12323 1017, 1.1}

nso= plot9 = RegionPlot3D[ineql && ineq2 && ineq3, {x, -10, 6d}, {y, -3, 5},
{z, -3, 5}, PlotPoints -» 200, PlotStyle -» Directive[Red, Opacity[0.5]],
Mesh - None, BoxRatios -» Automatic, PlotRange -» All];
plotl0 = Graphics3D[Point[rS]];

netr= I'F[Length[behlista0l] > 0,
plotll = ListPointPlot3D[stabil, PlotStyle » {Green}], plotll = {};];
ITf[Length[behlista02] > 0, plotll2 =
ListPointPlot3D[instabil, PlotStyle » {Blue}], plotll2 = {};1;
IT[Length[behlista03] > 0, plotl2 = ListPointPlot3D [nyereg, PlotStyle » {Yellow}],
plotl2 = {};1;

Show[plot9, plotl0, plotll, plotll2, plotl2]

¢ 10

out[94]=

L Hﬁ;}ﬁ\

In[95]:=

In[96]:=
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7= Plot3D [
Sgrt[(d+u=xStavl * Sin[v] -Sx) "2+ (uxa*Cos[v] -Sy) ™2+ (uxb=* Sin[v] -Sz) 2],
{v, 0, 2Pi}, {u, 0, 1}, BoxRatios -» Automatic, PlotRange -» All]

2

out[97]=

In[98]:=

neey= FLu_, v_] =
SqQrt[(d +uxStavl » Sin[v] -Sx) "2+ (Uxa*Cos[Vv] -Sy)”"2+ (uxb* Sin[v] -Sz)"*2];
fufu_, v_] =D[F[u, V], {u, 1}];
fvlu_, v_] =D[Ff[u, v], {v, 1}];
fuulu_, v_] = FullSimplify[D[f[u, V], {u, 2}11;
fwwlu_, v_] =D[Ff[u, V], {V, 2}];
fuviu_, v_] =D[Ff[u, V], u, V];
behlistal =
Solve[fu[u, V] =0&& fv[u, V] ==0&&uU>08&& U< 1& &V >0&&V <2, {U, V}]
(xPlot3D[Fuu[u,v]*Fvv[u,v]-Ffuv[u,v]Z, {v,0,2Pi},
{u,0,1},BoxRatios-Automatic,PlotRange-All] %)

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

out105]= { }

In[106]:=

npo7:= 1F[Length[behlistal] =1,
P1x = d + Stavl = Sin[v] % u;
Ply =u*a=xCos[v];
Plz =u*xb=x Sin[v];
P1 = {P1x, Ply, P1z} /. behlistal;
plotl3 = Graphics3D[{Green, Point[P1]}];
Show[plot9, plotl0, plotll, plotl2, plotl3], plotl3 = {};]

In[108]:=
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infog)= PHOE3D [
SQrt[(-r=Stav2 = Sin[t] -Sx) "2+ (rxaxCos[t] -Sy)™2+ (rxbx Sin[t] -Sz) 2],
{t, 0, 2Pi}, {r, 0, 1}, BoxRatios -» Automatic, PlotRange -» All]
glr_, t_ ] =Sqgrt[(-r*Stav2 *Sin[t] -Sx) "2+
(rxaxCos[t] -Sy)™2+ (rxb=x Sin[t] -Sz)"2];
grir_, € ] =D[g[r, t], {r, 1}];
gt[r_, t ] =D[g[r, t], {t, 1}];
grrr_ =D[g[r, t], {r, 2}];
gte[r_ =D[g[r, t], {t, 2}];
gre[r_, t_] =D[g[r, €], r, T];
behlista2 =
Solve[gr[r, t] ==0&&gt[r, t] ==0&&r > 0&&r<1&&t>0&8&t<2mx, {r, t}]

’ ;_]
» T_]

out[109]=

Solvezratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

oufite)= {{r - 0.0156667, t - 4.71239} }

n17:= 1F[Length[behlista2] =1,
P2x = -Stav2 » SIin[t] % r;
P2y = rxa=xCos[t];
P2z =r+bx Sin[t];
P2 = {P2x, P2y, P2z} /. behlista2;
plotl4 = Graphics3D[{Green, Point[P2]}];
Show[plot9, plotl0, plotll, plotl2, plotl3, plotl4], plotl4 = {};]

0

\ e

-0
-0.5
0.0
0.5}
105
-05%

0.0%
055

1.0°

out[117}=
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1= gg[t_] = SQrt[(-Stav2 * Sin[t] -Sx) "2+ (a*xCos[t] -Sy) "2+ (b* Sin[t] -Sz)"2];
ggt[t_] =D[gg[t], {t, 1}];
ggtt[t_] =D[gg[t], {t, 2}];
Plot[gg[t], {t, O, 27}]
Plot[ggt[t], {t, 0, 27}]
behlista3 = Solve[ggt[t] ==0&&t > 0&&t < 2 x];
behlista3l = Solve[ggt[t] ==0&&t > 0&&t < 2 7&&ggtt[t] > 0]
behlista32 = Solve[ggt[t] == 0&& t > 0&&t < 2 wr&&ggtt[t] < O]

3.186
3.184 -
Out[121]= 31820

3.180 -

3.178 -

0.004 |-
0.002 |-

Out[122]= o N e e e e e e e e e A e

-0.002 -

—0.004 -

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >
Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The
answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

oufiz4)= {{t > 4.71239}}

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

ou12s= {{t - 1.5708}}
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In[126]:=
fF[v_] =Sqgrt[(d +Stavl « Sin[v] - Sx) "2+ (a*Cos[v] -Sy) "2+ (b* Sin[v] -Sz)"2];
ffv[v_] =D[FF[V], {v, 1}];
ffvv[v_] = D[FF[V], {v, 2}];

Plot[FF[Vv], {V, O, 2x}]
Plot[ffv([Vv], {Vv, 0, 2x}]
behlistad4 = Solve[ffv[v] ==08&8&V > 0&&V < 2 x] ;
behlista4l = Solve[ffv[Vv] = 0&&V > 0&&V < 2 7 && FFvv[v] > 0]
behlista42 = Solve[ffv[Vv] ==0&&V > 0&&V < 2 7 && FFvv[v] < 0]
Out[129]=
Out[130]=

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

ouf13z= {{Vv - 1.5708} }

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

ou133= {{V > 4.71239}}

felsopalastel [v_, j_] =

Sqrt[ (J + Stavl » Sin[v] -Sx) "2+ (a* Cos[Vv] -Sy) 2+ (b* Sin[v] -Sz)"2];
felsopalastelderivalt([v_, j ] = D[felsopalastel [v, j]1, j];
felsolapel[v_, u_] =

Sgrt[(d+u=*Stavl *Sin[v] -SX) "2+ (UuxaxCos[v] -Sy) "2+ (Uuxbx Sin[v] -Sz)"2];
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felsolapelderivalt[v_, u_] =D[felsolapel [v, u], u];
alsopalastel [t_, k_] =

Sqrt[(k-Stav2 *Sin[t] -Sx) "2+ (a*Cos[t] -Sy) 2+ (b* Sin[t] -Sz)"2];
alsopalastelderivalt[t_, k ] = D[alsopalastel [t, k], Kk];
alsolapel [t_, r_] =

SQrt[(-r«Stav2 « Sin[t] -SX) "2+ (rxa*Cos[t] -Sy) ™2+ (r+*b* Sin[t] -Sz)"2];
alsolapelderivalt[t_, r_] =D[alsolapel [t, r], r];

felsopontokmin = v /. behlista4l;
alsopontokmin = t /. behlista3l;
felsopontokmax = v /. behlista42;
alsopontokmax = t /. behlista32;

For[i = Length[felsopontokmin], i >0, i =i-1,
If[felsopalastelderivalt[felsopontokmin[[i]], d] > 0&&
felsolapelderivalt[felsopontokmin[[i]], 1] >0, ,
felsopontokmin = Delete[felsopontokmin , i]1];
For[i = Length[alsopontokmin], 1 >0, 1 =1-1,
If[-alsopalastelderivalt[alsopontokmin[[i]], O] > 0&&
alsolapelderivalt[alsopontokmin[[i]], 1] >0, ,
alsopontokmin = Delete[alsopontokmin, i]1]1];
For[i = Length[felsopontokmax], i >0, i =i1-1,
If[felsopalastelderivalt[felsopontokmax[[i]], d] > 0&&
felsolapelderivalt[felsopontokmax[[i]], 1] > O, ,
felsopontokmax = Delete [felsopontokmax, 1]1]1;
For[i = Length[alsopontokmax], 1 >0, i =i-1,
If[-alsopalastelderivalt[alsopontokmax[[i]], 0] > 0&&
alsolapelderivalt[alsopontokmax([[i]], 1] >0, ,
alsopontokmax = Delete[alsopontokmax, §11];

P3almin = Range [Length [alsopontokmin]];

P3alminx = Range [Length[alsopontokmin]];
P3alminy = Range [Length[alsopontokmin]];
P3alminz = Range[Length[alsopontokmin]];

For[n=1, n-1< Length[alsopontokmin], n++,
P3alminx[[n]] = -Stav2 x Sin[alsopontokmin[[n]]];
P3alminy[[n]] = a = Cos[alsopontokmin[[n]]];
P3alminz[[n]] = b * Sin[alsopontokmin[[n]]];
P3almin[[n]] = {P3alminx[[n]], P3alminy[[n]], P3alminz[[n]]};]

P3almax = Range [Length [alsopontokmax]];

P3almaxx = Range [Length[alsopontokmax]];
P3almaxy = Range[Length[alsopontokmax]] ;
P3almaxz = Range [Length[alsopontokmax]];

For[n =1, n-1 < Length[alsopontokmax], n++,
P3almaxx[[n]] = -Stav2 x Sin[alsopontokmax[[n]]1];
P3almaxy[[n]] = a * Cos[alsopontokmax[[n]]];
P3almaxz[[n]] = b» Sin[alsopontokmax[[n]]];
P3almax[[n]] = {P3almaxx[[n]], P3almaxy[[n]], P3almaxz[[n]]};]
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P4felmin = Range [Length [Ffelsopontokmin]];

P4felminx = Range [Length [felsopontokmin]];
P4felminy = Range[Length[felsopontokmin]];
P4felminz = Range [Length[felsopontokmin]];

For[n =1, n-1 < Length[felsopontokmin], n++,
PAfelminx[[n]] = d + Stavl = Sin[felsopontokmin[[n]]];
P4felminy[[n]] = a* Cos[felsopontokmin[[n]]];
PAfelminz[[n]] = b* Sin[felsopontokmin[[n]]];
PAfelmin[[n]] = {P4felminx[[n]], P4felminy[[n]], P4felminz[[n]]};]

P4felmax = Range [Length[felsopontokmax]];

P4felmaxx = Range [Length [felsopontokmax]];
P4felmaxy = Range [Length [felsopontokmax]];
P4felmaxz = Range [Length [felsopontokmax]];

For[n=1, n-1 < Length[felsopontokmax], n++,
P4felmaxx[[n]] = d + Stavl x Sin[felsopontokmax[[n]]];
P4felmaxy[[n]] = a* Cos[felsopontokmax[[n]]];
P4felmaxz[[n]] = bx Sin[felsopontokmax[[n]]];
P4felmax[[n]] = {P4felmaxx[[n]], P4felmaxy[[n]], P4felmaxz[[n]]};]

If[Length[alsopontokmin] > 0,

plotl5 = ListPointPlot3D [P3almin, PlotStyle -» {Yellow}], plotl5 = {}];
If[Length[alsopontokmax] > O,

plotl6 = ListPointPlot3D [P3almax, PlotStyle - {Blue}], plotl6 = {}];
If[Length[felsopontokmin] > O,

plotl?7 = ListPointPlot3D [P4felmin, PlotStyle » {Yellow}], plotl7 = {}];
If[Length[felsopontokmax] > O,

plotl8 = ListPointPlot3D [P4felmax, PlotStyle -» {Blue}], plotl8 = {}];
Show[plot9, plotl0, plotll, plotl2, plotl3, plotil4,

plotl5, plotl6, plotl7, plotl8]

Osszesstabilpont = Length[stabil] + Length[plotl3] + Length[plotl4];
Osszesinstabilpont = Length[instabil] + Length[P3almax] + Length [P4felmax] ;
Osszesnyeregpont = Length[nyereg] + Length[P3almin] + Length[P4felmin];

Osszesstabi lpont && Osszesinstabi lpont && Osszesnyeregpont
a&&bé&&d
A1&&C1&&A28&&C2
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4

105
100
1=0.5

-0

out[174]=

ou178)= 2 && 2 && 2

-1&&0.00872687 && 1 && 1.

file = ""proba.csv”
IT[FileExistsQ[file],
str = OpenAppend[Ffile];
Write[str, a&& b&& d&& Al/Cl&& A2 /C28&&
Osszesstabilpont && Osszesinstabilpont && Osszesnyeregpont];
Close|[str];
str = OpenWrite[file];
Write[str, a&& b&& d&& Al/Cl&& A2 /C28&&
Osszesstabilpont && Osszesinstabilpont && Osszesnyeregpont] ;
Close[str];]



pl= {0, 0, 0};

normvecl = {Al, B1, C1};
B1 =0;

p2 = {d, 0, 0};

normvec2 = {A2, B2, C2};

B2 = 0;
2 2
eII|p= ¥+b—2;
2 2
- y z
ineql = —+ — < 1;
a? bp?

Sikl = Al (x-pl[[1]]) +B1l (y-p1[[2]]) +CLl (z-p1[[3]]):
eq2 = AL (x-pl[[1]]) +B1 (y-pl[[2]]) +C1 (z-p1[[3]]) =O;
sik2 = A2 (x-p2[[1]1]) +B2 (y-p2[[2]]) +C2 (z-p2[[3]1]);
eq3 = A2 (x-p2[[1]]1) +B2 (y-p2[[2]]) +C2 (z-p2[[3]]) = O;
Solve[eq2, X];

Solve[eq3, X];

} Clz
ineg2 = X >= - —;
Al

ineq3 = X <= (A2d-C22z) / A2;
ineq = {ineqgl, ineg2, ineq3};

file = "feles+.csv"

a=0.5;

b= 1;

Al =-1;

A2 = 1;

felsoszog = 10;
Cl=-1/N[-Cot[alsoszog Degree]];
C2 = 1/N[Cot[felsoszog Degree]];

For[alsoszog =9, alsoszog > 0.1, alsoszog = alsoszog -1,
For[d =15, d>C1+C2,d=d-0.1,

'bz 1_ Aszzczz
j j l1dxdzdy;

1z

b21y

L

Sx Xxdxdzdy|;

<|F

Clz

<|r

Sy ydxdzdy|;

Clz

L

Sz

zdxdzdy|;

LR

\ b2 13’2

Stavl = -1xb+C2/ A2;
Fx = d - Stavl;
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Gx = d + Stavl;
Stav2 = b« C1l/ Al;
Hx = 0 - Stav2;
Ix =0+ Stav?;

palast[v_, J_1 =
Sgrt[ (J + Stavl * Sin[v] -Sx) 2+ (a*xCos[v] -Sy) "2+ (b* Sin[v] -Sz)"2];
palastj[v_, j_]1 =D[palast[v, j1, {J, 1}]1;
palastv[v_, j_] = D[palast][v, j1, {v, 1}]1;
palastjj[v_, j_]1 =D[palast[v, j1, {J, 2}1;
palastvv([v_, j 1 =D[palast[v, J], {V, 2}1;
palastvj[v_, j_] =D[palast[v, jl,V, Jl;

hessel[v, j] = palastvv[v, j] xpalastjj[v, j] -palastvj[v, j1"2;

behlistal0l = Solve[palastj[v, J] == 0&& palastv[v, j] == 0&& hesse[v, j] > 0&&
palastjj[v, J]1 >08&&J >d-Fx-Ix&&J <d& &V >0&&V<2m, {V, j}];
behlista02 = Solve[palastj[v, J] == 0&& palastv|[v, J] == 0&& hesse[v, J] > 0&&
palastjj[Vv, J] <0&& jJ>d-Fx-I1x& & j<d&&v>08&8vVvV<2nr, {V, j}];
behlistal03 = Solve[palastj[v, J] == 0&& palastv[v, j] == 08&&
hesse[v, J] <0& & J>d-Fx-1Ix&&j<d&&v>08&8&V<2m, {V, j}1;

stabilpontokszodge = v /. behlista0l;
instabi lpontokszdge = v /. behlista02;
nyeregpontokszége = v /. behlista03;

stabi lpontoktavolsaga = j /. behlista0l;
instabi lpontoktavolsaga = j /. behlista02;
nyeregpontoktavolsaga = j /. behlista03;

stabil = Range[Length[stabilpontokszége]];
instabil = Range[Length[instabilpontokszdge]];
nyereg = Range [Length [nyeregpontokszége]] ;

flu_, v_] =Sqgrt[
(d+u=*Stavl * Sin[v] -SX) "2+ (Uuxa*Cos[V] -Sy) "2+ (uxb % Sin[v] - Sz)"2];
fufu_, v_] =D[Ff[u, v], {u, 1}1;
fvlu_, v_] =D[f[u, v], {v, 1}];
fuufu_, v_] = FullSimplify[D[f[u, V], {u, 2}11;
fvvlu_, v_] =D[f[u, v], {v, 2}];
fuvlu_, v_] =D[f[u, v], u, v];

glr_, t_] =Sqgrt]
(-r*Stav2 *Sin[t] -Sx) "2+ (rxa*Cos[t] -Sy) "2+ (rxb* Sin[t] -Sz)"2];
grir_, €t 1 =D[gl[r, ], {r, 1}];
gt[r_, t ] =D[g[r, t], {t, 1}];
grrr_, t_] =D[g[r, t], {r, 2}];
gte[r_, t_] =D[g[r, t], {t, 2}];
grt[r_, t ] =D[g[r, t], r, T];

behlistal =
Solve[fu[u, V] ==0&&fv[u, v] ==0&& U >0&8&U<1&&V >0& &V <2m, {U, V}1];
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behlista2 =
Solve[gr[r, t] ==0&&gt[r, t] ==0&&r > 0&&r<1&&t>08&8&t<2x, {r, t}];

gglt_] =

Sgrt[(-Stav2 * Sin[t] -Sx) "2+ (a*Cos[t] -Sy) "2+ (b Sin[t] -Sz)"2];
ggt[t_] =D[gg[t], {t, 1}];
gott[t_] =D[gg[t], {t, 2}];

behlista3l = Solve[ggt[t] == 0&& Tt > 0&&t < 2 7&&ggtt[t] > 0];
behlista32 = Solve[ggt[t] ==0&&t > 0&&t < 2 7&&ggtt[t] <0];

fflv_] =

Sgrt[(d + Stavl = Sin[v] - SX) "2+ (a*Cos[Vv] -Sy) "2+ (b Sin[v] -Sz)"2];
ffv[v_] =D[FF[V], {v, 1}];
ffvv[v_] =D[FF[V], {V, 2}];

behlista4l = Solve[ffv[v] ==0&&V > 0&&V < 2 7 && FFvv[Vv] > 0];
behlistad42 = Solve[ffv[Vv] ==0&&V > 0&&V < 2 n&& FFvv[Vv] < 0];

felsopalastel[v_, j 1 =
Sgrt[ (J + Stavl * Sin[v] -Sx) 2+ (a*xCos[v] -Sy) 2+ (b* Sin[v] -Sz)"2];
felsopalastelderivalt[v_, j ] = D[felsopalastel [v, j1, i];
felsolapel[v_, u_] = Sqrt[
(d+u=*Stavl *Sin[v] -SX) "2+ (Uuxa*Cos[V] -Sy) "2+ (uxb % Sin[v] -Sz)"2];
felsolapelderivalt[v_, u_] = D[felsolapel [v, u], ul;
alsopalastel [t_, k_] =
Sgrt[(k-Stav2 «Sin[t] -Sx) "2+ (a*Cos[t] -Sy) "2+ (b* Sin[t] -Sz)"2];
alsopalastelderivalt[t_, k ] = D[alsopalastel [t, k], K];
alsolapel [t_, r_] =Sqrt|[
(-r*Stav2 *Sin[t] -Sx) "2+ (r+*a*Cos[t] -Sy) 2+ (r+*b* Sin[t] - Sz)"2];
alsolapelderivalt[t_, r_] =D[alsolapel [t, r], r];

felsopontokmin = v /. behlista4l;
alsopontokmin = t /. behlista31l;
felsopontokmax = v /. behlista42;
alsopontokmax = t /. behlista32;

For[i = Length[felsopontokmin], i >0, i=1i-1,
IT[felsopalastelderivalt[felsopontokmin[[i]], d] > 0&&
felsolapelderivalt[felsopontokmin[[i]], 1] >0, ,
felsopontokmin = Delete [felsopontokmin , i]11];
For[i = Length[alsopontokmin], i >0, i =1-1,
If[-alsopalastelderivalt[alsopontokmin[[i]], 0] > 0&&
alsolapelderivalt[alsopontokmin[[i]], 1] >0, ,
alsopontokmin = Delete[alsopontokmin, i]]1];
For[i = Length[felsopontokmax], i >0, i=1i-1,
If[felsopalastelderivalt[felsopontokmax[[i]], d] > 0&&
felsolapelderivalt[felsopontokmax[[i]], 1] >0, ,
felsopontokmax = Delete [felsopontokmax, i1]]1];
For[i = Length[alsopontokmax], 1 >0, i =i-1,
If[-alsopalastelderivalt[alsopontokmax[[i]], O] > 0&&
alsolapelderivalt[alsopontokmax[[i]], 1] >0, ,
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alsopontokmax = Delete[alsopontokmax, 1]]1];

alsopontokmax;
alsopontokmin;
felsopontokmax;
felsopontokmin;

Osszesstabilpont = Length[stabil] + Length[behlistal] + Length[behlista2];
Osszesinstabilpont =
Length[instabil] + Length[alsopontokmax] + Length [felsopontokmax] ;
Osszesnyeregpont = Length[nyereg] + Length[alsopontokmin] +
Length [felsopontokmin] ;

IT[FileExistsQ[Ffile],

str = OpenAppend[Ffile];

Write[str, a&&b&&d&& Al /C1l&& A2 /C2&&
Osszesstabilpont && Osszesinstabi lpont && Osszesnyeregpont] ;

Close[str];

str = OpenWrite[File];
Write[str, a&&b&&d&& A1/ C1l&& A2/ C28&&

Osszesstabi lpont && Osszesinstabi lpont && Osszesnyeregpont] ;
Close[str]:;]:

Close|[str];

feles+.csv
Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The
answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >

Solve:ratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. >
General:stop : Further output of Solve:ratnz will be suppressed during this calculation. >

General::openx : OutputStream([feles+.csv, 1422] is not open. >
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