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Absztrakt

Sipos Andréas és Varkonyi Péter k6zos munkajukban egyik végén ndévekedd, rugalmas rud
surlodo kozegben kialakuld alakjat vizsgaljak. A sikbeli, kezdetben egyenes, egyik végén
befogott, a masik végén szabadon elmozdulo6 rad a befogott vége feldl egyre hosszabba valik.
Az 1d6 elérehaladtaval a rud instabilla valik a novekvd surlodas hatasara, meggorbiil, alakja
gyakran fekvd 8-ashoz hasonlo lesz, mikozben a rud két végpontja kozotti tavolsag egy véges
értékhez kozelit. A jelenség matematikai modelljének leirasa mellett szamitogépes algoritmust
készitettek, amellyel a rad alakjanak id6ébeni fejlodése vizualizalhato.

Dolgozatom célja ezen munka elméleti eredményeinek Osszehasonlitdsa fizikai kisérletekkel.
Két, egymastol rogzitett tavolsagra 1évo plexilap kozé a végén befogott, rugalmas, korgytira
keresztmetszetli kabeleket vezettem be. A surlodds mértékét a plexilapok leterhelésének
valtoztatasaval befolydsoltam, ezen felil kiilonbozé anyagli és vastagsagu rudakkal,
kabelekkel végeztem kisérleteket. Ezek utan kivalasztottam a legmegfelelobb kabelt,
annak anyagtulajdonsagit (rugalmassagi modulus) és a Coulomb-féle surlodasi tényezot
laborkisérletekkel hataroztam meg. A kabeleket addig toltam a lapok kozé, amig a rad
alakja a fekvd 8-ashoz hasonl6 zart alakot el nem érte. A létrejovd alakokat a plexi lapokra
merdleges iranybol lefotoztam, majd egy gorbefelismerd szoftverrel meghataroztam a gorbék
egyes pontjainak a koordinatait. A kisérleti eredményeket a szamitogépes modellel szamitott
alakokkal vetettem Ossze. Az Osszehasonlitds azt mutatja, hogy idealis kisérleti koriilmények
kozott, valamint a modellszamitasok soran megfeleld paraméterek valasztasaval, az elméleti €s

a kisérleti eredmények jo egyezést mutatnak.

A vizsgalataim jelent0ségét az adja, hogy hasonlé stabilitdsvesztés jatszodhat le a novények

gyokereinek novekedésekor, illetve karcsti robotmanipulatorok miikodése soran.



Bevezetés

Sipos Andréas és Varkonyi Péter kozos munkajukban egyik végén novekedd, rugalmas rad
surlodod kozegben kialakulo alakjat vizsgaljak. A klasszikus rugalmassagtanban [1, 2] a
stabilitasvesztés akkor kdvetkezik be, ha egy valtozé paraméter (pl.: a teher intenzitdsa) atlép
egy kritikusértéket. A vizsgalt modellben a valtozd paraméter szerepét a rad ndvekedése jatssza.

A ndvekedés okozza a rid egyenletes mozgasat, amit a surlodas akadalyoz.

A sikbeli modellben a rid csak az elére rogzitett sikban tud meggorbiilni. A karcst rid hajlitas
hatdsara a Bernoulli-Euler raddmodellnek megfeleléen viselkedik, az axialis és a nyirési
deforméciokat a modell nem veszi figyelembe. A rad merevsége igy egyetlen paraméterrel, az
YT hajlitasi merevséggel jellemezhetd, ahol ¥ a Young modulus, / a keresztmetszet inercigja. A
rad minden pontja a sikon surlédik. A modellben szerepel Coulomb és viszkdzus surlodas is,
jelen dolgozatban csak a Coulomb-féle sirlodasra koncentralunk. Feltessziik, hogy a sik és a
rad kozotti nyomoerd konstans, ami x4 nagysagu, fajlagos, a rad hossza mentén egyenletesen
megoszlo surlodasi erét eredményez az egyes pontok mozgasaval ellentétes irdnyban. A
modell kvazi-statikus modon, azaz egymast kovetd egyensulyi helyzetek sorozataként allitja
el az egyensulyi radalakot, dinamikus hatdsok és a rid Onérintkezéseinek kezelésére nem
alkalmas. A rtd alakjat az s paraméter irja le, az s=0 rudvég befogott (itt torténik a ndvekedés),
az s=1 radvég, ami a sikon szabadon elmozdulhat. A ndvekedés soran a rud paraméterezése
rogzitett, azaz tetszOleges As paraméter-kiilonbségli pontok fizikai tdvolsdga az ivhossz
mentén fokozatosan novekszik. A ndvekedésrdl feltessziik, a rad minden pontjaban és minden

idépontban ismert értéki fiiggvénnyel leirhato.

A levezetett, negyedrendli parcidlis differencidlegyenlet rendszer trivialis, azaz egyenes
radalaknak megfeleld megolddsainak stabilitdsdval kapcsolatban kimutattdk, hogy azok
véges idointervallumon stabilak, utana instabilld valnak. Ez a fajta viselkedés matematikailag
nehezen definidlhatod, hiszen a stabilitds klasszikus fogalmai nem alkalmazhatdak véges
iddintervallumokra. Ezért definidltdk a véges idejii exponencidlis stabilitast, amellyel ilyen
jellegli rendszerek jellemezhetdek. Ezen feliil ismertetik a kiillonbséget ezen jelenség ¢és a
kihajlas kozott. Szemben a klasszikus rugalmassagtani esetekkel, amikor hirtelen kovetkezik
be a stabilitasvesztés, itt a kihajlott alak lassan, hosszl ideig tarté novekedés hatdsara valik

lathatova

A matematikai modell leirdsa mellett, szamitogépes algoritmust készitettek a jelenség
modellezésére. Az algoritmus az egyenletbdl szarmaztathatdé egyenstlyi egyenletek tun.
gyenge alakjat oldja meg végeselem moddszer segitségével. A modell implementalasat a
FEniCS keretrendszerben [3] hajtottak végre, az idofejlodést megfelelden kis Az idélépésekkel

modellezve.



Kétféle esetet vizsgaltak. Az els6ben a rud minden pontjaban egyenletesen ndvekszik,
a masodikban a befogott vég feldl valik egyre hosszabba. Jelen dolgozat célja az imént
vazolt modell 6sszevetése kisérleti eredményekkel olyan moédon, hogy a modell numerikus
Mivel az egy végen bekovetkezd novekedés kisérleti megvalositidsa Iényegesen egyszeriibb,
mint a teljes hossz mentén bekovetkezd ndvekedésé, csak ezzel az esettel foglalkozom. A
sikbeli, kezdetben egyenes, egyik végén befogott, a masik végén szabadon elmozdulo rad
a surlodas gatolta novekedés hatasara eldbb kihajlik, majd kanyargd mozgast végez. Az id6
elérehaladtaval egy 8-ashoz hasonld format vesz fel, tovabba a rad két végpontja kozotti

tavolsag egy véges értekhez kozelit. (1. abra)
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1.abra: A szamitogépes algoritmus dltal szamitott alak.

Ilyen jellegli stabilitasvesztés jatszodhat le a ndvények gyokereinek novekedésekor[4], illetve
karcsu robotmanipulatorok miikodése soran [5]. Hasonl6 jelenségek kdvetkezhetnek be erekbe

vezetett katétereknél, illetve a véddcsobe huizott kabeleknél is.



Kisérletek ismertetése

A kisérletek megkezdéséhez a surlodd kozeget kellett modelleznem. Olyan anyagbol kellet
elkészitenem a berendezést, amely surldédasa elég nagy, hogy hatékonyan el lehessen végezni
a kisérletet és atlatszo, hogy mindezt latni és dokumentalni is lehessen. Valasztasom végiil
két egymastol rogzitett tavolsadgra 1€vo plexilapra esett, melyek koz¢ be tudom vezetni a
rugalmas rudakat. A plexilapok 50*50 cm nagysagtak; 3 mm vastagok voltak, egymashoz 4
db 4tmend csavarral rogzitettem azokat (2. dbra). Kezdetben a csavarok a lapok négy sarkan
voltak elhelyezve, de a lehajlas a tdblak kozepénél tal nagy volt, ami egyenetlen surlodast
okozott. Eléfordult a bedugott cs6 megugrasa a hirtelen surlodascsokkenés miatt. Késébb a
csavarokat 10-10 cm-rel beljebb mozditottam, igy joval kisebb lett a lehajlas. A plexilapok

kozotti tavolsagot csavaralatétek behelyezésével tudtam szabalyozni, a kisérletek folyaman a

|

plexilapok tavolsdga mindig kozel azonos volt az épp vizsgalt rad vastagsagaval.

2. abra: Az elkeszitett kisérleti berendezés.

Arudak kivalasztasanal szintén fontos volt, hogy a stirlodésa kelléképpen nagy legyen, és anyaga
rugalmas legyen, vagyis ne szenvedjen a kisérletek soran jelentds maradand¢ alakvaltozast.
Kezdetben tobbféle vastagsdgt elektromos kabellel kisérleteztem, de azok a benniik 1évo
fém vezetdszalak miatt kismértékli marad6 alakvaltozas kovetkeztében sorozatosan nagyon
hasonlo6 alakokat kezdtek felvenni a kisérletek sordn (mindig ugyanott és ugyanarra kezdtek
meggorbiilni). Tomor gumi, vagy ldgy milianyag rad, kébel lett volna idedlis, ezért felmeriilt a
,»gumipok” hasznalata is. Ez viszont a tobb vékony gimiszal dsszefonasaval késziil, igy nem
alkalmas a kisérlet végrehajtasara. Kovetkezé anyag az un. hajlitobetét volt. Ez egy kb. 11
mm atmérdji 40 cm hossza tomdr gumi rud, azonban ez ilyen vastagsadg mellett tal rovid volt
a kisérlethez. Végiil egy viszonylag vékony, ~5 mm atmérdjii vezeték lett az idealis, melybdl
kihuztam a fém vezetdszalakat, igy egy korgytirli keresztmetszetii kellden rugalmas gumi rudat

kaptam.



A kisérletek sordn a kabelnek befogottnak kellett lennie. A befogéast a kabel atmérdjével
kbzel azonos belsé atmérdjii miianyag csobdl készitettem, melynek a végeit bevagtam, igy
becsusztathatova valt a plexilapok kozé. A csovet ragasztoszalaggal rogzitettem az alaphoz.

A kisérletek soran a rudakat addig vezettem a plexilapok kéz¢, amig a folyamatos alakvaltozas
kovetkeztében a kabel sajat magahoz nem ér, majd fel nem veszi a fekvd 8-ashoz kozelitd

alakot. Az els0 kisérleteknél csak a végallapotot fényképeztem le (3. abra).

3. abra: Néhany tipikus végallapot, jol latszodnak az "S" és a fektetett 8-ashoz hasonlo alakok.

Késobbiekben jelolésekkel 2 cm-es egységekre osztottam a kabelt €s minden egység bevezetése
utan lefotoztam, igy egy Osszefiiggd sorozatot kapva. Ezek minden alkalommal azt mutattak,
hogy a rud eleinte kozel egyenes marad majd amikor elkezd meggorbiilni a szabad vége
»letapad”. A letapadt vég a tovabbiakban a helyén marad, ez alatt kezdi el a rad elébb az S
alakot majd késobb a fektetett 8-ashoz hasonlé alakot felvenni. (4. abra)

Az egyes fazisokat, ill. a végallapotokat minden esetben lefotdéztam, a fotdkat a plexilapok
sikjara mer6legesen készitettem. A mérések eldsegitése érdekében a kisérleteket egy 1 cm-
es raszterli négyzethald folott végeztem. A képekbdl egy gorbefelismerd szoftverrel [6]
meghatdroztam a gorbék egyes pontjainak koordinatait, igy digitalisan felrajzolhatova valt a
gorbe. A gorbék digitalizalasat csak az elso érintésig végeztem, mert a szamitdgépes modell is
csak az els6 érintésig tudja modellezni a jelenséget, az érintés helyén erdatadas torténik, melyet
a modell nem tud figyelembe venni A szoftver a gorbe mentén kozel egyenletes stiriséggel
hatarozta meg a gorbe pontjait, majd a koordinatadkat cm-ben adta meg az altalam a képen

kijeldlt origdhoz képest.






Anyagtulajdonsagok

A kisérletek és a szamitogépes modell 6sszehasonlitasahoz sziikség volt a modell paraméterek
(u ¢és YI) meghatarozasara, azaz a kabel kihuzéasa kozben fellépd surlodasi erdre, a kabel

rugalmassagi modulusara ¢és keresztmetszeti inercidjara.
Surlodas

A surlodas meghatarozasdhoz 5 cm-ként bejeloltem a kabelt, és 50 cm hosszan beraktam a két
plexilap kozé. A kabelt egyenletes, koriilbeliil 1 cm/s-os sebességgel huiztam ki a két plexilap
koziil, erémérd segitségével megallapitottam a huzderét. Osszesen 20 kihuzast végeztem, 10-
et a kisérleteknek megfelel6 irdnyban, 10-et (a négyzet alakt tablan) ra merdlegesen. Idedlis
esetben az értékeknek linedrisan csokkendknek kellet volna lenniiik, azonban egyre nagyobb
iitemben csokkend értékeket kaptam. Feltételezésem szerint a magyaréazat a jelenségre, hogy
a kabel sem tokéletesen egyenletes atmeérdjii - 5,06 mm, 20 mérésre szamitott relativ szorasa
0,027 — illetve a plexitabla is néhany tized millimétert behajlik a kdzepénél - annak ellenére,
hogy korédbban emiatt kdzelebb raktam a kdzepéhez a megtdmaszto csavarokat ennek elkeriilése
érdekében - igy amikor a kabel vastagabb része a tdbla kozepéhez ér, a linearisan csokkend
értekekhez képest valamivel nagyobb értékeket kapok. Kétféle modszerrel szamoltam ki
a surlodasi erdt: atlagoltam a kihuzasok soran kapott értékeket, igy 23,23 N/m-es fajlagos
surlodasi eré adodott, 20 mérésre szamitott szorasa 6,51 N/m; az ebbdl szamitott relativ szoras
0,280. Masodik mddszer, hogy az atlagértékekre linearis trendvonalat illesztettem, majd ebbdl
kiszamoltam a fajlagos strlodasi erd értékét, ami igy 20,03 N/m lett (5. abra), a modellben ezt

az értéket hasznaltuk

Atlagos surlédasierd
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5. dbra: Surlédasi erd atlagos értékei, és a ra illesztett trendvonal.



Rugalmassagi modulus

A rugalmassagi modulus meghatarozasahoz sziikséges huzasi kisérleteket a Szilardsagtani és
Tartoszerkezeti Tanszék Czakd Adolf laboratériumanak ZWICK Z150 torégépével végeztem.
A htzés elmozdulas-vezérelt modon tortént. 3-szor 3 kisérletet végeztem, Elsd sorozat 10 mm/
perces, a masodik sorozat 20 mm/perces a harmadik sorozat 40 mm/perces sebességgel. A

kisérletek soran nem mentem el a szakadasig, 30 mm-es megnyulasnal megallitottam a hluzast.

A gumi altaldban nemlinedris tulajdonsdgokat mutat, azaz nem koveti a Hooke térvényt.
Esetiinkben azonban a kezdeti értékek - abban a tartomdnyban amilyen megnyulast a hajlitas
miatt a sz¢élsé szalban a surlodasi kisérletek kozben feltételeziink - kozel linedrisak, igy
alkalmazhat6 r4 a Hooke torvény. A htizokisérletek sordn a mért értékekbdl fesziiltség-relativ
megnyulds diagramot készitettem. Az YI hajlitomerevség meghatirozasahoz sziikség volt
tovabba a keresztmetszeti inercia meghatarozasara. Mivel a gumicsd egyes keresztmetszetei
némileg eltérnek, ezért 10 metszet atlagabol hataroztam meg az atmérdt, falvastagsagot és
ebbdl a keresztmetszeti teriiletet. A méreteket tolomérdvel hatdroztam meg, igy az atmérd 5,06
mm; a falvastagsag 0,53 mm; a keresztmetszeti teriilet 7,53 mm2-nek adodott 0,088-as relativ

szoras mellett. Az ebbdl szamitott keresztmetszeti inercia: 19,61 mm?*.

A rugalmassagi modulus meghatarozasahoz huzési kisérletek eredményeit a 0-10 %-os
relativ megnyulasi tartoményban vizsgaltam, hiszen a kisérletek soran ennél nagyobb
megnyulds valdszinlisége csekély. Mindhdrom mérési sorozat eredményét atlagoltam, majd
az atlagértékeket egyenessel kozelitettem. A sigma—epsilon diagramok az elsé 2 %-os relativ
megnyuldsi tartomanyban csdkkend meredekségliek, azon tal kozel linedrisak, igy a Hooke
torvény alkalmazasa jo kozelitést ad a rugalmassagi modulus értékérdl (6. dbra). A kozelitd

egyenesekbdl szamitott rugalmassagi modulus értékek:
10 mm/perc: 21,49 N/mm?2
20 mm/perc: 21,72 N/mm?2
40 mm/perc: 25,49 N/mm?2

Ezek atlaga: 22,90 N/mm?2

-10 -
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6. abra: Sigma-epsilon diagram, és a kozelito egyenes (hasonlo késziilt 20 ill. 40

mm/perces sebességgel is.

Tapasztalatok

Akisérletek soran kortilbeliil 100 végalakot fotoztam le. A keletkezd alakok véltozatosak voltak,
de megallapithatunk néhany kozos jellemz6t is. Kezdetben mindig kdzel egyenes maradt a cso,
nagyjabol 11-14 cm-es betolt hosszig, majd elkezdett kihajolni. A kihajlas a lassan, csak a cs6
tovabbvezetése utan kovetkezett be, hasonldan a szamitogépes szimulaciohoz. Az oldaliranyt
kitérése a csOnek elért egy bizonyos hatarértéket, ekkor a cs6 folsé harmada a helyén maradt, a
tovabbi betolds hatasara az also harmad kezdett el kitérni az ellenkezd iranyba (inflexios pontja
lesz), igy felvéve az S alakot. Az S alak felvétele utan az imént ismertetthez hasonlé médon
kialakult egy Gjabb iv, mely az esetek tilnyomo tobbségében tovabbi betolas hatasara hozzaért
az els6 gorblilethez (4. abra). Innentdl az érintkezd feliiletek kozott mar erdatadéas van, igy a
tovabbi bevezetés mar a tobbi gorbét el tudja tolni. A fektetett 8-as alakot a kovetkezd gorbiilet
1étrejotte utan érte el, néha eléfordult, hogy csak ilyenkor tortént meg az elsd érintés. Altalaban
a cs6 vége ~4 cm hosszon egyenes maradt, tovabba legtobbszor az elsé iv volt a legnagyobb, a
tovabbiak sorban egyre kisebbek voltak.

A fent leirtakbol kovetkezik, hogy az elsd érintésig a gorbe mindkét iranyu kitérése limitalt,

a kisérletek soran egy jol koriilhatarolt téglalapbol nem léptek ki. Fontos, még hogy az els6

érintés helye kozel azonos volt minden kisérletnél.

-11 -



A Kkisérleti és a szamitas eredményeinek osszevetése

A kisérletek soran 12 fényképsorozat késziilt, egyenként koriilbeliil 20 fényképpel, melyek
koziil 8-at digitalizaltam. A gorbefelismerd szoftver altal meghatarozott koordinatakat
minden egyes 1€pésrdl Excel-tdblaba masoltam, majd felrajzoltam a gorbéket (7. dbra). A
gorbéket ugy transzformaltam, hogy a végallapotban jobbra ,,induljon el” igy megkonnyitve
az Osszehasonlitast a szamitogépes modellel. A tapasztalatok alapjan az alabbi paramétereket
hatdroztam meg:

-befogas €s a végpont kdzotti tavolsag az ivhossz fiiggvényében

-ezen tavolsag az ivhossz szerint derivalva

-legnagyobb szélesség az ivhossz fliiggvényében

-inflexiés pontok szdma az ivhossz fiiggvényében

-ivhossz (a betolt cs6 hossza) az dnérintkezés fellépésekor

-érintési pont koordinatai

A gorbe fliggvényének ismerete nélkiil ezen paraméterek konnyen meghatarozhatdak voltak,
ezeket hasonlitottam 0ssze a szamitégépes modell altal generalt gérbék hasonld paramétereivel.

A szamitogépes algoritmus segitségével két gorbesorozat késziilt. Erre azért volt sziikség, mert

12.sorozat

16
betolt hossz (cm)

10
14 12
14
12 16
—18
10 —20
— 02
—_—24
—26
—_—28
30
—_—32
—_34
— 36

38 (érintés)

8-as alak

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6
7. abra: Egy kisérleti sorozatbdl késziilt grafikon, lathato az alak valtozasa az ivhossz

névekedesevel, az érintés bekiovetkezésekor (sarga) és a 8-as alak elérésekor (kék).
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az algoritmus a rad elején teljes befogassal szamol, ezzel szemben a kisérleteknél szemmel
megallapithatd, hogy a befogas nem tokéletes, ezért sziikség volt egy részleges befogassal
szamolt gorbesorozatra is. A befogast egy k=10000 Ncm, a részleges befogast egy k=10 Ncm

merevségll, az s=0 ponthoz rogzitett csavarrigéval modelleztiik.

Az algoritmus altal szdmolt gorbék pontjainak abrazoldsakor megallapithatd volt néhany
kiilonbség. A kézi kisérletek soran, egy bizonyos betolt hossz folott a csdnek csak a befogastol
szamitott 12-14 cm-es darabja volt mozgésban, az azon tuli rész a végponthoz hasonléan nem
vagy csak alig mozdult, "letapadt". Kivételt képez ez alol, ha az egész gorbe megcsuszott.
Ezzel szemben a szamitdgépes algoritmus eredményeinél a csé egész hossza mentén volt
alakvaltozas. Ennek az az oka, hogy a numerikus algoritmus technikai okok miatt a Coulomb
strlodas nemfolytonos erd-csuszasi sebesség fliggvényét folytonos fliggvénnyel kozeliti, igy
abban letapadas helyett lassu csuszas figyelheté meg. Mas szavakkal: a numerikus modell
a tapado surlédas modellezésére jelen formajaban nem alkalmas. Tovabbi szembetling
kiilonbség, hogy mig az algoritmus altal generalt ivek kialakuldsa nem egymads utan tortént
(mint ahogy azt a tapasztalatok fejezetben ismertetve van) hanem egyszerre alakultak ki, és az

1d6 elérehaladtaval mindkét iv egyszerre novekedett (8. abra).

Szamitégépes modell Szamitogépes modell
16 12
14
ivhossz (cm) 10 ivhossz(cm)
12 5,6 3,1
10,2 8 7,4
10 14,7 11,7
——192 —16
8 6
—23,7 —20,3
—_—282 —_—
6 8, 24,6
—32,6 4 —28,9
4 —35 —33,2
2
2
0 0
8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 6 4 2 0 2 4

8. abra: A szamitogépes algoritmus dltal szamitott alakok. Balra a részleges befogassal, jobbra a teljes

befogassal szamitott alakok.
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Befogas és végpont kozotti tavolsag

A szamitogépes modell szerint a befogas €s a végpont tdvolsaga kozelit egy véges értékhez,
¢s a kézi kisérletek soran is megfigyelhetd volt ez a jelenség. Diagramokon dbrazoltam, a

tavolsagot az ivhossz fliggvényében. (9. abra)

12.sorozat
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9. abra: Végpontok kozétti tavolsag (hasonlo késziilt a tobbi sorozatnal is).
Jol lathato, hogy kezdetben kozel egyenletesen nd a tavolsag, majd ellaposodik a diagram, a
hatarérték elérésekor, mikor a rud szabad vége letapad, kozel vizszintessé valik. A végallapotban

a 8 mérés koziil a legkisebb tavolsag 10,12 cm; a legnagyobb 14,53 cm volt.

Az Gsszehasonlithatésag miatt a nyolc kézi kisérlet eredményeibdl meghataroztam az egyes
betolt cs6hosszokhoz tartozdé minimalis, illetve maximalis tavolsagot a végpont és a befogas
kozott. Ezeket és az az algoritmus altal kiszdmolt koordinatakat szintén diagramon abrazoltam
(10. abra). JOl lathatd, hogy a részleges befogassal szamolt gorbe értékei nagyjabol a
tartomany kozepén vannak, ugyanakkor a teljes befogassal szamolt gorbe értékei is hasonld

tulajdonsagokat mutat, de a tartomdny aljan, azon kiviil, kevéssel alatta helyezkedik el.

16
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)
5)
= 10 .
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E 8 ——minimum
Q
>~ 6 részleges bef.
3
c 2 teljes bef.
o
Q.
& 2
>

0

0 10 20 30 40
ivhossz(cm)

10. abra: Végpontok kozétti tavolsag: a kisérletek (sziirk, fekete) és a szamitogépes

modell eredményeinek (sarga, kék) 6sszehasonlitdsa.
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Végpontok tavolsdganak derivaltja

A befogas és a végpont kozotti tavolsag derivaltja a végpont mozgasanak sebességét mutatja
meg az ivhossz fliggvényében. Véges differenciahanyadossal, kozelitve hataroztam meg.
Megfigyelhetd, hogy a végpont egyenletes sebességgel mozog addig, amig a csé egyenes
marad. Ahogy a csO kihajlik, lassulni kezd a ridvég mozgédsa majd a hatarérték elérésével

megall, esetleg nagyon lassan mozog tovabb (11. abra).

12.sorozat
1,2

1
0,8
0,6
0,4

0,2

0 5 10 15 20 25 30 35 40
ivhossz(cm)

végpont mozgasanak sebessége az
ivhossz fliggvényében (cm)

11. abra: Végpontok kézotti tavolsag derivaltja az ivhossz szerint (hasonlo késziilt a

tébbi sorozatnadl is).
Az el6z6 paraméterhez hasonldan itt is dbrazoltam azt a tartomdnyt, amelyben az értékek
mozogtak az ivhossz fliggvényében, és Osszehasonlitottam az algoritmus altal generalt
értékekkel (12. abra). Mind a részleges, mind a teljes befogassal szamitott gorbék értékei a
tartomanyon beliil mozognak, a teljes befogasnal talalunk csak egy kis eltérést, hamarabb kezd

el csokkeni a sebeség érteke.
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12. abra: Végpontok kozotti tavolsag derivaltia az ivhossz szerint: a
kisérletek (sziirk, fekete) és a szamitogépes modell eredményeinek (sarga, kék)

osszehasonlitasa.

-15 -



Legnagyobb szélesség

Ez a paraméter az egyes fazisokban a csd alakjanak az x tengelyen mért legkisebb és
legnagyobb értékének a kiilonbségét mutatja meg. Az értékeket szintén grafikonon abrazoltam,
ismét az ivhossz fliggvényében, hasonléan az el6z6 paraméterekhez (13.abra). Léathato, hogy
1épcsdzetes a fliggvény, amig a csd egyenes, addig a szélesség is kozel nulla. Amikor kihajlik,
az oldaliranyu kitérés egyenletesen ndni kezd, majd megall, a szélesség érétke addig konstans,
mig a masodik iv elkezd formaldédni. Maximumat a masodik iv kialakuldsa utan éri el, a

harmadik iv csak nagyon ritkan tér ki jobban, mint az elsd.

12.sorozat
12

10

Legnagyobb szélesség(cm)
D

0 5 10 15 20 25 30 35 40
ivhossz(cm

13. abra: legnagyobb széleség (hasonlo késziilt a tobbi sorozatndl is)
Az Osszehasonlitds szintén hasonld moddon tortént, mint az el6z6 paramétereknél. Nagy
kiilonbség, hogy az algoritmus altal szamolt gorbék szélességeinek értékei a kezdeti konstans
0 utén kozel linearisan ndvekednek, nem mutatnak 1épcsdzetes képet. Ez azzal magyardzhato,
hogy szimuléacio soran a két gorbe egyszerre ndvekedik, nem egymas utan, eldszor jobbra,
majd a masodik iv balra, mint a kisérleti eredményeknél (/4. abra). Mindkét szamitott gérbe

értékei eldszor a tartomany alatt vannak, majd az elsd 1épcsonél belépnek a tartomanyba.

12

10

maximum

= minimum
. V/

részleges bef.

teljes bef.

legnagyobb szélesség(cm)

0 10 20 30 40

ivhossz (cm)

14. abra: Legnagyobb tdavolsag az ivhossz fliggvényében: a kisérletek (sziirke,

fekete) és a szamitogépes modell eredményeinek (sarga,kék) osszehasonlitdasa
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Inflexids pontok szama

Az inflexiés pontok szamat tdblazatban abrdzoltam. Egy mérés kivételével (megcsuszott az

egész igy ki tudott alakulni még egy iv) mindegyik gorbének 3 inflexios pontja volt az érintés

pillanatdban. A tablazatbdl is kiolvashatd azon kiilonbség, hogy a kisérlet ivei egymas utan

alakulnak ki, mig a szamitogépes algoritmus ivei egyszerre kezdenek névekedni, tehat hamar és

hirtelen 2 inflexids ponttal rendelkeznek. Mindazonaltal a részleges befogassal szadmolt gorbe

az ivhossz novekedésével egyre inkabb hasonld szamu inflexios ponttal rendelkezik, mint a

kisérleti gorbék. A teljest befogast szimulald szamitdsokndl viszonylag hamar 3 inflexios ponttal

rendelkezik a gborbe, ennek az az oka, hogy a befogédsnal csak merdlegesen indulhat a gorbe,

mig a részleges befogast szimulalé szdmitasoknal megengedett a szogelfordulas csakugy, mint

ahogy az a kisérleteknél torténik.
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Ivhossz az onérintkezés fellépésekor

Minden kisérlet végén meghataroztam a bevezetett csé hosszat. Mivel a cs6 2 cm-ként be volt

jeldlve, ezért szemre fél cm-es pontossaggal tudtam meghatarozni a hosszt. Az alabbi tablazat

mutatja az értékeket:

kisérlet szama

2

3

5

6

7

8

11

12

részleges befogas

teljes befogas

ivhossz (cm)

30

27,5

30

33,5

38,5

34

29,5

38

33

Sajnos az algoritmus altal szamolt masodik gorbénél nem volt még érintés a szamolt tartomanyon

beliil, feltételezni lehet, hogy kb. 40 cm-es ivhossz esetén bekovetkezik az érintés.

Erintési pontok koordinatai

Utols6 paraméter az érintési pont helye. A kisérleteknél az érintési pont kozel azonos helyen

volt minden esetben. Az X koordinatak legnagyobb eltérése 1,12 cm, az Y koordinataké pedig

2,02 cm volt. A teljes befogéssal szamolt gorbe érintési pontja eltér, ez valosziniileg a fentebb

mar részletezett okok miatt van. Sajnos a részleges befogassal szamolt gérbe esetében nem volt

érintési pont, de a felrajzolt gorbesorozat alapjan (4. dbra) megbecsiilhetd a pont koordinataja:

X=0,6; Y=5,3. Ez pont jol illeszthetd a kisérletek érintési pontjai kdzé (15.abra).

2 3 5 6 7 8 11 12 |részleges bef.| teljes bef.
X 0,14 | 0,21 | 1,05 | 0,91 | 0,58 | 1,26 | 0,53 | 0,91 - -0,89
Y 545 | 495 | 552 | 536 | 4,67 | 523 | 511 | 6,97 - 3,51

Végalakok 6sszehasonlitdsa
16
4 Kisérlet szama
Y
12
®3
10 ®5
®6
8 e7
®3
e 11
s
b 12
4
L részleges bef,
feltételezett
2 ® teljes bef.
0
8 -6 -4 -2 0 2 4 6

15. dbra: Az érintési pontok helyei
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Alakok 0sszehasonlitasa

A kisérleti és a szamitott végalakokat egy grafikonon &brazoltam (16. abra). A részleges
befogasbol szamitott végalak jol beleillik a gorbeseregbe, feltételezhetd, hogy ha az érintésig
ment volna a szimuldcid, szintén hasonld alakot kaptunk volna. A teljes befogasbdl szamitott

gorbiiletei az Y tengely mentén lejjebb helyezkednek el, de alakra nagyon hasonlé a tobbi

gbrbéhez.
Végalakok 6sszehasonlitasa
16
14
12
Kisérlet szdma
10 e
—_3
8 —5
—6
6 8
11
12
4
részleges bef.
teljes bef.
2
0
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

16. dbra: A kisérleti (sziirkék) és a szamitogéppel generalt végallapotok (sarga, kék)

osszehasonlitdsa
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Osszefoglalas

Sipos Andras és Varkonyi Péter vékony, egyik végén befogott, rugalmas rudak surlodasi erdk
esetén bekovetkezd alakvaltozasat vizsgaltdk. A jelenséget matematikai modellel irtdk le,
emellett szamitogépes algoritmussal hatdroztdk meg a ridalakokat. Az szamitasok soran a a rad
hossza a befogastol egyenletes litemben novekszik, amit a surlodas akadalyoz. Dolgozatomban

az algoritmus eredményeit hasonlitottam 6ssze manualis kisérletekkel.

Két plexilap kozé korgylirti keresztmetszetli rugalmas kabelt vezettem be folyamatosan, egy
mereven rogzitett mianyag csovon keresztiil, majd a valtozast 1épésenként lefotoztam. A
kapott alakot digitalizaltam, és Osszehasonlitottam az algoritmus altal generalt alakokkal. Az
Osszehasonlitashoz sziikséges anyagi paramétereket, mint a fajlagos sturlodasi erd, rugalmassagi

modulus, laborkisérletekkel hataroztam meg.

A kisérlet €¢s a modell 6sszehasonlitasa soran az aldbbi paramétereket hatdroztam meg:
-befogas €s a végpont kozotti tavolsag az ivhossz fiiggvényében;
-ezen tavolsag az ivhossz szerint derivalva;
-legnagyobb szélesség az ivhossz fiiggvényében;
-inflexiés pontok szdma az ivhossz fiiggvényében;
-ivhossz (a betolt cs6 hossza);

-érintési pont koordinatai.
Az 6sszehasonlitas végeredményként igazolta az elméleti modell érvényességét, ami lehetévé

teszi annak alkalmazasat a gyakorlatban is. A mddszer tobb természeti jelenség szamos miiszaki

¢s orvosi alkalmazas soran eléforduld probléma leirasara, vizsgélatara alkalmas.
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