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1. A DOLGOZAT CELJA

A dolgozat legfontosabb feladata, hogy a mostaninal szélesebb kdrben (és magyar nyelven)
legyen ismert a Dale A. Hopkins, Gary R. Halford és Surya N. Patnaik altal publikalt' torzstartd
nélkuli erémoddszer, sikbeli racsos tartokra alkalmazva.

Emellett még masodlagos cél volt az eljaras elényeit két egyszer(i programmal bemutatni. Kor-
latozott programozasi ismereteim miatt természetesen egyaltalan nem tokéletesek, de remé-
lem, hogy otletet és lelkesedést adnak egy komolyabb szoftver létrehozasara.

2. TORZSTARTO NELKULI EROMODSZER (INTEGRATED FORCE METHOD)

Jelen esetben nem a teljes modszert ismertetem, hanem annak csupan a racsos tartokra vo-
natkozo formajat.

2.1. ROVID ISMERTETES

Statikailag hatarozatlan szerkezeteknél (mint ahogy a nevik is mutatja) az egyensulyi egyen-
letek direkt megoldasa azért nem lehetséges, mert az ismeretlenek szamanal kevesebb az
egyensulyi egyenletek szama. Az egyensulyi egyenletek csak eré ismeretleneket tartalmaznak.
A torzstartd nélkuli erébmddszer modellje esetén a szerkezet mar nem merevtestekbdl épul fel,
hanem linearisan rugalmas (Hooke-torvény szerinti) racsrudakbdl. Ennek elénye, hogy bévll a
felirhatd egyenletek kdre az er6-elmozdulas egyenletekkel és egyben né az ismeretlenek sza-
ma is az elmozdulas ismeretlenekkel. Mivel ez az utdbbi egyenletrendszer pont olyan fokban
Lulhatarozott”, mint amennyire az egyensulyi egyenletrendszer ,hatarozatlan”, a két egyenlet-
rendszer egyutt mar megoldhatéva valik.

Ha csak a ruderékre vagyunk kivancsiak, akkor a masodik egyenletrendszerbdl kikiiszdbdlve
az elmozdulas ismeretleneket, a szerkezet hatarozatlansagi fokszamaval megegyezé egyenlet-
rendszert fogunk kapni. Ezeket egyesitve az egyensulyi egyenletrendszerrel meghatarozhatok
az er6 ismeretlenek anélkil, hogy torzstartot kellett volna valasztani.

Természetesen ez forditva is elvégezhetd. Tehat ha az elmozdulasokat teikntjlik elsédleges
ismeretleneknek, akkor az er6 ismeretlenek kikliszobodlése utan jutunk az elmozdulas ismeret-
leneket megado egyenletrendszerhez. (Ez a kdzismert elmozdulasmaodszer.) A dolgozatban
csak az erébmaodszerrel foglalkozunk.

A torzstartd nélklli erémoddszer a kdvetkezb lépéssorbdl all:

- Hozzuk Iétre az egyensulyi egyenletrendszert és matrixat.

- EbbdI hozzuk létre az alakvaltozas - elmozdulas egyenletrendszert és matrixat.

- EbbdI eliminaljuk (a geometriai peremfeltételek figyelembe vétele utan) az elmozdulas isme-
retleneket, ezaltal Iétrehozva az un. peremfeltételi kompatibilitasi egyenleteket.

- A Hooke-torvény segitségével az alakvaltozasokat kifejezzik a ruderdk fuggvényében. Ezt
beirva a peremfeltételi kompatibilitasi egyenletekbe megkapjuk az egyensulyi egyenletrendszer
megoldhatdsagat biztosito tobbletegyenleteket.

- Ezzel kiegszitve az egyensulyi egyenletrendszert meghatarozzuk a ruderdket.

2.2. FELTEVESEK

A dolgozatban ismertetésre kerulé mddszer esetében a kdvetkezé feltevésekkel kell éInlnk:
» Avizsgalt szerkezet sikbeli racsostarto.

» Aszerkezet nem lehet statikailag tulhatarozott. Varhatéan statikailag hatarozatlan.

* A szerkezetre csak a csomopontokban és csak a szerkezet sikjaban hatnak terhek vagy

1 Dale A. Hopkins, Gary R. Halford és Surya N. Patnaik: Integrated Force Method Solution
to Indeterminate Structural Mechanics Problems (2004)
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tamaszerdk. Hajlitott elem nem fordul elé.

» Arudaknak csupan ,elméleti” keresztmetszetlk van, azaz a modellben kétdimenzids elem-
ként kezeljuk 6ket.

* Arudak csak a csomopontokban talalkoznak, latszélagos metszésuk esetén ,kitéré” hely-
zetben vannak.

« A csomopontokon belll a rudak tengelyei és a terhek hatasvonalai egy pontban metszik
egymast. Nem keletkezik nyomaték.

- Ervényes a Bernoulli - Navier hipotézis.

* Arudak linearisan rugalmasak. (A Hooke - torvény szerint.)

* Arudak egyforman viselkednek huzasra és nyomasra. Nem mennek tonkre semmilyen
els6rendi (példaul szakitészilardsag kimerulése) vagy magasabb rendi (példaul kihajlas)
terhelésre, illetve ezek hatasai sem jelentkeznek.

+ Csak kis elmozdulasok jonnek létre.

2.3. AZ EGYENSULYI EGYENLETRENDSZER

Az egyensulyi egyenleteket a racsos tartdé csomopontjaira felirt vetlleti egyenletek. A gatolt
elmozdulasu, megtadmasztott csomopontok esetén a gatolt elmozdulas iranyaban ezt nem tesz-
szuk meg, hiszen csak a tdmaszerét adja meg.

A rendezett egyenletrendszer egyutthatoibol hozzuk Iétre az egyensulyi egyenletrendszer B
matrixat. (A tovabbiakban B matrixon ezt értem.)

2.4. ALAKVALTOZAS - ELMOZDULAS EGYENLETRENDSZER

Az alakvaltozas - elmozdulas egyenleteket a racsrudakra irjuk fel a végpontjaik, azaz a csomoé-
pontok elmozdulasanak fuggvényében. Arra a rudra nem irunk fel egyenletet, melynek mindkét
vége mindkét iranyban rogzitett, hiszen ezaltal nem képes megnyuini.

A rendezett egyenletrendszer egyutthatoibdl lehet Iétrehozni az alakvaltozas — elmozdulas
egyenletrendszer matrixat. Szerencsére ezzel azonos eredményt kapunk, ha az egyensulyi
egyenletek matrixanak transzponaltjat vesszik. (Ezzel a szamitas folyamata is nagyban egy-
szer(isodik és rovidul.)

(A tovabbiakban ezt BT matrixként jelolom.)

2.5. APEREMFELTETELI KOMPATIBILITASI EGYENLETEK

Az alakvaltozas — elmozdulas egyenletrendszerbdl (az elmozdulasokra vonatkozo peremfelt-
telek figyelembevétele utan) kiejtjuk az elmozdulas ismeretleneket, amelyek a megmarado
elmozdulas ismeretlenekk kifejezheték. Ezaltal egy kisebb egyenletrendszert kapunk, ami az
alakvaltozas ismeretlenek kozotti kapcsolatot adja meg.

Ezeket (a csak alakvaltozasokat tartalmazd) egyenleteket nevezzik peremfeltételi kompatibi-
litdsi egyenleteknek. (Tovabbiakban € matrix jeldli a peremfeltételi kompatibilitasi egyenletek
egyutthaté matrixat.)

Természetesen ezt barmilyen egyenletrendezési modszerrel el lehet érni, de a programban is
alkalmazhat6 algoritmus, hogy kifejezziuk az egyik elmozdulast, behelyettesitjik a tdbbi egyen-
letbe, majd ezt addig ismételjlik, mig nem marad elmozdulas ismeretlen a megmaradé egyen-
letekben. (Felhasznalhaté még esetleg a C*BT=0 Osszefliggés? is.)

2 Dale A. Hopkins, Gary R. Halford és Surya N. Patnaik: Integrated Force Method Solution

to Indeterminate Structural Mechanics Problems (2004) 13. oldalan
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2.6. ERO - ALAKVALTOZAS OSSZEFUGGES

A Hooke-torvény szerint a ruderdk és a rudak megnyulasa egyenesen aranyos egymassal.
Al

= » F
ExA

Azaz a megnyulas egyenl6 a rud eredeti hosszanak és a ruder6 szorzatanak, valamint a rugal-
massagi modulus és a rudkeresztmetszet szorzatanak hanyadosaval.

Ezt felhasznalva a peremfeltételi kompatibilitasi egyenleteket at tudjuk alakitani oly médon,
hogy csupan erd ismeretlenek legyenek bennuk.

2.7. MEGOLDAS

Az el6bbi Iépésben atalakitott peremfeltételi kompatibilitasi egyenleteket az egyensulyi egyen-
letrendszerhez flizve egy hatarozott egyenletrendszert kapunk eredményként. Ezt megoldva
megkaphato az 6sszes ruderd. (Amely radnak mindkét vége mindkét iranyban régzitve volt,
abban nem mikodik erd. Ez kdnnyen bizonyithaté a Hooke-torvénnyel, ha Al=0-ra keressuk a
hozza tartozo erét®.)

2.8. OSSZEFOGLALAS

Amint lathato, az egész mddszer igen konnyen algoritmizalhatd, ami a szamitogépes szamita-
soknak kedvez. Tovabbi el6nye, hogy nem kell torzstartot kivalasztani, ami kulonésen a magas
hatarozatlansagi fokszamu szerkezeteknél el6ny0s. Ezzel egyszerre ejtunk ki egy komoly hi-
balehet6séget (igy nem tudunk rossz torzstartot valasztani) és konnyitjuk meg a szamitdégépes
programozast (nem kell megtanitani a szoftvernek, hogy mitél j6 egy torzstartod).

Ugyanakkor komoly hatranya, hogy igen nagyméret(, nem szimmetrikus egyenletrendszerrel
kell dolgozni, amiben konnyl szamitasi hibat véteni. Ezt érdemes szamitogépes matrix-kezeld
programmal athidalni.

3 Ez nem igaz abban az esetben, ha héterhelésnek tesszuk ki a szerkezetet, de ettél most
tekintsunk el.
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3. PROGRAMOK

A torzstartd nélkuli erémddszer demonstralasara Matlab programnyelven irtam két programot.
Az egyszerlbb lényegében a 2.1. pontban ismertetett eljarason alapul, annak viszonylag ala-
csony szamitasi kapacitasat és konnyen kovethetd algoritmusat kihasznalva. Célja a ruderdk
minél gyorsabb kiszamitasa.

A bonyolultabb program ezzel szemben az eredeti médszernek egy médositott valtozatat alkal-
mazza, de hasonld logikan alapul. A szamitasi id6 itt masodlagos volt, f6 célja a minél altalano-
sabb, minél tdbb - a szerkezetet vagy a viselkedését jellemzd - adat kezelése és dsszekapcso-
lasa.

Mindkét esetben a mellékletben talalhaté maga a kédsor, valamint a hasznalatot illusztralo egy-
egy példa.

3.1. AGYORSABB PROGRAM

Ez a program a révid szamitasi idére van ,kihegyezve”, igy viszonylag egyszer(bb is.
A kdnnyebb kezelhet6ség érdekében tobb futasi szakaszra van bontva:

- topolégia megadasa,

- geometria, tamaszok, terhek megadasa és

- megoldas kiszamitasa.

3.1.1. TOPOLOGIA MEGADASA

Itt Iényegben egyetlen 2 oszlopos matrixot kell megadni bemend adatként. Minden eleme egy-
egy csomopont sorszama, minden sora egy-egy rud (amit meghataroz a két végén lévé cso-
mopontok sorszama).

3.1.2. GEOMETRIA, TAMASZOK, TERHEK MEGADASA

Ha megtartjuk, hogy 1-t6l indulva szamozunk, meghatarozhaté a csomépontok szama (leg-
nagyobb sorszam) és a rudak szama (sorok szama). Ez alapjan dsszeallithaté két (az adott
szerkezetre vonatkozo) tablazat, mely egyszerre kdnnyiti meg a tovabbi adatok bevitelét és az
adatok tarolasat. (Egyet a csomépontok adatainak és egyet a rudak adatainak.)

(A kezelhetéség kedvéért érdemes egy fejlécet is beilleszteni, hogy ne kavarodjunk bele az
oszlopokba.)

A terheket x és y vetuletre bontva lehet megadni, mig a tamaszoknal értelemszerlien gatolni
kell az adott csomoépont mozgasat a kivant iranyban.

Természetesen az adatokat kulsé tablazatbdl is lehet importalni.

3.1.3. MEGOLDAS

Ez a program Iényegi, egyuttal a leghosszabb futasi idével bird része. A kovetkezd fébb 1épé-
sekkel jellemezhetod:

- egyensulyi matrix Iétrehozasa,

- peremfeltételi kompatibilitasi matrix Iétrehozasa,

- alakvaltozasok kifejezése a ruderék fuggvényében (Hooke-torvény),

- terhek oszlopvektorra alakitasa és végul

- az egyenletrendszer megoldasa.

3.1.3.1. Egyensulyi matrix

Viszonylag egyszerl algoritmussal eléallithaté. Lényegében minden csomoépontra (x és y irany-
ban) fel kell irni a vetlleti egyenleteket. (Kivéve a gatolt elmozdulasok iranyaban.) Mivel nem
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szukséges a teljes egyenletrendszert felirni, csupan az egyenletrendszer egyutthaté matrixat,
igy minddssze a csomoépontokhoz kapcsolddo rudak vetlleti irannyal bezart szogének koszinu-
szait kell kiszamolni, ami a vetlleti és a valds rudhossz hanyadosa. (A csomépontra nem hato
ruder6k egyutthatoja nulla.)

3.1.3.2. Peremfeltételi kompatibilitasi matrix

A szamitasi id6 leroviditése érdekben a peremfeltételi kompatibilitdsi matrixot az egyensulyi
matrixbol szamitjuk ki. Ehhez a C*BT=0 0sszefliggésbdl (is) adédé B*CT=0 dsszefliggést
érdemes alkalmazni.

Egyes programozasi kdrnyezetekben (példaul az altalam is alkalmazott Matlab szoftvernél)
ehhez par el6készitd lépést kell tenni. EI&szor ki kell szamolni a hatarozatlansag fokszamat (C
matrix sorainak szama). Mivel annyi egyenlet kell, ahany rud(erd) van, igy egyszerien kivonjuk
a rudak szamabadl az egyensulyi matrix sorainak szamat. Ennek segitségével definialni tudjuk
CT™ matrixot. Végul pedig fel kell télteniink a megnyulas nélkili - és még egy - rudak helyét
egyesekkel*.

Ekkor még mindig fennall, hogy a fennmarado értékek a € matrixban barmilyen k konstanssal
megszorozva telijesen megfelelnek. (k*B*CT=0 barmely k-ra igaz, ha B*C7=0.) Am ameny-
nyiben az egyik ruder6hoz tartozé értékeket manualisan (példaul 1-nek) megadjuk, ezzel az
Osszes tobbi értéket kényszeritjuk, hogy igazodjon hozza. Ezaltal mar csak egyetlen megoldas
létezik, amit a Matlab mar egyértelmlen képes meghatarozni.

Amint az esetleg szikséges el6készuletekkel végeztink, oldassuk meg a programmal a
B*CT=0 Osszefliggést. (Ezen a ponton lehet tovabb réviditeni a futasi idét, ha egy erre a prob-
lémara optimalizalt megoldo szoftvert vagy kddsort alkalmazunk.) Végul vegyuk a €T matrix
transzponaltjat.

3.1.3.3. A Hooke-térvény

Mivel a kompatibilitasi matrix egyutthatéi még a megnyulasokra vonatkoznak, igy mindet meg
kell szorozni a hozza tartozé rud hosszaval és el kell osztani a keresztmetszetével és a rugal-
massagi modulusaval.

ExAl=kx ® F

ExA
Azaz ahhoz, hogy az alakvaltozashoz tartoz6 k egyutthato helyett a ruder6khoz tartozé egydutt-
hatokat kapjunk, k értékét meg kell szoroznunk a vonatkozo rud hosszaval és el kell osztanunk
a rud rugalmassagi modulusaval és keresztmetszetvel, azaz a huzasi merevségével.
Erre megfelel6 eljaras, hogy egy alkalmas méretl (rudak szama x rudak szama) kvadratikus
zérus matrix féatlojat feltoltjik a rudakhoz tartozé hossz és a rud huzasi merevségének ha-
nyadosaval. Ezzel a € matrixot megszorozva a megoldashoz szikséges plusz egyenletekhez
jutunk.

3.1.3.4. Terhek oszlopvektorra alakitasa
Ennél a Iépésnél a kdvetkezbkre kell figyelni:

- A gatolt elmozdulasu iranyokban a ,terheket” a tamaszerék jelentik, emiatt ez a vetuleti
egyenlet eleve bele sem kertlt az egyensulyi egyenletrendszerbe. Tehat a hozza tartozé terhet

4 Ennek oka, hogy lehetnek olyan rudak, melyeknek mindkét vége rogzitett mindkét
irdnyban, igy nem tudnak megnyulni, ezaltal nem képesek erét felvenni. Tovabba az egyensulyi
matrixban a hozzajuk tartozé raderék egyitthatoéja mindig nulla, emiatt a B*CT=0 m{iveletben
a Matlab nem tudja megfeleléen kezelni 6ket. Mivel tudjuk, hogy végul a ruderé értéke ugyis
zérus lesz, igy nyugodt szivvel helyezhetlink a kompatibilitasi egyenletekben nem nulla ténye-
z6t eléjik. (Es a végeredményként ezt a zérus értéket meg is kapjuk.)
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is ki kell hagyni.

- Aterheket abban a sorrendben kell elhelyezni a vektorban, amilyenben a hozzajuk tartozé
vetlleti egyenletek vannak.

- A peremfeltételi kompatibilitasi egyenletekhez nem tartoznak terhek, tehat a tehervektor utol-
s6 sorait (amennyi sora € matrixnak van) nullaval kell feltdlteni.

(Az els6 két pont miatt érdemes az egyensulyi egyenlet eléallitasaval parhuzamosan elkészite-
ni a tehervektort.)

3.1.3.5. Megoldas
Az egyensulyi egyenletrendszerbdl és a Hooke-torvény segitségével atalakitott peremfeltételi

kompatibilitasi egyenletekbdl (pontosabban ezek matrixaibdl és a tehervektorbdl) hozzuk létre
a végleges egyenletrendszert, majd ezt megoldva megkapjuk a keresett ruderéket.

3.2. AZ ALTALANOSABB PROGRAM

Az eldz6 fejezetben ismertetett modszer kifejezetten a raderék meghatarozasara van optimali-
zalva. Am hasonlé logika mentén eljuthatunk egy olyan eljarasig, ami sokkal tébb, a szerkeze-
tet és erdjatékat jellemzd paraméter kezelésére alkalmas.

Lényege, hogy nem kiszobdlunk ki ismeretlent. Tehat az 6sszes csomdponra felirjuk a vetuleti
egyenleteket (igy a reakciderdk is az ismeretlenek kézé kerllnek), valamint nem hozzuk létre a
peremfeltételi kompatibilitdsi egyenletrendszert, hanem az er6-elmozdulas egyenletrendszerrel
helyettesitjuk. Emellett a tamaszok tipusa (goérgds vagy csuklés) és szoge allithatd, valamint a
terheket sem vetlletikkel, hanem nagysagukkal és szdgukkel lehet megadni.

igy egy olyan dsszefiiggés-rendszert kapunk, amely kifejezi a szerkezet geometridja, megta-
masztasa, alakvaltozasa, terhelése, valamint a szerkezetet alkot6 rudak belsé ereje, kereszt-
metszete és anyaga (rugalmassagi modulusa) k6zétti kapcsolatot.

Ha mindezt paraméteresen vezetjuk le, akkor egy adott szerkezet-tipusra alkalmazhaté altala-
nos megoldo-egyenletrendszert kapunk. Ezt egyes, szamunkra fontos ismeretlenekre rendez-
ve annak értékét a tobbi ismeretlen zart alaku fluggvényként meghatarozza. Ezaltal alkalmassa
valik optimalizalasra és hibavizsgalatra is. (Ez utébbi alatt az épitési pontatlansagokbdl szar-
mazo6 geometriai hibakat értem.)

Hatranya ugyanakkor, hogy a tébb ismeretlen és egyenlet miatt sokkal nagyobb méretli mat-
rixokkal kell dolgoznunk, igy szamitasigényesebb és lassabb, mint az el6z6 program.

A kdnnyebb kezelhet6ség érdekében itt is tobb futasi szakaszra van bontva a program:
- topolégia megadasa,

- geometria, tamaszok, terhek megadasa és

- megoldas kiszamitasa.

3.2.1. TOPOLOGIA MEGADASA

Itt az el6z6 programban leirt 2 oszlopos matrix mellett egy (oszlop)vektort is meg kell adni,
melyben felsoroljuk azon csomopontokat, melyeket meg akarunk tdmasztani.

3.2.2. GEOMETRIA, TAMASZOK, TERHEK MEGADASA

A mar emlitett médon lehet a csomoépontok és a rudak tablazatat eléallitani. Emellett itt az 6sz-
szes felsorolt tdmasznak is kell egy kulon tablazat (illetve abban egy sor), amelyben tobbek ko-
z06tt azt is be lehet allitani, hogy gorgés vagy fix csuklés megtamasztast kivanunk alkalmazni.
Fontos kulénbség az eddigiekkel ellentétben, hogy nem kell a teljes tablazatot kitdlteni, az
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alapértelmezetten paraméterekkel van feltdltve, melyek akar benn is hagyhatdk.
Természetesen az adatokat itt is lehet kilsé tablazatbdl importalni.

3.2.3. MEGOLDAS

Ennél a programnal Iényegesen hosszabb futasi idével kell szamolni, mint az el6zénél. (A
konkrét értéket nagyban befolyasolja, hogy hany paramétert hagyunk a rendszerben.) A kdvet-
kezd f6bb Iépésekkel jellemezhetd:

- egyensulyi matrix Iétrehozasa,

- alakvaltozas - elmozdulas matrix létrehozasa,

- alakvaltozasok kifejezése a ruderék fuggvényében (Hooke-torvény),

- terhek oszlopvektorra alakitasa és végul

- az egyenletrendszer megoldasa.

3.2.3.1. Egyensulyi matrix

Hasonldan allithato el, mint a korabbi esetben. Lényegében minden csomopontra (x és 'y
iranyban) fel kell irni a (kapcsolodo) ruderék vetlleti egyenletét. (A megtamasztott iranyokban
is.) Jelen esetben nem csupan a ruderék, hanem a tamaszerdk egyutthatéi is szukségesek.
Tehat a kapcsolddd rudak és tdmaszok vetlleti irannyal bezart szégeinek koszinuszait kell
kiszamolni, ami a rudak esetében a vetlleti és a valos rudhossz hanyadosa. (A csomdpontra
nem hato rud- és tdmaszerék egyutthatoja nulla.)

3.2.3.2. Alakvaéltozas - elmozdulas matrix

Jelen esetben is fel lehetne irni az alakvaltozas - elmozdulas egyenleteket: a tamaszokat rugal-
mas rudakkeént kezelve, minden rud megnyulasat a rudvégek elmozdulasanak fuggvényében
kifejezzUk (x és y iranyban kulon-kulon). Szerencsére ennél sokkal egyszeriibb az elébb Iétre-
hozott egyensulyi matrixot transzponaini.

Azért, hogy a késébbiekben kdnnyebben tudjuk majd kezelni az alakvaltozas - elmozdulas
egyenletrendszert, érdemesebb nullara redukalni. Ezaltal az egyenletrendszer matrixa némileg
modosul, az elejét az egyensulyi matrix transzponaltja, mig a végét az elmozdulasok egyuttha-
toibdl kialakuld diagonal - hipermatrix (nevezzik D matrixnak) képezi.

[BT|D]
3.2.3.3. Hooke-tbérvény

A deformaciok egyutthatéit az el6z6 pontban leirt D diagonalmatrix tartalmazza, ennek tagjait
kell megszorozni a vonatkozé rud hosszaval, valamint osztani a rud huzasi merevségével. (Ne-
vezzik D -nak az igy elGallitott matrixot.) Tamaszok esetén a helyettesité rugalmas rud hosz-
szat és keresztmetszetét javasolt egységnyire valasztani, mig rugalmassagi modulusat igen
nagyra.

(Megkonnyiti a szamitégépes kezelést, ha D matrixot mar az el6z6 pontban levalasztjuk és
kalonallo matrixként kezeljuk.)

3.2.3.4. Terhek oszlopvektorra alakitasa

Jelen esetben csupan arra kell figyelni, hogy a terhek megfeleld vetlletét alkalmazzuk (a teher
szogenek megfelel6 szogflggvényével szorozzuk meg a teher nagysagat). Természetesen
csak az egyensulyi egyenletekhez tartozik teherérték, igy a tehervektor alsé sorai (BT matrix
sorainak szamaval egyez®) ismét zérus vektort fognak alkotni.



Fontos megjegyezni azt is, hogy az ismeretleneket tartalmazé oszlopvektor elején a ruderéket
és a tamaszerdket kell felsorolni, mig az alsé sorokban (BT matrix sorainak szamaval egyez6)
az elmozdulas ismeretlenek fognak szerepelni.

3.2.3.5. Az egyenletrendszer megoldasa

Az egyensulyi egyenletrendszert (illetve annak az elmozdulasokra bdvitett, azaz egy nullmat-
rixszal megtoldott valtozatat) kiegészitve az erd - elmozdulas egyenletrendszerrel (az atalaki-
tott deformacio - elmozdulas egyenletrendszer, a Hooke-torvényt is alkalmazva) megkapjuk a
végsd egyenletrendszer kvadratikus matrixat.

[0 |B]
[B7ID, ]

Bar elképzelhet6 mas elrendezés is, javasolt az itt kozoltet alkalmazni, mivel igy szimmetrikus
matrixot kapunk eredményként.

Teljesen paraméteres egyenletrendszer esetében a ruderdk, tdmaszerdk és elmozdulasok ke-
resésekor érdemes a kapott matrix inverzét venni, majd ezt megszorozni a tehervektorral.
Természetesen meg lehet oldani mas mddon is, de minél kevesebb a skalar tényez6, egyes
automatikus megoldé alprogramok (példaul a Matlab solve parancsa) annal tobb eréforrast és
id6t fognak igényelni.



4. OSSZEHASONLITAS MAS MODSZEREKKEL

Ebben a fejezetben a racsostartokra alkalmazott torzstarté nélkuli erémddszerhez képest pro-
balom felsorolni mas (hatarozatlan szerkezetekhez alkalmas) megoldasi modszerek elényeit és
hatranyait. Ennek alapjat Dr. Szab6 Janos és Dr. Roller Béla konyve® adja.

4.1. ELMOZDULASMODSZER

Jelentés elbnye, hogy merev csomopontok esetén is alkalmazhatd. Ezaltal a vizsgalhatdak

a keretek és a befogott tamaszu szerkezetek is, valamint a nyomatékokat is képes kezelni.

A megoldasi elv alapjaiban nagyon hasonlé a torzstartd nélkuli erébmodszer elvéhez, hiszen

a csomopontok elmozdulasabdl adodo szerkezeti rudak valaszreakciojat vizsgalja, ezekbdl a
teljes szerkezet viselkedését leird matrixot allit fel. E merevségi matrix egy kvadratikus, szim-
metrikus hipermatrix, melynek dimenzidit a szabadon elmozdulé csomoépontok elmozdulasi
szabadsagfoka adja meg. Altalaban megfelel6 csomépontszamozassal szalagmatrixsza alakit-
hato, igy tarolasa kisebb kapacitast igényel.

Ugyanakkor jéval iddigényesebb és Osszetettebb a teljes szamitas elvégzése. (Féleg amiatt,
hogy elsédlegesen az elmozdulasokat kapjuk meg eredményként, amibdl vissza kell szamitani
a ruderdket.)

4.2. ALTALANOSITOTT ELMOZDULASMODSZER

Az el6z6 pontban felsoroltak mind érvényesek erre az eljarasra is. Ezen felll tovabbi nagy
elénye, hogy valtozé keresztmetszet, gorbe rud, megoszlé teher vagy rudkdzben hatd teher
esetén is legalabb kozelité eredmény megadasara alkalmas. Ugyanakkor megsokszorozédik a
csomopontok szama, igy még tobb tarolasi és szamitasi kapacitast igényel. (Bar el6bbi hatra-
nyat kissé tompitja, hogy megfelel6 csomdpontszamozas esetén un. kvazi-hiperdiagonalmat-
rixsza alakithatd, ami még a szalagmatrixnal is kdnnyebben tarolhaté.) Tovabbi elénye, hogy
kinematikai vizsgalatra is alkalmas.

Ugyanakkor ismét kiemelném, hogy elsédlegesen az elmozdulasokat kapjuk meg eredmény-
ként, igy a tdbb csomdpont azért is gond, mert a ruderék kiszamitasa is még hosszadalma-
sabb maveletté valik.

4.3. EROMODSZER

Ahogyan a neve is mutatja, egyik nagy elénye, hogy (a torzstarté nélkuli erdbmodszerhez ha-
sonléan) eredményként magukat a ruderéket kapjuk meg. Ilgen hasznos modszer abban az
esetben, ha csak néhany ruderére vagyunk kivancsiak. Szintén elényds olyan esetekben, ha a
vizsgalt szerkezet hatarozatlansagi fokszama alacsony.

Viszont a szamitasok munka- és idéigénye kozel egyenes aranyban né a hatarozatlansagi fok-
szammal, ami komoly hatrany az egyesitett er6dmodszerhez képest.

4.4. STATIKAILAG HATAROZATLAN TORZSTARTO MODSZERE

Ez az eljaras f6leg tobb hasonld, 6sszekapcsolt hatarozatlan szerkezet estén a leghatéko-
nyabb. Lényege, hogy ott alkalmazzuk az erémddszert és az elmozdulasmddszert, ahol azok
elényei jobban érvényesiulnek. (Példaul szelemenekkel 6sszekapcsolt befogott allasok esetén
a szelemenekben hato belsd erbket erdbmodszerrel szamitjuk ki, mig az allasokat elmozdulas-
modszerrel. Mivel az alszerkezeti csoportok tdbbsége feltehetéen azonos kialakitasu és terhe-
lésii, minden esetet csak egyszer kell megoldani.)

Legnagyobb hatranya, hogy nehezen algoritmizalhatd, hiszen az egész eljaras alapja az, hogy
j6 érzékkel kulonitjuk el az erébmodszerrel és az elmozdulasmddszerrel megoldandé szerkezeti
részeket.

5 Dr. Szab¢6 Janos, Dr. Roller Béla: Rudszerkezetek elmélete és szamitasa (Miszaki
Kdényvkiadd, Budapest, 1971)
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5. FELHASZNALT IRODALOM ES PROGRAMNYELV

Bizom benne, hogy sikertlt érthetéen és szabatosan ismertetnem a torzstarté nélkuli eré6maod-
szer racsos tartdkra vonatkozé részét. Amennyiben esetleg sikertilt felkeltenem az érdeklédést
a téma irant, batran ajanlom a dolgozathoz felhasznalt irodalmakat.

5.1. Felhasznélt irodalom

« Dale A. Hopkins, Gary R. Halford és Surya N. Patnaik: Integrated Force Method Solution
to Indeterminate Structural Mechanics Problems (2004) - http://ntrs.nasa.gov/archive/nasa/
casi.ntrs.nasa.gov/20040045162.pdf (utoljara megtekintve: 2014. oktdber)

* Ugyanerrdl a témardl egy bévebb kiadvany a szerzéktél:
Surya Patnaik,Dale Hopkins: Strength of Materials - A New Unified Theory for the 21st Cen-
tury (Butterworth-Heinemann, 2003)

* Dr. Szabd Janos, Dr. Roller Béla: Rudszerkezetek elmélete és szamitasa (Miiszaki Konyv-
kiado, Budapest, 1971)

5.2. Alkalmazott programnyelv

A mellékletben talalhatd kddokat Matlab programnyelven irtam, azokat megfeleld szoftverkor-
nyezetbe masolva a programok teljes értékiien mikoddnek.
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6. PELDA EGY SZERKEZET MEGOLDASARA EGYESITETT EROMOD-
SZERREL

- 6 -

EA=all.

B.=F = F
[ R=B=7

— |
|

N lia = -E:aé»:"h"lﬁ

liz=133=6

—

1 524 = 2"\'|I§

| —
|
|

—

A nem rogzitett csomoponti iranyokra felirt egyensulyi egyenletek:

1
—F3 —%Fs =0
&

1 1 2 1
= T Fhe T Fha =3
W Vv V V2
1 2 1 1
Vz 3 V5 vz

Az egyensulyi egyenletrendszer matrix alakja, valamint a transzponaltjabadl kialakitott deforma-
cio - elmozdulas egyenlet matrix alakja:

-1 0 0

0 0 0 Aly, {00 o0 = "2 g

ﬂ i i T—’JZ .ﬁi:s T an —-F
/5 5 2 -1 -1 -
L % ug = Alg 0 = F 7 X Fa= -»'FZ

0 N Vs Alyg 0 ;E '—; ;_z Fis —

-1 -1 1 Al oy R Fas v

'\.."f '\."E '\."E

A deformacio - elmozdulas egyenletrendszer:

Alyy = —v,
Alan =10
Alga =—us+ 1_'r£4
45 /5
Alys = —i_u‘, — 2_1*14
V5 V5
Alge =— 1_'r£2 —l_u4 + 1_'rs4
v2 © 42 V2



Ebbdl eliminalva az elmozdulasokat megkapjuk a kompatibilitasi egyenleteket:
ﬁi:a = {]
V2AL,s = Aly; — 5(Algy + Alys)
A Hooke-torvényt alkalmazva a kdvetkezd kiegészitdé egyenleteket kapjuk:

an = ﬂ
ﬂ = EF:L: - 1{]F14 - 1{] Faq_ - 4'F:4

Az igy adodo, immar hatarozott egyenletrendszer:

—Fz —=F =0
w2
1 1 2
——=F4 —=F4 + =F34 = —5P
a2 +5 W
1 2 1 1
—.—Fﬂq. —.—F14 + —.—F34 = —.—P
v V5 V5 v
an = ﬂ

Ezt rendezve:

1
R =—?F:4
Y
F14 - F!H
=
2
—(3/2+4
s = ( ) A —46,2kN
HIFE 4 20

F» ® 79,3kN
Fﬂg = ﬂ -1

Fys & —46,2kN
Fs ¥ —46,2kN
Fps ¥ 112,2kN

7|‘
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7. A GYORSABB PROGRAM KODJA ES EGY PELDA MEGOLDASA

) ] ] kN
A vizsgalando szerkezet: Dr
P
20
clear all
clc

Ide jon az a szdveg, hogy mit kell tudni a programrdl, valamint hogy hogyan kell kitolteni a matrixokat.’
,Példaul’

kapcsolatok=[1,2;2,3;3,4;4,1;1,3;2,4]

kapcsolatok=[1,2;2,3;3,4;4,1;1,3;2,4]

kapcsolatok

rudak_szama=length(kapcsolatok);
csomopontok szama=max(max(kapcsolatok));

%Csomodpontok tablazatanak elkészitése.

syms csomopont_szama x_koordinata y_koordinata gatolt_mozgas_x_iranyban gatolt_mozgas_y_iranyban teher-
_X_iranyban teher_y_iranyban;

,Gatolt mozgas: 1, szabad mozgas: 0.’

CSPcim=[csomopont_szama, x_koordinata, y_koordinata, gatolt_mozgas_x_iranyban, gatolt_mozgas_y irany-
ban, teher_x_iranyban, teher_y_iranyban];

CSPszam=[[1:csomopontok_szama]’, zeros(csomopontok_szama,6)];

CSP=[CSPcim;CSPszam]

%Rudak tablazatanak elkészitése.

syms rud_egyik_vege rud_masik_vege rugalmassagi_modulus keresztmetszet;
RUDcim=[rud_egyik_vege,rud_masik_vege, rugalmassagi_modulus, keresztmetszet];
RUDszam=[kapcsolatok, ones(rudak_szama,2)];

RUD=[RUDcim;RUDszam]

,Adja meg az értékeket CSPszam és RUDszam matrixokat megnyitva. Az >IFMgyors_ Frissit.m< script inditasaval
frissithet.’

CSPszam moddositasa:

1 20 20 O 0 -1 0
2 20 O 0 0 0 0
3 0 20 1 1 0 0
4 0 0 1 1 0 0

B



RUDszam modositasa:

1 2 210 300

2 3 210 300

3 4 210 300

4 1 210 300

1 3 210 300

2 4 210 300
::::=|Fngors_Frissit_m::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
clc

kapcsolatok

,Gatolt mozgas: 1, szabad mozgas: 0.’

CSP=[CSPcim;CSPszam]

RUD=[RUDcim;RUDszam]

,Adja meg az értékeket CSPszam és RUDszam matrixokat megnyitva. A >IFMgyors_Frissit.m< script inditasaval

frissithet.’

CSP=[CSPcim;CSPszam]
RUD=[RUDcim;RUDszam]

%Egyensulyi egyenletek matrixanak eléallitasa
syms Bx By

Bx=zeros(double(csomopontok_szama-sum(CSP(2:csomopontok_szama+1,4))),double(rudak_szama));
By=zeros(double(csomopontok_szama-sum(CSP(2:csomopontok_szama+1,5))),double(rudak_szama));
px=zeros(double(csomopontok_szama-sum(CSP(2:csomopontok _szama+1,4))),1);
py=zeros(double(csomopontok_szama-sum(CSP(2:csomopontok _szama+1,5))),1);

k=0;
for i=1:csomopontok_szama

if CSP(i+1,4)==0
k=k+1 ;
px(k,1)=CSP(i+1,6);
for j=1:rudak_szama

if RUD((j+1),1)==i

xegyik=CSP(i+1,2);

xmasik=CSP(RUD(j+1,2)+1,2);

yegyik=CSP(i+1,3);

ymasik=CSP(RUD(j+1,2)+1,3);
Bx(k,j)=(xegyik-xmasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)"2)+((yegyik-ymasik)"2));

elseif RUD((j+1),2)==i

xegyik=CSP(i+1,2);

xmasik=CSP(RUD(j+1,1)+1,2);

yegyik=CSP(i+1,3);

ymasik=CSP(RUD(j+1,1)+1,3);
Bx(k,j)=(xegyik-xmasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)"2)+((yegyik-ymasik)"2));

end
end

elseif CSP(i+1,4)==
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else
,Hibas megadas! Gatolt mozgas: 1, szabad mozgas: 0.’

end

end
k=0;
for i=1:csomopontok_szama

if CSP(i+1,5)==0
k=k+1;
py(k,1)=CSP(i+1,7);
for j=1:rudak_szama

if RUD((j+1),1)==i

xegyik=CSP(i+1,2);

xmasik=CSP(RUD(j+1,2)+1,2);

yegyik=CSP(i+1,3);

ymasik=CSP(RUD(j+1,2)+1,3);
By(k,j)=(yegyik-ymasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)*2)+((yegyik-ymasik)"2));

elseif RUD((j+1),2)==i

xegyik=CSP(i+1,2);

xmasik=CSP(RUD(j+1,1)+1,2);

yegyik=CSP(i+1,3);

ymasik=CSP(RUD(j+1,1)+1,3);
By(k,j)=(yegyik-ymasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)*2)+((yegyik-ymasik)"2));

end
end

elseif CSP(i+1,5)==

else
,Hibas megadas! Gatolt mozgas: 1, szabad mozgas: 0.’

end
end

B=[Bx;By;
pc=zeros(double(rudak_szama-min(size(B))),1);
p=[px;py;pcl;

fok=(rudak_szama-min(size(B)))
Ct=sym(,Ct’,[rudak_szama fok]);

F=sym(,F’, [rudak_szama 1]);
Fcim=F;

%Folos Ct-k és mozdulatlan rudak kiejtése.
k=0;
for i=1:rudak_szama
if B(:,i)==0
Ct(i,:)=1;
F(i)=0;
else
if k==0
Ct(i,:)=1;
k=1;
end
end
end
sol=solve(B*Ct==0);

B



for i=1:rudak_szama
for j=1:fok

if Ct(i,j)==1

else
Ct(i,j)=eval([,sol.’, char(sym(Ct(i,j)));
end
end
end
%Hooke-torvény
M=zeros(double(rudak_szama));
for i=1:rudak_szama
xegyik=CSP(RUD(i+1,1)+1,2);
xmasik=CSP(RUD(i+1,2)+1,2);
yegyik=CSP(RUD(i+1,1)+1,3);
ymasik=CSP(RUD(i+1,2)+1,3);

M(i,i)=sqrt(((xegyik-xmasik)*2)+((yegyik-ymasik)*2))/(RUD((i+1),3)*RUD((i+1),4));

end

C=Ct.;

CM=C*M;
BCM=[B;CM];
sol=solve(BCM*F==p);

for i=1:rudak_szama
if F(i)==0

else
F(i)=eval([,sol.F’, num2str(i)]);
end
end

Fcim==F
syms F2 F3;
for i=1:(max(size(F)))

F2(i,1)=char(vpa(double(F(i)),4));
end

Fcim==F2

A kapott ruder6k segitségével:

-625,4N

20

+788,8N

+442,2N

+442,2N

20
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8. AZ ALTALANOSABB PROGRAM KODJA ES EGY PELDA MEGOLDASA

A vizsgalandoé szerkezet strukturaja:

clear all

clc

Ide jon az a szdveg, hogy mit kell tudni a programrdl, valamint hogy hogyan kell kitolteni a matrixokat.’

,Példaul’

kapcsolatok=[1,2;2,3;3,1]

tamaszok=[1;2]
::==:|FMa]ta|anos_Start_m::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

kapcsolatok=[1,2;2,3;3,1]
tamaszok=[1;2]

kapcsolatok
tamaszok

rudak_szama=length(kapcsolatok);
csomopontok szama=max(max(kapcsolatok));
tamaszok_szama=length(tamaszok);

%Csomodpontok tablazatanak elkészitése.

syms x y p alpha dx dy;

syms x_koordinata y_koordinata teher teher_szoge x_elmozdulasa y_elmozdulasa;
x=x_koordinata;

y=y_koordinata;

p=teher;

alpha=teher_szoge;

dx=x_elmozdulasa;

dy=y_elmozdulasa;

for i=1:csomopontok_szama

Y%x-ek
eval([,syms x’,num2str(i)]);
x=[x, eval([,x’,num2str(i)])];

Y%y-ok
eval([,syms y’,num2str(i)]);
y=ly, eval([,y’,num2str(i)])];

%terhek nagysaga
eval([,syms p’,num2str(i)]);
p=[p, eval([,p’,num2str(i)])];

%terhek szoge
eval([,syms alpha’,num2str(i)]);
alpha=[alpha, eval([,alpha’,num2str(i)])];



%x iranyu elmozdulas
eval([,syms dx’,num2str(i)]);
dx=[dx, eval([,dx’,num2str(i)])];

%y iranyu elmozdulas
eval([,syms dy’,num2str(i)]);
dy=[dy, eval([,dy’,num2str(i)])];

end
CSP=[x;y;p;alpha;dx;dy].’

%Rudak tablazatanak elkészitése.

syms EAF;

syms rud_egyik vege rud_masik vege rugalmassagi_modulus keresztmetszet rudero;
kapcsolatok rud=[rud_egyik vege,rud_masik_vege;kapcsolatok];
E=rugalmassagi_modulus;

A=keresztmetszet;

F=rudero;

for i=1:rudak_szama

%E-k
eval([,syms E’,num2str(i)]);
E=[E, eval([,E’,num2str(i)])];

%A-k
eval([,syms A’,num2str(i)]);
A=[A, eval([,A,num2str(i)])];

%F-ek
eval([,syms F’,num2str(i)]);
F=[F, eval([,F’,num2str(i)])];

end

RUD=[E;A;F].;
RUD=[kapcsolatok rud,RUD]

%Tamaszok tablazatanak elkészitése.

syms beta Rp Rm;

syms kapcsolodo _csomopont tamasz_tipusa tamasz_szoge szog_iranyu_reakcio szogre _meroleges_reakcio;
tamaszok_tamasz=[tamaszok,ones(tamaszok_szama,1)];

tamaszok tamasz=[kapcsolodo_csomopont,tamasz_tipusa;tamaszok tamasz].’;

beta=tamasz_szoge;

Rp=szog_iranyu_reakcio;

Rm=szogre meroleges_reakcio;

for i=1:tamaszok_szama

%Tamasz-sz0gek
eval([,syms beta’,num2str(i)]);
beta=[beta, eval([,beta’,num2str(i)])];

Y%Parhuzamos reakciok
eval([,syms Rp’,num2str(i)]);
Rp=[Rp, eval([,Rp’,num2str(i)])];

%Merbleges reakciok
eval([,syms Rm’,num2str(i)]);
Rm=[Rm, eval([,Rm’,num2str(i)])];

end
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TAMASZ=[tamaszok tamasz;beta;Rp;Rm].’

syms Efix;
Efix=Inf

,Tamaszok tipusa: 0-gorgds, 1-fix’

,Adja meg az értékeket (pl. x1=2), majd az >eval< parancs segitségével megnézheti a kitoltott tablazatot: pl.
CSP=eval(CSP).’
:===:|FMa]ta|anos_Tab|azat_m::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Mivel jelen esetben egy altalanos megoldast szeretnénk (példaul tébb ilyen strukturaju szerke-
zetunk is van), ezért most mindent paraméteresen hagyunk.

clc

eval(CSP);
CSP
eval(RUD);
RUD
eval(TAMASZ);
TAMASZ

fix_tamaszok_szama=TAMASZ(:,2);

fix_tamaszok_szama=sum(fix_tamaszok szama(2:(max(size(fix_tamaszok szama)))));
fix_tamaszok_szama=double(fix_tamaszok_szama);

%Egyensulyi egyenletek matrixanak el6allitasa

Bx=sym(,Bx’,[csomopontok_szama (rudak szama+tamaszok szama+fix_tamaszok szama)]);
By=sym(,By’,[csomopontok_szama (rudak szama+tamaszok szama+fix_tamaszok szama)]);
for i=1:csomopontok_szama

for j=1:rudak_szama
if RUD((j+1),1)==i
xegyik=eval([,x’,num2str(i)]);
xmasik=eval([,x’,char(RUD((j+1),2))]);
yegyik=eval([,y’,num2str(i)]) ;
ymasik=eval([,y’,char(RUD((j+1),2))]);
Bx(i,j)=(xegyik-xmasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)"2)+((yegyik-ymasik)"2));

By(i,j)=(yegyik-ymasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)"2)+((yegyik-ymasik)"2));

elseif RUD((j+1),2)==i
xegyik=eval([,x’,num2str(i)]) ;
xmasik=eval([,x’,char(RUD((j+1),1))]);
yegyik=eval([,y’,num2str(i)]) ;
ymasik=eval([,y’,char(RUD((j+1),1))]);
Bx(i,j)=(xegyik-xmasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)"2)+((yegyik-ymasik)"2));

By(i,j)=(yegyik-ymasik)/sqrt(((xegyik-xmasik)"2)+((yegyik-ymasik)"2));

else
Bx(i,j)=0;
By(i,j)=0;
end

end
Y%tamaszrudak
for j=(rudak_szama+1):(rudak_szama-+tamaszok szama)

if TAMASZ((j-rudak_szama+1),1)==i
Bx(i,j)=cos(TAMASZ((j-rudak_szama+1),3));
By(i,j)=sin(TAMASZ((j-rudak_szama+1),3));
else
Bx(i,j)=0;



By(i,j)=0;
end
end

for j=(rudak_szama+tamaszok_szama+1):(rudak_szama+2*tamaszok szama)
if TAMASZ((j-rudak_szama-tamaszok szama+1),2)==

if TAMASZ((j-rudak_szama-tamaszok_szama+1),1)==i
Bx(i,j)=cos(TAMASZ((j-rudak_szama-tamaszok_szama+1),3)+pi/2);
By(i,j)=sin(TAMASZ((j-rudak_szama-tamaszok_szama+1),3)+pi/2);
else

elseif TAMASZ((j-rudak_szama-tamaszok_szama+1),2)==0
=it
else
,Hibas tdmasz tipus! 0-goérgds 1-fix’
end
end
end

B=[Bx;By];

%ElImozulasok matrixa
syms Bt;
Bt=B.’;

%Merevségi/rugalmassagi matrix
%D=sym(,D’,[(rudak_szama+2*tamaszok_szama) (rudak_szama+2*tamaszok_szama)]);
D=zeros((rudak szama+tamaszok szama+fix_tamaszok szama));
D=sym(D);
for i=1:rudak_szama
xegyik=eval([,x’,char(RUD((i+1),1))]);
xmasik=eval([,x’,char(RUD((i+1),2))]);
yegyik=eval([,y’,char(RUD((i+1),1))]) ;
ymasik=eval([,y’,char(RUD((i+1),2))]);

D(i,i)=sqrt(((xegyik-xmasik)*2)+((yegyik-ymasik)"2))/(RUD((i+1),3)*RUD((i+1),4));
end
for i=(rudak_szama+1):(rudak_szama+tamaszok_szama)
D(i,i)=1/Efix;
end
for i=(rudak_szama+tamaszok szama+1):(rudak _szama+2*tamaszok szama)
if TAMASZ((i-rudak_szama-tamaszok_szama+1),2)==1

D(i,i)=1/Efix;
elseif TAMASZ((i-rudak_szama-tamaszok_szama+1),2)==0
i=i+1;
else
,Hibas tamasz tipus! 0-gérgds 1-fix’
end
end
D=-1*D;

%Nagy matrix
N=[sym(zeros(2*csomopontok_szama)).B;Bt,D]

%Eré6 és elmozdulas vektor
f=zeros((rudak_szama+tamaszok szama+fix_tamaszok szama+2*csomopontok_szama),1);
f=sym(f);
for i=1:rudak_szama

f(i,1)=RUD((i+1),5);
end



for i=(rudak_szama+1):(rudak_szama+tamaszok _szama)

f(i,1)=TAMASZ((i-rudak_szama+1),4);
end
for i=(rudak_szama+tamaszok_szama+1):(rudak_szama+2*tamaszok_szama)

if TAMASZ((i-rudak_szama-tamaszok_szama+1),2)==

f(i,1)=TAMASZ((i-rudak_szama-tamaszok_szama+1),5);

elseif TAMASZ((i-rudak_szama-tamaszok szama+1),2)==0

i=i+1;
else
,Hibas tamasz tipus! 0-gérgds 1-fix’

end
end
for i=(rudak_szama+tamaszok_szama+fix_tamaszok szama+1):;(rudak szama+tamaszok szama+fix_tamaszok
szama+csomopontok szama)

f(i,1)=CSP((i-rudak_szama-tamaszok_szama-fix_tamaszok_szama+1),5);
end
for i=(rudak_szama+tamaszok_szama+fix_tamaszok szama+csomopontok szama+1):(rudak_szama+tamaszok
szama+fix_tamaszok szama+2*csomopontok_szama)

f(i,1)=CSP((i-rudak_szama-tamaszok_szama-fix_tamaszok szama-csomopontok szama+1),6);
end

%Terhek vektor
e=zeros((rudak_szama+tamaszok_szama-+fix_tamaszok_szama+2*csomopontok_szama),1);
e=sym(e);
for i=1:csomopontok_szama
e(i,1)=CSP((i+1),3)*cos(CSP((i+1),4));
end
for i=(csomopontok szama+1):(2*csomopontok szama)
e(i,1)=CSP((i-csomopontok_szama+1),3)*sin(CSP((i-csomopontok szama+1),4));
end

Ezek alapjan a kovetkez6 megoldast kapjuk:

F{==

F2 == (p3*cos(alpha3)*(y1 - y3)*(x2"2 - 2*x2*x3 + x3"2 + y2/2 - 2*y2*y3 + y3/2)"(1/2))/(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2) -
(p3*sin(alpha3)*(x1 - x3)*(x2"2 - 2*x2*x3 + x3"2 + y2/2 - 2*y2*y3 + y3"2)*(1/2))/(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2)

F3 == (p3*sin(alpha3)*(x2 - x3)*(x142 - 2*x1*x3 + x3"2 + y112 - 2*y1*y3 + y3*2)"(1/2))/(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2) - (p3*-
cos(alpha3)*(y2 - y3)*(x12 - 2*x1*x3 + x3"2 + y142 - 2*y1*y3 + y3"2)"(1/2))/(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2)

Rp1 == (p1*cos(alpha1)*sin(pi/2 + beta1))/(cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) - cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1)) - (p1*sin(alphal)*cos(pi/2 + beta1))/
(cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1)) - (p3*cos(alpha3)*(y3*2*cos(pi/2 + betal) + y1*y2*cos(pi/2 + betal) - y1*y3*cos(-
pi/2 + betal) - y2*y3*cos(pi/2 + beta1) - x1*y2*sin(pi/2 + beta1) + x1*y3*sin(pi/2 + beta1) + x3*y2*sin(pi/2 + beta1) - x3*y3*sin(pi/2 + beta1)))/
(x1*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) - x1*y2*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x2*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x2*y1*cos(pi/2 + beta1)*sin(be-
ta1) - x1*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x1*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1) + x3*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) - x3*y1*cos(pi/2 + be-
ta1)*sin(beta1) + x2*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - x2*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x3*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) + x3*y2*cos(pi/2
+ beta1)*sin(beta1)) - (p3*sin(alpha3)*(x3"2*sin(pi/2 + beta1) - x2*y1*cos(pi/2 + beta1) + x3*y1*cos(pi/2 + beta1) + x2*y3*cos(pi/2 + beta1)

- x3*y3*cos(pi/2 + beta1) + x1*x2*sin(pi/2 + beta1) - x1*x3*sin(pi/2 + beta1) - x2*x3*sin(pi/2 + beta1)))/(x1*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal)

- x1*y2*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1) - x2*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x2*y1*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x1*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 +
beta1) + x1*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1) + x3*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) - x3*y1*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) + x2*y3*cos(beta1)*sin(-
pi/2 + betal) - x2*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x3*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x3*y2*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1))

Rp2 == (p2*cos(alpha2)*sin(pi/2 + beta2))/(cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + beta2)*sin(beta2)) - (p2*sin(alpha2)*cos(pi/2 + beta2))/
(cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + beta2)*sin(beta2)) + (p3*cos(alpha3)*(y3*2*cos(pi/2 + beta2) + y1*y2*cos(pi/2 + beta2) - y1*y3*cos(-
pi/2 + beta2) - y2*y3*cos(pi/2 + beta2) - x2*y1*sin(pi/2 + beta2) + x3*y1*sin(pi/2 + beta2) + x2*y3*sin(pi/2 + beta2) - x3*y3*sin(pi/2 + beta2)))/
((cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + beta2)*sin(beta2))*(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2)) + (p3*sin(alpha3)*(x3"2*sin(pi/2
+ beta2) - x1*y2*cos(pi/2 + beta2) + x1*y3*cos(pi/2 + beta2) + x3*y2*cos(pi/2 + beta2) - x3*y3*cos(pi/2 + beta2) + x1*x2*sin(pi/2 + beta2) -
x1*x3*sin(pi/2 + beta2) - x2*x3*sin(pi/2 + beta2)))/((cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + beta2)*sin(beta2))*(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 +
x2*y3 - x3*y2))

Rm1 == (p1*cos(betal)*sin(alpha1))/(cos(betal)*sin(pi/2 + beta1) - cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1)) - (p1*cos(alphal)*sin(beta1))/(cos(be-
ta1)*sin(pi/2 + beta1) - cos(pi/2 + beta1)*sin(betal)) + (p3*cos(alpha3)*(y3*2*cos(betal) + y1*y2*cos(beta1) - y1*y3*cos(beta1) - y2*y3*-
cos(beta1) - x1*y2*sin(betal) + x1*y3*sin(beta1) + x3*y2*sin(beta1) - x3*y3*sin(beta1)))/(x1*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - x1*y2*cos(pi/2

+ beta1)*sin(beta1) - x2*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x2*y1*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x1*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) + x1*y3*-
cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1) + x3*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - x3*y1*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) + x2*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1)

- x2*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x3*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x3*y2*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1)) + (p3*sin(alpha3)*(x3*2*sin(be-
ta1) - x2*y1*cos(betal) + x3*y1*cos(betal) + x2*y3*cos(beta1) - x3*y3*cos(betal) + x1*x2*sin(beta1) - x1*x3*sin(beta1) - x2*x3*sin(beta1)))/

2



(x1*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - x1*y2*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1) - x2*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) + x2*y1*cos(pi/2 + beta1)*sin(be-
tal) - x1*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) + x1*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(beta1) + x3*y1*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - x3*y1*cos(pi/2 + be-
ta1)*sin(beta1) + x2*y3*cos(beta1)*sin(pi/2 + beta1) - x2*y3*cos(pi/2 + beta1)*sin(betal) - x3*y2*cos(beta1)*sin(pi/2 + betal) + x3*y2*cos(pi/2
+ beta1)*sin(beta1))

Rm2 == (p2*cos(beta2)*sin(alpha2))/(cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + beta2)*sin(beta2)) - (p2*cos(alpha2)*sin(beta2))/(cos(be-
ta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + beta2)*sin(beta2)) - (p3*cos(alpha3)*(y3*2*cos(beta2) + y1*y2*cos(beta2) - y1*y3*cos(beta2) - y2*y3*-
cos(beta2) - x2*y1*sin(beta2) + x3*y1*sin(beta2) + x2*y3*sin(beta2) - x3*y3*sin(beta2)))/((cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 + be-
ta2)*sin(beta2))*(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2)) - (p3*sin(alpha3)*(x3"2*sin(beta2) - x1*y2*cos(beta2) + x1*y3*cos(beta2)
+ x3*y2*cos(beta2) - x3*y3*cos(beta2) + x1*x2*sin(beta2) - x1*x3*sin(beta2) - x2*x3*sin(beta2)))/((cos(beta2)*sin(pi/2 + beta2) - cos(pi/2 +
beta2)*sin(beta2))*(x1*y2 - x2*y1 - x1*y3 + x3*y1 + x2*y3 - x3*y2))

dx1 ==
dx2 ==

dx3 == (p3*cos(alpha3)*(A2*E2+y2/2%(x 142 - 2*x1*x3 + X312 + y142 - 2*y1*y3 + y3A2)N(3/2) + A2*E2*y3M2*(x 172 - 2*x1*x3 + x3°2 + y112
- 24y1%y3 + y3M2)A(3/2) + ABE3 Y 1A24(x2A2 - 2*x2*X3 + X3A2 + y2A2 - 2*y2*y3 + y3A2)N(3/2) + A E3*y3A2*(x212 - 2*x2*x3 + X372 + y212 -
2+y2*y3 + y3r2)N(3/2) - 2A2*E24y2*y3*(x 12 - 2°x1*x3 + X312 + y112 - 2%y 1*y3 + y3r2)A(3/2) - 2*AB*E3*y1%y3*(x2"2 - 2*x2*X3 + X372 + y2A2
- 24y2%y3 + y3N2)A(3/2)))(A2*AS*E2*E3*x 142y 242 - 2*A2*A3*E2*E3*x112%y2%y3 + A2*A3*E2*E3*x142*y32 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y1*y2
+ 2*A2*AB*E2*E3*x1*x2*y1*y3 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2"y2"y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y3"2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1*y2

- 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1%y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3%y2"2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3%y2"y3 + A2*A3*E2*E3*x2"2*y 12

- 2*A2*A3*E2*E3*x2/2*y1*y3 + A2*A3*E2*E3*x2/2%y3"2 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y 112 + 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y1*y2 +
2*A2*A3*E2*E3*x2*x3%y1*y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y2*y3 + A2*A3*E2*E3*x312*y 142 - 2*A2*A3*E2*E3*x3"2*y1*y2 +
A2*A3*E2*E3*x312*y242) - (p3*sin(alpha3)*(A2*E2*x2"y2*(x 172 - 2*x1*x3 + x322 + y112 - 2*y1*y3 + y3A2)N(3/2) - A2*E2*x2*y3*(x142 -

25X 1*x3 + X312 + y182 - 25y 1*y3 + y3r2)A(3/2) - A2Z*E2*x3*y2* (X172 - 2*x1*x3 + X312 + y112 - 2*y1*y3 + y3r2)A(3/2) + A2*E2*x3*y3*(x 142

- 2°1*X3 + X312 + Y112 - 2%y 1%y3 + y3A2)A(3/2) + ABE3*X1*y15(x272 - 2°x2*X3 + X312 + y2/2 - 2%y2%y3 + y3r2)A(3/2) - A3*E3*x1*y3*(x2"2

- 2X2*X3 + X312 + y2h2 - 2%y2%y3 + y3A2)N(3/2) - AB*E3*X3*YTH(x212 - 2°x2*X3 + X312 + y272 - 24y2%y3 + y3r2)A(3/2) + AZ*E3*x3*y3*(x2"2

- 2°X2*X3 + X312 + y2h2 - 2%y2%y3 + y3r2)N(3/2)))(A2*AB*E2*E3* X112y 22 - 2*A2*A3*E2*E3*x 1124y 2%y3 + A2*A3*E2*E3*x1/2*y 32

- 2*A2*AB*E2*E3*x1*x2%y 1*y2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y1%y3 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2%y2%y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y32

+ 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1%y2 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1*y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y2"2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3%y2"y3

+ A2*A3*E2*E3*x2/2*y 142 - 2*A2*AB*E2*E3*x2/2*y 1*y3 + A2*A3*E2*E3*x2/2*y3A2 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y 142 +
2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y1*y2 + 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y1*y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y2"y3 + A2*A3*E2*E3*x3"2*y 112 -
2*A2*A3*E2*E3*x3"2%y1%y2 + A2*A3*E2*E3*x312*y2"2)

dy1 ==
dy2 ==

dy3 == (p3*sin(alpha3)*(A2*E2*x2"2*(x 142 - 2*x1*x3 + X312 + Y172 - 2*y1*y3 + y3A2)N(3/2) + A2*E2*x3A2*(x 172 - 2*x1*x3 + x3"2 + y1/2
- 24y1%y3 + y3M2)A(3/2) + ABE3*X1A24(x212 - 2*x2*X3 + X3A2 + y2A2 - 2°y2%y3 + y3A2)N(3/2) + A E3*X3A2*(x212 - 2*x2*x3 + X312 + y212 -
2+y2*y3 + y3r2)N(3/2) - 2A2*E2*X2*x3* (X112 - 2°X1*X3 + X312 + y112 - 2y 1*y3 + y3r2)A(3/2) - 2*AB*E3*x1*X3*(x2"2 - 2*x2*X3 + X372 + y2A2
- 24y2%y3 + y3N2)A(3/2)))(A2*AB*E2E3*x 142y 242 - 2*A2*A3*E2*E3*x1/2%y2%y3 + A2*A3*E2*E3*x142*y312 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y1*y2
+ 2" A2*AB*E2*E3*x1*x2*y1*y3 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y2*"y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y3"2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1*y2

- 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y 1%y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y2"2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3%y2*y3 + A2*A3*E2*E3*x2"2*y 12

- 2*A2*A3*E2*E3*x2/2*y1*y3 + A2*A3*E2*E3*x2/2%y3"2 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y 112 + 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y1*y2 +
2*A2*A3*E2*E3*x2*x3%y1*y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y2*y3 + A2*A3*E2*E3*x312*y 142 - 2*A2*A3*E2*E3*x3"2*y1*y2 +
A2*A3*E2*E3*x312*y242) - (p3*cos(alphad) (A2 E2*x2*y2*(x 142 - 2*x1*x3 + x372 + y172 - 2*y1*y3 + y3A2)N(3/2) - A2*E2*x2*y3*(x142 -

25X 1*x3 + X312 + Y182 - 25y 1*y3 + y3r2)A(3/2) - A2Z*E2*x3*y2* (X172 - 2*x1*x3 + X312 + y112 - 2y 1*y3 + y3r2)A(3/2) + A2*E2*x3*y3*(x1/2

- 2°1*X3 + X312 + Y112 - 2%y 1%y3 + y3A2)A(3/2) + AB*E3*X1*y15(x212 - 2°x2*X3 + X312 + y2/2 - 2%y2%y3 + y3A2)A(3/2) - A3*E3*x1*y3*(x2"2

- 2X2*X3 + X312 + y2A2 - 2%y2%y3 + y3A2)A(3/2) - AB*E3*X3*YTH(X212 - 2°X2*X3 + X312 + y212 - 24y2%y3 + y3r2)A(3/2) + AZ*E3*X3*y3*(x2"2

- 2°X2*X3 + X312 + y2A2 - 2%y2%y3 + y3r2)N(3/2)))(A2*AB*E2*E3* X112y 22 - 2*A2*A3*E2*E3*x 1124y 2%y3 + A2*A3*E2*E3*x1/2*y 32

- 2*A2*ABE2*E3*x1*x2%y 1%y2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2%y1%y3 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2%y2%y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x2*y32

+ 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1%y2 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3*y1*y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3%y2"2 + 2*A2*A3*E2*E3*x1*x3%y2"y3

+ A2*A3*E2*E3*x2/2*y 142 - 2*A2*A3*E2*E3*x2/2*y 1*y3 + A2*A3*E2*E3*x242*y3A2 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y 142 +
2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y1*y2 + 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y1*y3 - 2*A2*A3*E2*E3*x2*x3*y2*"y3 + A2*A3*E2*E3*x3"2*y 112 -
2*A2*A3*E2*E3*x3"2%y1%y2 + A2*A3*E2*E3*x312*y2"2)

Ebbe egy tetsz6leges paraméterekkel rendelkezé tartot behelyettesitve megkapjuk a ruderé-
ket, a tamaszerdket és az elmozdulasokat:
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