o

BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDAI_SAGTUDOMANYI EGYETEM
EPITESZMERNOKI KAR

Szilardsagtani €s Tartoszerkezeti Tanszék

PIRAMISOK GEOMETRIAJA

Regds Krisztina

Konzulensek:
Dr. Domokos Gabor
Dr. Langi Zsolt

Dr. Kovacs Norbert Krisztian

MTA-BME Morfodinamika Kutatdécsoport

TUDOMANYOS DIAKKORI KONFERENCIA 2018



Piramisok geometriaja

ABSZTRAKT

Poliédereknek nevezziik a 3 dimenzios térben véges sok siklappal hatérolt testeket. Konvexnek
neveziink egy poliédert, ha két tetszéleges pontjat 6sszekotd szakasz a poliéder belsejében

halad. Konvex poliéderre jo példa egy kocka, vagy akar egy tetraéder.

A poliédereket csoportosithatjuk lapjaik, csucsaik és éleik szdma szerint. Az Euler-féle
poliéder-tétel alapjan konvex poliéderekre igaz az f+v=e+2 Gsszefiiggés, ahol f a lapok, v a
csticsok, e pedig az élek szama. Ezt felhasznalva azt mondjuk, hogy az f lapt, v cstcsti konvex

poliéderek az (f,v) elsédleges kombinatorikai osztaly elemei.

Ennél kevésbé ismert, &m bizonyos szempontbdl hasonld osztidlyozéasa a poliédereknek az
egyensulyi helyzeteik szdma alapjan vald csoportositds. Degeneralt esetektdl eltekintve a
lapokon 1év6 egyenstlyi helyzeteket stabilnak nevezziik és szdmukat S-sel jeloljiik, a csticsokon
1évoket instabilnak nevezziik és szamukat U-val jeloljiik, az éleken 1évoket pedig nyereg tipust
egyensulyoknak nevezziik és szamukat H-vak jel6ljik. A Poincaré-Hopf tétel alapjan igaz az
S+U=H+2 0sszefiiggés, melynek alapjan a poliédereket (S,U)E elsddleges egyensilyi

osztalyokba soroljuk.

Azon tilmenden, hogy f > S, v > U, elég kevés altalanos dsszefliggés ismert a két osztalyozas

kapcsolatarol, még a legegyszeriibb osztadlyokban is rengeteg a nyitott kérdés.

A dolgozat témaja az (5,5)C osztaly (az Gigynevezett pentaéderek, vagy mas néven négyszog
alap gllldk, avagy piramisok) besoroldsa az (S,U)E osztalyokba MATLAB szamitogépes

program hasznalataval. A kovetkezd kérdésekre kerestem a valaszt:

(@) SEJTES: (J.H. Conway, 1969): Nem létezik pentaéder az (S,1)F, (1,U)E
(S,U=1,2,3,4,5) egyensulyi osztalyokban.
(b) TETEL: Létezik pentaéder az (S,U)F, (S,U=2,3,4,5) osztalyok mindegyikében.

A program segitségével numerikusan megerdsitettem J.H. Conway 1969-es sejtését és
konstruktiv eszkozokkel bebizonyitottam a (b) sejtést. Az utdbbival kapcsolatos eredmény
alatdmasztasara az azonositott 16 egyensulyi osztaly egy-egy kivalasztott elemét 3D

nyomtatoval is megvalositottam.
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Piramisok geometriaja

1. BEVEZETES

A geometriai formak alkalmazasa mindig is jelen volt az épitészetben. Ezen formék koziil
kiemelkednek a legegyszeriibb poliéderck, melyek mar az okorban megjelentek.
Dolgozatomban az 5 lapu, 5 cstucst konvex testtel, a pentaéderrel foglalkozom, melynek
kimagaslo épitészeti alkalmazésai az egyiptomi, vagy a kevésbé ismert kozép-amerikai és kinai
piramisok. Ez a test napjainkig végigkiséri az épitészeti formaalkotést, népszerti példa erre a

Louvre iivegpiramisa.
1. definicio:

Sikban (d=2) a politopokat poligonoknak nevezziik, melyeknek v csucsuk és e éliik van. Mivel
mindig v=e, ezért egy konvex poligon (€)° elsddleges kombinatorikai osztalyat az élek szama

meghatarozza.

Térben (d=3) a politopokat poliédereknek nevezziik, melyeknek v cstcsuk, e élik és f lapjuk
van. Mivel az Euler-tétel alapjan v—e+f=2 ezért egy konvex poliéder (f,v)° elsédleges

kombinatorikai osztalyat a lapok €s csucsok szama meghatarozza.
2. definicio:

Egy d-dimenzids P konvex politop szabadsagi foka azon skalar paraméterek n(P,d) szama
melyek P formajat merevtest-szerli mozgasoktdl ¢€s linearis hasonldosagtol eltekintve

egyértelmiien meghatarozzak.

A 2. fejezetben d<3-ra bizonyitjuk, hogy a szabadsagi fokot az els6dleges kombinatorikai

osztaly egyértelmiilen meghatarozza.
1. tétel:

(@) n(P.2)=2(e(P)-2)
(0) n(P.3)=(e(P)-1)

A 3. fejezetben a kombinatorikai osztalyozas mellett bevezetjiik az egyensulyi osztalyozast is.
3. definicio

Jel6lje egy 2-dimenzios (ill. 3-dimenzids) konvex politdp stabil, instabil (és nyereg-tipusu)

egyensulyainak szamat rendre S, U, H. Mivel a Poincaré-Hopf tétel [4] alapjan konvex politop
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esetén sikban S=U, és térben S+U-H=2, ezért a politop elsédleges (S)F ((S,U)F) elsddleges
egyensulyi osztalyat a stabil (stabil és instabil) egyensulyok szama meghatarozza.

A 4. fejezetben az (f,v)°=(5,5)C elsddleges kombinatorikai osztalyt alkotd pentaéderek
definidlasat részletezem. Leirom ezen testek 7 dimenzids konfiguracios terét és ennek a térnek
egy MATLAB szamitogépes program segitségével torténd letapogatasat. Az 5. fejezetben
vizsgalom a pentaéderek stabil (S), instabil (U) és nyereg (H) tipust egyenstlyi helyzeteinek
feltételeit, és ezek szamat, melyek alapjan (S,U)F elsédleges egyensilyi osztalyokba sorolhatjuk
Oket. A 6. fejezetben kozlom a szamitasi eredményeket, melyek egyrészt alatdmasztjak az

alabbi sejtést:

1. sejtés:(J.H. Conway [1], 1969)

Nem létezik pentaéder az (S,1)E, (1,U)E (S,U=1,2,3,4,5) egyensulyi osztalyokban.
Szamitasi eredményeim egyuttal konstruktiv bizonyitasat adjak az alabbi tételnek:
2. tétel:

Létezik pentaéder az (S,U)E, (S,U=2,3,4,5) osztalyok mindegyikében.

A bizonyitas tovabbi illusztralasaként a fent szerepld 16 osztaly mindegyikébdl kivalasztottam

egy-egy pentaédert, és 3D nyomtatoval megvaldsitottuk dket.

A 7. fejezet 0sszefoglalja a kutatas eredményeit.
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2. POLIEDEREK SZABADSAGI FOKAINAK SZAMA

Elséként az 1. tétel (a) allitasat igazoljuk.

Bizonyitas: Egy haromszog (hasonlosag erejéig) 2 paraméterrel hatarozhaté meg (példaul a
haromszog két szoge) Egy négyszog megadasdhoz 4 adatra van sziikség: egy atloja két
haromszdgre bontja, amit 2+2=4 adat hataroz meg. A fenti gondolat alapjan, teljes indukcidval
belathatjuk az allitast: ha egy n-szoget p paraméter hataroz meg, akkor egy (n+1) szoget (p+2)
paraméter fog meghatarozni. Ezért egy e ¢éllel rendelkezd konvex poligon szabadséagi fokainak
szama 2(e-2)=2e-4. Ezzel az 1. tétel (a) allitasat belattuk. A 2.1-es abran a paraméterek egy

lehetséges megadasat abrazoltam.

2.1.4bra: Poligonok meghatarozasa szogekkel
Az 1. Tétel (b) allitasat az alabbiakban bizonyitjuk:

Bizonyitas: Egy konvex poliéder egy lapjanak 3 pontja éltal alkotott haromszdget nevezziik ki
alapnak, melyet az el6z6 bizonyitas alapjan 2 adattal hatarozhatjuk meg. A térbeli csticsok
hozzaadasat elsdként egy tetraéder példajan vizsgaljuk. A negyedik cstcsot az 6t tartalmazé
harom lap alappal bezart szogével adjuk meg. Ezt a mddszert hasznalva egy f lapt, v csucst és
e ¢li konvex poliéder szabadsagi fokainak szamara az n(P,3)=2+3(v-3)=3v-7 eredményt

kapjuk.

A képlet helyes eredményt ad szimplicialis (vagyis csupa hdromszog lappal rendelkezo)

poliéderek esetén, azonban redukalhato6 a kapott eredmény mas poliéderekre.

Legyen a k-adik lap élszama ex. Ekkor minden lapon 6sszegezve az éleket Zex=2€, mert minden
¢lt két lap tartalmaz. Egy lapon ex-3 kényszerfeltétel kell, hogy a csticsok sikidomot alkossanak.
Ez 6sszegezve minden lapra (Zex)-3f=2e-3f. Ezt az ¢lszam kétszeresébdl kivonva megkapjuk,

hogy mennyivel csokken a 3v-7 érték egy nem szimplicialis poliéder esetén.
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n(P,3)=3v-7-(2e-3f)=3(v+f-2)-2e-1=3e-2e-1=¢-1

Egy tetszdleges konvex poliéder szabadsagi fokainak szama tehat e-1 és azt is lathatjuk, hogy
a tetraéder esetében a fenti képlet kiadja a korabban kapott n=3v-7 értéket. A fenti atalakitast
az Euler-féle poliéder-tétel alapjan végezhetjik, ami kimondja, hogy a fennalld jelolések
mellett v+f=e+2.
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3. KOMBINATORIKAI ES EGYENSULYI OSZTALYOK

3.1. Els6dleges kombinatorikai osztalyok

Az Euler-féle poliédertétel alapjan az f lapu, v csucsu és e élii konvex poliédereket (f,v)©
elsédleges kombinatorikai osztalyokba sorolhatjuk. Steinitz bizonyitotta, hogy az (f,v)C osztaly
akkor és csak akkor nem fires, ha (f,v) polihedralis par, ahol az X és y pozitiv egészek esetén

(x,y) akkor és csak akkor polihedralis par, ha x>4 és x/2+2<y<2x-4. [2,3]

Az (fv)° elsédleges kombinatorikai osztalyok egy tablazat segitségével megjelenitheték és
Steinitz tétele meghatarozza, hogy ezen tablazat mely mezdiben lehetnek poliéderek, és

melyikekben nem. Ennek a tablazatnak egy részletét mutatja be a 3.1.1. és 3.1.2. abra.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 19 11

3.1.1. abra: Az f,v tablazat egy részlete a benne szereplé poliéderekkel (feliilnézetben) [6]
A vizszintes tengely a lapok szamat, a fiiggdéleges tengely a csucsok szamat jeloli.

A fehér mezdkben léteznek poliéderek, a sziirke mezdkben nem.
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3.1.2. abra: Az f,v tablazat a 3. abran szerepl6 poliéderekkel térben.

A (4,4)° osztalyban csak a tetraéder, az (5,5)° osztalyban csak a pentaéder szerepel. Magasabb
osztalyokban mar tobb, egymastdl eltérd lapszerkezetli poliédert taldlhatunk, tehat az
els6dleges kombinatorikai osztdly még kombinatorikai szempontbol sem egyértelmii megadasa
a poliédereknek. Egyazon (f,v)© osztalyokba tartozo poliédereket a lapszerkezetet is tartalmazo

masodlagos kombinatorikai osztalyokba sorolassal kiilonboztethetiink meg.

3.2. Elsédleges egyensulyi osztalyok

Konvex poliédereknek a lapjaikon stabil, csiicsaikon instabil, éleiken nyereg-tipust egyensulyi
helyzetei lehetnek, melyek darabszamat rendre S, U, H fogja jeldlni. Az Euler-féle poliéder-
tételhez formai szempontbol hasonlit a konvex testekre vonatkoztatott Poincaré-Hopf tétel [4],
mely a 3. definicioban leirtak szerint kimondja, hogy S+U=H+2, mely alapjan a konvex
poliédereket az (S,U)E elsédleges egyensulyi osztalyokba soroljuk. Bar az (f,v)¢ és (S,U)E
osztalyozas kozotti kapcesolat bonyolult, bizonyitott [5], hogy barmely (f,v)¢ osztalyban 1étezik

olyan poliéder, amelyre f=S és v=U, azaz az (f,v)E elsédleges egyensulyi osztlyba sorolhaté be.

Az trivialis, hogy S<f és U<v, de kevés egy¢éb altalanos Osszefliggés ismert. Nem tudjuk példaul

altalanossagban, hogy mely (S,U)F osztalyokban 1éteznek adott f lapa v csticsti poliéderek.

J. H. Conway bizonyitasa alapjan [1] tudjuk, hogy nem létezik S=1 stabil egyensullyal
rendelkezd homogén tetraéder. Sok egyéb olyan (f,v) o0sztaly van azonban, ahol ugyanez

sejthetd, de bizonyitott eredmény nincs.
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A kutatasom célja volt megerdsiteni a Conway altal megfogalmazott 1. sejtést, és bizonyitast

adni a 2. tételre.

10
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4. A PENTAEDEREK DEFINIALASA

A pentaéderek vizualis megjelenitéséhez a MATLAB szamitdgépes programot hasznaltam. A

program a csucsok koordinatainak ismeretében 3 dimenzidban kirajzolja a pentaédert.

4.1. Szabadsagi fokok pentaéder esetén

Tetszbleges pentaéder esetén =5, v=5, e=8. Az 1. tétel alapjan szabadsagi fokainak szama e-

1=7.

Nem egyértelmii azonban, hogy ezen adatok milyen tipustiak. Megadhatjuk az ABCDE
pentaédert csucsainak Cx, Cy, DX, Dy, EX, Ey, Ez koordinataival, a nagyitas és a 3 dimenzidban
valo forgatas kikiiszobolésére legyen A(0;0;0), B(0;1;0) és Cz=0, Dz=0. Ezzel megadtuk az
egyik oldal hosszat és az egyik lap sikjat.

Egy masik fajtaja a szabadsagi fokok meghatdrozasanak a szogekkel valé6 megadas. Az alap
négyszog 4 szog segitségével adhatd meg, E cstucshoz pedig 3, a cstcsot tartalmazo lap bezart

szOge szikséges.

A feladat egyik lényeges eleme, hogy a pentaéderck konfiguracios terét minél teljesebb
mértékben le tudjuk tapogatni. Ehhez a sz6gek megadasat célszerli valasztani, hiszen ekkor a

konfiguracios tér egy kompakt tartomany.

A kivalasztott 7 szog a kovetkez6: a1=BAC szog, f1=ABC szdg, ao=BAD szdg, f>=ABD szdg,
y1 ABCD lap és ABE lap bezart szoge, y» ABCD lap és ADE lap bezart szoge, y3 ABCD lap ¢és
BCE lap bezart szoge. Ezt mutatjak be a 4.1.1.,4.1.2., 4.1.3 és 4.1.4. abrak.

11
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B
) ' &
A
D C
D
4.1.1. abra: a1=BAC sz6g, f1=ABC szog, 4.1.2. dbra: y1 ABCD lap
02=BAD sz6g, f>=ABD sz6g ¢s ABE lap bezart szoge
E E
<p ] > L7 A
~J >\ <7\
b D
4.1.3. abra: y2 ABCD lap 4.1.4. abra: y3 ABCD lap
¢és ADE lap bezart szoge ¢s BCE lap bezart szoge

4.2. Pentaéder megijelenitése MATLAB-ban

A koordinatakat szogekkel kifejezve tudjuk a pentaédert kirajzolni a programmal:

AB =1,
Dx
1) tga, = Dy’
_ Dx
(2) tgB, = 1-Dy'

A Dx és Dy értékek az (1) és (2) egyenletekbdl kifejezhetoek:

12
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Dx
tgh = o=

tgay

tgf, — 962 . px = Dx,

tgaz
Dx = tgh, _  tgP: _ tgaztgp;
- .tgﬁZ - tga2+thZ - tga2+tgﬁ2’
"tgay tgaz
tga; Dy
t =——
g,BZ 1-Dy '

tgB, — tgpB, - Dy = tga, - Dy,

tgpB,
Dy = ———=—,
y tgas+tgpB,

Ugyanigy szamolhatjuk a Cx és Cy értékeket:
Cx = tga,tgfi

tgai+tgpBy’

— tgp
tgai+tgpBy’

Az E cstics koordinatait az ADE, ABE ¢s BCE sikok metszésébdl szamoljuk.

Két sik normalvektoranak bezart szoge megegyezik a két sik bezart szogével. A sikok
egyenleteit normalvektorukkal és egy rajtuk 1év6 ponttal hatdrozzuk meg. A hdromismeretlenes

egyenletrendszer megoldéasa Ex, Ey és Ez.
Az ABCD sik normalvektora nygcp (0; 1; 0), egyenlete: z = 0.

Az ABE sik normalvektorat az nascp vektort az y tengely koriil y2-vel elforgatva kapjuk,
koordinatai a 4.2.1. abrar6l leolvashatébak. Tehat az ABE sik normalvektora
nupg(sinyy; 0; —cosy;), egyenlete:

()] siny; - x —cosy; -z = 0.

13
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ABE sik

n(ABCD)

v1

ABCD sik

4.2.1. abra: Az ABE sik normalvektora

Az ADE sik normalvektorat az n,zp (0; 1; 0) vektort y tengely koriil y2-vel, z tengely koriil ae-
vel elforgatva kapjuk. A 4.2.2. és 4.2.3. abrak ezt a transzformaciot abrazoljak. Tehat a keresett

vektor n,pp(—cosay; sina,; —ctgy,), a sik egyenlete:

(1)  —cosa, " x + sina, "y —ctgy, -z = 0.
. y
C
B
i ADE' sik
n (ADE)
n(ABCD)
n'(ADE)
a2
D
V2 a2
N A
. >
ABCD sik | X X
v2 : cos(y2)
n'(ADE)I
1
sin(y2)

4.2.2. abra: Az nascp vektort y tengely kortil 4.2.3. abra: Az n’ape vektort z tengely
forgatjuk, n ’ape koordinatai az abrarol koriil forgatjuk az-vel.

leolvashatdak.

14
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A BCE sik normalvektorat az nygcp(0; 1; 0) vektort y tengely koriil yz-mal, z tengely koriil B1-
gyel elforgatva kapjuk. Ezt a 4.2.4. és 4.2.5. abrak mutatjak be. Tehat a keresett vektor

ngcg(—cosPy; —sinfy; —ctgys), a sik egyenlete:

()  —cosPy - x—sinPy -y —ctgys -z = —sinf;.

Z | vt
C
B 2
1 BCE' sik ‘ B2
Y n‘(BE)E)
n(ABCD)
n(BCE)
D

¥3 R A

ABCD sik | X X
¥3 : cos(y3)
n'(BCE)I
I
- _;r;vg)_ o
4.2.4. abra: Az nagcp vektort y tengely 4.2.5. abra: Az n’sce vektort z tengely
koriil forgatjuk, n 'sce koordinatai az koriil forgatjuk f1-gyel.
abrarol leolvashatoak.

Ha megoldjuk az egyenletrendszert, akkor x=Ex, y=Ey, z=Ez ad6dik:
(1+11) 0 = (siny; — cosa,)x + sina, -y + (—cosy; — ctgy,)z,

_ (cosy; + ctgy;)z + (cosa, — siny;)x

B sina, ’
(1=+111) —sinf, = (—cosa, — cosfi)x + (sina, — sinf,)y + (—ctgy, — ctgys)z.

Most y-t behelyettesitve:

sinf(cosa; — sinyl))
x

—sinf; = (—cosaz — cosf; + cosa, — siny; — Sing
1

+ (—ctgyz — ctgys + cosyq + ctgy,

. cosy, +ctgy,
—sinf; ) Z.

sina,

15
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Legyen
. cosy; + ctgy,
K = —ct + cosy; — sin -
gvs 41 B1 sina,
és
L B+ ) sinf,(cosa; — sinyy)
= —cosa, — cosfq + cosa, — siny; — - .
sinaq
igy —sinf; =L-x+ K-z azaz
—sinfl, — K-z
x = .
L

(I)-be behelyettesitve:

] —sinfl, — K-z
sinyq 3 —cosy,;z=0,
sinyy - sinf8, siny; K-z
- - —cosy; z=0,
L L
siny, - sinf3, (siny1 K )
I = I cosy; |z,
_ siny; - sinf,
=7k siny, + L - cosy;
Ebbdl kifejezhetd X €s y:
cosy, siny; - sinf, _ cosy; - sinf,

siny; K -siny, + L cosy, T K- siny; + L - cosy,’

_ _ cosyy - sinf, _ _ sinyy - sinf,
COSA2 " K siny, + L - cosy, ctgyva - siny; + L * cosy,

y = -
sina;,

Tehat az E csucs koordinatai:

cosyy - sinf3,

Ex =— ’
K - siny, + L cosy,
B . cosyp-sinB, . Siny, " sinf,
. Cosay " 1 siny; + L - cosy; ctgy2 " - siny, + L - cosy;
y= Sinaz ’
siny; - sin
Eg = V1 B-

" K -siny, + L cosy,
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4.3. Pentaéderek konfiguracios tere

A fentiekben definidltuk a pentaéderek konfiguracios terét, mely [a1,f1,a2,82,91,72,y3] 7-
dimenzids tér alabbi kompakt tartomanya:

0<o1<rm,
0<pr1<m-ou,
0<ao<m,
0<po<m-ao,
0<yi<m,
0<y2<m,

0<y3<m-y2.

Ebben a tartomanyban definialjuk az aldbbi 7-dimenzids ekvidisztans racsot:

o1=hn/n,
S1=i2(m-a1)In,
a2=lan/n,
So=la(m-02)In,
y=isu/n,
y2=iem/n,

y3=i7(m-y2)In.

ahol az ik (k=1,2,3,4,5,6,7) ciklusvaltozok az 1,2,3,...,n-1 értékeket vehetik fel 7 egymasba

agyazott ciklusban. A racs slirliségét az n paraméter rogziti.

A 42, részben irtak segitségével meghatirozhatjuk az egyes racspontokhoz tartozo

koordinatakat.
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5. EGYENSULYOK VIZSGALATA

Egyensulyi pontnak nevezziik a konvex poliéder hataranak azon pontjait, melyeken a poliédert
egy vizszintes sikon megtamasztva a poliéder statikai értelemben egyensulyban van. Stabilitas
szempontjabol 3 tipusu egyensulyi pontot kiilonboztetiink meg generikus konvex poliéderek
esetén. Stabil egyensulyi pont lehet a poliéder lapjain, instabil a csucsain €és nyereg tipust

egyensulyi pont lehet az ¢élein.

Az egyensulyok vizsgélatat sajat készitésli programokkal végeztem.

5.1. Salypont helyzete

Egy z=0 sikon 1évé ABCD négyszdg sulypontjanak koordinatai:

Ax +Bx + Cx+Dx Ay + By + Cy + Dy
SABCD( ” ; 2 ;0)-

Egy gula stlypontja az alap sulypontjat és a csucspontot 0sszekotd szakasz negyedeldpontjaban

van. Ez alapjan az ABCD négyszdgre emelt pentaéder stlypontjanak koordinatai:

g (3Ax + 3Bx +3Cx + 3Dx + 4Ex 3Ay + 3By + 3Cy + 3Dy + 4Ey EZ)
16 ’ 16 "4 )

5.2. Stabil egyensuly

Egy lapon akkor van (stabil) egyensulyi helyzet, ha a stlypont adott lap sikjara vetitett képe a
lapon beliil van. Ennek teljesiilését a program az ,egyensuly lap.m” nevii Szubrutin
meghivasaval ellendrzi. A program valtozoi a 7 szog, melyeket szabadsagi fokoknak
valasztottunk. A ,,piramis.m” segitségével szamolhatjuk a pentaéder A, B, C, D, E cstcsainak
koordinatait és az S sulypontot. El6szor létrehozzuk az ABCD, ABE, BCE, CDE ¢és DAE sikokat
3 pontjuk segitségével, majd az S sulypont vetiileteit az egyes sikokra, melyeket rendre Sascp,
SaBe, Seck, Scoe és Spak jelol. Ezek lesznek az egyensulyi pontok. Ha az egyensulyi pont beliil
van a poliéder hozza tartozé lapjan, akkor azon a lapon stabil egyensulyi helyzet van. Ezt a
MATLAB-ba beépitett isPointInPolygon paranccsal vizsgalhatjuk meg. A szubrutin lefuttatasa
utan egy binaris kodot kapunk, mely az 6t lap egyensulyi helyzeteit jeloli a fenti sorrendben (0
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ha nincs egyensuly, 1 ha van egyensuly). A MATLAB-ban 3-dimenzioban is megjelenithetiink
térelemeket a plot3 parancs segitségével. Az ,,egyensuly_lap.m” nevii szubrutin eredményeként
a pentaédert is megjeleniti a program. Azokat a lapokat, melyeken van egyenstly zolddel,

amelyeken nincs, azokat pirossal abrazoltam.

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.5

5.2.1. abra: Egyensulyok a lapokon MATLAB-ban

5.3. Instabil egyensuly

Egy cstcs akkor instabil egyensulyi helyzet, ha az 6t és a sulypontot 6sszekotd szakaszra a
csticsba allitott merdleges sik nem metsz bele a pentaéderbe. A program meghivja az
,»egyensuly_csucs.m” nevii szubrutint, mely a maradék négy csucsra megvizsgalja, hogy a
létrehozott siknak azonos oldalan vannak-e. Mivel a vizsgalt pentaéderek konvexek, ennek
ellendrzése elegendd a feltétel teljesiiléséhez. A valtozok szintén a 7 szdg, melyekbdl a

)

., piramis.m” segitségével az A, B, C, D, E és S pontok koordinatait szamolhatjuk. A Pa sik
normalvektora az SA vektor, egy pontja A. igy megkapjuk minden csticsra rendre a Pa Pg, Pc,
Pp és Pe sikokat, melyek merdlegesek a csucsot és a stlypontot 6sszekotd szakaszra. Minden
esetben megvizsgaljuk, hogy a négy csucs, mely nem eleme a siknak, a sik megegyezd oldalan
vannak-e. Ehhez az isBelowPlane paranccsal harom beagyazott ciklussal megvizsgalom, hogy
az egyes pontok alatta vagy felette vannak a siknak, és ezek mind a négy esetben megegyeznek-
e. Ha megegyeznek, akkor van instabil egyenstly a csucson, ha nem, akkor nincs. Egyensuly

esetén a csucsot zolddel, ellenkez6 esetben pirossal jelenitem meg.
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0.6 -

5.3.1. abra: Egyensulyok a csticsokon MATLAB-ban

5.4. Nyereg-tipusu egyensuly

Ahhoz, hogy egy ¢élen nyereg-tipust egyensuly lehessen két feltételnek kell teljestilnie:
(a) A stulypontnak az ¢l egyenesére vetitett képe az ¢élen beliil van.

(b) A sulypont és a levetitett képe altal meghatarozott egyenesre merdleges, az €lre

illesztett sik nem metsz bele a pentaéderbe.

Az ,egyensuly_el.m” szubrutin megvizsgalja, hogy igaz-e az (a) feltétel, és a (b) vizsgalatahoz
ellendrzi, hogy az ¢€len kiviili 3 csucs megegyezd oldalan van-e a létrehozott siknak. Miutan a
korabbiakhoz hasonldéan megkaptuk a csucskoordinatakat €s a sulypontot, a projPointOnLine3d
paranccsal levetithetjiik az S sulypontot minden egyes €l egyenesére (melyet az €l két pontja ad
meg). Ekkor rendre az Sag, Sap, Sae, Ssc, Sge, Scp, Sce és Spe pontokat kapjuk. A pontokat a
program egy 1x3-as matrixként kezeli, igy lekérdezhetjiilk egy-egy 0j valtozoként a kapott
pontok X, y és z koordinatait. Ahhoz, hogy Sag az AB élen beliil helyezkedjen el, X
koordinatajanak az A és B pont x koordinatainak értéke kozott kell, hogy legyen, azaz az
AX<SaeX<Bx és Bx<Sagx<AX egyenletek koziil az egyiknek teljesiilnie kell. Az (a) feltételt ezzel
ellendriztiik. A (b) részben szerepld, AB élhez tartozd Pag sikot SSag normalvektor és az és
egyik pontja, példaul A segitségével kapjuk. Pap, Pag, Psc, Pge, Pcp, Pce és Ppe sikok
ugyanilyen modszerrel adédnak. Minden ¢€l esetében a kimarad6 3 csucsra (AB €l esetén C, D

¢s E) megvizsgaljuk, hogy az élhez tartoz6 sik mely oldaldn van az 5.3. részben hasznalt
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isBelowPlane paranccsal. Ha ugyanazon az oldalon vannak, akkor a (b) feltétel is teljesiil. Egy
¢len akkor és csak akkor van nyereg-tipusu egyensuly, ha a két feltétel mindegyike teljesiil.
Ekkor az élt zolddel, egyéb esetben pirossal rajzoltam meg. Az 5.4.1. abran egy példa lathato

erre.

2.5

0 0.5 1 1.5 2 25

5.4.1. abra: Egyenstlyok az éleken MATLAB-ban

5.5. Pentaéderek elsOdleges egvensulyi osztalyokba sorolasa

Minden pentaéder esetén a program meghivja az ,,egyensulyok” nevii szubrutint. Ez tartalmazza
az el6z6 harom részben leirt ,,egyensuly_lap.m”, ,.egyensuly_csucs.m” és ,,egyensuly_el.m”
szubrutinokat, melyek segitségével megvizsgalva a pentaéder Osszes lapjat, csucsat €s ¢€lét
eldonti, hogy van-e rajtuk egyensulyi helyzet. A talalt egyensulyok alapjan el6szor ellendrzi a

Poincaré-Hopf [4] azonossagot:
S+U=H+2,

és ha ez teljesiil, akkor besorolja a pentaédert (S,U)F elsédleges egyenstlyi osztalyokba.
Amennyiben nem teljesiil a Poincaré-Hopf formula, akkor az adott pentaédert a program
hibasnak tekinti €s a tovabbi szamitadsokban nem veszi figyelembe. Ilyen hiba példaul olyan
esetekben adodhat, amikor az egyensulyi pont a lap széléhez vagy ¢él végpontjahoz nagyon

kozel esik. Az Osszes ellendrzott pentaéder 2,05 szazalékaban tapasztaltunk ilyen hibat.
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6. EREDMENYEK

6.1. J. H. Conway sejtése

1969-ben J. H. Conway megfogalmazta az 1. sejtést, mellyel szorosan Osszefiiggésbe hozhato

a 2. tétel. A kutatas o6 célja volt eredményeket elérni ezen allitasok igazolasaval kapcsolatban.

6.2. Elért eredmények

Az 5. fejezetben leirt eljaras segitségével az 6sszes S,U=2,3,4,5 osztalyban azonositottunk

pentaédert és ezzel konstruktiv bizonyitast adtunk a 2. tételre.

A vizsgalat soran nem talaltunk példat S=1 vagy U=1 osztalyba tartozo pentaéderre, mely

megerdsitette az 1. sejtést.

6.2.1. abra: Egy-egy pentaéder az S,U=2,3,4,5 osztalyokbdl 3D nyomtatoval kinyomtatva.
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U 2 3 4 5
> 6.2.1. tablazat
2 3,96% | 15,03% | 17,43% | 0,07% A program  4ltal megvizsgalt
pentaédereket  (S,U)E  osztalyuk
3 47% | 10,43% | 9,83% | 0,7% alapjan  csoportositottam, és a
csoportok darabszamanak szazalékos
4 2,56% | 4,35% | 10,92% | 5,55% aranyat egy tablazatban
Osszesitettem.
5 0,22% | 0,73% | 3,07% | 8,4%

6.3. 3-dimenzids megjelenités

A 16 osztily mindegyikébdl kivalasztottam egy-egy pentaédert, amit 3D nyomtatoval
kinyomtattunk. Az ezekrél késziilt fénykép a 6.2.1. abra.

Minden pentaédernél lemértem az egyensulyi pontok tavolsagat a lapokon az élektdl, az éleken
a végpontoktol, és ezen két mérés eredményei koziil a legkisebbet lekérdeztem a program
segitségével. Ezek alapjan olyan pentaédert valasztottam minden osztdlyban, ahol mindkét
mérés minimuma elég nagy ahhoz, hogy a pentaéder a 3D nyomtatas esetleges hibaival egyiitt

is a megfeleld osztalyba tartozzon.

A végleges tablazat megalkotasanal a célom az volt, hogy a koordinatakat minél kevesebb
tizedesjeggyel rendelkez6 szamokka redukaljam. Ehhez minden 1épésben csokkentettem egyel
a koordinatak tizedesjegyeinek szamat, €s ujra lefuttattam az ,,egyensulyok™ szubrutint. Ezutan
ellendriztem, hogy az 0j pentaéder ugyanabban az osztilyban maradt-e. Minden pentaéder
koordinatait egy tizedesjegyig lekerekitettem. A 6.3.1. tablazat 6sszefoglalja a 16 pentaéder

koordinatait €s egyensulyi helyzeteit.

A 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3, 634, 6.3.5. é 6.3.6 abrakon né¢hany kivalasztott pentaéderrdl
MATLAB-bal késziilt rajzok, valamint a 3D nyomtatashoz késziilt stl file-ok szerepelnek.
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6.3.1. tablazat: A 16 kivalasztott pentaéder csticsainak koordinatai, és az egyensulyi
helyzeteik. Ha nincs egyensuly az adott lapon, csucson vagy élen, akkor a tablazatban 0
szerepel, ha van egyensuly, akkor 1.
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6.3.1. dbra: A (2,2)F osztalyu 6.3.2. dbra: A (2,2)F osztalyu
pentaé¢der MATLAB-ban pentaéder stl file-ba importalva

6.3.3. abra: A (3,2) osztalyt 6.3.4. abra: A (3,2)F osztalyt
pentaéder MATLAB-ban pentaéder stl file-ba importalva

6.3.5. dbra: A (4,2)F osztalyu 6.3.6. dbra: A (4,2)F osztalyu

pentaéder MATLAB-ban pentaéder stl file-ba importalva
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7. OSSZEGZES

A kutatason eredményeként bebizonyitottam, hogy 1étezik pentaéder az (S,U)E, (S,U=2,3,4,5)
osztalyok mindegyikében (2. tétel), és megerdsitettem a Conway altal megfogalmazott 1.

sejtést.

Ezekhez az eredményekhez el6szor belattam, hogy egy f lapa, v csticsu és e €l P poliéder
szabadsagi fokainak szama e-1. Ez pentaéderekre vonatkoztatva 7 szabadsagi fokot jelent. A
pentaéderek megadasahoz definidltam a pentaéderek konfiguracios terét. A 7 szabadsagi foknak

szOgeket valasztottam.

A numerikus bizonyitashoz, €és a sejtés megerdsitéséhez a MATLAB-ban irt sajat készitésii

programokat hasznaltam:

Stabilitds szempontjabol 3 tipust egyensulyi pontot kiilonboztetiink meg generikus konvex
poliéderek esetén. Stabil egyensulyi pont lehet a poliéder lapjain, instabil a csucsain és nyereg
tipusu egyensulyi pont lehet az élein. A szubrutinok segitségével minden lapon, csticson és élen
megvizsgaltam, hogy van-e egyensulyi helyzete az egyes poliédereknek. A talalt egyensulyok

alapjan besoroltam a pentaédereket az (S,U)E elsddleges egyenstlyi osztalyokba.

Ezen eljaras segitségével az 0sszes S,U=2,3,4,5 osztalyban azonositottam pentaédert és ezzel
konstruktiv bizonyitast adtam a 2. tételre. Az ezzel kapcsolatos eredmény alatamasztasara az
azonositott 16 egyensulyi osztaly egy-egy kivalasztott elemének csticskoordinatait és
egyensulyi helyzeteit egy tablazatban foglaltam 0ssze. A kivalasztott testeket 3D nyomtatoval

1s megvaldsitottam.

A vizsgalat sordan nem talaltam példat S=1 vagy U=1 osztdlyba tartozo pentaéderre, mely

megerdsitette az 1. sejtést.
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