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NEM LETEZIK MONO-MONOSTATIKUS TETRAEDER

Absztrakt

Tetraédernek nevezziik azokat a poliédereket, melyeket négy haromszoglap hatarol.

Barmely poliéder esetén 3 kiilonboz6 tipusu (nem degeneralt) egyensuly létezik. A lapokon
elhelyezkedo egyensulyi helyzeteket stabil, a csicsokon elhelyezkedd egyensulyi helyzeteket
instabil, és az ¢éleken elhelyezkedd egyensulyi helyzeteket nyeregtipusu egyensulyoknak
nevezziik, és szamukat rendre S, U és H betiikkel jeldljiik. A hdrom mennyiség nem fliggetlen,

a Poincaré-Hopf tétel alapjan, konvex poliédereken S + U — H = 2.
Egyensulyi helyzeteik szdma alapjan a poliédereket az (S, U)E egyenstlyi osztalyokba soroljuk.

Inhomogén tomegeloszlast feltételezve egy poliéder stlypontja barhova eshet a poliéderen

beliil.

Monostabilnak illetve mono-instabilnak nevezziik az (1,U)E illetve az (S,1)f egyensulyi

osztalyba sorolhaté poliédereket és mono-monostatikusnak nevezziik az (1,1)F osztaly elemeit.
A dolgozat témaja annak igazolasa, hogy nem létezik mono-monostatikus tetraéder.

A Poincaré-Hopf tétel alapjan a tétel egyik korollariuma, hogy egy tetraéder nyeregtipust
egyensulyainak szdma legaldbb egy illetve egy tetraéder Osszes egyensulyainak szamdara

S+U+HZ=4.
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1. Bevezetés — A tétel kimondasa

Konvex poliéderek statikai egyensulyi helyzeteinek megértésére legalabb azota torekszenek az
emberek, miota dobokockat hasznalnak, utobbiak torténete pedig sok ezer évre nyulik vissza
[1]. Egy homogén anyagt kocka minden lapjan stabilan all és ezt a tényt ugy is kifejezhetjiik,
hogy S§=6 stabil egyensulyi helyzete van. Ugyanakkor, némi iigyességgel, dinamikusan
egyensulyozhat6 8 csucsan is, és ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy U=8 instabil egyensulyi
helyzete van. A 12 él is alkalmas egyenstlyozasra, az ¢leket €s a sulypontot tartalmazo sikokban
stabil, minden mds irdnyban instabil a viselkedés, ezt gy fogalmazzuk meg, hogy H=12 nyereg
tipusu egyensulyi helyzete van. A harom mennyiség nem fliggetlen, kozottiik a Poincaré-Hopf
tétel [2] teremt kapcsolatot, mely szerint konvex poliédereken:

(1) S+U-H=2.

A konvex poliéderek statikai egyensulyaival kapcsolatos, minden bizonnyal legérdekesebb
kérdést J.H. Conway ¢és R. Guy vetette fel 1966-ban [3]: olyan homogén, konvex poliédert
kerestek mely csak egyik lapjan tud stabilan megallni, tehat S=1. Az ilyen, S=1 tipusu testeket
monostabilnak, dudlis parjukat, az U=1 tipusu testeket mono-instabilnak, a két halmaz uniojat
monostatikusnak, a két halmaz metszetét (tehat az (S,U)=(1, 1) testeket) mono-monostatikusnak
nevezziik.

Bar a Conway-Guy kérdésre 3 évvel késobb valasz sziiletett egy F=19 lapu, V=34 cslcsu
poliéder konstrukcidjaval [4], nyitva maradt a mélyebb probléma, hogy vajon minimalisan hany
lap és hany ¢l sziikséges a monostabil tulajdonsaghoz. Homogén anyageloszlas esetén ez a
kérdés maig nyitott, bar Conway azt igazolta [5], hogy egy homogén tetraéder nem lehet
monostatikus. Egy alternativ, bizonyos értelemben diszkrét homogenitasként értelmezhetd
anyageloszlas esetén (amikor a sulytalan poliéder cstcsaiba egységnyi tomegeket helyeziink
el) ismert, hogy a mono-instabil tulajdonsaghoz legalabb V=8 csucs sziikséges [6].

Az inhomogén anyageloszlas esetére kevesebb eredmény ismert. Conway igazolta, hogy 1étezik
inhomogén, monostabil tetraéder [5] és ezen allitas dualisa (vagyis az inhomogén, mono-
instabil tetraéder 1étezése) is ismert [7].

Jelen dolgozat célja, hogy igazoljuk az alabbi allitast:
1. Tétel
Ha egy tetraéder monostatikus, akkor pontosan 4 egyensulyi helyzete van.

Az 1. Tételbdl tobb mas, érdekes allitas kovetkezik, tobbek kozott a dolgozat cimében
megfogalmazott is. Az alapfogalmak preciz bevezetése utan a bizonyitast ismertetjiik, melynek
soran ugy fogunk eljarni, hogy egy monostabil 7' tetraéderrél latunk be egyre tobb
tulajdonsdgot. A bizonyitas attekinthetdsége érdekében ezt a boviild tulajdonsdg listat
tipografiailag elkiiloniild, vastagon szedett megjegyzések sorozatdval dokumentaljuk.
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2. A tétel bizonyitasa

1. Definicio: [8] Legyen K egy konvex test, €s X a test egy belso pontja. Azt mondjuk, hogy a
test egy Y hatarpontja K egy egyensulyi pontja X-re nézve, ha az Y-on atmend, XY szakaszra
merdleges sik nem metszi a K test belsejét.

2. Definicio: [8] Legyen P egy konvex poliéder, X a P tdmegkdzéppontja és Y a P egyensulyi
pontja X-re nézve.

e Ha Y a P egy lapjanak belsé pontja, akkor azt mondjuk, hogy Y egy stabil
egyensulyi pont.

e Ha Y a P egy ¢lének belsé pontja, és az XY szakaszra merdleges, Y-on atmend
sik P -t csak ebben az élben metszi, azt mondjuk, hogy Y egy nyereg tipust
egyensulyi pont.

e HaY aP egy cslcsa, és az XY szakaszra merdleges, Y-on atmend sik P -t csak
ebben a csticsban metszi, azt mondjuk, hogy Y egy instabil egyensulyi pont.

e Ha Y-ra a fenti harom feltétel egyike sem teljesiil, azt mondjuk, hogy Y egy
degeneralt egyensuly.

Inhomogén teststirtiséget feltételezve K tetszoleges belsd pontja lehet K tomegkdzéppontja.

1. Megjegyzés: Ismert [5], hogy nem létezik homogén, monostabil tetraéder. Ha azonban
megengediink inhomogén anyageloszlasokat is, akkor a sulypont a tetraéder tetszdleges belsd
pontja lehet. Erre az esetre bizonyitotta Conway [5], hogy 1étezik olyan anyageloszlas és olyan
geometria, mely mellett a tetraéder monostabil, vagyis csak egyetlen lapjan van stabil
egyensulyi pont. A tovabbiakban egy ilyen (monostabil) tetraédert fogunk vizsgalni.

2. Megjegyzés:[8] A Poincaré—Hopf-tételbdl [2] kovetkezik, hogy ha egy konvex poliédernek
csak nemdegeneralt egyensulyi pontjai vannak, akkor a stabil pontok S, instabil pontok U ¢és a
nyeregpontok H szama kielégiti az (1)-es egyenletben leirt 6sszefiiggést.

3. Definici6: Legyen 4, B, C és D egy monostabil 7 inhomogén tetraéder 4 csticsa, melynek
felszinén az egyetlen stabil egyensulyi pont az ABC lap belsejébe esik. A tovabbiakban végig
ezt a jelolést fogjuk haszndlni.

4. Definicio: A T tetraéderben D-prizmanak neveziink egy olyan végtelen egyenes hasabot,
melynek alaplapja az ABC haromszog és analdog modon definialjuk az 4-, B- és C-prizmékat is.
Ezt a négy prizmat kollektiven a T tetraéder prizmainak nevezziik.

3. Megjegyzés: Ha a T tetraéderben a stabil egyensuly az ABC lapon van, akkor a stabil
egyensuly definici6jabol (2. Definicid) és a 4. Definiciobol kovetkezik, hogy van olyan belsd
pontja T-nek, amelyet 7 prizmai koziil csak a D-prizma tartalmaz.

2. Tétel:

A T tetraédernek pontosan 2 olyan csticsa van, melyekre kiilon-kiilon igaz, hogy az oda befuto
3 ¢l egymassal paronként hegyesszoget zar be.

Bizonyitas (2. Tétel):
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1. Lemma:

Az ABC haromszog oldalegyenesei a sikot 7 tartomanyra osztjdk. Legyen a T tetraéder D
csticsanak az ABC sikra vetitett merdleges vetiilete D . Ekkor igaz az az éllitas, hogy D’ a jelzett
7 tartomany koziil sem a haromszog belsejében, sem a vele élszomszédos 3 tartomanyban nem
lehet. Tehat D’ csak 3 tartomdnyban lehet, ezek egyikét mutatja az 1(c). abra.

B =] B
° . °
o,
* & A C
Ae oC "o o Ao °
°n
(a) (b) (c)

1. abra: Ha a Ttetraéder D csucsat az ABC sikra mer6legesen vetitjlik, akkor a D’ vetiilet kombinatorikai
értelemben 3 lehetséges helyzetben lehet: ezeket mutatja be az (a), (b) és (c) diagram. Az 1. Lemma

allitasa szerint, ha 7 monostabil és az egyensilyi pontja az ABC haromszog belsé pontja, akkor csak a
(c) konfiguracio johet 1étre.

Bizonyités (1. Lemma):

A 4 tiltott tartomany koziil 3 kombinatorikailag ekvivalens, ezért csak két esetet kell

megkiilonboztetnilink (az altalanossag megszoritasa nélkiil a bizonyitast BC ¢éllel szomszédos
tartomanyra fogjuk elvégezni).

1. Eset: a D’ pont az ABC haromszdgon beliil van (1 (a). dbra).

Ha a D’ pont az ABC haromszdgon beliil van, akkor az 4-, B- és C-prizma is
tartalmazza D’-t (2. abra), és tudjuk, hogy D csucsot is. Egy ilyen (mindhdrom
prizma altal tartalmazott) pont 1étezésébdl kovetkezik, hogy a tetraédernek nincs
olyan pontja, amely csak a D-prizma része.

Ebben az esetben tehat nem lehet a tetraéder monostabil.

6
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A =

2. abra: Ha a T tetraéder D cstcsat az ABC sikra merdlegesen vetitjiik, akkor Iétrejohet olyan
helyzet, amikor a D’ vetiilet az ABC haromszog belsejében van. Ilyenkor nincs olyan pontja a
tetraédernek, amely csak a D-prizma része. Az abra az ACD, BCD és ABD oldalakra allitott
egyenes prizmak 4BC sikkal vett metszésvonalait, és a D’ pont helyzetét mutatja ebben az esetben.

2. Eset: a D’ pont az ABC haromszdgon kiviil, a CB ¢élnek az A csticesal ellentétes
oldalan, az AB ¢és az AC félegyenesek altal kdzrezart szogtartomanynak az ABC
haromszogon kiviili részén van (1(b). abra).

A T tetraéder AB és AC éleinél a talalkozo lapok hegyesszoget zarnak be, igy B-
¢s C-prizmak kozosen lefedik az ABC haromszdg minden pontjat (3. abra).
Mindkét prizma tartalmazza D csucsot is, tehat a tetraéderen beliili részeik
Osszege, amely egy konvex tartomany, biztosan tartalmazza az egész tetraédert,
mert a tetraéder is konvex. Ezek alapjan igaz, hogy a tetraédernek amelyik pontjait
a D-prizma tartalmazza, azok a pontok valamelyik masik prizmanak is a részei.

e tenmacan.
-----------------

N '
B D

3. abra: Ha a T tetraéder D cstcsat az ABC sikra merblegesen vetitjiik, akkor 1étrejohet olyan
helyzet, amikor a D’ vetiilet az ABC haromszdgon kiviill, a CB élnek az A cstccesal ellentétes
oldalan, az AB és AC félegyenesek altal kozrezart szogtartomanynak az ABC haromszdgon kiviili
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részén van. Ilyenkor a tetraéder azon pontjait amit a D-prizma tartalmaz, azt valamelyik masik
prizma is biztosan tartalmazza. Az dbra az ACD, és az ABD oldalakra allitott egyenes prizmaknak
(rendre B-¢és C-prizmak) az ABC sikkal vett metszésvonalait, és a D’ pont helyzetét mutatjak.

Mivel sem az elsO, sem a masodik esetben nem lehet a tetraéder monostabil, ezért a
7 tartomanybol csak a 3 ABC haromszoggel csucsszomszédos tartomanyokban lehet
D’ (1(c). abra).

4. Megjegyzés: Ennek a konfiguracionak 3 kombinatorikailag ekvivalens valtozata 1étezhet,
amelyekbdl az 1(c) abra az egyiket abrazolja. A tovabbiakban a targyalas megkonnyitése
érdekében, de az altalanossdg megszoritasa nélkiil fel fogjuk tételezni, hogy a D csucsnak a D’
vetiilete az AC egyenesnek a B-vel ellentétes oldalara, a BC egyenesnek az 4-val ellentétes
oldalara esik.

5. Megjegyzés: Tehat T egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder, melyre igazak a
kovetkezo allitasok:

1) felszinén az egyetlen stabil egyensulyi pont az ABC lapra esik (3. Definicio)
2) D csucs D’ vetiilete AC egyenes B-vel ellentétes, BC egyenes A-val ellentétes
oldalara esik (1. Lemma, 4. Megjegyzés)

2. Lemma:

A 4. Megjegyzés szerint a D’ pont a harom megengedett tartomany koziil a C csuccsal
érintkezében van. Ekkor az ABC lapon a C csucsndl hegyesszog van.

Bizonyités (2. Lemma):

Ha az ABC lapon C csucsnal tompaszdg van, akkor a C-prizma az ABC haromszog
teljes tertiletét lefedi (4. abra). Tehat a C-prizma tartalmazza a tetraédernek mind a 4
csticsat, és mivel a T tetraéder és a C-prizma is konvex, ezért a teljes tetraédert is
tartalmazza. Ez alapjan elmondhato, hogy nincs olyan pontja a tetraédernek, amit
csak a D-prizma tartalmaz.
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4. abra: Ha a T tetraéder D csucsat az ABC sikra merdlegesen vetitjiik, akkor 1étrejohet olyan
helyzet, amikor a D’ vetiilet sem a haromszog belsejében, sem a vele élszomszédos 3
tartomanyban nincs. Hogyha az ABC lapon C csticsnal tompaszdg van, akkor a C-prizma az ABC
haromszog teljes teriiletét lefedi. Az abra az ABD oldalra allitott egyenes prizmanak (C-prizma)
az ABC sikkal vett metszésvonalait, és a D’ pont helyzetét mutatja.

6. Megjegyzés: Tehat T egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder, melyre igazak a
kovetkezo allitasok:

1) felszinén az egyetlen stabil egyenstlyi pont az ABC lapra esik (3. Definicio)

2) a D csucsanak D’ vetiilete az AC egyenes B-vel ellentétes, a BC egyenes A-val
ellentétes oldalara esik (1. Lemma, 4. Megjegyzés)

3) az ABC lapjan C csucsnal hegyesszog van (2. Lemma)

1. Korollarium (az 1. Lemmahoz): A 4. Megjegyzés szerint a D’ pont a harom megengedett
tartomany koziil a C csuccsal érintkezében van. Ekkor a T tetraéderben az AC ¢élnél az ABC
¢és az ADC lapok egymassal tompaszoget zarnak be, és a BC éInél az ABC és a BCD lapok is
tompaszoget zdrnak be egymassal.

7. Megjegyzés: Tehat T egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder, melyre igazak a
kovetkezé allitasok:

1) felszinén az egyetlen stabil egyensulyi pont az ABC lapra esik (3. Definicio)

2) a D csucsanak D’ vetiilete az AC egyenes B-vel ellentétes, a BC egyenes A-val
ellentétes oldalara esik (1. Lemma, 4. Megjegyzés)

3) az ABC lapjan C csucsnal hegyesszog van (2. Lemma)

4) az AC élénél az ABC és az ADC lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.
Korollarium)

5) a BC élénél az ABC és a BCD lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.
Korollarium)

8. Megjegyzés: Ha a T tetraéder CB ¢lére az ABC sikon a C pontban egy ¢ merdleges egyenest
allitunk, akkor a 7 tetraéder BCD lapjanak C cstucsanal 1évo szogére 3 kiilonbozo eset allhat
fenn:

1) a D’ ponta c egyenes B-vel atellenes oldalan van; ekkor a BCD lapon a C csticsnal
tompaszog van (5. dbra)

2) a D’ pont a c egyenesen rajta van; ekkor a BCD lapon a C csucsnal derékszog van.

3) a D’ pont a ¢ egyenes B-vel azonos oldalan van; ekkor a BCD lapon a C csucsnal
hegyesszog van.

Az ACD lap C csucsanal 1évo szogérdl ez hasonldképpen elmondhato.

9
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5. abra: Ha a T tetraéder CB élére az ABC sikon a C pontban egy ¢ merdleges egyenest allitunk, és D’ a c egyenes
B-vel atellenes oldalan van, akkor a T tetraéder BCD lapjanak C csticsanal 1év6 szoge tompaszog. Az ACD lap
C csucsanal 1évo sz6gérdl ez hasonldképpen belathato.

3. Lemma:

A T tetraéderre a 7. és 8. Megjegyz¢€s alapjan igaz, hogy a BCD lapon C cstcsnal és az ACD
lapon C csticsndl is tompaszog van (5. abra).

Bizonyitas (3. Lemma):

A bizonyitasban a T tetraéder BCD lapjara mutatjuk meg, hogy a C csucsnal tompaszog
van, azaz a 8. Megjegyzés 1. esete teljestil.

A 2. Lemmabol kovetkezik, hogy az ABC lapon a C csucsnal 1€vo szog kiegészitd szoge
tompaszog. Ekkor ahhoz, hogy D’ az 1. Lemmaban szereplé ABC sik tartomanyai koziil a
C-vel csticsszomszédosban helyezkedjen el ((¢) konfiguracio), csak a 8. Megjegyzésben
leirt 1-es eset johet 1étre, mert az egész tartomany a C egyenes B-vel atellenes oldalan van
(5. abra).

A T tetraéder ACD lapjanak C cstcsanal fekvd szogérdl analdg modon ugyanez
megmutathato.
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9. Megjegyzés: Tehat T egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder, melyre igazak a
kovetkezo allitasok:

1) felszinén az egyetlen stabil egyensilyi pont az ABC lapjara esik (3. Definicio)

2) a D csucsanak D’ vetiilete az AC egyenes B-vel ellentétes, a BC egyenes A-val
ellentétes oldalara esik (1. Lemma, 4. Megjegyzés)

3) az ABC lapjan a C csucsnal hegyesszog van (2. Lemma)

4) az AC élénél az ABC és az ADC lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.
Korollarium)

5) a BC élénél az ABC és BCD lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.
Korollarium)

6) az ACD lapjanak C csticsanal tompaszog van (3. Lemma)

7) a BCD lapjanak C csicsanal tompaszog van (3. Lemma)

6. abra: A T tetraéder ABD lapjara allitott egyenes prizma (C-prizma) AD ¢élt tartalmazd oldala a tetraéder
belsejében halad (az ABC sik alatti rész nincs abrazolva). Ilyenkor vannak olyan pontjai a tetraédernek, amelyeket
a C-prizma nem tartalmaz.

4. Lemma:

A T tetraéderre igaz, hogy az AD ¢€Inél az ACD és az ABD lapok egymassal tompaszoget
zarnak be.

Bizonyitas (4. Lemma):

A 3. Megjegyzésben leirt feltétel teljesiiléséhez sziikséges, hogy a T tetraé¢der C-
prizmaja ne tartalmazza 7 minden pontjat. Ez teljesiil, amennyiben a C-prizmanak az
AD ¢lt vagy a BD ¢lt tartalmazd oldala a tetraéder belsejében halad. Ez 2
kombinatorikailag ekvivalens valtozatot jelent. A tovabbiakban a targyalas
megkonnyitése érdekében, de az altalanossag megszoritasa nélkiil fel fogjuk tételezni,
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hogy T tetraéder C-prizméjanak az 4D ¢élt tartalmazo oldala halad a tetraéder belsejében
(6. abra).

A T tetraéder C-prizmajanak az AD ¢élt tartalmaz6 oldala akkor és csak akkor halad a T’
tetraéder belsejében, ha a C-prizma ezen oldala kisebb szoget zar be a T tetraéder ABD
lapjaval, mint amekkora szoget a T tetraéderben az AD ¢€Inél az ABD és az ACD lapok
bezarnak (7. abra).

A 4. Definicio szerint a C-prizmanak minden oldala derékszdget zar be az ABD sikkal.
Ezekbdl kovetkezik, hogy a T tetraéderben az ACD és az ABD lapok az AD-élnél
tompaszdget zarnak be.

7. abra: Ha a T tetraéder 4D ¢€lét pontban latjuk, akkor a BD és CD lapokat, és az ABD sikra merdleges
egyenes hasab (C-prizma) AD ¢élét tartalmazd oldalat is élben latjuk. Belathato, hogy a C-prizmanak az
AD ¢élt tartalmaz6 oldala akkor és csak akkor halad a T tetraéder belsejében, ha a C-prizma ezen oldala
kisebb szoget zar be a T tetraéder ABD lapjaval, mint amekkora szdget a T tetraéderben az AD ¢élnél az
ABD és az ACD lapok bezarnak.

10. Megjegyzés: Tehat T egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder, melyre igazak a
kovetkezé allitasok:

1) felszinén az egyetlen stabil egyensulyi pont az A BC lapjara esik (3. Definicio)

2) a D csucsanak D’ vetiilete az AC egyenes B-vel ellentétes, a BC egyenes A-val

ellentétes oldalara esik (1. Lemma, 4. Megjegyzés)

3) az ABC lapjan a C csucsnal hegyesszog van (2. Lemma)

4) az AC élénél az ABC és az ADC lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.

Korollarium)

5) a BC élénél az ABC és BCD lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.

Korollarium)

6) az ACD lapjanak C csucsanal tompaszog van (3. Lemma)

7) a BCD lapjanak C csticsanal tompaszog van (3. Lemma)
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8) az AD élénél az ACD és az ABD lapok egymassal tompaszoget zarnak be (4.
Lemma)

11. Megjegyzés: A 10. Megjegyzés alapjan 7 egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder,
melynek csucsszogeire igazak a kovetkezd allitasok:

a) A 4. ¢és 8. allitasok alapjan az ABC lap BAC szoge és az ABD lap BAD szoge
tompaszog, tehat ABC szdg, ACB sz6g, ABD sz8g és ADB sz0g hegyesszog.

b) A 7. allitas alapjan a BCD lap CBD ¢és CDB szoge hegyesszog.

c) A 6. allitas alapjan az ACD lap ADC szdge hegyesszog.

Tehat a T tetraédernek pontosan 2 olyan csucsa van, a B €és a D csucs, melyekre kiilon-kiilon
igaz, hogy az oda befuto6 3 ¢l egymassal paronként hegyesszoget zar be. Q.e.d.

Ezzel a 2. Tétel bizonyitasat befejeztiik.

5. Lemma: Ha egy tetraéder egy csticsdba befut6 3 €l egymadssal paronként hegyesszoget zar
be, akkor az adott cstcs instabil egyensuly a tetraéder barmely bels6 (vagy felszini) pontjara
nézve.

Bizonyitas (5. Lemma):

Az instabil egyensuly definiciojabdl (2. Definicid) kovetkezik, hogyha egy tetra¢dernek az
A cstucsaba befutd 4B €l hegyesszdget zar be az 4 csticsba befutd masik két ¢éllel, akkor az
A cstucs instabil egyensuly a tetraéder B csucsara nézve.

Ha a tetraéder 4 cstlicsa instabil egyensuly a B, a C és a D csucsra nézve is, akkor az 4
csucsba befuto élek egymassal paronként hegyesszoget zarnak be.

Ebbdl kovetkezik, hogy ilyenkor nincs olyan belsé (vagy felszini) pontja a tetraédernek,
amelyet 0sszekotve az 4 csuccsal az barmely éllel hegyesszoget zarna be, tehat amelyre
nézve az 4 csucs ne lenne instabil egyenstlyi pont.

5. Definicié: [8,9] Mono-monostatikusnak nevezziik az olyan poliédereket, amelyeknek
pontosan 1 stabil, és pontosan 1 instabil egyensulyi helyzete van. A Poincaré-Hopf tétel
értelmében egy mono-monostatikus poliédernek nincsen nyeregtipusu egyensulya.

2. Korollarium (2. Tétel): Nem létezik mono-monostatikus tetraéder.
A 2. Tételbol és az 5. Lemmabol kovetkezik a 2. Korollarium allitasa.
3. Korollarium (2. Tétel): Egy tetraéder legalabb 4 egyensulyi ponttal rendelkezik.

Az 2. Tételbdl kovetkezik, hogy egy olyan tetraédernek, melynek pontosan egy stabil
egyensulyi pontja van, az instabil egyensulyainak szama legalabb 2. A Poincaré-Hopf tétel
értelmében (2. Megjegyzés) ekkor a tetraédernek pontosan 1 nyereg tipusu egyenstlya van,
tehat az 0sszes egyensulyi pontjainak szama legalabb 4.
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3. Tétel:

Legyen T egy inhomogén, monostabil tetraéder. Ekkor a 7 tetraéder U(7) instabil
egyensulyainak szdma pontosan 2.

Bizonyitas (3. Tétel):

A bizonyitast a 2. Tétel bizonyitasahoz hasznalt 7 inhomogén, monostabil tetraéderen végezziik
el.

A 3. Megjegyzés alapjan a T tetraéder lehetséges sulypontjait az A-, B- és C-prizmék koziil
egyik sem tartalmazza.

A T tetraédernek azon pontjai, amelyeket nem fed le a C-prizma, a C-prizma 4D élt tartalmazo
lapjanak a C csucs fel6li oldalan helyezkednek el.

A Ttetraédernek azon pontjai, amelyeket nem fed le az A-prizma, az A-prizma BC élt
tartalmazo6 lapjanak az A csucs feldli oldalan helyezkednek el.

A T tetraédernek azon pontjai, amelyeket nem fed le a B-prizma, a B-prizma AC élt tartalmazo
lapjanak a B csucs feldli oldalan helyezkednek el.

12. Megjegyzés: Tehat T egy olyan monostabil, inhomogén tetraéder, melyre igazak a
kovetkezé allitasok:

1) felszinén az egyetlen stabil egyensulyi pont az ABC lapjara esik (3. Definicio)

2) a D csucsanak D’ vetiilete az AC egyenes B-vel ellentétes, a BC egyenes A-val
ellentétes oldalara esik (1. Lemma, 4. Megjegyzés)

3) az ABC lapjan a C csucsnal hegyesszog van (2. Lemma)

4) az AC élénél az ABC és az ADC lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.
Korollarium)

5) a BC élénél az ABC és BCD lapok egymassal tompaszoget zarnak be (1.
Korollarium)

6) az ACD lapjanak C csucsanal tompaszog van (3. Lemma)
7) a BCD lapjanak C csicsanal tompaszog van (3. Lemma)

8) az AD élénél az ACD és az ABD lapok egymassal tompaszoget zarnak be (4.
Lemma)

9) a B és a D csucsokon biztosan van instabil egyensuly (11. Megjegyzés, S. Lemma)

10) a szoba joheto sulypontok a C-prizma AD élt tartalmazoé lapjanak a C csucs
fel6li oldalan helyezkednek el
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11) a széba joheto sulypontok az A-prizma BC élt tartalmazoé lapjanak az A csucs
feloli oldalan helyezkednek el

12) a széba joheto silypontok a B-prizma AC élt tartalmazo lapjanak a B csucs
feloli oldalan helyezkednek el

crer

csticson akkor johet Iétre instabil egyensuly, ha a T tetraéder S sulypontja az 4B élre merdleges,
az A csucsot tartalmaz6 siknak a B csucs feldli oldaléra esik.

A 12. Megjegyzés 2) pontja miatt a 7 tetraéderben a C prizménak az AD ¢lt tartalmaz6 lapja az
ABC sikot egy olyan egyenesben metszi, amely az AB élre merdleges, az 4 cslicsot tartalmazo
siknak a D feldli oldalan van. Ebbol kovetkezik, hogy a C prizmanak az AD ¢élt tartalmazo lapja
az AB élre merdleges, az 4 csucsot tartalmazé sik C csucs feldli oldalan van (8. abra).

A 12. Megjegyzés 10) pontjabdl kovetkezik, hogy a T monostabil tetraéder szoba johetd
sulypontjai nem helyezkedhetnek el a 13. Megjegyzésben leirt modon.

Tehat a T tetraéderben biztosan nem johet 1étre az 4 csucson instabil egyensuly.

8. abra: Az instabil egyensuly definiciojabol kovetkezik, hogy az 4 csucson akkor johet 1étre
instabil egyensuly, ha a T tetraéder S sulypontja az AB élre merdleges, az A cstcsot tartalmazo
siknak (fekete sik, élben latva) a B csucs fel6li oldalara esik. A T tetraéderben a C-prizmanak az
AD élt tartalmazo lapja (piros) az ABC sikot egy olyan egyenesben metszi, amely az AB élre
merdleges, az A cslcsot tartalmaz6 siknak a D cstcs feldli oldalan van. Ebbdl kovetkezik, hogy a
C-prizmanak az AD ¢élt tartalmazo lapja az AB élre merdleges, az 4 csucsot tartalmazo sik C csucs
fel6li oldalan van.

crer

csucson akkor johet létre instabil egyensuly, ha a T tetraéder S sulypontjat a C csuccsal
0sszekoto szakasz a CD éllel hegyesszoget zar be.
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Mivel a T tetraédernek a DCB lapjan C csucsnal tompaszdg van, ezért a B csucs a DC
szakaszra merdleges, a C csucsot tartalmazé siknak a D csticcsal ellentétes oldalan
helyezkedik el.

Mivel a T tetraédernek az ACD lapjan C csucsnal tompasz0g van, ezért az 4 csucs a DC
szakaszra merOleges, a C csucsot tartalmazd siknak a D cstccesal ellentétes oldalan
helyezkedik el.

A 12. Megjegyzés 11) és 12) pontjabdl kovetkezik, hogy a szdba johetd sulypontok a DC
szakaszra merdleges, a C csucsot tartalmaz6 siknak az 4 és B csucs feldli oldalan
helyezkednek el (9. abra).

Ebbdl kovetkezik, hogy a T tetraéder S sulypontjat a C csticcsal 0sszekotd szakasz a CD éllel
tompaszoget zar be, mely nem felel meg a 14. Megjegyzésben leirt feltételnek.

Tehat a T tetraéderben biztosan nem johet 1étre a C csucson instabil egyensuly. Q.e.d.

Ezzel a 3. Tételt bizonyitottuk.

9. abra: Az dbran DC szakaszra merdlegesen nézve latjuk a 7T tetraédert. Mivel a T tetraédernek a DCA és
a DCB lapjan C cstcsnal tompaszdg van, ezért az 4 és B csucs a DC szakaszra merdleges, a C cstcsot
tartalmazé siknak (fekete sik, €élben latva) a D-vel ellentétes oldalan helyezkedik el. A szdba johetd
sulypontok az A-prizma BC élt tartalmazo lapjanak 4 csucs feldli oldalan, és a B-prizma AC élt tartalmazo
lapjanak B cstucs fel6li oldalan helyezkednek el (piros sikok). Tehat a sulypontok a DC szakaszra
merdleges, a C csticsot tartalmazo siknak a D cstcesal ellentétes oldalan helyezkednek el.

A 3. Tétel bizonyitasaval belattuk, hogy ha 7 egy monostabil tetraéder, akkor az instabil
egyensulyainak szama pontosan U(T) = 2.

16
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15. Megjegyzés: [7] Egy poliéder stabil egyensulyainak szdma megegyezik a poliéder
stulypontjara vett polaris dudlis poliéderének instabil egyenstlyainak szdmaval, tovabba egy
poliéder instabil egyensulyainak szdma megegyezik a poliéder silypontjara vett polaris dualis
poliéderének stabil egyensulyainak szamaval.

Ez azt jelenti, hogy ha létezne olyan tetraéder, mely az (S,U) = (3,1) vagy (S,U) = (4,1)
egyensulyi osztalyokban szerepel, akkor 1éteznie kéne (S,U) = (1,3) és (S,U) = (1,4) osztalyba
sorolhato tetraédernek is.

A 3. Tételbdl kovetkezik, hogy egy monostatikus tetraéder kizarolag az (S,U) = (1,2) és az (S,U)
= (2,1) osztalyokban létezhet.

Ez a kijelentés egyenérték@d cimben megfogalmazott allitassal is, miszerint nem létezik mono-
monostatikus tetraéder (2. Korollarium). Ezzel igazoltuk az 1. Tétel allitasat, miszerint ha egy
tetraéder monostatikus, akkor pontosan 4 egyenstlyi helyzete van. Q.e.d.
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3. Osszegzés

4. Tétel: Tetraéderek az alabbi 11 egyensulyi osztalyban létezhetnek:
(2,DF, (1,2)% (2,2)% (2,3)% (3,2)% (3.3)%, (2.4)%, (4.2)%, (3.4)%, (4.3)", (4.4)°
¢s a felsorolt 11 osztaly mindegyikében 1étezik tetraéder.

Bizonyitas (4. Tétel):

Ebben a dolgozatban igazoltuk (1. Tétel), hogy ha egy tetraéder monostabil, akkor pontosan 4
egyensulyi helyzete van. Ebbél kovetkezik, hogy monostabil tetraéderek csak az (1,2)F és a
(2,1)® egyenstlyi osztalyban fordulhatnak eld. Conway igazolta [5], hogy létezik monostabil
tetraéder ¢és a [7] cikkben igazoltdk monoinstabil inhomogén tetraéder 1étezését. Ugyanezen
cikk tartalmazza annak igazoldsat, hogy az Osszes nem-monostatikus osztalyban létezik
tetraéder. Q.e.d.
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Abraj egyzék

Abra sorszama: Forras:

1. GeoGebra — sajat készitésili dbra
2. GeoGebra — sajat készitésli abra
3. GeoGebra — sajat készitésli abra
4. GeoGebra — sajat készitésili dbra
5. GeoGebra — sajat készitésli abra
6. GeoGebra — sajat készitésli dbra
7. GeoGebra — sajat készitésli dbra
8. GeoGebra — sajat készitésli abra
0. GeoGebra — sajat készitésli abra
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