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A kettes metr6 Pillang6 utcai megalldjanak tetdszerkezete

(https://mapio.net/pic/p-5777035/)

1. Bevezetés

1.1 A dolgozat célja, modszere

Ebben a dolgozatomban az Epitészmérnoki karon oktatott Szilardsagtan 1. cimii
tantargyon tanitott elemi szilardsdgtani modszer segitségével szeretnék olyan
geometriaju tartoszerkezeteket vizsgdlni, amelyek a megoldasi menetiik miatt nem
képezik részét a tananyagban, ugyanakkor szamos helyen el6fordulnak az épitészetben.
Ugyanis napjainkban az ¢€pitészeti formatervezésben szamos olyan geometriaval
rendelkezé tartoszerkezet 1is megjelent, amelyek fesziiltségallapotai nem
modellezhetdek az egyszerli hajlitasi képlettel és a nyirofesziiltség kiszamitasara

hasznalt Zsuravszkij képlettel.

Ilyen szerkezet példaul egy sikgorbe tengelyli tartd vagy egy olyan gerenda,

amelynek nem alland6 méretiiek a keresztmetszetei, hanem a tengely mentén valtoznak.



1.2 Irodalom

A kiindulasi pont Muttynyanszky Adam Szilardsagtan cimii konyve volt. Ezen
feliil a képleteket 0sszevetettiik Grashof: Theorie Der Elasticitat Und Festigkeit cimii

konyvében szerepld eredményekkel.
2. Szilardsagtani modell

Szilard testek fesziiltségallapotainak vizsgélataira szamos moddszer létezik a
klasszikus mechanikaban. A folyadékokkal és gazokkal ellentétben — amely esetekben
a nyomas fogalmat hasznaljuk ¢és amely analdég a szilard testek esetében hasznalt
fesziiltséggel — a szilard testek fesziiltségallapota nem jellemezhetd egy skalarértékkel
a helykoordinata ismeretében. A fesziiltség nagysaga €s irdnya fligg a testet elvago sik
iranyatol is a vizsgalt pont elmozditasa nélkiill is. Ezen sik ismeretében a
fesziiltségvektor szétbonthatd a sikra merdleges (ezt nevezziik normalfesziiltségnek és
o a jele) és a sikkal parhuzamos (ezt nyirofesziiltségnek nevezzikk és t a jele)

komponenseire.

Szamitasaimat az elemi szilardsagtan modszereivel végzem el, vagyis
egyszerusitett alakvaltozasi allapotok alapjan adjuk meg a fesziiltségek elosztasat. A
tartobol kivagott elemi hosszisagu testek esetén a vagési sikokon az anyagi

folytonossagot normal és nyirofesziiltségekkel helyettesitjiik.
Koordinata- és teher- és igénybevételiranyok feltételezése

A kiilonbozd geometridju tartok kozos vizsgalata érdekében sziikséges megtenni
a koordinatak, az igénybevételek és a fesziiltségek eldjeleinek meghatarozasat térbeli
viszonyuk alapjan. Ekkor a képletek 0sszehasonlithatoak egyméssal és szamos tovabbi
Osszefliggést lehet felirni, amely egyszerlisitheti szdmitasainkat. Ezt az aldbbi abra

mutatja:
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1. abra: A koordindtarendszer és a teher ¢és igénybevételek pozitivnak

feltételezett irdnyai

2.1. Alapvetd feltevések

A rudmodell

s

rudat — nagyon konnyi igy modellezni. Egy radként definialhato test 1étrehozasahoz
hozzunk létre egy tetszdleges egyenes tengelyt, amely tengelyre a kezdOpontban,
hogy a keresztmetszet sulypontja illeszkedjen a rudtengelyre. Ezutdn a radtengely
mentén vigylik végig onmagaval parhuzamosan a keresztmetszetet a tengely végéig.
Ezzel egy haromdimenzids testet kaptunk. A dolgozatomban olyan rad jellegii testekkel
foglalkozom, amelyek esetén a ruadtengelyt sikgorbe alakinak vessziik — tehat
térgorbékkel nem foglalkozunk -, illetve a keresztmetszetek méretei a tengely mentén

linearisan valtoznak.

A rud fesziiltségéallapotdnak szamitdsat a keresztmetszetre merdleges
normalfesziiltségekkel kezdjiik, mivel a radtengelyre merdleges sikban talalhat6ak a
legnagyobb normalfesziiltségek. Ezutdn a nyirdfesziiltséget egy elemi hosszisagu,

raddarabbol kivagott elemdarab egyensulyi vizsgélatabol kapjuk meg.



Bernoulli-Navier hipotézis

A rudak fesziiltségallapotat -a rad igénybevételeinek ismeretében- a Bernoulli-
Navier hipotézis segitségével lehet a legkonnyebben megallapitani. A hipotézisnek két
alapveté feltevése van. Az els6 pont a keresztmetszeteket infinitezimalisan kicsi
vastagsagu merev lapoknak képzeljiik el, amelyek kozott szintén infinitezimalisan kicsi
tér van. Ezek a merev lapok a bekdvetkezd deformacid utan sem deformalddnak.
A masodik pont azt mondja ki, hogy a keresztmetszetek deformaciok hatésara

merdlegesek maradnak a rudtengelyre.
Hooke-t6rvény

Masnéven a linedrisan rugalmas anyagmodell. Ez azt jelenti, hogy — példaul egy
kozpontosan huzott raddal szemléltetve - egyenld fesziiltség novekedéstdl egyenld
mértékben valtozik a megnyulas. Ez az aranyossag a folyashatarig teljestil, és a két érték

hanyadosat rugalmassagi modulusnak (E) nevezzik. 0 = E - ¢
Az elemi szilardsagtani modszer

Szamitasaimat az elemi szilardsagtan modszereivel végzem el, vagyis a
fesziiltségeket az elemi méretli testek egyensulyi allapotanak feltételezésébdl adodo
egyenletekbdl szamitjuk ki. A tartobdl kivagott elemi hosszisagu testek esetén a vagasi

sikokon az anyagi folytonossagot normal és nyirofesziiltségekkel helyettesitjiik.

A keresztmetszet egyenstlya (normalerd és nyomatéli igénybevétel esetén két
egyenlet), a Hooke-t6rvény és a Bernoulli-Navier hipotézisbdl a rtadmodellnek dsszesen

4 egyenletét kapjuk.
2.2 A képletek értelmezése
A vizsgalt keresztmetszetek geometridja

A dolgozatomban csak olyan tartokat vizsgalunk, amelyeknek éallando vagy

radtengely mentén egyenletesen valtozo téglalap formaju keresztmetszete van. Ez a



dontés egy egyszerlisités annak érdekében, hogy a képletek esetében a kiilonbozo
mennyiségek konnyen beazonosithatéak legyenek. Tovabba igy maguk a képletek is

atlathatobbak lesznek.

h

2. 4bra: A vizsgalt téglalap ¢és a terhelés keresztmetszeti nézete

A téglalap keresztmetszet azt is jelenti, hogy van két egymasra merdleges
szimmetriatengelye, amelyek azonosak y és z tengellyel. Keresztmetszeti abrazolasban
nézve a terhet xy sikban mikodoének modellezziik. A téglalap magassagat h-val,
szélességét b-vel jeloljiik. Emiatt b értéke allando és igy y szerinti integralaskor

kiemelhetd. Az értelmezhetdség miatt az ilyen miiveletek alkalmazasakor az =, ¢ (dA
h
kifejezés helyett a b * ny f) dy integralt hasznaljuk

A nyirofesziiltség eredményei: dtlagos értékek

Minden esetben, amikor egy kivagott elemi vastagsagu raddarab egyensulya
alapjan hatarozzuk meg a nyirofesziiltséget az elem szélessége mentén allando értéket
kapunk, mivel azt feltételezziik — Zsuravszkijhoz hasonloan - a szamitas sordn, hogy ez
alland6. A valdsagban nem pontosan, ugyanis a numerikus végeselemes szamitasok €s
a de-Saint-Venant féle pontos megoldas nem ad tokéletesen egyenletes megoldast,
hanem a stlypontban kisebb értéket szdmol, mint a szélsé szalban. Azonban az

allandotol valo eltérés a téglalap keresztmetszet aranyaitol is fligg; abban az esetben,
ha% aranyat noveljiik, akkor egyre jobban hasonlit az eloszlas az egyenleteshez Egy% =

1,33 esetén is 10-11%-o0s hibahataron beliil vannak a pontos és a végeselemes modszer



eredményei a Zsuravszikj-féle allando feltételezéstol. (Bojtar-Pap: Egyenes és gorbe

gerendak fesziiltségeinek vizsgalata)

Ellenorzés végeselem tarcsamodellel

A kapott eredményeinket hasonlitsuk 0ssze az AxisVM végeselem szoftver
eredményeire ugyanazon geometria €s terhelés esetén. A valtozd keresztmetszettii
esetekben a tarcsamodell nem tud kétiranyban (magassagban ¢€s szélességben is) valtozé

keresztmetszetet eldallitani. Igy az allando szélességiieket vetjiik 6ssze ilyen modon.

3. Egyenes tengelyii, allando Kkeresztmetszetii tartok

osszefuggései, tulajdonsagai

3.1 A teher és az igénybevételek kozotti kapcsolat

A statikai terheknek két tipusat hasznaljuk a Bernoulli-Navier radmodellel valo
szamitaskor. A megoszl6 terhelést, amely a rid tengelyét metszd sikban hat és [kN/m]
mértékegységil; tovabba a koncentralt terhet, amelynek a hatdsvonala szintén metszi a
radtengelyt és — mivel erd jellegli mennyiség — [KN] mértékegységii. A tartd6 nyomatéki
igénybevétel fiiggvényének elsé derivaltja a nyirderd fiiggvény, masodik derivaltja a
megoszlo terhelés fiiggvény. Ezt egy eldjelhelyes elemi hosszisagu keresztmetszeten

hat6 igénybevételekkel lehet bemutatni:
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3. abra: Az igénybevételek kozotti 6sszefiiggések

YE,=0, —pyxdx+ ¥V +dV)-V=0

YMy=0, —(M+dM)+M+V+dV)*dx=0

dV * dx mennyiség masodrendiien kicsiny, igy elhanyagolhat6

) . . ; o . d . d
Az dsszefliggések tehat a kovetkezdek: % =V,és d—z =py

A megoszl6 terhelésnek ezenkiviil 1étezik olyan tipusa, mikor radtengely irdnya

a megoszlo teher, ahogyan az dbra mutatja, ekkor az osszefiiggés a kovetkezo:

ZFX=0,N+dN—N—pN*dx=O,Z—I:=pN

3.2 A normal és nyirofesziiltségek szamitisa

¢

A

P
dx

4. abra: Deformaci6 hatdsa a ridra a Bernoulli-Navier hipotézis alapjan
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Az ilyen tartok rendelkeznek a legegyszeriibb geometriaval. Ezen esetben a
tengely irdnyu normalfesziiltség egyenletei a keresztmetszetek egyenstlyara,
Egyensulyi egyenletek: N = fle o, dA,M = ffA o, ydA
Geometriai egyenletek: e = —a -y + b
Anyagegyenlet: o, = E * ¢
Amely esetben N a keresztmetszeten haté normalerd, M a keresztmetszeten haté
hajlitonyomaték, A a keresztmetszet tertilete: € a relativ megnyulas és E a

rugalmassagi modulus.
Ezekbdl az alabbi dsszefiiggést kapjuk:o, = — 1% *y + %

Itt I, a keresztmetszet masodrendl nyomatéka, amely kifejezés jelentése
az alabbi: I, =, [ y?dA

A nyirofesziiltség a fent kifejtett normalfesziiltség ismeretében az elemi raddarab egy

A
., e , . , , am |~ ,ydA
részének tengelyiranyu vetiileti egyensulya alapjan szamolhato: 7,,, = i
.
V-Sy
I;'b

Amely képletben V a keresztmetszetre hatd nyiroerd, Sy az elcsuszni akard
keresztmetszetrész teriilete, azaz a kivagott elemi raddarab tengelyre merdleges

tertlete, b pedig a keresztmetszet szélessége.

A Bernoulli-Navier hipotézisb6l kiindulva nem lehet kiszdmolni, de
bizonyos igénybevételi feltételek mellett 1étezik y iranyd normalfesziiltség is egy
radban. Ez akkor teljesiil, ha a nyirderd - és veliik aranyosan a nyirofesziltség -
valtozik x-tengely mentén. A nyirofesziiltség kiszamitasakor az elemi hosszusagu
ruddarabbdl kivagott darab y iranyu, vertikalis vettileti egyensulya csak az abran
mutatott y-iranyu szigma fesziiltség miikodésével lehetséges. Ekkor a kiindul6

egyenlet a kovetkezo:

11
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5. &bra: A vertikalis egyensuly

h

—Jdb*(@x+dggdy+j.b*gmdy—oy*b*dx=0
y y

NS

Osszevonva ezt kapjuk:

P~

v ESd bxdx =20
_[Z—*bj;/ ydy — oy, *bxdx =

Kiintegralva, szigmara rendezve a kovetkez6:

p Az
*
I,*xb \6x*b

*(h+y)

Ekkor p a tengelyre merdleges megoszl6 terhelés, A az elcstszni akaré
keresztmetszet teriilete, h a keresztmetszet magassaga. és y a kivagott riddarab
és a sulyponti tengely tavolsaga a fenti abran mutatott helyzetben.

Ez a fesziiltség a gerenda keresztmetszetének 0sszenyomodasat, vagy széthuzodasat
okozza.

Az alabbi egyenlet y-tengely mentén harmadfoku parabola egyenletét adja.
Keresztiranyu normalfesziiltség esetén meg kell hatarozni, hogy a keresztmetszet
melyik pontjara helyezziik el a megoszlo terhelést. A harom leglehet6séget az

alabbi abra mutatja, ahol azt lehet észrevenni, hogy mindig abban a pontban

ugrik a fliggvény % értéket, ahova a megoszld terhelést feltételeztiik.

12
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6. abra: Az y irdnyu normalfesziiltségi fliggvények, attol fiiggben, hogy hol

\*’\\

feltételezzik a terhelést

4. Egyenes tengelyu, valtozo keresztmetszetu tartok

Viltoz6 keresztmetszet alatt olyan radtengely menti egyenletes magassagi és
sz¢lességi méretvaltozast értiink, amely a rid kezdetétdl a végéig tart hirtelen ugrés
nélkiil. Abban az esetben, ha a méretvaltozas nem nagyobb mint 10°, akkor a Bernoulli-
Navier hipotézist érvényesnek tekintjiik, tehat az alland6 keresztmetszetii rudak

Osszefiiggései itt is érvényesek.

Egyenes tengely esetén mindig igaz, hogy a kozpontos igénybevételeket
(kozpontos huzas ill. nyomas) és a kiilpontos igénybevételeket (hajlitdssal egyidejii
nyiras) kiilon-kiilon is — egymastol fliggetlentil is lehet vizsgalni. Ebben a dolgozatban

is igy tesziink.

A valtozo keresztmetszet kifejezés kapcsan érdemes hangsulyozni, hogy akkor
szamit keresztmetszetnek egy rudbéli metszet, ha merdleges a rudtengelyre. A
radtengely meghatarozasa pedig egy olyan tengely, amely a rd merdleges metszeteknek
mindig a stlypontjan halad at. Az alabbi rajz azt mutatja, hogy a radtengely nem
feltétleniil vizszintes helyzetii, hanem ferde azesetben, ha az egyik feddlap vizszintes
sikban helyezkedik el. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy az also ¢és a fels6 feddlapjai a raidnak

mindig azonos szdget zdrnak be magaval a tengellyel.

13



Ezek nem keresztmetsgetek
.

7. abra: Tort tengelyl tartok keresztmetszeteinek meghatdrozasa

4.1 Normadlerd igénybevétel

A rudat a két végén feliilet mentén megoszlo erdvel, amelyeknek mindkét
oldalon megegyezik az ereddjik, és irdnyuk ellentétes az egyenstly megtartasa

érdekében. Ilyen terhelés esetén azt feltételezziik, hogy érvényes a Bernoulli-radmodell.

A feltevés érvényességét az alabbi a=10° esetre ellendrizni lehet egy
kdzpontosan nyomott 2 szogtartomanyu élalaktl ridra felirhatd 0sszefiiggés esetén

(b=1 egységnyi szélesség esetén) Kozmann képlete alapjan:

N cos*(¢) h, , ” N , .
g, = —* oly = és @ egy tetszOleges szOg az €k csucsabol
oy (a+§*sinK2*a)z| Y= Zaan(w & ¢ &Y g g
nézve.
Abban az esetben, ha a<10° akkor
N 4 . , N , , , ,
Op =% 05 @ 1ivel ¢ <a igy op =:—* 1, tehat az allandénak feltételezett
X X

normalfesziltség igaz lesz a teljes Kkeresztmetszeten az emlitett
szogtartomanyban.
(Kozmann: Valtozé keresztmetszetli rudak szilardsagtana)
fgy a rid 6sszes keresztmetszetében alland6 a normélfesziiltség, értéke szintén

Oy = %. Azonban a magassag (h), a szélesség (b), igy a teriilet (A) is x fliggvénye,
amelyeket az alabbi mdédon definialunk:

hy = hy + 2 -tan(x) - x

b, = by +2-tan(B) - x

14



Ay, = h, * b,

Az éllando keresztmetszetii kozpontos igénybevételek esetén kizardlag o , van
jelen a tartoban, de ha h vagy b nem éllandd, azesetben nyirofesziiltségek tovabba y és

z iranyu normalfesziiltségek is felléphetnek.

Erre a peremfeltétel ad magyarazatot. A peremfeltétel azt mondja ki, hogy a
tartd sz€lso szalaban az eredd (p )fesziiltségvektor biztosan benne lesz a konturfeliilet
sikjaban. Sarokhelyzetii (y és z irdnyban is sz€1s6 helyzeti szal) szalban pedig mindkét
konturfeliilet sikjaban. Abban az esetben, ha a keresztmetszet allandd, akkor a feltétel
onmagaban o ,-t6l is teljesiil. Mas esetben sziikséges, hogy legyen 7, a keresztmetszet
sz€1s6 szélaban is, illetve ezen nyirdfesziiltség és a normalfesziiltség ereddjének o
szoget kell bezarnia a rudtengellyel. Ezzel a feltétellel ellendrizni lehet a szélsd szalra

alkalmazva a kapott képletek helyességét.

8. abra: A sz¢€lso szal fesziiltségallapotanak meg kell felelnie a peremfeltételnek

4.1.1 Egyenes tengelyii, dallando szélességii, valtozo magassagu

tartok

]

bo

9. 4bra: Egy valtozo magassagu gerenda paramétereivel

15



A keresztmetszet két méretének valtozasa kiilon-kiilon is vizsgalhatd, igy harom
eset lehetséges; csak a magassag valtozik, csak a szélesség, illetve mindketts. A
kozpontos igénybevételek esetén a keresztmetszet ellendllasa (A, azaz a teriilet)
iranyfliggetlen, igy a koordinata rendszer x tengely koriili elforgatasaval az elsd két eset
valojaban ugyanaz, igy csak két esetet vizsgalunk. Jelen esetben a magassag (a
tovabbiakban: h) valtozik linearisan a tengely mentén (masnéven fligg x-t6l), a szélesség
(a tovabbiakban: b) allando marad.
Ezt ugy is ki lehet fejezni, hogy:
h, = hy + 2 - tan(e<) - x

,ahol hO a kezdeti magassag, o a rad also és felsé lapja €s a rad tengelyének szoge, x

pedig a tavolsag. Ezt X mentén derivalva:
dh
== 2 - tan(x)

4.1.1.1 Nyirdfesziiltség szamitdsa

Az ismert normalfesziiltségek ismeretében vagjunk ki egy elemi hosszusagu
darabot, amib6l még vagjunk le egy darabot az abran mutatott modon. A
nyirofesziiltségek dualitasi tételének kdszonhetden, amely azt mondja ki, hogy a rid egy
tetszOleges pontjaban a tengellyel parhuzamos vagasi ¢l mentén miikodo nyirdfesziiltség
megegyezik az abban a pontban a keresztmetszeten miikodd nyirofesziiltséggel. gy
tehat a keresztmetszeten mikodd nyirofesziiltséget is ki tudjuk szamitani.

A vizsgalt elem vizszintes vetiileti egyensulya a kovetkezd:

Ox Ox+dox Ox Ox+dox
T T T TTTTXV"qu
< ‘ <—_% 2 | | \ o | o8 I
ir = 4L %| Tyx r%} 9 §|
dx : - dx ~ >,: é | dx =|

10. abra: Egy kivagott raddarab egyenstlya

h+dh

2
f b*(ax+d0'x)dy—fb*axdy+‘ryx*b*dx=0
y y

NS
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Behelyettesitve és kiemelve:

h+dh h
N

2 N 2
mfy 1dy‘mfy1dy“yx*d"=°

Ezutan:

N (h + dh ) (1 dh) N (h ) N 4 0
* —_ * —_——_—] - * | — — ES =
h+b 2 7 n 2 V)T Ax

Majd:

Ny
Z*E*dh—ryx*dx=0

Végiil taura atrendezve:

Tyx = —— * 7 * 2tan(x)

| =
SRS

Tehat azt kaptuk eredményiil, hogy annak ellenére van nyiréfesziiltség a
keresztmetszetben, hogy nincsen nyirderd. Ez azt is jelenti, hogy a teljes

keresztmetszeti feliileten integrélt 7,, fiiggvény értéke 0 kell, hogy legyen,

h h
ezf?, —% * % * 2 tan(o) dy esetén teljesiil, ugyanis [, —ydy = 0.
2 2

A képlet eldjele tehat fiigg az igénybevétel (N) eldjelétdl, a vizsgalt pont magassagatol
(y) eldjelhelyesen megadva és a keresztmetszet valtozasanak iranyatol. Ez utobbi a

peremfeltétel vizsgalatakor dertil ki.

A nyirdfesziiltségek dualitasa értelmében a vizsgalt pontban megkapott érték
azonos lesz az x normalisu sikban keresett 7,,, értékével. fgy, ha a keresztmetszeten

abrazolni kivanjuk az eredményt akkor azt az

Ty = —% * % * 2 tan(oc) figgvénnyel a lathatd modon tegyiik meg:
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=(AX)ney

Diagram 1: Nyirofesziiltség eloszlas a keresztmetszeten kdzpontos hlizés esetén

A fent bemutatott peremfeltételt ellendrizhetjiikk a sz€lsé szalra ebben az esetben:

tan(«) = %
X

Tovabba: 1, = %* 2 tan(cx) % €s o, = %, illetve az abrarol leolvashato, hogy y = — >

ezt rendezve tan(«) = —(—tan(x)) miatt a  peremfeltétel  teljesiil.

4.1.1.2 Y iranyu normalfesziiltség szamitasa

Ox Ox+dox Ox Ox+dox

(h+dh)/2
/

—
E
__ﬁf

T
|

|

|

|
—
r

|

|

|
*_
*

11. abra: Egy kivagott raddarab egyensulya

A fent vizsgalt rudelem oldalaira berajzolt nyirofesziiltség értékek fiiggdleges
vetiileti  egyenstlyanak vizsgalatakor (X F, = 0) azt vesszik ¢észre, hogy a

magassagnovekedés miatt nem lesz feltétleniil egyensulyban a két oldalsé feliileten
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miikodé nyirofesziiltségek feliiletszerinti integraljai. Ekkor a radelemben y iranyt
szigma is jelen van, amely allando6 keresztmetszet esetén csak rudtengelyre merélegesen
haté megoszl6 terhelés esetén van jelen, kozpontos igénybevétel esetén sohasem.
A keresett y iranyd normalfesziiltség értékét az abra alapjan az aldbbi egyenletbdl

kapjuk meg:

h+dh

2
f b*(rxy+drxy)dy—fb*Txydy-i-ay*b*dx:O
y y

NS

Behelyettesitve, kiemelve:

h+dh N h
2 2
_W*Ztan(oc)fy ydy+b*h2*2tan(oc)Jyydy+0y*b*dx
=0
Integralva, rendezve:
2 2
Y y
N*tan(oc) * <_Ul+—dh)2+ﬁ> = 0y *b* dx
dh-t a nevezobdl eltavolitva:
2
-y +y*+ Zdh%
N = tan(x) * =0, *bx*dx

hZ

Végiil szigmara rendezve:

o, = bNTh * 4 tan?(x) i—j = 0, * 4 tan?(x) Z—z azt kaptuk eredményiil, hogy
pozitiv tengelyiranyu normalfesziiltség esetén az y irdny is pozitiv — hiz6 irdnyt -
lesz, amely tehat a keresztmetszetet probalja széthtizni y iranyban. <= 0 esetben
minden eddig kapott fesziiltség értéke 0, amely eset az egyenes keresztmetszetet
jelenti.

Ha az eredményt y mentén a keresztmetszeten szeretnénk abrazolni, akkor azt a mar

abrazolt nyirofesziiltséggel egyiitt igy tehetjiik meg:

19



-1,50 -1,00 -0,50 - 0,50 1,00 1,50

={Ax)ne3 ———

={Alews=

-112
-124
-136
-149
-161
-174

-186

Diagram 2: Y iranyl normal- és nyirofesziiltségek a keresztmetszeten

4.1.1.3 Szampélda, az eredmények ellendrzése

A fenti szdmitasok azt igazoljak, hogy egy valtozd keresztmetszet okan egy
kozpontos igénybevételli gerendaban is szamos olyan fesziiltség is fellép, amelyek
egyenes tengely esetén zérusok. Ezek numerikus vizsgalatat a kovetkezokben szamolasi
példakkal végezziikk, amelynek az eredményeit hasonlitsuk 0Ossze egy
végeselemmadszert hasznalo szoftver eredményeivel. Tovabba mas kisérleti vizsgalat

eredményeivel is Osszevetjiik.

Ebben az esetben hatdrozzunk meg egy kezdeti keresztmetszetet, annak h és b
méreteivel és « egy szoget, amely a tengely és az emelkedd fed6lapok kozre zart szoge.

hy = 250 mm, by = 100 mm, «c= 5°
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A rud adatai és az igénybevétel legyenek a kovetkezdek:

L

=5m,

N =500 kN

Keressiik az alabbi x tdvolsagokhoz tartozé keresztmetszetek t,,, €s oy, értékeit:

Mivel lineéris, illetve szimmetrikus fliggvényekrél van sz6, amelyek a

sulypontban, y=0 esetén szintén O értékkel birnak elegendd csak a szélsé szalban

kiszamolni az eredményt:

x; = 0,697 m,x, = 2,291 m,x; = 3,586 m

Ezen szdmitdsokat az AxisVM végeselem programban is elvégezve:

AxisVM eredmények

Szamitds a képlet alapjan

Osszehasonlitas (%)

szigma |szigma |tau szigma |szigma |tau szigma |szigma |tau
y X Y Xy Yy X Y Xy X Y Xy
x=| 0,697
- 185,98 13,39 0,08| -1,17| 185,98 13,44 0,10| -1,18 0% -19% 0%
0,02 13,51 0,00 0,00 0,02 13,44 0,00 0,00 1% -8% 0%
186,02 13,29 0,08 1,17| 186,02 13,44 0,10 1,18 -1% -19% 0%
x=| 2,291
-325,44 7,65 0,06 | -0,67 | 325,44 7,68 0,06 | -0,67 0% -5% 0%
- 044 7,71 0,00| 0,00| -0,44 7,68 0,00| 0,00 0% -3% 2%
326,56 7,54 0,06| 0,67| 326,56 7,68 0,06| 0,67 -2% -6%| -1%
x=| 3,586
68,27 5,70 0,00| 0,08| 68,27 5,70 0,00| 0,08 0% -4% 0%
68,27 5,70 0,00| 0,08| 68,27 5,70 0,00| 0,08 0% -4% 0%
441,27 5,58 0,04| 0,49 441,27 5,70 0,04 0,50 -2% 5% -2%

Tehat az eltérések maximalis értéke -19%.

4.1.2 Egyenes tengelyli, vailtozo szélességii, valtozo magassagu

tartok
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“bo
z
F - % F
8 I /S 31
dx
_t —

12. abra: Egy valtozé szélességli €s magassagl gerenda paraméterei

A valtoz6 keresztmetszetli tartok masik esete az, amikor a szélesség is valtozik
méghozzd ugyanazon irdnyba €és nem feltétleniil azonos az oldalfeddlap és a tengely

altal bezart sz6g, mint a felsé feddlap esetén.
4.1.2.1 Nyirdfesziiltség szamitdsa

Az el6z6 levezetéshez hasonldan itt is egy elemi hosszusagu riddarabot vagunk ki a
tartobol és a vagasi sikok mentén az anyagi folytonossdgot normal- és
nyiréfesziiltségekkel helyettesitjiik, pozitiv iranyunak feltételezve Oket, majd az
egyensulyi egyenletekbe helyettesitlink be. Ezesetben a kiindul6 egyenletiink majdnem

azonos az elézdvel, csak a valtozo szélességet a db-tag fejezi ki:

Ox Ox+dox Ox Ox+dox
T T T W77 rwr+dre
et | £ | " o | N A g\l
= TR T L |
’dx : )L_x#h:éﬂ | dx >\| =|
| |

13. abra: Egy kivagott raddarab horizontalis és vertikalis egyenstlya

h+dh h
3 7 b+b+db

j (b+db)*(0x+dax)dy—Jb*axdy+ryx*T*dx=0

y y
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dbxdx

Az utols6 tagban felbontas utan a 7 * tag kiesik, mivel masodrendiien kicsiny

mennyiség, igy az allando szélességre vonatkozo feliilettel kell itt is szamolnunk.

Behelyettesitve ¢s kiemelve:

h+dh

_N_ f * 1d Nf 1dy + 1, *dx+b =0
—_—— k * =
h+an), 0 Tw), ST

N &

Ezutan az integralast elvégezve:

N (h+dh ) N (h >+ dxsh=0
* —_ —_—% |- — * * =
h+ dh 2 V) TR\ TY) T

Majd dh-t a nevezébdl eltlintetve:

N dh h+dh N /(h
e (1-7) (5 y) - G-y) F o dreb=0

Ezt kifejtve:

dh
N *y * T
T+Tyx*dx*b =0
Végiil taura atrendezve:
N y
Tyx = =% 2 tan()

Tehat azt kaptuk, hogy b értéke valtozik x mentén, mégsem szerepel annak
derivaltja a képletben, illetve a szélesség mentén allando a tau fesziiltség. Viszont
konnyen belathaté, hogy ha iranyfiiggetlen hiizé igénybevétel van a gerendan. gy
a koordinata rendszert x tengely koril 90° -kal elforgathatjuk, majd a fent vazolt
elemi ruddarab kivagasat ismét megtessziik. Ekkor az egyensulyi egyenleteket
megoldjuk mely az elforgatas sordan megvaltozé mennyiségeket kicserélve is

végrehajthaté. Igy tehat az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

b+db b+db
2 2 h+h+dh
f (h+dh)*(ax+dax)dz—f h*axdz+rxy*#*dx=0
zZ z
Tehat:
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N z
Ty = —Z*E*Ztan(ﬁ)

ahol z lesz a sulyponti tengelytdl vett tavolsag és [ az x-tengely és a szélességi -

oldals¢ - fed6lapnak a kozre zart szoge.

A mindkét keresztmetszeti irdnyban fellépd nyiras egy fontos eleme a kétiranyu
keresztmetszet valtozasnak, ugyanis a peremfeltételnek xz sikkal elvagott metszeten is

teljesiilnie kell az alabbi moédon:

14. dbra: A peremfeltétel teljesiilése

4.1.2.2 Y iranyu normalfesziiltség szamitasa

Folytatva a szamitasokat a vertikalis vetiileti egyensulyival megkapjuk az y
és z iranyd normalfesziiltséget. (Ha elforgattuk x tengely mentén szintén 90 fokkal
a koordinata rendszertinket, akkor z- tengely is vertikalis allasu lesz.) Az el6z6

alfejezetben felirt egyensulyi 6sszefliggés alapjan az egyenletetek:

h+dh h

3 z b+b+db
j (b+db)*(rxy+drxy)dy—j b*Txydy+ay*T*dx =0
y y

b+db b

2 2z h+h+dh
j (h + dh) * (Txy+drxy)dz—J h*rxydz+aZ*T*dx =0
z z

Az utolso tag kifejtés soran ismételten o, * h * dx marad a masodrendlien

kicsiny mennyiség kiesése utan.

2
0y = 0y * 4 tan®(x) Z—Z, illetve:

ZZ
0, = o, x 4tan?(B) =
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Ezek szintén azonosak lesznek az dlland6 szélességii valtozat megoldasaval, annyi

kilonbséggel, hogy o, értéke 0-tdl eltérd. A keresztmetszeten egyiitt dbrazolva igy

helyezkednek el:

Txz

N Txy

M xy

Txz

15. abra: Xy és xz helyzetli nyirofesziiltségek a keresztmetszeten

4.2 Hajlitassal egyidejii nyirds igénybevétel

Dolgozatomban mindig statikailag hatarozott tartot vizsgalunk — annak statikai
egyszerlisége miatt - valtoz6 méretli keresztmetszet alkalmazdsaval. A 10°-nal kisebb

hajlasszog kikotést szintén meg kell tenniink, annak érdekében, hogy a Bernoulli-

raddmodellben  meghatarozott o, = —IM*y Osszefliggést egyenes hajlitasra

hasznalhassuk.

Egy nagy hajlasszogli, ékalakti gerendan Kozmann altal elvégzett hajlitds pontos

szamitasanak a képlete az alabbi:

4
y L (o)

Oy =M * 3 — ely erre az alakra hozhato:
( h ) a—E*sm(Za
2 tan(a)
3 () xsint . .
Oy = M * 3—3 x 12 Wbél az alabbi tag a < 10° esetén:

12

3 xsin® . 1.7 r r r . r .
12 W = lvisszakaptuk az egyenes hajlitas képletét egységnyi szélességre.

(Kozmann: Valtozé keresztmetszetli rudak szilardsagtana)
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A tartora a két tamasz kozott végig megoszlo erd hat a rudtengelyre merdleges

iranyban xy-sikban.

4.2.1 Egyenes tengelyii, allando szélessegii, valtozo magassagu

tartok

y
EIE ——x _
=

bo J,______L _______ —

16. dbra: Egy alland6 szélességii gerenda paraméterei

Hajlitasi és nyirasi igénybevétel esetén az egyenes tengelyli esettel dsszevetve
tobb hasonlésdgot mutat a tartonk, ugyanis az utobbinal is van taufesziiltség a
keresztmetszettel parhuzamos iranyban, méghozza a Zsuravszkij altal egyenes tengelyt
tarton végrehajtott modszere alapjan szamolhato. A kiilonbség csupan a képlet
egyszerliségében lesz. Ezesetben is szamos keresztmetszeti tényez0 fiiggeni fog x-tdl,
mert a képletiik tartalmazza h-t. llyenek az elsé- és a masodrendii nyomaték is. Ezek

kifejtése eldtt azonban nézziik az egyensulyi vizsgalatokat.
4.2.1.1 Nyirdfesziiltség szamitdsa

A kozpontos igénybevétel esetén alkalmazott modszert itt is hasznalhatjuk, tehat
vagjunk ki egy elemi vastagsagi nem teljes keresztmetszet darabot a tartobol és
vizsgaljuk meg a vizszintes vetiileti egyensulyat:

Az abratol az értékekbe behelyettesitve az alabbi egyenletet kapjuk:
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Ox ox+dox

ITxy +dT)?

_J
(h+dh)/2

. S = |

17. abra: Egy kivagott raddarab egyensulya

h+dh h

f ’ b*(ax+dax)dy—f2b*axdy+ryx*b*dx=O
y y

Ezt atalakitva kiemelve:

h+dh
M+ dM j 2
y

— b
I, +dl,

N

M
—ydy—z*bj —ydy + Tyx *bxdx =0
y

Ezt kiintegralva és rendezve, ismerve, hogy:

h+dh

h
J2y*bdy =Sy és [ 2 yxbdy=S,+ds,

M+ dM dl M
v (1__Z>*_(Sy+d5y)__*(_Sy)+TyX*b*dx=0
L I, L

Ezt tovabb rendezve:

dM * S, M=*dS, M=dl, x-S

dx = Y
Tyx * dx I *b + I +b + Izz*b

Ezt dx-szel formalisan atosztva és az alabbi ismertosszefiiggést behelyettesitve:
d .. e e ,
A % = I Osszefiiggés itt is érvényes, mert a rudtengely egyenes
Veégil:

Sy ,dSy, M__dl, M=xs,
ILxb dx I,xb dx [2xb

Tyx =V

Es a dualitési tétel értelmében:

Sy ,dSy, M__dI, M=s,
ILxb dx I,xb dx [,2xb

Tyy =V
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A derivalt tagok kifejtése, magyarazata

Az eredménybdl vilagosan latszik, hogy az allandé keresztmetszet esetén
alkalmazott Zsuravszkij-képlet egy bovitett valtozatat kaptuk meg, ugyanis ebben az
esetben a masodrendli nyomatéknak és a statikai nyomatéknak is van x szerinti
derivéltja és nem csak a nyomatéknak. Tehat itt minden tényezd szerepel minden
tagban, de egyben derivaltként jelenik meg és minden tagban egy és pontosan egy
tényez6t derivalunk, kivéve az allandonak valasztott b szélesség. A derivaltak kifejtve

a kovetkezok:

h? 2 s ” w1 s ,
Sy =bx (? — y?) a kivagott elem x-re merdleges teriiletének a sulypontra

vonatkoztatott statikai nyomatéka, ennek x szerinti derivaltja:

dSy_Zb*h*dh_b*h*dh_b*h*tan(oc)
dx  8xdx 4xdx 2

bxh® . , .
I, = - 2 vizsgalt keresztmetszet z sulyponti tengelyre vonatkoztatott

masodrendli nyomatéka, ennek x szerinti derivaltja:

dl, 3bxh?xdh b x*h?xtan(x)
dx ~ 12xdx 2

Mindkét esetben olyan eredményt kaptunk, amelyek tovabbra is fliggenek hx)-
tdl, ez azt jelenti, hogy nem alland6 x- mentén a derivaltak értékei, tehat a késdbbi
szamitasaink megkonnyités érdekében érdemes dket elnevezni: % =], ¢és % =U,
A peremfeltételnek hajlitasnal is teljesiilnie kell, tehat a sz€lsd szalban normalfesziiltség

esetén taunak is lennie kell. A harom derivalt érték koziil kizarolag Sy tartalmazza y-t

tehat csak ez fiigg téle, igy a sz€lsd szalban — ahol a statikai nyomaték 0 kizardlag

ds, % adja a nyirofesziiltséget. gy az dbran lathato modon az egyenlet: tan(o) = _;xy
z* x
, . _ M _M*h*tan(oc) , __ Mxh , _

Tovabba: 1,, = —dS, b= Lo SO tehat tan(o«) = —(—tan(«))

miatt a peremfeltétel teljestil.

Az alabbi 4bran vizsgaljuk numerikus adatok mellett kiilonb6z6
keresztmetszetekben a 7, fliggvényt és ami lathato rajta, hogy ezesetben is parabola

figgvényeket kapunk, viszont a peremfeltétel miatt a szélsé szalban is van
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nyiréofesziiltség, és a fesziiltségvektor iranya a sulyponti szal felé haladva a bemutatott
metszeten x tengely irdnyaban hasonldan viselkedik, mint az egyenes tengelyii valtozat,

tehat a parabola atfordul a masik irdnyba. De ezesetben az atfordulasnal nem t,, = 0

hanem t,, = —dS 2

YT konstans fiiggvényt kapunk, tehat ebben a pontban van

nyiréfesziiltség.

=600

=400

=200

-10,00 -5,00 0}0y 5,00 10,00

(x)ewsizs

=(Ax)ney

400

600

Diagram 3: Normal és nyirofesziiltség egy hajlitott, valtozé keresztmetszetii tarton

4.2.1.2 Y iranyu normalfesziiltség szamitdsa

Hajlitassal egyidejii nyirds esetén - tehat valtozo nyirderd fliggvény esetén —
ahogyan a 3.2 fejezetben is tapasztaltuk van y irdnyu normalfesziiltség a gerendaban.
Ennek kiszamitasa a fentebbi alfejezetekben bemutatott modon torténik; a vertikalis
egyensulyt irjuk kel a kivagott raddarabra és az egyensuly fenntartdsa érdekében dx

mentén feltételezziink o, fesziiltséget. Az egyenlet az alabbi lesz:
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Ox ox+dox

T TTxy$ iTxv"'dT»&T
-Cl Ox | T ‘L I |
L ! loyl T2

I v G é|

dx

18. abra: A kivagott raddarab vertikalis vetiileti egyensulya

h+dh h

YF, =0, fyTb * (Tyy + dtxy)dy—fygb *Tyydy + o, xb*xdx =0

Ebbe behelyettesitve az alabbi osszefiiggést kapjuk:

h+dh h+dh
V+de2 S, +dS,)dy + (J, + dJ,) M+de2 S, +ds,)d
— *—
I, +dl, ), (Sy W)y + Uz + dJ; U, +dl,)? ), (Sy y)dy
h+dh h
M+de * (U, +du,)d +Vf§Sd
Lrar), Wty Sd =
h
M (2 M (2
*—ZJ Sydy+—j Uydy +ao,*bxdx =0
I;" Jy I Jy

dl, , ,, , . 1., dS
Amely egyenletben - = J, a masodrendii nyomaték derivaltja és d—; =U,a

statikal nyomaték derivaltja.
Ezt az 6sszefiiggést felirtuk, de numerikus adatok nélkiil zart képletben konkrét
paraméterek ismerete nélkiil nagyon nehezen oldhat6 meg.

A keresztiranyt normalfesziiltség numerikus integralassal meghatarozhato.

4.2.1.3 Szampélda, az eredmények ellenorzése

A kapott képletek ellendrzésére modellezziink egy statikailag hatarozott

kéttdmaszu tartot, amelyen megoszlo terhelést helyeziink a két tamasz koz¢é. Ezt a tartot

modellezziik meg AxisVM-ben és hasonlitsuk 6ssze a kapott eredményeket.

A rud adatai és az igénybevétel legyenek a kovetkezbek:

hy = 500 mm, b, = 300 mm, x= 5°, L =8m, p= 65?
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Keressiik az alabbi x tdvolsagokhoz tartozé keresztmetszetek t,,, €s gy, ertékeit:
x; = 2,066 m,x, = 3,985 m,x; = 6,051 m

A keresztmetszethez tartozd fesziiltségi fiiggvényeket megkaphatjuk, ha a
sulyponti €s a sz€Is6 szalakban kiszdmoljuk a konkrét numerikus fesziiltségértékeket és
abrazoljuk keresztmetszeten. A nyirofesziiltség képlete a Zsuravszkij-képlethez

hasonldan parabola alaku fliggvényt ad, tehat ilyen modon kdssiik 6ssze a pontokat

Fontos a szdmitas szempontjabodl, hogy h értékei x-t6l fliggenek, tehat azt is ki

kell szamolni:

, h . . . .. " S
Ezen x pontok esetén y = > illetve a hasznalt képlet a kovetkez0: Ty 1) =V Iz"}: >+
M MxS,
ds, s dl, b
AxisVM eredmények Szamitas a képlet alapjan Osszehasonlitas (%)
szigma |szigma |tau
y X y Xy y szigma x tau xy |szigma x tau xy
x=| 2,066
430,8 10,70 0,08 -0,90| -430,8 10,74 -0,94 0% -4%
35,2 -0,91 -0,13| -0,25 35,2 -0,88 -0,26 3% -5%
432,2| -10,70 -0,30| -0,89| 432,2 -10,77 -0,94 -1% -6%
x=1| 3,985
598,6 7,15 0,05 -0,59| -598,6 7,25 -0,63 -1% -7%
-0,6 0,00 -0,11| 0,35 -0,6 0,00 0,31 -8% 11%
601,4 -7,16 -0,26| -0,60| 601,4 -7,29 -0,64 -2% -7%
x=| 6,051
779,4 3,07 0,02 -0,25| -779,4 3,15 -0,28 -3% -8%
-2,39 0,00 -0,07| 0,58| -2,39 0,00 0,57 -9% 3%
783,6 -3,04 -0,23| -0,25| 783,6 -3,17 -0,29 -4% -12%

A kapott eredmények koziil itt a legnagyobb szazalékos eltérés -12%.
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4.2.2 Egyenes tengelyii, valtozo szélességii, valtozo magassagu

tartok

R LR
—3d
e I [ >x s
"_boﬁ’ kiiiiil-iiiidiiiﬁp
z
8T — -
=
dx
.____ Lt ___ 4
19. abra: Egy hajlitott, valtozo szélességli €s magassagu gerenda paraméterei

Mint az el6z6 pontban is mutattuk, a Bernoulli-Navier hipotézisb6l kapott g, =

—IM*y képlet megfelelden kozeliti a valdsdgot a tengelyirdnyu normaélfesziiltség

z

kiszamitasakor.

4.2.2.1 Nyirdfesziiltség szamitdsa

Allandé szélesség esetén alkalmazott egyenletrendszert hasznaljuk azzal a

modositassal, hogy az egyenletben megjelenik db-tag is:

Ox Ox+dox

dx

20. abra: A kivagott raddarab horizontalis egyensulya

Az abratol az értékekbe behelyettesitve az alabbi egyenletet kapjuk:
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h+dh

2 b+b+db
f (b+db)*(0x+dax)dy—fb*axdy+ryx*T*dx=0
y y

NS

Ezt atalakitva kiemelve:

h+dh
M + dM

h
2 M 2
T b —ydy ——x*b | —yd b*xdx =0
Iz+dlz*(b+d)fy YL fy YOV T Tyx bv X
Ezt kiintegralva és rendezve:
M+ dM dl, h? 2hxdh y*\ M h? y?
yra? 1__) o Y\ (LY
1, *(b+db)*< 1, ( 8 x T 2)7 L g T2 )T
*xbxdx =0
Ezt tovabb rendezve:
h2 yZ h2 y2
. dM(‘?*T)+M*h*dh+M*d’z<‘§+7>
* = —
Ty GX I, 4l, 12
hZ yZ
~ db M (— g + 7)
bx*lI,
Az el6z0 fejezetben targyalt Gsszefiiggéseket behelyettesitve:
VSy ‘U M M*Sy_l_db M xS,
= - — %
Fay Lxb YI,xb ]ZIZZ*b dx b2 x1,

dl , . . PSTCRN )
Amely egyenletben d—; = J, a masodrendii nyomaték derivaltja és d—;’ =Uya

statikai nyomaték derivaltja.

Itt vilagosan latszik a db- tag megjelenésével, hogy minden x mentén nem

alland6 tényezonek van egy sajat derivalt tagja. Kifejtve b-t:

by = bg + 2 *tan(p) * x

fgy a képletben hasznalt derivalt:

db 2 tan(p)
_— %
I an(f
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5. Koriv tengelyii, allandokeresztmetszetu tartok

ot or+dot
N

A -

21. abra: Egy koriv tengelyl tartd paraméterei, és egy elemi hosszusagu ruddarab

Amikor koriv tengelyli rudakrol beszéliink, mindig olyan sikgdrbe ivrdl

beszéliink, amelynek a sugara alland6 a teljes szogtartomdny mentén.
Koriv tengely esetén célszerii polaris koordinata rendszerben elhelyezni a tartot, ugyanis
magukat a keresztmetszeteket is ugy lehet meghatdrozni, hogy a metszetsikok mindig
tartalmazzdk az origd pontot és merdlegesek R¢ sikra. Az igy kapott radidlis,
tangencialis, illetve z tengelyek lesznek az 0ij indexek a fesziiltségértékek iranyanak
meghatarozasakor.
A szamitasainkkor a Bernoulli-raidmodellt érvényesnek tartjuk, azaz a keresztmetszetek
merev lapok, amelyek terhelés hatdsara torténd elmozdulaskor vagy elfordulaskor is
merdlegesek maradnak a radtengelyre. Az ismert egyenletek koziil a mar polaris
koordinata rendszerbe atirt egyensulyi egyenlet és az anyagegyenlet tovabbra is
érvényes, viszont a geometria egyenletét meg kell valtoztatnunk, ugyanis a relativ
megnyulasnal hasznalt teljes szalhossz mérete fiiggeni fog annak az origd ponttol vett
tavolsagatol.

5.1 A teher és az igénybevételek kozotti kapcsolat kériv tengelyii
tartok esetében

A sikgorbe tengelyli tartok elég kiilonlegesek, ugyanis a gorbiilet miatt a rad
széalai nem egyforma hosszuak. Emiatt az egyenes tengelyli rudak osszefiiggései koziil

egyik sem lesz igaz ra abban a formaban kifejezve. A koriv tengely megvaltoztatja a

terhek és igénybevételek kozotti eddig ismert kapcsolatokat és az igénybevételeket:
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y V+dV
N N+dN

M M+dM |

22. 4bra: Terhek és igénybevételek kozotti kapesolat koriv tengely esetén

XE =0

do d
(N+dN)*cos(7)—N*cos(7)+pt*R*d<p

0

d d
— (V +dV)sin (7('0) — V *sin (7('0)

s 1res . d . . (d d
Ismerve az alabbi kozelitést dg esetén: cos (?(p) ~ 1 és sin (7(”) ~ qu

de
dN+pt*R*d<p—2*V*7=0

Ezutan pt-re rendezve:

B dN N |4
P R+xdp R
2E, = 0 esetén a kovetkezd egyensuly all fenn:
do d
—(V+dV)*cos(7>+V*cos<7) —pr*Rxdo
d d
— (N +dN)sin(7(p) — N = sin(T(p) =0
Majd:
%
—dV—pr*R*dgo—Z*N*?:O
Végiil:
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dv N

"Rxdp R

Pr =

A koriv kozéppontjara felirt nyomatéki egyensulynal pedig:

XMy =0
dM —p, * R* xdp —dN *R =0
dN-re a mar ismert 6sszefliggést pt-vel behelyettesitve ezt kapjuk:

dM
R+*dop

A nyomaték derivaltja valtozik, azonban vegylik észre, hogy ha ivhossz
mentén derivalunk, akkor ds = R * d¢g, ami egyenes tengely esetén ds = dx, tehat

valéjaban nem médosul annak tartalma.

De az vetiileti egyenleteknél azt kaptuk eredményiil, hogy az eddig
szigoruan csak a nyiréer6t valtoztatdé - a tengelyre merdleges iranyd - pr a
normalerdre is hatassal van és forditva is igaz, hogy - a tengellyel parhuzamos

iranyu - pt is befolyasolja a nyiréerét.
5.2 Az érintoiranyu normalfesziiltség szamitasa

Amikor egy infinitezimalisan kicsi, R * d¢ vastagsagl keresztmetszeti elemet
vizsgalunk és a hajlitas okozta elfordulasbol kovetkezd tangencidlis iranyu relativ
megnyulast vizsgaljuk a keresztmetszet szalaiban, az dbra alapjan az alabbi Osszefliggés

all fenn:
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23. 4bra: A keresztmetszet deformacidjakor a Bernoulli-Navier hipotézist

feltételezziik

M (p+y)da—(R+y)*de

u (R+y)xdo

Ebbdl a képletbdl latszik, hogy a stilyponti szalban (y=0 esetén) is van megnyulés, annak
ellenére, hogy normadleré nem is miikodik a keresztmetszeten. g,y = E * m% —E

A Grashof féle levezetés alapjan a normalfesziiltség képlete az alabbi, a Muttynyanszky

tankonyv is tartalmazza:

N M Mxy R

TCTATR*A 1, Rty

amely tagok koziil R a koriv tengely sugara, I, pedig a keresztmetszet

ugynevezett redukalt masodrendii nyomatéka. Ennek képlete analog az egyenes tengely

h
esetén alkalmazott mdasodrendli nyomaték képletével: I, =b [?, yzR%dy, ami
2

h
atalakitassal a kovetkez alakra hozhato: Iy = —R?b [ ZhRyTy dy
2

A tagok koziil az g ugyanugy megtalalhaté az egyenes tengelyli o, fesziiltség

. . . M Mxy R . . f .
képletében, viszont az egyenlet TreA T o ey TeSZE igényel némi magyarazatot.
* 0

37



Ahogy az el6zéekben lathattuk, hogy csak nyomatéki igénybevétel esetén is van

17 , .y oz M RN P M
megnyulas a sulyponti szalban, ennek értéke — e tovabba észrevehetd, hogy a — I_y *

* 0

R

Rty fliggvény y- valtozasa esetén hiperbolikus €s nem lineéris, vagyis a legfontosabb

megallapitdsahoz érkeztiink: Koriv tengelyl tartok esetén a keresztmetszeten a o-

normalfesziiltség eloszlasa nem egyenletes.

300,0

200,0

100,0

0,0
20,00 10,00 0,00 -10,00 -20,00

szigma(x)=

-100,0

-200,0

-300,0

Diagram 4: Normalfesziiltség-eloszlas a Grashof-képlet alapjan

5.3 Nyirofesziiltség szamitdsa

A koriv alakl radon egy elemi hosszusagu darabot véve €s az dbran mutatott
modon egy hengerpalasttal kivagott darabot vesziink és vizsgaljuk az egyensulyat.

Ugyanazon moddon felirt egyensulyi szamitdsbol az aldbbi egyenletet kapjuk.
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YF, = 0, és a kicsiny szogek esetén alkalmazott egyszerisitéseket is figyelembe

véve:
ot 01+EF01
| = T T TtrTT ;!-d tr
d < | = l>jv v O | £
s . Hﬂvufd o
| 30—

24. 4bra: Erint6- és sugariranyu egyensuly egy elemi hosszasagu kivagott darabon

NS
N
NS

b*atdy—f T *bdy xdo + T xbx(R+y)*xdep =0
y

jy b * (o, +d0t)dy—j

y

Az alabbi 6sszefiiggésbol az latszik, hogy ha a keresztmetszetek nem
parhuzamosak egymassal, akkor a sz0g miatt z érint6 irdnyu vetiileti egyenletben a
dualitési tétel miatt abrazolt keresztmetszeti sikokban miikddé nyirdfesziiltségek és a
tengellyel parhuzamos irdnyban miikodo nyirofesziiltségek is szerepelnek, rdadasul az

elébbieknek az feliilet szerinti integraljukkal kell szdmolni.
Integralegyenlet
Az egyenletbdl jol latszik, hogy t,; mellet a dualitasi tételbél ismert T iS

h
megjelenik, de annak feliiletszerinti integralja nyTtr*bdy szerepel ott.

Ezt a példat egy integralegyenlettel lehet megoldani, rdadasul egy Volterrai tipusuval,

mert az egyik integralasi hatar valtozo.
Megoldas nyomatéki egyensulyra

Erre a nehézségre a megoldas az, ha nem vetiileti er6k egyensulyat, hanem a
nyomatéki egyensulyt vizsgadljuk. A koriv tengely kozéppontjara (O-pontra) felirt
nyomatéki egyenletb6l — mivel a hatasvonaluk atmegy a kozépponton — kiesnek a
keresztmetszettel parhuzamos iranyu nyirofesziiltségek ereddjeként meghatarozott T és
T+dT erdk, tovabba a szintén feltételezett o, is. Ekkor az egyensuly megtartisa
érdekében kizarolag a tengelyiranyi normalfesziiltségek eredéi és a tengellyel

parhuzamos iranyt nyiréfesziiltség ereddje. Az egyenlet tehat a kovetkezo:
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XMy =0
h

2
f b*(at+d0t)*(R+y)dy—f bxo,*(R+y)dy+t,xb*x(R+y)?xdo
y y

N| &

=0

Ezt kifejtve a kovetkezo6t kapjuk:

P~y

N+dN M+dM (M + dM) *R (2 N
( fydy_<,4

2
A R+4 )fy(Rer)dy_ o

M )j%(R+ Ydy +

M« R

2
J ydy + T, * R+ y)2 xdp =0
0o Jy

Az integralas utan az alabbit kapjuk:

(N+dN M+dM) R+*A+S, (M+dM)=*R (N M)
* _ * —_
y

A R*A b I, *b A RxA
RxA+S, MxR 5
* 5 +Io*b*5y+rrt*(R+y) xdp =0

A fentebb emlitett teher-igénybevétel osszefliggéseket alkalmazva:

RxA+S, R +V*Sy R2
E3 *
Axb (R+y)2 Iyxb (R+y)?

Tyt = Pe *

- h . . .
amely egyenletben A = b * (; - y) az elcsuszni akaro keresztmetszetrész

teriilete. Az R * A + S,, Osszefliggés megadja Sy-t, az elcstszni akaro
keresztmetszetrész statikai nyomatékat a koriv tengely kdzéppontjara.
Ami ezenkiviil észrevehetd, hogy az elsd tag minden olyan esetben 0, ha a tartéra nem
hat megoszl6 terhelés.

A képletet Franz Grashof a Theorie Der Elasticitat Und Festigkeit konyvében mas

modszerrel — differencidlegyenletekkel - szintén megkapta.
A horizontalis egyensuly igazoldsa

Ha nyomatéki egyenletbdl kapjuk meg a keresett fesziiltségképletet, minden
esetben ellendrizziik az igy kapott értékeket behelyettesitve az érintdiranyt vetiileti

egyensulyt. Az ismert nyirofesziiltség értéket az Y F, = 0 egyenletbe beirva igy néz ki:

40



N+dN M+dM M+dM)*R vy
—f b * - - * dy
y A Rx*xA Iy R+y

+f b (N M M x R y )d
| — — — *
A R+4 1, R+y/Y

R*ff—i—Sy R +V*Sy R? Iy wd
* * *
Pe* b "TRHy)Z  Iyxb (R+y2)

R*ff—i—Sy R VxS, R? b (R4y)d
— * * * * % *

Pe* b TR+y)2I+b  (R+y)? y)»ae
—0

Ismerve az aldbbi Osszefiiggéseket integralaskor megkapjuk az érintdiranyu

vetiileti egyensulyt:
h I
J‘E A dy = S_y B Axy
, (R+y)? R Rx*(R+y)
h ,
fz Sy J = Sy B SL
y R+y)? R+y R

A kifejezésben taldlhaté S’ az elcstszni akard keresztmetszetrész redukalt

h
o . . .y .y z . R
statikai nyomatéka a stlypontra szamitva. Ennek értéke: S," = b [?, Ve dy
2

300,0

200,0

100,0

0,0

6,00 4,00 2,00 0,00 -2,00 -4,00 -6,00

-100,0

-200,0

-300,0

Diagram 5: A nyirofesziiltség fliggvényén lathatd, hogy a maximalis értéke nem a

sulypontban talalhaté
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5.3 Y iranyu normalfesziiltség szamitasa a  felhaszndlt

osszefiiggésekkel

A nyirofesziiltség képletének ismeretében mar felirhaté egy vertikalis vetiileti
egyenlet a raddarabra, amelyben csak a radidlis iranyu szigméanak nem ismert a képlete.
Mivel a keresztmetszetek nem parhuzamosak egymadssal, ezért a tengelyiranyu
normalfesziiltségnek is van vertikalis iranya komponense. Az egyenletet az aldbbi

modon irjuk fel:

ot 0t+%01
, K T T Ttr} I‘l'dATEr
8 ! R
< < | ¥ y | <
g L @fue AL
| 2

25. dbra: A vertikdlis vetiileti egyensuly fenntartdsdt nem csak a sugarirdnyu

fesziiltségek tudjak szolgalni

NS

d
ar*(R+y)*d<p*b+f b*(‘rtr+drtr)dy*cos<7(p)

y
h h

z do 2 do
— f b * t,,.dy * cos (7) +f b(o, + dao,)dy *7
y

y
7 d
2

+j b*ardy*—¢=0
y 2

Ebbdl a kovetkezdre jutunk:

dy

_ h
R*(R*A+Sy)d JE dV*Sy*R2
4

y

h
2
o, *(R+y)*d +.[ d
" REOT | P R )2 Io * (R+y)2dy

h
+IE<N M M xR y >d J 0
—_ — * * =
LA RaT T, Ry

Ismét az alabbi Osszefliggéseket hasznalva integralaskor:
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h
2

f A J Sy Axy

L R®R+2Y TR TR R4y
h !
7S, s, S,

fy (R+y)2dy=R+y_?

A keresett ismeretlenre rendezett egyenlet az alabbi:

- Sy'> + (N + p,)

_ dp, 1 Axy*R R=*S,
o,= y —

— * * +
dp Axbx(R+Yy) R+y R+y

Sy R? Sy’ R ( M) A
* * — * —|N——) %

Iyxb (R+y)? I,*b R+y R/ Axbx(R+y)
MxS," 1
Iyxb R+Yy

+

masolni: A % kifejezést ugy kapjuk, hogy a tangencialis megoszl6 terhet

s C L Aer A " d
de-vel formalisan leosztjuk és deivaltként értelmezziik. Ezesetben: di;pt = —p *

cos(2¢)

A kifejezésben taldlhaté S’ az elcstszni akard keresztmetszetrész redukalt

h
o , . .y .y z . R
statikai nyomatéka a sdlypontra szamitva. Ennek értéke: S, =b [?, ymdy.
2

A hasonlésdga a redukalt masodrendi nyomatékkal koénnyen észrevehetd,
mindkett6t a keresztmetszet paramétereivel kifejtve, integralva logaritmusos
értékeket kapunk. Az alabbi mennyiségek az altalanos statikai és masodrendl
nyomatéktok kozotti kiilonbséget a kovetkez6 modon lehet elmagyarazni:
Ha elképzeljiik, hogy a keresztmetszet nem allandé b szélességgel rendelkezik a

keresztmetszetben, hanem a b értékii szélességet az adott magassaghoz tartozo y-bol

R ‘o . . st 2 .
kapott Ry szorzotényezdvel megszorozva létrehozunk egy szélességi méretet és ezen

az 0j feliileten integraljuk az y vagy y? fiiggvényt, akkor a keresztmetszet nyomatékai

koziil mindegyik redukalt értékét kapjuk.
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szigmal(y)=
0,5

-400,0  -300,0 0,0 100,0 200 3000  400,0

-1,0

Diagram 6: Keresztiranyu (y iranya) normalfesziiltség allando koriv -

90°-kal elforgatott - keresztmetszeten

5.4 Szampelda, az eredmények ellenorzese

A numerikus ellenérzés eldtt a peremfeltételt vizsgalva a szélsé szélon a

keresztmetszet allanddsaga miatt nem ébredhet nyirdfesziiltség. A nyirofesziiltség
. . . , ; . h h P .
képletét megvizsgalva azt lehet észrevenni, hogy y = S vagy —eseténa képletek R *

A+ S,y €s S, tényez0i zérusok, igy dllando keresztmetszetli koriv tarton a sz€Is6 szalban

soha nem ¢bred nyirofesziiltség.
Ellendrizziik a képleteinket néhany keresztmetszetben az AxisVM programmal:

A rad adatai és az igénybevétel legyenek a kovetkezdek abra hivatkozas:

ot ar+dor

:g *x
i
13

hy = 600 mm, b, = 300 mm, R=6m, y=180° F = —120kN
y ateljes tartd szogtartomanya

Keressiik az alabbi ¢ kozepponti szogekhez tartozo keresztmetszetek T,
értekeit:
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@1 = 45°,¢, = 90°,¢5 = 120 °

Mivel megoszl6 terhelést nem raktunk a tartora, igy a nyirdfesziiltségi képlet az

alabbi formara redukalddik:

V * Sy R?
T = *
Iyxb (R+y)?
AxisVM eredmények Szamitas a képlet alapjan Osszehasonlitas (%)
tau szigma |szigma |tau szigma |szigma |tau
fi= szigma x | szigmay | xy y X y Xy X y Xy
45| -300| -31,02 -0,31| 0,00| 300,00| -28,79 0,00 8% 0%
-11 -0,11 -0,94| 0,74| -11,00| -0,09 0,71 11% 4%
300 25,86 -0,21| 0,00| 300,00 27,84 0,00 -7% 0%
90| -300| -43,74 -0,42| 0,00| 300,00| -40,71 0,00 7% 0%
-11 -0,12 -1,30| 0,00| -11,00 -0,13 0,00 -10% 0%
300 36,55 -0,29| 0,00| 300,00 39,37 0,00 -7% 0%
120| -300( -37,79 -0,36| 0,00 -35,25 0,00 7% 0%
-11 -0,13 -1,11| -0,53 -0,12 -0,50 10% 6%
300 31,65 -0,25| 0,00 34,10 0,00 -7% 0%

0 a peremfeltétel miatt, igy hanyadosuk nem értelmezhetd.

Itt a legnagyobb eltérés 8%, illetve a nyirofesziiltség értékek koziil minden érték
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6. Koriv tengelyi, valtozo keresztmetszeti tartok

A hagyomanyostdl kissé eltéré geometriaju gerenddk eddig két tipusat
tekintettiik 4t — a koriv tengely(lt és a valtozo keresztmetszetlit -, am lehetséges a fent
emlitettek egyiittes alkalmazasa egy gerendan. Ilyen esetben a rudtengely és a

keresztmetszetek helyzetét az alabbi modon, az ébra alapjan mutatjuk be:

T H’Tﬁ
LAk 7

26. dbra: Egy koriv tengelyl, valtozd keresztmetszetli tartd paraméterei, és a

tengelyre merdleges keresztmetszetei

Jelen esetben a szélességet allandonak vessziik, tehat db=0 miatt b nem fog

fliggeni @-tdl. Ez a Végeselem tarcsamodellel valo ellendrizhetdség miatt tortént.
A két eset osszehangoldsa, kiindulasi feltételek

Ilyenkor a keresztmetszet magassdga ¢ mentén linedrisan novekszik, és a

novekedés fiiggvénye hasonld az egyenes tengelyli magassagnovekedéssel:

hy, =hy+2-tan(x) - R * ¢
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Tovéabba fontos megjegyezni, hogy xy sikban nézve a gerenda tengelyétdl -
amelyet ilyen esetben mindig korivnek hatarozzuk meg- a keresztmetszet téglalap. Ezt
fontos kikotésnek tekintjilk szamitasaink soran, annak érdekében, hogy az
eredményeinket az egyenes tengelyli, valtozdO magassagu gerenda Gsszefliggéseivel

0ssze tudjuk hasonlitani.

A tengelyiranyt normalfesziiltség szamitasdra minden eddigi gerendatipus
esetén érvényesnek tekintettiik a Bernoulli-Navier hipotézist. Jelen esetben is igy
teszlink, azzal a kikotéssel, hogy a magassagvaltozast kifejezd o« szog nem lehet
nagyobb, mint 10° . Ezt egyenes tengely esetén is megtettiik. A fentick miatt a

tengelyiranyl normalfesziiltség értéke:

N M M xy R
%“TATR+A I, R+
0 y

6.1 Nyirofesziiltség szamitdasa

27. abra: A radbol kivagott elemi hossziisagl darab egyensulyi vizsgélata

Vagjunk el egy R *d¢@ vastagsagi keresztmetszeti elemet tengellyel
parhuzamos sikban az aldbbi dbran lathato modon. A feliileteken hato fesziiltseégek
egyensulyat vizsgéalva az el6zd fejezet egyik problémajahoz érkeztiink. A vizszintes
vetiileti egyenlet felirdsa ismételten egy Volterra-féle integralegyenlethez vezet. Az
el6z6 esethez képest az elemi raddarab geometriaja némiképpen megvaltozott, de ez
csupan az integralasi feliiletet ndveli meg a riddarab egyik oldalan, maguk a fesziiltség
komponensek irdnyai ugyanazok, igy most is megtehetjiik, hogy az origora felirt
nyomatéki egyensuly egyenleteibdl szamitjuk ki a nyirofesziiltséget. Az egyetlen

ismeretlen kifejezés ez utdbbi, amit az alabbi mdodon tudunk felirni:
YMy=0
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h+dh

2
f b*(at+dat)*(R+y)dy—f bxo,*(R+y)dy+t,.*(R+y)2*dp =0
y y

NS

Ezt kifejtve a kovetkezo6t kapjuk:

h+dh

ay (5
yay —\3

h+dh
2

(N+dN M+ dM

)f 2 (R +)d (M+dM)*Rf
A+dA R=(A+dd) ], YT T v dl,

h

2
ydy+ T x(R+y)2*dp=0
y

h
" )F(R+ Yy +
R=4)), YT

Majd integralés utan:

N+dN+ (M + dM) R+ (A +dA) +S,+dS, (M+dM)=R
* —
A+dA " Rx*(A+dA) b I, +dlI,

(S +dS) (N M) R*14T+Sy+M*R
* —|—— *
Y Y A R=xA b I,

*(R+y)2+dp =0

* Sy + Tt

Iy és A rendezésével a kovetkezo a képlet:

b A
S —ds M+R dl, M=*R S
y — y*—Io*b+T*Io*b* y + Trt

(dN dM) R*A+Sy+<1v M) RxdA+dS, dA <N M)
A R+A b A R+A “\4 R+4
RxA+S, dM=xR
— *

b Iy*b

*(R+y)2xdp =0

*

A fentebb emlitett teher-igénybevétel 6sszefiiggéseket alkalmazva és de-vel

formalisan atosztva, majd a kapott eredményeket derivaltként értelmezni:

_ R 94 4 95
R+A+S, R ( M) ‘dpTdp 1 +d‘4( M)
= * - Y * do "R
RxA+S, 1 VxS, _R2 dS, M R
*

* + * + * *

A2 x b (R+y)2 Ipyxb (R+y)?2 de I,xb (R+y)?
dl, M*S, R
—— % *

dp I,°+xb (R+y)?

Osszehasonlitva a kapott képletet a kordbbi fejezetekben kapott képletekkel

egy fontos észrevételt azonnal le lehet vonni. Egyenes tengelyt, valtozo

keresztmetszetli — de allando szélességii - esetben harom tagot kaptunk, koriv tengelyti
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alland6 keresztmetszetii tarto esetén két tag volt. Ezek egymassal valé kombinalasa az
integralds ¢és a dg-vel valo formalis atosztas sordn tehat hat tagot eredményez a

képletben.
A derivalt tagok kifejtése, magyarazata

Ezesetben a derivalas dg mentén torténik, igy a derivalt tagokat sziikséges ujra

kifejtentink.

h

_ p2p(z Y Ao 3 R

h
Sy=Rx* bfyfydy, tehét% = %tan(oc) *R*A

Uj mennyiség a teljes keresztmetszet teriilet derivaltja és az elcsuszni akard

keresztmetszetrész teriiletének derivaltja:
A=Dbx*(hy+2- -tan(x) - R * @) , igy Z—:=2*b*tan(oc)-R)
— ho+2-tan(e)-R* , dA

A=b*(W—y) igy Ezb*tan(oc)-R

. . dA dA , .1, . L .
Eszrevehetd, hogy ™ a fele 0 értekének, aminek az az oka, hogy az elcstiszni akar6

keresztmetszetrésznek csak az egyik szélsé peremének van radtengellyel bezart o«
szoge.
6.2 Szampélda, az eredmények ellendrzése

A vizsgalt tarton ezesetben az adatok a  kovetkezok:

T E“’Tf
LAk [f
do

hy = 600 mm, by, =300 mm, «=D5° R =6m,
y =180° F = —150kN

y ateljes tartd szogtartomanya
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Keressiik az alabbi ¢ kozépponti szogekhez tartozd keresztmetszetek T,

értékeit: @; = 45 °, ¢, = 90°, 5 = 135 °

AxisVM eredmények  Szamitas a képlet alapjan Osszehasonlitas (%)

szigma |szigma |tau |szigma |szigma |tau szigma |szigma |tau
fi: |y X y Xy X y Xy X y Xy
45
-1537 -1,68 -0,03|-0,18 -1,74 -0,20 -4% -11%
-37,84 -0,04 -0,16| 0,15 -0,03 0,13 9% 18%
1536,2 1,00 0,00 | -0,07 1,03 -0,07 -3% -2%
90
1124,6 2,85 0,00 | -0,21 2,93 -0,22 -3% -3%
-134,4 -0,41 -0,34| 0,19 -0,43 0,21 -3% -14%
-1125 -4,20 -0,07 | -0,43 -4,29 -0,46 -2% -8%
135
-712,3 -6,95 -0,12 | -0,63 -7,06 -0,70 -2% -10%
10,72 0,10 -0,38|-0,57 0,09 -0,71 12% -19%
711,72 5,47 0,00|-0,42 5,55 -0,44 -2% -4%

A maximalis eltérés értéke -19%- tehat a képletek kozelitik a valosagot.
7. Osszefoglalas

A dolgozatban vizsgalt szerkezetek fesziiltségi allapotat kutattdk korabban is
tuddsok, mérndkok, azonos vagy kiillonboz6 mddszerekkel jutottak azonos vagy kissé
eltérd eredményre.
Az egyenes tengelyll valtozo keresztmetszetli kozpontos igénybevétel nyirdfesziiltség
és y iranyl normalfesziiltség képlete mas szakmérnoki konyvekben is szerepel.
Szintén valtozd keresztmetszetli, egyenes tengelyli hajlitott igénybevételli tartok
elemzésének is van szakirodalma, de ezesetben mas szemléletmoddal, minden tipust
valtozo keresztmetszet esetén konkrét geometriat modelleznek.
Grashof munkassidga sordn nagyon sokat foglalkozott a koriv tengelyli rudak
szilardsagtanaval, a nyiréfesziiltség képletét maga is levezette
differencidlegyenletekbdl.

Koriv tengelyli, valtozd keresztmetszeti tartok hasonld jellegli vizsgalata a hazai

szakirodalomban nem ismert, igy ellendrzése egyeldre nem lehetséges mas forrasbol.
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