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Kivonat

Manapsag a fizika egyik legérdekesebb kihivasa olyan komplex rendszerek visel-
kedésének el6rejelzése, amik sok részecskébdl allnak, és bar ezek kozott a kolcsonha-
tasok egyszertiek, a kapott viselkedés igen szertedgazonak bizonyul (pl. eséfelhok,
naprendszerek keletkezése, allatok csoportos mozgésa, kavicsok kopésa, sth.). A leg-
tobb ilyen tanulmany homogén, azonos tulajdonsagi részecskékkel dolgozik, mert a
probléma tovabb bonyolédik, ha a rendszer részecskéinek tulajdonsigai igen valto-
zatosak. Ilyen jellegl vizsgéilat még a legegyszeriibb esetekben is kevés van.

A dolgozatban ezért egy olyan heterogén rendszer méretfiiggs iitkozési statiszti-
kajat tanulményozzuk, amelyben a részecskék kozott a tokéletesen rugalmas iitko-
zésen kiviil nincs kolcsonhatéas. Els6ként a rendszert eseményvezérelt szimulacioval
vizsgaljuk, itt kideriil, hogy az litk6zések szama a sugar fliggvényében nem monoton.
A dolgozat hatralévs részében ezen goérbe matematikai leirasaval foglalkozunk.

Modelliink 1ényege, hogy egy részecske litkozéseit a hozza rogzitett vonatkoztatasi
rendszerbdl vizsgaljuk, és foltessziik, hogy a tobbi (szabad) gdmb barmely iranybol,
de csak az atlagos siirtiségbdl szarmaztatott tavolsaghol érkezhet. Ahhoz, hogy a tér
egy adott iranyabdl érkezd szabad gémb iitk6zhessen a vizsgalt gémbbel, sebesség-
vektoranak szoge csak egy bizonyos intervallumba eshet. A vizsgalt gomb iitkozési
gyakorisagat az litkozési lehet&ségek sebességgel sulyozott integraljaként kapjuk. Az
integral numerikus megoldéaséaval kapott gérbe kozel tokéletesen megegyezik az ese-
ményvezérelt szimulacié soran latott gorbével, tobb kiilonbozé sugéireloszlas esetén
is.
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1. Motivacio

Ebben a dolgozatban azt a probléméat vizsgéljuk, hogy ha egy tartalyban rengeteg kiilon-
boz8 részecske szabadon mozog, akkor azok milyen valoszintiséggel fognak iitkozni egy-
méassal a méret fiiggvényében. A problémat tobb esetben is vizsgaltdk méar [3], hiszen
az Utkozések gyakorisaganak pontos lefrasa elengedhetetlen pl. a granulécids, az agglo-
meracios, illetve a reakcids folyamatok vizsgalatakor. Azonban van még egy folyamat,
ahol ez a valoszintiség alapvetd szerepet jatszik a mérhetd kimenet szempontjabol. Ezt az
alabbiakban egy kicsit részletesebben is elemezziik.

A természetben leggyakrabban vizpartokon taldlkozunk kiilonb6z6 alakt és méretd ka-
vicsokkal. A kavicsok kopésanak vizsgalata hosszii multra tekint vissza, mar Arisztotelész
is foglalkozott a kérdéssel. A témaban két, jellegében kiilonb6z8 kérdéskor mertilhet fel.
Az egyik a kavicsok alakjarol, a masik pedig a méreteloszlasukrol szol. Mivel az titkozési
gyakorisag a masodik probléméahoz alapvets jelent&ségi, ezért a tovabbiakban a méasodik
problémaval foglalkozunk.

Cikkiikben [I] A. A. Sipos és munkatérsai egy modellt mutattak be a kavicsok mé-
reteloszlasdnak evoliciojara, ahol a rendszer viselkedését két részecske kolesonhatasara
vezették vissza. Felhasznaltak Domokos és Gibbons [2| eredményeit a két részecskés rend-
szerbeli kopasrol, mely szerint a részecskék kopasanak mértéke aranyos az {itkozési ener-
giaval, amely a kovetkezSképpen adhatoé meg:
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ahol u az {itkozési sebesség, amely a részecskék alacsony energias, laminarisnak tekint-
het6 aramlésa esetén kozelitSleg alland6. Ha a részecskék anyaga azonos akkor a binaris
litkozésbdl szarmazo térfogatveszteség a kovetkezdképpen adhaté meg:
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ahol C' egy anyagjellemzdket és a rendszer atlagos kinetikus energiajat tartalmazo para-
méter.

E binéris modell tobb részecskére valo kiterjesztése az r paraméter bevezetésével tehets
meg. A motivacié a paraméter bevezetése mogott a statisztikus hatasok figyelembevéte-
le (pl. az iitkozési gyakorisag fligghet a részecskék tomegétsl vagy sebességétdl), és a
kovetkezSképpen szarmaztathato:
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ahol N; az l-es részecske idGegység alatt bekovetkezd {itkozéseinek szama. Igy végill a
méreteloszlas evolaciot leird kernel:
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Lathato, hogy a C paraméter szerepe pusztan az idéskala meghatarozasa, a folyamatok
dinamikéjara nincs hatassal.

Tapasztalat szerint a méreteloszlés idébeli valtozasa a részecskék atlagos mozgasi ener-
szord. A [1]| cikkben ismertetett szimulacios eredmények szerint mindkét eset leirhato
a (4) egyenletekkel. Nagy energias, kaotikus folyamatok esetén az r értéke kicsi és az
eloszlas id6ben széttarto, alacsony energias laminarisabb aramlasban r nagy és az elosz-
las fokuszalo. Azonban nagy energiakon a kernel megalkotasa soréan felhasznalt feltételek
nem lesznek igazak. Az titkozési sebesség (u) nem lesz allando és az iitkozési gyakorisag
se lesz leirhato a (3) Osszefiiggéssel. Ezen problémakor feltarasanak érdekében ebben a
dolgozatban a kaotikus esetben torténd titkozésekkel foglalkozunk.

2. A rendszer vizsgalata eseményvezérelt szimulacioval

2.1. A vizsgalt rendszer

A dolgozatban vizsgalt rendszer n kiilonb6z6 sugart kemény gombbdl all. Ezek egy zart,
a szamolasok megkonnyitése kedvéért 2 dimenzios téren szabadon mozognak és a tokeé-
letesen rugalmas iitkozésen kiviil nincs koztiik kolesonhatés. Mozgasuk soran iitkoznek
egymassal és a zart tér falaival is, mi azonban az iitkozési statisztikdhoz csak a gdmb-
goémb iitkozéseket szamoljuk, mivel az 1. részben ismertetett kopasmodell is csak ezt
veszi figyelembe.

Kell§ szamu iitk6zés utan a golyok kinetikus energiaja felveszi a Gamma eloszlast [7],
és az ekviparticié miatt az atlagos energidjuk egyforma lesz, fliggetleniil a sugartol. Az
energia, ami jelen esetben csak kinetikus, a kovetkez6 alakban irhaté: E = %va. Mivel
a gombok tomege egyenesen ardnyos a sugaruk kobével (m ~ r3), ezért ahhoz, hogy az
energia fiiggetlen maradjon r-t6l, a sebességnek fiiggnie kell a sugartol a kovetkezé modon:

v =cr3/? (5)

ahol a ¢ konstanst a tovabbiakban 1-nek valasztjuk. Fontos észrevenni, hogy (5) értelmé-
ben a kisebb golyok gyorsabbak lesznek a nagyoknal.

A kovetkezGkben el6szor szimulalni fogjuk az itt leirt rendszer, hogy numerikusan
meghatarozzuk az eloszlast néhany esetben, majd pedig azokat megkiséreljiik analitikusan
is kiszamolni.

2.2. Eseményvezérelt szimulacio

El6szor is diszkrét elem (DEM) szimulaciokat végeztiink, hogy numerikusan meghatéaroz-
zuk az litkozési gyakorisagokat. A legelterjedtebb modszer a molekuléris dinamika [1],
amely soran a merev testek atlapolasabol szamoljuk az elasztikus erdket, amik hatasara
lezajlik az iitkozés. Fontos, hogy az litkozés kell6en sima legyen, ezért az elemi id6lépést
igen kicsinek kell valasztani. Rdadéasul mivel nekiink kiilonb6z6 mérett és ezaltal kiilonbo-
76 sebességi részecskéink vannak, a paramétereket a legrosszabb esethez, a kicsi és gyors
golyokhoz kell igazitanunk. Ez a médszer a mi esetiinkben hasznalhatatlanul lassi lenne.



A masik opcid az eseményvezérelt szimulacié, ami abban kiilonbozik az el6z6t61, hogy
most nem lesznek allanddak az idélépések. Minden t id6pontban a részecskék sebessé-
itkozési eseményhez visz. A t+ At,,;,, id6pontba ugrunk, elvégezziik az titk6zést, mint egy
pillanatszert eseményt, emellett a tobbi részecskét is el6reléptetjik a t + At,,;, idGpontig.
A modszer elénye, hogy a szamitogépes szamébrazolas hibajan kiviil pontosan leirja a
rendszer viselkedését. Géz jellegll rendszerekre ez a modszer nagysagrendekkel gyorsabb,
emiatt a két modszer kozil ez utobbit alkalmazzuk.

Két gomb iitkozéséig eltels At id6 az 1. abra szerint a kovetkezSképpen szamolhato:

(r1 +72)% = [11 + V1At — (22 + Ve A)]* + [y1 + Vi, At — (Yo + va, AL))?
0 = a(At)® + bAt + ¢ (6)
ahol:
a = (Vg — V25)? + (v1y — V2y)?
b=2[(r1 — 22)(V1z — V2:) + (Y1 — Y2) (V1y — V2y)]
c=(z1—22)+ (y1 — y2)* — (r1 +12)° (7)

Itt r; és ro a gombok sugarai. A (6) egyenletnek legfeljebb két megoldasa van, ezek
koziil a kisebb lesz az iitkozésig eltelt id6 (feltéve, hogy ez pozitiv). Ennek oka hogy, a
palyaegyenesek metszéspontjara szimmetrikus a folyamat, igy a gombok kozéppontjainak
tavolsaga kétszer lesz r; + ry, egyszer az litkozéskor, egyszer meg a metszésponton valod
athaladés utéan.

(1, ¥1) (x2,¥2)

1. abra. Két golyo kovetkezd titkozéséig eltelt idd meghatdrozdsa

Miutan megtalédltuk a minimélis At > 0-t, az id6ugréas elvégzése utan a tokéletesen
rugalmasan iitkozé gombok iitkozés utani sebességei a kovetkezek lesznek:

_ 2mpvy + (my — mo)vy

u;
mi + Mo
2 —
wy — myv + (mQ ml)'UQ (8)
mi + Mo



ahol my és my a golyok tomegei, vy, vo a sebességek az iitkozés el6tt, wi, us a sebességek az
itkozés utan. A falakkal valo iitkozések soran pedig a falra merdleges sebességkomponens
az ellentettjére valtozik.

A (6) és (8) egyenletek ismeretében a szimulécio futtathato, és az egyes gobmbok titko-
zéseinek szama meghatéarozhato. A dolgozatban ismertetett esetekben n = 100, r € [0, 10]
sugari gombot szimuldltunk A = 1000 - 1000 teriiletd négyzet alakd zart téren. Ebben
az esetben a tapasztalat szerint T = 10° elég id6 volt ahhoz, hogy az iitkdzési szamok
aranyai allandosuljanak. A mért iitkozési szamok arénya csak a golyok sugareloszlasatol
és az atlagos térbeli stirtiségiiktdl fiigg, a kezdeti energia csak az idGskalat valtoztatja.
Ennek oka, hogy a keveredés kovetkeztében a kinetikus energia viszonylag hamar felveszi
a Gamma eloszlast. A szimulaciés eredmények két kiillonbozd sugareloszlés esetén a 2.
abran lathatok. A baloldali abran a sugarakat egyenletesen vélasztottuk az [1,10] tarto-
méanybol, a jobb oldali esetben a r € [1,3] sugar tartomanybol valasztottuk a részecskék
80%-4at (0.8n), a r € [3,10] sugar tartomanybol, pedig a részecskék 20%-at (0.2n).
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2. abra. Az eseményvezérelt szimuldcio eredményei
A sugarak eloszldsa: (a) egyenletes eloszlds (b) 80%: r=1—3, 20%: r = 3 — 10 szerinti
eloszlds

3. A modell

Modelliink alapgondolata, hogy egy adott gomb iitkozéseinek szamat a sajat vonatkozta-
tasi rendszerébdl vizsgaljuk, és egyszerre csak egy adott sugard masik gémbbel torténd
titkozésevel foglalkozunk. A vizsgalt (1.) gomb vonatkoztatési rendszerébe (K;) attérve
és kivalasztva az iitkdzésben résztvevs masik gémbot, a 3a. dbran 1évs elrendezést kap-
juk. Itt 7y a vizsgalt gomb ry pedig a kivalasztott szabad (2.) gomb sugara, R = 51/A/n
pedig a két gomb kozéppontjanak atlagos tavolsaga a golyok térfogati stirtiségével aranyos
mennyiség (A a tartaly teriilete), és igy barmely két gomb esetén ugyanaz.

A gbébmbok sebességeit, és ezek irdnyait a 3b. dbran illusztraltuk. v, és vy a vizsgalt,
illetve szabad gomb a labor vonatkoztatési rendszerében (Kjqp,-) mért sebessége, abszo-
latértékiik az (5) értelmében v, = 7“1_3/2 illetve vy = 7"2_3/2. v pedig a szabad gomb K;-beli



sebessége, ennek mérete vy és vy ismeretében a cosinus tételt felhasznalva a kévetkezSkép-
pen szamolhato:

v = \/v% + v2 — 201V cos 0 9)

A K rendszer koordinatatengelyeit ugy valasztjuk meg, hogy v; parhuzamos legyen az
x1 tengellyel, igy ennek irdnya allandé ebben a vonatkoztatéasi rendszerben. vy irédnyéat
a 0 € [0,2n[ szog jellemzi, melynek egyenletes az eloszlasa, mivel Kjgpo-ban a gombok
sebessége tetszbleges iranyu lehet, és minden iranynak ugyanakkora a valoszintsége. v
iranyat a v € [0, 27| sz0g adja meg, amely a 3b. dbranak megfelelGen a kovetkezsképpen

szamolhato: "
~ = arctan (&) +km (10)
U9 cOS 0 — vy
ahol azért szerepel a +-k7 (k € N), mert az arctan fiiggvény értékkészlete a | — 7, 7|, v

pedig [0, 27r[-beli szog. A (10) egyenletbdl latszik, hogy v eloszlasa nem lesz egyenletes, s6t
késsbb latni fogjuk, hogy ha v; > vy akkor nem is vesz fel minden értéket a [0, 27| inter-
vallumbol. A 2. gémb helyzetét ¢ € [—m, 7| jellemzi, melynek #-hoz hasonloan egyenletes
az eloszlasa, mert a gombok minden irdnybdl ugyanakkora valdszintiséggel érkezhetnek.

//’_r\\ UV V2 0

(a) (b)

3. abra. (a) A modellben haszndlt tavolsdgok (b) A modellben haszndlt sebességek iranya
és szarmaztatdsa, valamint a golyok poziciojdnak jellemzése

Két gomb iitkdzésének feltételét a 4b. abra szemlélteti. Latszik, hogy ha v parhuzamos
a sz¢ls6 szaggatott vonalak valamelyikével akkor a 2. golyot ebben az irdnyban elmozditva
az még éppen iitkozik az 1. golyéval. Tehat mivel v iranyat v adja meg, az litkdzés feltétele
az, hogy v a két szaggatott vonal kozti szogtartoméanyba essen. Ezen intervallum hosszat
jelolje 2a. Az « szoget a 4a. abran lathatdé modon adhatjuk meg:

[Tt
= 11
a = arcsin ( 7 ) (11)




Igy a 4b. abranak megfelelsen az iitkozés feltétele egy adott ¢ szogbdl érkezé gomb esetén:

T+p—a<y<rm+eo+ta (12)

Fontos megjegyezni, hogy ebben az egyenl6tlenségben a rendszer Osszes paramétere sze-
repel, az a és v szogon keresztiil.

(a) (b)
4. abra. (a) Az o sz0g meghatdrozasa (b) Két golyo tutkozésének feltétele

Azonban az el6bbiekben ismertetett, a (12) altal megadott feltétel csak sziikséges, de
nem elégséges feltétele két golyd iitkozésének. Ez abbdl is latszik, hogy a 2« interval-
lumhossz ardnyos az iitkozésben résztvevs két gomb sugarédnak Osszegével, aminek az az
eredménye, hogy minél nagyobb a két goly6, annal nagyobb a megengedett szogtartomany
és igy annal nagyobb eséllyel kéne titkozniiik. Ez viszont a 2a. abran lathato szimulacios
eredmény alapjan nem lehet igaz. Az ellentmondas oka az, hogy az iitkozés idejét még
nem vettiik figyelembe.

5. abra. Az 1itkézési idd fontossdganak szemléltetése

Tekintsiik az 5. abran lathato esetet. A modell jelenlegi allasa szerint a 2. golyo
megfelel az iitkozési feltételnek, igy titkoznie kéne az 1. golyoval. Azonban latszik, hogy



miel6tt ez bekovetkezhetne az 1. golyo egy, a 2. golyénal gyorsabb golydval fog iitkdzni.
Ezen meggondoléasok alapjan az iitkozési feltétel a kovetkezdképpen modosul:

T+o—a<y<rmT+p+a
és

P(iitkdzés) = —

13
/Umax ( )
ahol v, a legnagyobb lehetséges iitkozési sebesség, esetlinkben 2, de a tovabbiakban ezt
el fogjuk hagyni, mivel a végeredményben csak egy konstans szoros kiilénbséget jelent.
Az el6zGek alapjan az 1. gomb iitkozési gyakorisagat 2. gombbel a kovetkezd integral
adja meg:
w2 02(p)
Ny = / / v dfdy (14)

%1 01()

ahol a [p1, o] intervallum azon ¢ szogeket tartalmazza amelyeknél létezik olyan 6, hogy
v megfeleljen a (12) egyenl6tlenségnek, 6;(p) és 65(p) pedig adott ¢ esetén rendre a
legkisebb illetve legnagyobb 6 értékek, amelyekbdl szarmaztatott v megfelel a (12)-nek.
A v szorzot ugy is tekinthetjiik, mintha a kiilonboz6 sebességti gombok szabad tthosszat
vennénk figyelembe. Ahhoz, hogy az 1. gémb teljes iitkozési gyakorisagat megkapjuk,
minden masik gomb esetén is ki kell szamolnunk a (14)-nek megfelel6 N mennyiséget,
majd ezeket Ossze kell adni.

3.1. A modell szimulalasa

A modell megalkotésa soréan fontos ellendrzési lehetGséget nydjtott a szimulaléasa. F6 célja
az litkozési feltétel pontositasa volt, miel6tt nekifogtunk volna ténylegesen kiszémolni
a (14) szerinti integralt (vagy annak egy korabbi verziojat).

A szimulaci6é soran minden iitkézésben résztvevs gombot egyesével kivalasztunk és a
modellnek megfelelGen (3a. dbra) az R sugart kor kozepére helyezziik. A kovetkezGekben
lefrtakat minden kézépss gomb esetén sokszor (10° —10%-szor) megismétliink. Véletlensze-
riien kivalasztunk egy ¢ szoget, ami kijeloli a kor egy pontjat. Ebbe a pontba helyeziink
egy masik gombot, mely sebességének iranyat szintén véletlenszerten valasztjuk ki, ez a
0 szog. Ismerve a kor kozepén 1évs gomb r; sugardt és v, sebesség nagysagat, valamint
a kor kertiletén 1év6 gémb ro sugarat és vy sebesség nagysagat, az osszes tobbi paraméter
(v, a, =) szamolhato. Ezt kévetGen az titkozési feltételt felhasznalva dontjiik el, hogy a
kor keriiletén 1év6 gomb iitkozik-e a kor kozepén 1évé gombbel, ha igen akkor néveljiik a
kozépss gomb iitkdzéseinek szdmat a modellben szereplé mennyiséggel.

Ezen szimulacio soran deriilt ki el6szor, hogy a (12) 6nmagéaban nem elég, ezt a feltételt
hasznalva a 6. abran lathaté eredményt kapjuk.

Miutéan korrigaltuk a modellt az {itkozési id6 figyelembevételével a modell szimulélasa
soran kapott eredmények sokkal jobban egyeztek az eseményvezérelt szimulacié eredmé-
nyeivel.

10
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m 1250 "
¥ 1000 e
:0 o
¥ 7s0] %
E L]
5001 ..
e
250 S S 05 oo 2 et S et O
2 4 6 8 10

sugar
6. abra. A modell szimuldldsa sordn kapott eredmények, ha nem vesszik figyelembe az
titkozési 1dot
A sugarak eloszldsa: egyenletes eloszlds

800 | * eseményvezérelt szimulacid . eseményvezérelt szimulaci6 .*-,:"
- * amodell szimuldlésa 5004 « ° amodell szimuldlasa -

7001 . o
£ E 4504 ¢ o
c . © s
N 600 N &
5 o0, 0 o *
A ; 0 4001 * -
@ 500 4 e 2
g o g 4 «.'.'
~ 400 - ~ 35071 °3 PO
= LY = L% e,
= AT 5 . oG

£ 3001 o8 e,y oo
300 Yot e
L)
200 2501 Q“! !
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
sugar sugar
(a) (b)

7. abra. A modell szimuldldsa sordan kapott eredmények az titkdzési idd figyelembevételével
A sugarak eloszldsa: (a) egyenletes eloszlas (b) 80%: r =1—3, 20%: r =3 — 10 szerinti
eloszlds

3.2. SzaAmolas a modellel

A (14) integral meghatarozasanak f6 nehézsége az, hogy az iitkozési feltétel a v szog-
nek szab hatart az integralban pedig a 6 szog szerepel. Emiatt meg kell adnunk a 6(v)
fliggvényt, ami nem trivialis feladat.

Mivel mar ismeriink egy 6sszefiiggést 6 és v kozott, a (10) szerinti v(0) fliggvényt, ebbdl
indulunk ki. Az Osszefiiggésben megjelenik a két tikdzésben résztvevs gomb sebessége, vq
és vq, 1gy ezek méretviszonyatol fliggGen harom esetet kiilonboztetiink meg; A: vy <vy, B:
v1=09, C: v1<vy. Azonban miel6tt ratérnénk az esetek vizsgélatara, bevezetiink néhény
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a késGbbiekben hasznos fiiggvényt. Az els6 a kovetkezd:

A(0) = arctan (ﬂ) (15)

U9 COS 0 — vy

melynek értelmében a (10) egyenlet a v(0) = \(0) + km alakban irhat6. Mivel végsé soron
a y(0) inverz fliggvényére a 6(y) fliggvényre van sziikségiink érdemes eldallitani a A(6)
inverz fiiggvényét:

(16)

+ 2t 2 1) — 2t 2
A () = 2n7 — 2arctan (UZ Vv3(tan®y +1) — o7 tan 7)

(v1 + v9) tany

A kifejezések roviditése végett itt is érdemes segédfiiggvényt bevezetni, csak most az
el6zGekkel ellentétben kettd lesz nem egy:

— /v3(tan?y + 1) — v} tan? vy
_(v) = —2arct 1
n—(v) arctan ( (01 7 v3) tan s (17)
+ y/v3(tan?y + 1) — v} tan?
= —2arctan | — 1
77+(’Y) arctan ( (Ul + UQ) tan7 ( 8)

3.2.1. Az esetek vizsgalata

Az A esetet a 8a. dbra szemlélteti. Ebben az esetben v; < v9, azaz a kor kézepén nagyobb
sugard gomb all, mint a keriiletén. Azt varnank, hogy minden iranybol lehetséges legyen
az litkozése, mert a "kicsi és gyors" golyd mindig utolérheti a "nagy és lassat". Latszik,
hogy ez teljesiil is, mivel v(0 = 0) = 0, és (0 = 27) = 2, a kettd kozott pedig a 7 szog
f szigortiian monoton nové fiiggvénye. Ez azt jelenti, hogy alkalmas 6 valasztasa esetén
minden v elallithato, igy minden ¢ esetén fogunk talalni olyan ~-t amely eleget tesz
a (12) egyenl6tlenségnek. A ~(0) kvalitativ abraja a 8b. abréan, a 6(v) fiiggvényé pedig
a 8c. abran lathato.

15 61— A(0) + 21 61 2n+n-(v)
— e — 210,y
1.0 A J ) 54 == n+y)
vz v > —_— nt(v)
0.5 1 e Y 4 41
0.0 :/ 1 >34 @3
—051 vl 2 21
~1.0 1 1
0 T T T T T T 0 T T T T T T
-15 2'0 ZILS 1'0 lI)S 0o 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
2.0 -15 -1.0 -0. . ) v
(a) (b) (c)

8. dbra. Az A (v; < vy) esetben (a) A sebességquektorok Osszegének szemléltetése (b) A
v(0) figguény kvalitativ dbrdja (¢) A 0(v) fugguény kvalitativ dbrdja
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A B esetet a 9a. abra szemlélteti. Ez az az eset amikor a kor kozepén 1év6 golyo
ugyanakkora, mint ami kor keriiletén van. Most azt varjuk, hogy ha a kiils6 goly6 a belsé

"el6tt" van akkor bekovetkezhet itkozés, kiilonben a keriileten 1év6 golyé nem éri utol
T 37

a kozépsot. Latszik, hogy ez teljesiil, mert csak a v € [7, 5] szogeket tudjuk megkapni

alkalmas 0 valasztassal, tehat tudunk olyan ¢ szoget megadni, hogy ne létezzen a (12)-nak
megfelels v. A y(0) a 9b. abran, a () fiiggvény pedig a 9c. abran lathato.

15 6

61 — )2 + 112 —2y-n
1.0 54 54
VoAV
0.5 1 e ‘Y 4 44
0.0 - >3 © 3
V1 .| ]
-1.0 1 11
-5 °% 1 3 3 a4 5 & % 1 3 3 4 3 &
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0
6 14
(a) (b) (c)

9. dbra. A B (vy = vy) esetben (a) A sebességuektorok dsszegének szemléltetése (b) A
v(0) figguény kvalitativ dbrdja (c) A 0(v) fugguény kvalitativ dbrdja

A C esetet a 10. abra szemlélteti. Ekkor v; > wvo, azaz a kor kozepén egy "kicsi
és gyors" golyd van, a keriiletén pedig egy "nagy és lassi". Ebben az esetben tehat,
azt varjuk hogy legyenek olyan ¢ iranyok, ahol a "lassi" gémb nem tudja utolérni a
"gyorsat". Ez teljesiil, mivel a v most nem monoton fliggvénye a #-nak és nem futja be a
teljes [0, 27| intervallumot, tehat lesznek olyan v szogek amelyek semmilyen 6 valasztéassal
nem allithatok els. A v(0) és a 0(y) fiiggvények kvalitativ abraja rendre a 10b. és a 10c.
abran lathatok.

1.5 6 — A(O) + T 6 2n+n_(y)
— 21T+ 1) 4 (Y)
104 5 5{=—n.m
—n-(y)
0.5 vZ U 41 41
0 Y
0.0 “ 1 >3 ® 3
1%
-0.54 1 27 2]
-1.01 4 !
151 — . " : 0 : °
T 20 -15 -10 -05 0.0 o1 2 3 4 5 6 o b2 3 s e
6 Y
(a) (b) (c)

10. abra. A C (v1 > vq) esetben (a) A sebesséquektorok dsszegének szemléltetése (b) A
v(0) figguény kvalitativ dbrdja (¢) A 0(v) fugguény kvalitativ dbrdja
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3.2.2. Az integralok felirasa

Ebben a részben két példan keresztiil megmutatjuk, hogy az integralok hogyan irhatok
fel. A tobbi integral a 7. fiiggelékben talalhaté. Erdemes megjegyezni, hogy az A és C
esetek az integralas szempontjabol ijabb két esetre bonthatok. A C esetben ennek fizikai
jelentése is van, mégpedig az, hogy « lehet olyan nagy, hogy lesznek olyan ¢ szogek ahol
minden 6 esetén v megfelel a (12) feltételnek. Az A esetben csak az integral valtozik. Az
integrél felirasat a C esetben végezziik el részletesen.

A szamolas soran hasznos lesz, ha bevezetjik a ' szoget. Mint ahogy kordbban is
emlitettiik a C esetben v nem monoton fiiggvénye #-nak, minimum illetve maximum
értékeit a 11. abran lathato helyeken veszi fel. Az abrardl 4/ is leolvashato, értéke:

v
Y +T=A (arccos —2) +7
U1

10, sin(arccos 22)
7 = arctan ! (19)
2 _ .2
Uy — U

Fontos megjegyezni, hogy +' < 0, mivel a C esetben vy > vs.

6 1 —_— AB) + 1

1
]
1
1
i 21T —
19 | 12 )
larccos — — arccos—
i 1% V1
0 T T T T T T

11. abra. A ~' sz0g szdrmaztatdsa

A 12. és a 13. abrékon a szines savok az egyes nevezetes [+ — «, p +7 + ¢ interval-
lumokat reprezentéljak. Példaul a naracssarga sav mindkét esetben azt az intervallumot
reprezentalja, ahol még épp nem létezik a (12)-nak megfelels v szog, a kék pedig azt, ahol
mar épp nem létezik ilyen. Az integralas soran egy ilyen savot "tolunk" végig a gorbén,
ez a @ szerinti integraldsnak felel meg, és az Osszes helyen végigintegralunk a savon, ez
pedig a 0 szerinti integralas. A séav kozepe mindig az adott ¢ + 7 érték, szélessége pedig
2a. Abban az esetben amikor |y/| < 2a akkor létezhet olyan ¢ szég, melynél minden 6
esetén v megfelel a (12) feltételnek, ez a 12. savos abran annak felel meg, hogy a savok
szélesebbek, mint a gorbe "kilengései". Ellentétes esetben, amikor |y/| > 2a a 13. &dbran
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a savok keskenyebbek, mint a gérbe "kilengései", ekkor nem létezik olyan ¢ szdg, hogy a
hozzéatartoz6 intervallumban v minden 6 esetén benne legyen.

61 = 2n+n_(y)
— 2T+ 1+ (Y)
5o == 14y
— ) (y)

T+
1.5 2.0

2.5 3.0 4.0 4.5

Y

3.5
12. dbra. A C eset || < 2« alesetében az integrdl felirdsanak szemléltetése

Az || <2« (12. abra) esetben az integral a kovetkezd lesz:

a  n_(ptr—a) Ty (rty) —a g (r+y')
v(0)dOdyp + / / v(0)dOdy + / / v(0)dOdyp +
Y 0 o 0 o M- (mtpta)
—a ny(ptrta) Yt ow
+ / / v(0)dOdyp + / / 0)dOdyp + / / 0)dOdy +
v'—a np(r+y’) —a ny(m+y’) V't (ptr—a)

—'—ant(ptmta)+2n a—y' i (p+m—a)+2m

—|—/ / 0)dody + / /Jr27r d9dg0—|—/ / v(0)dOdy +

e T —v'—« e Ny (m—vy")+2m

a—v' n-(p+m—a)+2m —y—a o

/ / v(0)dbdp + / / 6)dfdyp + / v(0)d8dy
N42m —y/—an_ N+27 —a  n_(ptrta)+2m

A |y| > 2a (13) esetben pedig a kiovetkezd:
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2n+n-(y)
2n+n.+(y)
n+(y)
n-(y)

3.6 38 4.0

13. abra. A C eset || > 2« alesetében az integrdl felirisinak szemléltetése

a n_(ptr—a) @ n_(p+m—a) Yt g (n4y)
/ / 0)dOdyp + / / 0)dOdyp + / / 0)dody +
'ta —(p+m+a) I_o M- (m+p+a)
7' Fant(ptrta) —a Nt (ptTta)
+ / / 0)dOdy + / / 0)dOdy +/ / 0)dOdy +
v/ = np(r+y) v/ tany (ptr—a) —ang(ptr—a)
o T4 (pFmta)+2m —y/—a 4 (p+mta)+2m a—y'  m(r—y")+2m
+/ / v(0)dOdyp + / / v(0)dfdyp + / / v(0)d0dyp +
—a u @ np(ptm—a)t2m 7' —ani(ptm—a)t+2m
,\7:’ n-(ptn—a) )+-27 -9 ’_—u n— (¢ +~f«1)+
+ / / v(0)dOdyp + / / 0)dOdy + / / v(0)dOdp
—y'—a - (r—y')+2x o n_(ptmta)t2n an_(g+m—a)

Fontos megjegyezni, hogy az 7, illetve az n_ fiiggvények nincsenek értelmezve a '+
és a m — 7 helyeken, igy ott az integral numerikus kiszamitasakor kozelitGértéket kell
hasznélni.

3.2.3. Az integralok egyszeritisitése

Az el6z6ekben lattuk, hogy az iitkdzési gyakorisagot megado integralok elég hosszuak,
és rdadasul 5 esetet kiilonboztettiink meg, ami szintén nem kevés. Szerencsére a rend-
szer két szimmetridjat kihasznalva lecsokkenthetjiik az integralok szaméat ketté darab hat
integralbol allo Gsszegre.
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Az els6 szimmetria amit kihasznalunk az, hogy ha az x golyo iitkozési gyakorisagat
vizsgaljuk az y golyoval, akkor ennek meg kell egyeznie az y golyd x-el vett iitkozési gya-
korisagaval. Mivel az A esetben egy "nagy" gémb van a kor kozepén és egy "kicsi" a
keriiletén, a C esetben meg forditva, ezen esetek koziil elég az egyikkel szdmolnunk. To-
vabbi konnyebbség, hogy a B eset megkaphato akar az A, akar a C eset specialis eseteként.

A maésodik szimmetria az, hogy a ¢ € [—m, 0] szogeknél ugyanannyi titkozés torténik,
mint a ¢ € [0, 7] szogek esetén. Ez onnan latszik, hogy a modell szimmetrikus a K;
rendszer x; tengelyére. Az integralas szempontjabol ez azt jeleni, hogy elég a -t a
[—, 0] intervallumon futtatni, azaz a szines integralokbol elég csak a pirosat és a kéket
elvégezni. (Ahhoz, hogy visszakapjuk az eredeti integral értékét az eredményt meg is kéne
szorozni 2-vel, de minket tugyis csak az titkozési gyakorisagok aranya érdekel.)

4. Eredmények

Az el6z6 részben felirt integralok analitikusan nem hatarozhatok meg, igy numerikusan
szamoltuk ki 6ket. A kapott gorbék gyakorlatilag tokéletes egyezést mutattak az esemény-
vezérelt szimulacio soran kapott gorbékkel, ahogy ez a 14. abran is lathato. Az integral
altal meghatérozott gorbét csak konstanssal kellett szorozni, hogy ezt a nagymértékd
egyezést elérjik.

8004 i e eseményvezérelt szimulacid .
—— azintegral 5004 e eseményvezérelt szimulacié
7007 —— azintegral
~§ \E 450
® 600 1 <
@ ¥ 400
‘0 500 9
g S 350
% 400+ ~
H=1 =
3001 3001 .
200 2501 e
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
sugar sugar

14. abra. Az eseményvezérelt szimuldcio eredményei és a numerikusan kiszdmitott integ-
rdalok gorbéinek osszehasonlitdsa

A sugarak eloszldsa: (a) egyenletes eloszlds (b) 80%: r =1—3, 20%: r = 3 — 10 szerinti
eloszlds

5. Diszkusszid

5.1. Egy egyszertibb modell

A modelliink altal adott gorbék nagyon jo egyezést mutatnak a kisérleti eremdényekkel
viszont az integralok meghatérozésa nehézkes. Felmeriil tehat a kérdés: nem lehet-e
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valami egyszeriibb, kicsit pontatlanabb kozelitést alkalmazni.

Egy ilyen kozelitési lehetGséget talalunk a [6] cikkben, ahol diffuzié kontrollalt reakciot
vizsgaltak. Itt az r; sugari részecske az ro sugara részecskével vett litkozési gyakorisaga
(N12) a kovetkezének adodott:

Nis = %(Dl + Ds)(ry + 719) (20)

ahol a D a diffazios konstans, r a sugar, ami laminaris aramlasnal megegyezik a hataske-
resztmetszettel. A diffuzios konstanst a Stokes—Einstein-egyenlet szerint:

D kgT
6mnr

(21)
Ezt az Osszefiiggést kihasznélva:

1 1

Nig = (r1 +12) (— + —) (22)
T2

Erdemes megjegyezni, hogy mivel D ~ 1/r ezért v ~ 1/r is igaz. Az r; sugart részecske

litkozési gyakorisagat a kovetkezSképpen kapjuk:

Ny =Y Ny
=1

ahol n a részecskék szama. A mi esetiinkben a 2 dimenzi6 miatt a hataskeresztmetszet
szintén r, de a sebesség nem 1/r, hanem 1/r%?2, igy az r; sugart gémb az r, sugart
gémbbel vett iitkozési gyakorisaga:

1 1
ng = (7"1 -+ 7’2) <m + 3—/2> (23)
T Ty

amit szummazva/integralva kapjuk az atlagtér gorbéket. Ez azért lesznek rosszabb koze-
lités a mi modelliinknél mert a fenti szamolasok nem veszik figyelembe pl. a részecskék
térbeli stirtiségét és a sebességiik irdnyat, melyeket a modelliink figyelembe vesz.

A 8. fiiggelékben talalhatd néhény abran lathaté a modelliink és a masik, egyszertibb
modell dsszehasonlitasa. A szimulacio teriilete A = 1000 - 1000 volt minden esetben. Az
Osszehasonlités alapjan azt mondhatjuk, hogy az egyszertibb modell az egyenletes eloszlas
és az ahhoz kozeli esetekben jo kozelités.

5.2. A 3 dimenzids eset

Modelliink, néhany valtoztatassal a 3 dimenzios esetben is hasznalhato. Tovabbra is elég
egy olyan koron vizsgalodnunk melynek kézepén a vizsgalt gomb van a keriiletén pedig a
tobbi gobmb. Ennek oka, hogy a kézéps6 gomb sebességvektora és a keriileti gomb mindig
kijelol egy sikot amelyen mindkét gomb is rajta lesz. A koézépsé géomb vonatkoztatasi
rendszerébe (K7) vald transzformacio a 2 dimenziés esethez hasonléan végezhets. Az
litkozés feltétele viszont mas lesz, most a kiils6 gomb K;-beli sebesség vektoranak egy
2« nyilasszogt kupban kell lennie. A szamolast tovabb bonyolitja az, hogy ha a kiilsé
goémb laborbeli sebességét levetitjiik a kor sikjara akkor a kapott vektor szogeloszlasa
nem egyenletes. Az iitkozési id6 figyelembevételének érekében az integrandus ebben az
esetben is a sebesség abszolit értéke lesz.
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6. Konkluzié

Dolgozatomban kiilonboz§ sugari kemény gémbok iitkozései statisztikajat vizsgaltam.
El6szor megalkottam egy eseményvezérelt dinamika modellt, amelyben a kivant eloszla-
sokat le tudtam mérni, és amivel a késébbiekben végzett szamitasokat le tudtam ellen-
6rizni, valamint hibajukat meghatarozni. Ezt kovetGen megmutattam, hogy az titkozési
gyakorisagok kiszdmolasa soran a legfontosabb a szabad tthossz és a kiilonb6z6 mérett
részecskék sebességének, valamint ezek lehetséges titkozési szogeinek pontos figyelembe vé-
tele. A dolgozat héatralévs részében analitikusan meghataroztam az litkozési statisztikak
kiszamolasahoz sziikséges integralokat, amelyeket numerikusan végeztem el. Az ered-
mények tokéletes egyezést mutattak a diszkrét elem szimulacios eredményekkel. Végiil,
megvizsgaltam az iitkozési modellnek egy egyszeriibb, a lehetséges {itkozési iranyokat fi-
gyelmen kiviil hagyo, tagynevezett atlagtér modelljét és megallapitottam, hogy kvalitative
hasonlé eredményt ad, de kiilondsen egyenetlen eloszlédsok esetén a hiba jelentds lesz.

Filiggelék

7. Integralok

A eset

6 2n+n-(y)
m— 21+ 1) 1 (V)
5 == n.(y)
— ()

15. abra. A 0(v) fuggvény kvalitativ dbrdja az A esetben

19



Az integrél, ha § < 2« (a sdv szélesebb, mint egy szines szakasz):

—a—7/2n_(p+m+a) a—m 1-(7/2) a—m/2 n(m/2)
0)dOdyp + / / v(0)dOdy + / / v(0)dody +
—a—m 0 —a—m/2 a=m n_(r+p—a)
+(ptmta) a-m/2 n ()
/ / 0)dOdy + / / 0)dOdy + / / 0)dOdy +
—aZn/2 i (n/2) Sa ne(n/2) a-m/2ns (prr+a)
7/2—a ny (p+mta)+2n a  ni(3m/2)+2r a+m/2 ny(3m/2)+2m
+ / / 0)dOdy + / / 0)dOdy + / / v(0)dOdy +
Sa pi(m)sen T/2—a i (m)2m o i (rtpta)t2n
m—a 1-(ptmta)+2n m/2+0o T+a or
+ / / v(0)dOdy + / / 0)dOdy + / / v(0)dOdy
7/2—a n_(3m/2)+2m Za n_(3r/2)427 7/2+an_(p+m—a)+2m

Az integral, ha § > 2o (a sév keskenyebb, mint egy szines szakasz):

a—m/2n-(pt+m+a) —a—7/2n-(ptm+a) a—m/2 ny(ptmta)
0)dOdy + / / 0)dOdy + / / v(0)dfdy +
—a—m 0 a=m  n_(ptm—a) —a—m/2n_(T+p—a)
—a ny(ptrta) a ny(ptmta)+2r m/2—a i (p+mta)+2m
+ / / 0)dOdyp —i—/ / 0)dOdyp + / / v(0)dOdyp +
a—=m/2n4(p+m—0) —a i (ptr—a) a  ny(etm—a)+2r
7/2+an-(p+rta)+2n T—a 17— (Y+”70)+ a+m
+ / / v(0)dOdy + / / 0)dOdyp + / / v(0)dOdy
T/2—ang (p+m—a)t2m m/2 e (Y+;*”)+ZT T—an_(r+e—a)
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B eset

16. abra. A 0(v) fugguény kvalitativ dbrdja a B esetben

T/2—o m+2p+2a a+m/2 o a—m/2 T+2p+2a
/ / v(0)dOdyp + / / v(0)dOdyp + / / v(0)dOdye
a—7/2 T+2p—2a m/2—a T+20—2a —a—m/2 0

8. Két modell 0sszehasonlitasa

800 1 { e eseményvezérelt szimuldcié 8001 * + eseményvezérelt szimulacié
—— azintegral —— masik modell

utkozésszam
wu
o
o
Utkozésszam
w
o
o

17. abra. A modelliink és az egqyszeribb modell dsszehasonlitdsa
A sugarak eloszldasa: egyenletes, Gombik szdma: 100
(a) a mi modelliink, R* = 0.94 (b) az egyszeribb modell, R?> = 0.91
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18. abra. A modelliink és az egyszeribb modell dsszehasonlitdsa

A sugarak eloszldsa: 50%: r =1 —3, 50%: r = 3 — 10 szerinti eloszlds, Gombok szdma:
100

(a) a mi modelliink, R* = 0.89 (b) az egyszeribb modell, R?> = (.84

800 R
800 1 e eseményvezérelt szimulacié . * eseményvezérelt szimulacié + o ,
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° 700
£
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600 -
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®
% 500
3
400 4
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
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19. abra. A modelliink és az egyszeribb modell dsszehasonlitdsa

A sugarak eloszldsa: 80%: r =1 —3, 20%: r = 3 — 10 szerinti eloszlds, Gombok szdma:
150

(a) a mi modelliink, R* = 0.92 (b) az egyszeribb modell, R* = 0.85

22



550 1 550 1 .
500 ‘. eseményvezérelt szimulacié 500 1 ’ T
—— azintegrdl
€ 450 € 450
© ]
o N
& 4001 i 400 1
2 ‘ﬁ
9 3501 g 350
B 5
300 - 3001 e i ) , —
O 3 -"l'-o—' el * eseményvezérelt szimulacio
250 - . s 250 4 e masik modell
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
sugar sugar
(a) (b)

20. abra. A modelliink és az egyszeribb modell dsszehasonlitdsa

A sugarak eloszldsa: 80%: r =1 —3, 20%: r = 3 — 10 szerinti eloszlds, Gombok szdma:
100

(a) a mi modelliink, R* = 0.92 (b) az egyszeribb modell, R?> = 0.81

300 300
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21. abra. A modelliink és az egyszeribb modell dsszehasonlitdsa
A sugarak eloszldsa: 80%: r =1 —3, 20%: r = 3 — 10 szerinti eloszlds, Gombok szdma:

50
(a) a mi modelliink, R* = 0.82 (b) az egyszeribb modell, R* = 0.75
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