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A hdaromtengelyii ellipszoid alak a tengerparton a hulldmtorés helyén taldlhato
koveken figyelhetd meg gyakran. A viz csiszolo munkdja kovetkeztében barmely
tetszoleges alakii kG lassacskan egyre inkdbb ellipszoidhoz hasonls.”

-David Hilbert, Stefan Cohn-Vossen: Szemléletes Geometria [1]
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Bevezetés

Az idézet elsé szerzije, a XX. szdzad elsd felének egyik legnagyobb
matematikusa, a Gottingeni Egyetem professzora. Vilaghird kényve, a
“Szemléletes Geometria” [1] arrdl tandskodik, hogy Hilbert szerint nem
csak a differencidlgeometria alapfogalmai, hanem a természet formdinak
megértéséhez is a hiromtengely ellipszoidon keresztiil vezet az ut. Eppen
ezért meglepd, hogy ha az ember az ellipszoidhoz kapcsolédé egyik
legérdekesebb geometriai objektumot, a fokilis testet (a gyujtofeliletek
unidjat) szeretné megismerni, akkor az egyetlen hozzaférhetd forrds éppen
a Gottingeni Egyetem gytjteményében taldlhaté 240. szima gipsz-modell.
Dolgozatom célja a hdromtengelyt ellipszoid fokalis feliiletének el6allitdsa
volt a GeoGebra program keretében végzett szerkesztéssel. A szerkesztés
sordn a konnyebb atlithatésig végett a Monge-féle képsikrendszert
hasznaltam. A szerkesztéshez sziikséges volt a hdromtengelyd ellipszoid
tonalszerkesztésre valé visszavezetése, a felilet négy gdmbi pontjanak
meghatarozisa, az ellipszoid altalinos pontjin dtmend két f6gorbileti iriny
meghatarozdsa, ehhez a ponton dtmend konfokalis feliletek kiszerkesztése;
tovdbba a fokalis test szimmetriasikjaiban fekv gorbéinek kiszerkesztése és
az ellipszoid egy dltalinos pontjihoz tartozo, a fokdlis feliilet két pontjanak
kiszerkesztése. Ezekhez alapvetd abrazolé geometriai médszereket haszndltam,
a Monge-rendszer vetitési szabalyait, leforgatdsokat és afhinitast, tovibba
a GeoGebra program kovetkez6 eszkozeit: gérbe adott pontjdban érinté
allitasa, adott irdnyu érint6 4llitdsa a gorbéhez, “locus” eszkdz, kipmetszet
telvétele 6t ponton keresztil.

A kovetkez8kben megnézziik, mibél szairmaztathaté a hdromtengelyi
ellipszoid: el8szor gombbdl dilaticiéval (1.1), majd a Staude-féle
fonalszerkesztéssel (1.2) [2], majd definidljuk a fokalis feliletet (2).
Ezutin a szerkesztés menetét kvetve nézziik végig, hogyan szerkeszthetd
a haromtengelyt ellipszoid fokdlis feliilete. Vetiileteivel dbrazolunk egy
hiromtengelyi ellipszoidot (3.1), majd elkezdjik megszerkeszteni a fokalis
feliletet két részben (3.2). El8sz6r megkeressiik annak specidlis gorbéit (4),
majd a hiaromtengely ellipszoid egy dltaldnos pontjahoz tartozd, a fokalis
feliilet két pontjat (5-8). Ehhez megkeressiik adott pontban a f8gorbiileti
irdnyokat a konfokdlis hiperboloidok segitségével (6-7).



1. A haromtengelyd ellipszoid szdrmaztatisa

1.1 A haromtengelyt ellipszoid szdrmaztatdsa dilatdciéval

A hiromtengelyi ellipszoid egy misodrendd feliilet. A feltletet
legegyszeribben gombbdl szdrmaztathatjuk affin transzforméciéval. A
transzformdcié 1ényege, hogy a tér egy sikjaban fekvé pontokat véltozatlanul
hagyom, mig az Gsszes tobbi pontot egy adott irdnnyal parhuzamosan
mozgatom Ugy, hogy minden pontnak az adott siktdl valé tavolsiga ugyanolyan
aranyban viltozzon. Ez a transzformacié minden egyenest egyenesbe,
sikot sikba visz dt. A koroket ellipszissé (vagy korré), az ellipsziseket pedig
ismét ellipszissé vagy korré transzformdlja. Azt az affin transzformdciot,
amelynek sikja egy feliilet tengelyén halad keresztiil, dilaticiénak nevezziik.
A gbémbét az egyszeri dilaticié forgasi ellipszoidba viszi d4t. A
torgisi ellipszoidot elééllithatjuk forgdstestként is, egy ellipszist
kis- vagy nagytengelye koril megforgatva. A forgiasi ellipszoid
dilaticiéjaval kaphatjuk meg a hiromtengelyd ellipszoidot.
Mig a gémb Osszes origdn dtmend sikja szimmetriasik, illetve a forgdsi
ellipszoidnak minden forgdstengelyen keresztiil felvett sikja szimmetriasik,
addig a haromtengely( ellipszoidnak minddssze hirom szimmetriasikja
van. Ezek egymdsra mer6legesek, metszésvonalaikbdl a feliiletek hdarom
kiilléonb6z8 hosszusagu szakaszt metszenek le. Ezek a hdromtengelyt
ellipszoid tengelyei, melyeket az ellipszoid kis-, kdzépsé és nagytengelyének
nevezziik. Ha az ellipszoid hirom tengelyébdl kett6t azonos méretlivé tesziink
dilatacié segitségével, a felilet egy forgisi ellipszoid lesz. Ha mindhdrom
tengelyt egyenl6vé tessziik, gdombot kapunk.



1.2 Staude-féle fonilszerkesztés

A hiaromtengelyi ellipszoid masik szdrmaztatidsa Staude nevéhez
kotsdik, aki 1882-ben megoldotta a felilet fonalszerkesztését [2]. Itt
egy ellipszisbdl és egy hiperboldbdl 4ll6 merev vazbdl indulunk ki. A
hiperbola sikja meréleges az ellipszis sikjara, a két sik metszésvonala
az ellipszis nagytengelye. A hiperbola déféspontjai az ellipszis sikjaban
egybeesnek az ellipszis fékuszpontjaival, mig az ellipszis déféspontjai
a hiperbola sikjdban egybeesnek a hiperbola fékuszpontjaival.
Egy fonalat egyik végén megerdsitiink az ellipszis egyik csucsiban (S)),
atflizziik a hiperbola kozelebbi dgan hitulrdl (H), majd az ellipszisre fektetjik
(E), a mésik végén pedig a hiperbola csticsiban rogzitjiik (S,). Amennyiben
a fonalat folyamatosan feszesen tartva mozgatjuk, a fonal megfogott pontja
(B) egy ellipszoidon mozog. Az, hogy milyen médon flizziik it a fonalat
meghatdrozza, hogy a megfogott pont az ellipszoid mely térnegyedét futja
be. A két kapszeletbdl dll6 vz tehdt hasonlé szerepet jatszik az ellipszoid
szerkesztésénél, mint a fékuszpont az ellipszis szerkesztésénél.

1. &bra: A Staude-féle fonalszerkesztés

S : A fokalis ellipszis cslcsai, S, ahol a fonél egyik végét rogzitjik
F : A fokalis hiperbola cslcsai, F, ahol a fonal masik végét rogzitjik
H : A fokalis hiperbola egy pontja, ahol a fonalat atfiizzUk

E : A fokalis ellipszis egy pontja, ahol a fonalat atfluzzik

B : A pont, aminél fogva a fonalat megfeszitjik



2. A fokalis feliilet

Fokailis feliletnek egy feliilet gytjtépontjainak uniéjit nevezzikk. Masképp
megfogalmazva: egy test fokalis felilleteit meghatdrozza a test Gsszes
pontjaban a normalisra felmért két f6gorbileti érték, azaz az adott ponthoz

tartoz6 legnagyobb és legkisebb gorbiilet.




A szerkesztés menete
3. A hdromtengely ellipszoid vetiletei

3.1 Az ellipszoid dbrazoldsa hirom vetiiletével
A szerkesztés els6 1épéseként megadjuk az ellipszoid kis-, kézepes és
nagytengelyének méretét, majd a testet hirom vetiiletével dbrdzoljuk.
Ezzel a hirom képével az ellipszoid egyértelmien meg van hatdrozva. A
test feliil- (g,), el6l- (g,) és oldalnézetének kontirgorbéje (g,) egybeesik az
ellipszoid harom szimmetriasikjdban fekvé gérbéivel, a vetileti ellipszisek

kis- és nagytengelye az ellipszoid kis-, kdzepes és nagytengelye.
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2. abra: A haromtengelyU ellipszoid abrazolasa harom vetiletével
0 : A haromtengelyU ellipszoid origbja
F : A haromtengelyU ellipszoid kontirgiirgéjének fokuszpontjai
g : A haromtengelyU ellipszoid kontlrgérbéi



3.2 Az ellipszoid dltalanos vetiiletei

Az ellipszoid dbrazoldsihoz ismernink kell annak viselkedését a vetitések
sordn. A Staude-féle fondlszerkesztés szerint minden hiaromtengelyd
ellipszoidot meghatdrozhatunk két fokalis kapszelettel: egy ellipszissel
és egy hiperboldval. Tudjuk, hogy a fokdlis hiperbola fékuszit a fokalis
ellipszis doféspontja adja meg a hiperbola sikjaval, illetve forditva: a
tokalis ellipszis fokuszpontjat a foklis hiperbola déféspontja adja meg az
ellipszis sikjaval. Pairhuzamos vetités sordn egy érdekes viszony alakul ki
a két fokalis kupszelet kozott, mégpedig az, hogy képiiknek fékuszpontja
k6z6s marad. Ezenfelil ez a két fékuszpont egybeesik a hdromtengelyt
ellipszoid kontirgorbéjének fékuszpontjaival is. Ez az ellipszoid specidlis
metszetein is megfigyelhetd, ahol a fokalis ellipszisre mer6leges nézetben
a fokdlis ellipszis fékusza a hiperboloid csticspontja, és ebben a nézetben a
hiperbola két félegyenessé fajul; illetve forditva, a fokalis hiperbola sikjira
mer6leges nézetben a hiperbola fékuszpontjai az ellipszis cstcsaira esnek,
igy az szakassza fajul.
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4. A fokdlis felilet specialis gorbéi

A fokdlis felilet kiszerkesztését két részre lehet osztani: els6 a fokalis felilet
specialis, szimmetriasikjaiban fekvé gérbéinek kiszerkesztése, masodik pedig
a feliilet dltalinos pontjanak megszerkesztése. Természetesen a mdsodik
rész médszerével definidlhatjuk a szimmetriasikban fekvd pontokat is,
de ezek a gorbék a feliilet oly meghatdrozé pontjai, amiket egyszeribb
médon meg lehet hatdrozni a £6 vetiileti nézeteken, rdaddsul megadjik a
test taréjpontjait is.

Az ellipszoid szimmetriasikjaiban fekvd ellipszisei egyben f6gorbiileti vonalak
is, tehat a fokalis test ehhez tartozé gorbéje is ebben a sikban kell hogy
legyen. Ebbél szarmazik, hogy a fokalis feliilet szimmetriasikjai egybeesnek
az ellipszoid szimmetriasikjaival, tovdbba az ellipszoid szimmetriasikjaiban
tekvé ellipszisekhez a fokalis feliilet szimmetriasikjaiban fekvé gorbéinek
pontjai rendelhetSk hozza. A feliiletet mindhdrom szimmetriasikja két-két
gorbében metszi, melyek egyikét gy kapjuk meg, ha ehhez a sikmetszethez

tartozo ellipszishez evolutit szerkesztiink.

L. abra: Ellipszis evolUtajanak szerkesztése kozelits szerkesztéssel
F . Az ellipszis fokuszpontjai

P,Q: Altalanos pontok az ellipszisen

f : Az ellipszis altalanos pontjaiba hizott érintok

n : Az ellipszis altalanos pontjaiba hdzott norméalisok

E : Az ellipszis evoldtajanak P-hez tartozd pontja

e : Az ellipszis evoldtaja
s : Az ellipszis simulokdre P pontban



4.1 A specialis gorbék normalisa
Evolita szerkesztéséhez érint6t kell hiznunk az ellipszis altalinos pontjiba.
Ezt -mivel az ellipszisnek ismerjiik a kis- és nagytengelyét is— affinitds
segitségével konnyen kiszerkeszthetjik. En a kevesebb vonal érdekében
a GeoGebra program érintd parancsit hasznéltam. Az ellipszis, amivel
dolgozunk kontargorbe, igy a hozza tartozé érintSsik csak vetits helyzetd
lehet. Ebbdl kovetkezik, hogy a £6 vetiileti képeken a kontirgdrbe
érintGegyenesei egyben az ellipszoid egyenesnek litszé érint8sikjai is.
Ezutin a vilasztott dltalinos pontba (P) merdlegest dllitunk az érintére (f),
ami igy az ellipszoid normalisa (n) is lesz. Erre az egyenesre kell felmérni
a ponthoz tartozé gorbiileti értéket. Ezt az értéket meghatdrozhatjuk
kozelits szerkesztéssel, a GeoGebra “Curvature” parancséval, illetve egy
harmadik, fékuszpontos szerkesztéssel is.

4.2 Evoluta szerkesztése kozelits szerkesztéssel
A kozelits szerkesztés a gorbilet definiciéjit veszi alapul, tobb véltozata
is van. A kivilasztott ponttdl (P) adott tdvolsdgra felvesziink egy masik
pontot (Q) is az ellipszisiinkén. Ebbe a pontba is merdlegest dllitunk az
ellipszisiinkre (n ). A két egyenes metszéspontja hatirértékben adja meg az
evoluta egy pontjit (E). Ezutin egy olyan kort (s) korzéziink, amely dtmegy
az elsé dltaldnos ponton (P) és origdja a két normadlis metszéspontja (E).
Hatérértékben ezt a gérbe simulékérének nevezziik.
Egy masik médszer az, hogy a két ponton keresztil olyan kort hizunk,
aminek érint8je megegyezik a kezdeti pontban az ellipszishez huzott
érintSvel.
A harmadik lehet8ség, hogy az ellipszisen nem egy, hanem két mésik pontot
jeloliink ki adott tavolsigra és a hirom ponton keresztil hizunk egy kort.
Ha a kezdetben megadott tavolsagot csékkentjik, a szerkesztett kor
radiusza az ellipszis gorbiileti értékéhez kozelit. Ezeknek a szerkesztéseknek
az a legnagyobb hdtrianya, hogy pont hatdrértékben, nulla tavolsiagnal
lesz értelmezhetetlen.

4.3 Evoluta szerkesztése a “Curvature” paranccsal
Egy lehetséges masik megoldds az, hogy a GeoGebra beépitett “Curveture”
parancsit haszndlva kapott értéket felmérjiik az ellipszoid normalisira és

igy kapjuk meg a fokalis felilet pontjat.
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4.4 Evoluta szerkesztése fékuszpont segitségével

A harmadik megoldds egy specialis szerkesztés az ellipszis f6kuszpontjdnak
segitségével. Az dltalinos pontba (P) meghtzzuk az ellipszis érint&jét
(f) és normalisat (n), majd egy harmadik egyenest, ami az ellipszis egyik
fékuszpontjin (itt F,) megy at. A normalisra (n) merdlegest dllitunk abbél a
pontbél, ahol a normalis metszi a nagytengelyt (Q), majd ennek a kettének
a metszéspontjiba (R) merdlegest dllitunk az édltalinos pontot (P) és a
tékuszpontot 6sszekots egyenesre. Ahol ez az egyenes metszi a normlist,
ott van az evolita egy pontja (E,,).

5. abra: HaromtengelyU ellipszoid fokalis felileteinek specialis gorbéi evolGta szerkesztésével
: Az ellipszoid kontlrgorbéi

: Az ellipszoid vetiiletének fokuszpontja

. Altalédnos pont az ellipszis kontdrgorbéjén

. Az ellipszis altalanos pontjaba (P) hlzott érint@

: Az ellipszis altalanos pontjaba (P) hizott normalis

: Az ellipszis evoldtajanak P-hez tartozd pontja

: Az ellipszoid egy vetiiletének evol(tai
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_ 4.5 Taréjpontok szerkesztése

Igy meghataroztuk a fokdlis feliiletek szimmetriasikban fekv egy-egy gorbéjét.
Tudjuk hogy ezekhez a normalisokhoz (n) tartozik egy-egy mésik pont is
(E,,). Mivel a fégérbiileti iranyokrdl tudjuk, hogy merélegesek egymasra
és a test érintdsikjara, ismerjiik a kontdrban az ellipszoid érintésikjait és
az egyik f6gorbiileti irdnyt, igy egyértelmiien meg van hatirozva a masik
tégorbileti irdny is. Rdaddsul az érint8sik az adott képeken vetits helyzetd
(egybeesik az f egyenessel), a f6gorbiileti irdny sikja pedig a szimmetriasik,
ami parhuzamos a képsikunkkal. Igy a masik f6gorbiileti irdny az adott
képeken szintén vetité helyzetd kell hogy legyen, képe az egyenesben

"/

6. abra: HaromtengelyU ellipszoid fokalis felileteinek taréjpontjai

: Az ellipszoid kontdrgorbéi

: Az ellipszoid vetiiletének fokuszpontja

: Altalanos pont az ellipszis kontdrgorbéjén

: Az ellipszis altalanos pontjaba (P) hdzott érintd

: Az ellipszis altalanos pontjaba (P) hizott normalis

: Az ellipszoid egy fokalis feliletének P-hez tartozo taréjpontja
: A fokalis feliletek specidlis sikgorbéi

m M IJ —h T Ty
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latsz6d6 érintdsikra huzott merdleges egyenes (egybeesik az n egyenessel).
Ez a sik elmetszi az ellipszisinket, a metszetgorbe egy djabb ellipszis
lesz, aminek egyik csucspontja az az dltaldnos pont (P), ahol a gérbiiletre
kivincsiak vagyunk. Itt fontos megjegyezni, hogy ez a sikgérbe nem egy
gorbiileti vonala a feliiletinknek, kizarélag lokélisan tudjuk meghatdrozni
beléle a fokilis feliilet egy pontjat (E,,). Igy megkaptuk a fokalis feliilet
szimmetriasikjaiban fekvd gorbéit.
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1. abra: HaromtengelyU ellipszoid fokalis felileteinek specialis gorbéinek altalédnos vetilete
g : Az ellipszoid kontlrgorbéi
e : A fokalis feliletek specialis sikgorbéi



5. Fégorbiileti iranyok

A kovetkez rész az ellipszis dtaldnos pontjahoz tartozd, a fokdlis felilet két
pontjinak kiszerkesztése. Ehhez ismerniink kell az ellipszis altaldnos pontjahoz
tartoz6 f6gorbiileti iranyokat. Ezt legkdnnyebben tgy kaphatjuk meg, ha adott
pontban meg tudjuk hatirozni a hdromtengelyi ellipszoid konfokalis feliileteit.
A konfokdlis feliiletek sikbeli megfelelsi a konfokalis kapszeletek. Ezeket
a gorbéket ugy kaphatjuk meg, hogy a sikban adott két fékuszponthoz
rajzolunk egy ellipszist, majd ugyanezen fékuszpontokhoz szerkesztiink
egy hiperbolit is. Mivel két f6kuszpont még nem ad meg sem egy konkrét
ellipszist, sem pedig egy hiperbolit, végtelen ilyen gorbét szerkeszthetiink,
ezek a gorbék a sikot egyrétlien és hézagtalanul lefedik, ugy hogy a sik
minden pontjdn pontosan egy ellipszis és egy hiperbola megy keresztil.
Ebben a pontban a két gérbe mindig merélegesen metszi egymast.
Ahogy a sikban a konfokdlis kapszeleteket kozos f6kuszponttal hatdrozhattuk
meg, ugy a konfokdlis feliletet is fondlszerkesztésre tudjuk visszavezetni. A
Staude-féle fondlszerkesztés segitségével kaphatjuk meg ezeket a felileteket.
A tér egy pontjihoz hirom konfokalis felilet tartozik. Egy ellipszoid, egy
egykopenyi hiperboloid és egy kétkopenyd hiperboloid. A konfokalis
teliiletekre is igaz, hogy mindig merélegesen metszik egymast, tovibba
egymassal alkotott metszetgorbéik a feliiletek gorbiileti vonalai.
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8. abra: HaromtengelyU ellipszoid fokalis felileteinek specialis gorbéinek altaldnos vetilete
12.1 abra V. képe kinagyitva

g : Az ellipszoid kontlrgorbéi

e : A fokalis feliletek specilis sikgorbéi
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5.1 Fokalis kapszeletek
Els6 1épésben meghatirozzuk az ellipszoidhoz tartozé fokalis kapszeleteket.
Ezek elhelyezkedése az ellipszoid tengelyeinek ardnydn mulik. A fokalis ellipszis
(f,) az ellipszoidunk kozéps6 és nagytengelyével alkotott szimmetriasikjaban
helyezkedlk el (g, sikja). A fokadlis hiperbola (f, ) az ellipszoid kis- és nagytengelye
4ltal alkotott szimmetriasikban taldlhat6 (g, s1kJa) A fokalis hiperbolarél tudjuk,
hogy mer6legesen dofi a hiromtengelyd ellipszoidunkat. Ebbdl kovetkezik,
hogy az ellipszoid fokalis hiperbola sikjaban fekvs ellipszisének (g,) és a fokalis
hiperbolanak koz6s a fékuszpontja (F F ) Hasonlé okokbdl az ellipszoid
tokilis ellipszis s1kJaban fekvo elhpsz1senek (g ) és a fokdlis ellipszisének is

9. abra: A HaromtengelyU ellipszoid fokalis kipszeletei

g : Az ellipszoid kontGrgorbéi

F . Az ellipszoid és a fokéalis kipszeletek vetiletének fokuszpontja
f, : Az ellipszoid fokalis ellipszise

f, : Az ellipszoid fokalis hiperbolaja

[

: Az ellipszoid umbilikus ponftjai



koz0s a fokuszpontja (F, ,F. ). Azt is tudjuk, hogy az egyik fokalis kipszelet
misik fokdlis kapszelet sikjaval alkotott déféspontja szintén megadja a fokalis
kapszelet fékuszpontjit. Ezen adatok ismeretében a két fokalis kipszelet
egyértelmien meg van hatdrozva. Itt lithatjuk, hogy az ellipszoid kozépsé és
kistengely dltal alkotott sikban elhelyezkeds ellipszisének (g,) fokuszpontjai
a fokalis ellipszoid d6féspontjai a sikkal (F_, ,F_).
5.2 Umbilikus pontok

Ahol a fokalis hiperbola (f ) d6fi a haromtengelyt ellipszoidot, ott a
teliiletnek négy specidlis pontja taldlhaté. Ezek a pontok az Ggynevezett
goémbi pontok, vagy umbilikus pontok (U, U,, U, ,U ). Itt a feliilet minden
normalmetszetének gorbiilete azonos, a f6gorbiileti irinyok hatirozatlanok.
Ezekbdl kovetkezik, hogy a fokalis feliilet két pontja (melyek az ellipszoid
azonos umbilikus pontjdhoz tartoznak) itt egybeesik, ezen szimmetriasikban
tekvg két gorbéje érinti egymast.

10. dbra: A HaromtengelyU ellipszoid umbilikus pontjai

F . Az ellipszoid vetiletének fokuszpontja

f: Az ellipszoid fokalis hiperbol3ja

U : Az ellipszoid umbilikus pontjai

: Az ellipszoid vetiiletének érintGje az umbilikus pontokban

: Az ellipszoid vetiiletének normalisa az umbilikus pontokban

: A fokalis felilet az ellipszoid umbilikus pontjaihoz tartozé pontjai
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6 Az egykopenyt konfokalis hiperboloid

Ezek utin meghatirozunk egy egykopenyt konfokilis hiperboloidot (k).
Felvesziink egy pontot az ellipszoidon a k6zépsé és kistengely altal alkotott
sikban (P). Azért ebben a sikban, mert ez merdleges a fokalis kupszeletek
sikjaira és igy az ellipszis minden pontjahoz hozzirendelhetiink egy
egyképenyd hiperboloidot. Ezen a ponton keresztil felvesziink egy konfokalis
hiperbolat (k ,) a sik dltal kimetszett ellipszisiink fékuszpontjaira (F_,, F_ ).
Tudjuk, hogy az egykopenyi hiperboloidunk a fokalis ellipszis sﬂgaval
parhuzamos metszeteiben ellipszist ad, hiszen a feliilet a fondlszerkesztésen
kiviil szarmaztathat6 (az ellipszoidhoz hasonléan) egy egykopenyt forgdsi
hiperboloid dilatici6jdbél. A hiperboloidnak van egy torokellipszise, ami
a fokalis ellipszis sikjaban taldlhaté. Ennek az ellipszisnek ismerjiik két
pontjit: ezek az imént kiszerkesztett konfokalis hiperbola ellipszis sikjaval
alkotott doféspontjai. Tudjuk azt is, hogy a torokellipszis és az ebben a
sikban fekvé ellipszis fokuszpontja k6zos (F o 12) Ezen adatok ismeretével
a hiperboloid torokellipszise adott (k ) A torokkor déféspontja a fokalis
hiperbola sikjaval megadja a h1perbolo1dunk Ujabb két pontjit. Ebben a
sikban is k6z6s a hiperboloid fokusza a konturellipszisével (F,, F, ), igy a
hiperboloid harmadik nézetét is ismerjiik (k_,).
6.1 A konfokilis hiperboloid dthatisa az ell1pszo1dda1

A két feliilet metszetgorbéjét (m ) keressiik. Tudjuk, hogy a forgési
hiperboloid vonalfelilet, leképezhet6 egy egyenes koriil megforgatott
kitérs egyenesként. Tudjuk azt is,
hogy az egyképenytd hiperboloidunk
dilataciéval szarmaztathaté forgasi
hiperboloidbdl, tovibbd hogy az
affin transzformacié az egyeneseket
egyenesekbe transzformailja. Ebbél
kovetkezik, hogy a hiperboloidunk
feliletén is végigtut egyenesek két
serege. Felvesziink egy pontot a
hiperboloid torokellipszisén (Q). Tudjuk,
hogy a hiperboloidot alkoté egyenesek
érintik a torokellipszist és a felilet
minden pontjin pontosan két egyenes

1. abra: A HaromtengelyU ellipszoid
egykopenylU konfokalis hiperbolajanak
fo vetiletei



fut it (e, f). Ez a két egyenes érinti tovibba a két masik vetiileten kapott
hiperbolainkat is. Ezekkel az adatokkal a torokkor adott pontjahoz tartozé
két egyenes egyértelmiden adott. Ez a két egyenes sikot alkot, ezzel a sikkal
elmettsziik az ellipszoidunkat. Az igy kapott elliszis metszéspontja a két
egyenesiinkkel megadja a metszetgérbe (M, ) négy pontjat.

A metszetgorbét masképp dgy kaphatnink meg, hogy az ellipszis
fonalszerkesztéséhez hasonlé médszert alkalmazunk, ahol a térgérbénk
tékuszpontjai a feliilet két szomszédos umbilikus pontja, és a gorbe
kirajzoldsakor a fondl folyamatosan folfekszik az ellipszoidra. Ez a
megkozelités térbeli konstrukcicknal mikédik jol, sikbeli abrazolasban
nehéz reprodukalni a fonal gorbiilete miatt.

12. dbra: A HaromtengelyU ellipszoid egykopenyU konfokalis hiperbolaja és metszetgorbéjik
: Az ellipszoid és a fokalis kipszeletek vetiletének fokuszpontja

P : Az ellipszoid egy kontlrgorbéjének altalanos pontja

k : A konfokalis egyképenyU hiperbolaja képsikokkal alkotott metszetei

e,f: Az egykopenyl konfokalis hiperboloid alkotoi

m,_: Az ellipszoid és a konfokalis hiperbola metszetgorbéje

-
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6.2 A metszetgorbe viselkedése

Megfigyelhetjiik a hiperboloid (k ) viselkedését a felvett pont (P) fiiggvényében.
Minél tavolabb megy a felvett pont a fokdlis ellipszis sikjatol, a hiperboloid
anndl nyujtottabb lesz, torokellipszise rasimul a két f6kuszpontra, hatirértékben
szakasszd fajul. A fokalis hiperbola sikjiban fekvs gorbéje egyre inkabb
rasimul a fokalis hiperboldra, hatirértékben egybeesnek. A harmadik
szimmetriasikban a hiperboldk egy egyenesbe torzulnak. Megfigyelhet6, hogy
ez a feliilet egy sikidomma fajul, ami térgérbe helyett sikgdrbében metszi
az ellipszoidunkat. Ez a sikgérbe pedig a test egyik szimmetriasikjaban
talalhatd, a fokalis feliilet ehhez tartozé pontjait mar megszerkesztettiik.
Ez a metszetgorbe azonban hidnyos: csak umbilikus ponttél umbilikus
pontig tart. A hidnyzé részt a jovében fogjuk megkapni (7.2 pont alatt).
Ezekbdl is latszik a gorbiileti vonal és az ellipszis fonalszerkesztése
kozo6tti hasonldsag: a fondlhossz csékkentésével ellipszistink a két
tékuszpont kozotti szakassza, gorbiileti vonalunk pedig az ellipszoid
feliletére simuld, két umbilikus pont koézotti szakassza fajul.
Ha a felvett pont a fokalis ellipszis sikjdhoz kozelit, hatarértékben
hiperboloidunk ebbe a sikba simul bele, hiperbolii félegyenessé fajulnak,
torokkore pedig egybeesik a fokalis ellipszissel. Ez metszi ki a masik
szimmetriasikban fekvé sikgorbénket.

13. abra: A Haromtengelyl ellipszoid 14. abra: A Haromtengelyl ellipszoid
egykopenylU konfokalis hiperbolajanak egykopenyU konfokalis hiperboljanak
viselkedése, ha P pont a fokalis hiperbola viselkedése, ha P pont a fokalis ellipszis
sikjahoz kozelit sikjahoz kozelit
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7 A kétkopenyt konfokdlis hiperboloid

Most szerkessziik meg az ellipszoid egy pontjin dtmené masik konfokalis
feliiletét, a kétkopenyt hiperboloidot (k, ). Az ellipszoid fokalis ellipszisének
sikjaban fekvs gorbéjének minden pontjahoz tartozik egy kétképenyd
konfokilis hiperboloid, igy itt felvesziink egy pontot (P). Tudjuk, hogy a
hiperboloid ebben a sikban fekv8 hiperbolija konfokalis viszonyban all
az ellipszoid ebben a sikban fekvd ellipszisével, igy k6zos fékuszponttal
(F,, F,,) a felvett ponton keresztiik hiperbolat szerkesztiink (k, ). Ebbdl az
ellipszoid nagytengelyén megkapjuk a kétképenyd hiperboloid cstcsit.
Ez a pont benne van az ellipszoid fokalis hiperboldjinak sikjaban is, igy
a hiperboloid ebben a sikban fekvé hiperboldjit is megszerkeszthetjilk,
ha ezen a ponton keresztiil fokalis hiperbolat szerkesztiink (kkz)' Tudjuk,
hogy a kétképenyd hiperboloid szdrmaztathaté egy kétkopenyi forgasi
hiperboloid dilatici6éjabdl. Ismert tovibba, hogy a kétképenyd forgasi
hiperboloid tengelyre meréleges metszetei korok, és hogy a dilatdcié
korbdl ellipszist csinal. Tudjuk azt is, hogy a kiszerkesztett gérbékben a
teliilet érintdsikja merdleges a gorbék sikjara. Ezekbdl kovetkezik, hogy a
kiszerkesztett hiperbolak sikjira meréleges sikokban a gorbék déféspontjai
megadjik a kétkdpenyd hiperboloid abban a sikban fekvé ellipszisének
kis- és nagytengelyét. Ezekkel az adatokkal a kétkdpenyd konfokalis
hiperboloid ismert.
7.1 A konfokalis hiperboloid dthatisa az ellipszoiddal

A kétkopenyi konfokalis hiperboloidok
és a haromtengelyd ellipszoid
metszetgorbéi (m, ) az ellipszoid masik
~ irdnya gorbileti vonalait adjak meg.
A metszetgdrbe négy-négy pontja
madr ismert a kordbban kiszerkesztett
hiperbolik és a veliik egy sikban fekvd
ellispzisek metszéspontjaibdl. Tobb
pontot kiszerkeszthetiink példaul ugy,
- hogy az ellipszoid nagytengelyére
merdleges sikokat veszink fel. Tudjuk,
hogy az ellipszoid és a hiperboloid ilyen

irdnyd metszetei is ellipszisek. Ezeknek

15. abra: A Haromtengelyl ellipszoid
kétkopenyU konfokalis hiperbolajanak
fo vetiletei



az ellipsziseknek metszéspontjai megadjik a metszetgorbe pontjait. A mésik
egyszerd médszer, hogy az ellipszoid nagytengelyére fektetett sikokkal
mettsziik el a két testet. Ilyen irdnyban az ellipszoid metszete ellipszoid, a
hiperboloid metszete pedig olyan hiperbola, amelynek fékusza megegyezik
az ellipszoid metszetének fokuszaval. Ezt a metszetgorbét is megkaphatndnk
ugy, hogy az ellipszis fonilszerkesztéséhez hasonlé médszert alkalmazunk,
ahol a térgorbénk fékuszpontjai a felilet két szomszédos umbilikus pontja,
és a gorbe kirajzoldsakor a fondl folyamatosan folfekszik az ellipszoidra.
Az, hogy melyik két szomszédos umbilikus pontot vilasztjuk, eldonti, hogy
melyik konfokadlis felilethez tartozé metszetgorbét kapjuk meg.

16. abra: A HaromtengelyU ellipszoid kétkopenyU konfokalis hiperbolaja és metszetgorbéjik
F . Az ellipszoid vetiletének fokuszpontjai

P : Az ellipszoid egy kontlrgorbéjének altalanos pontja
k. : A konfokalis kétkopenyl hiperboldja képsikokkal alkotott metszetei
m,, : Az ellipszoid és a konfokalis hiperbola metszetgdrbéje
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7.2 A metszetgorbe viselkedése

Most megfigyelhetjiik a kétképeny( hiperboloid viselkedését a vélasztott
pont viszonydban. Minél kozelebb veszem fel a pontot az ellipszoid
csticsdhoz, anndl laposabb lesz a hiperboloid, rasimul a fokalis hiperbolara.
Ha a vilasztott pont az ellipszoid csiicspontja, a hiperboloid a fokalis
hiperbola sikjiba fekszik bele, a metszetgorbe pedig a két umbilikus
pontot 6sszekotd, ellipszoid feliiletére rafekvé szakasz. Itt lathatjuk, hogy
a kapott metszetgorbe az egyképenyi hiperboloid egyik sikka fajult
metszetgorbéjének kiegészits része (lasd 6.2). A két metszetgorbe kozosen
kiadja az ellipszoid kis- és nagytengelyének sikjiban fekvé metszetgorbéjét.
Ha a valasztott pontot az ellipszoid k6zépsé tengelyéhez kozelitem, a
hiperboloid két képenye egyre laposabb, egymashoz kozelit. Amikor elérem
a k6zépsé tengely pontjét a feliileten, a hiperboloid az ellipszoid kézépsé
és kistengelyére simul6 sikka fajul. Igy megkaptuk az 6sszes sikban fekvé
gorbiileti vonalat.

17. abra: A HaromtengelyU ellipszoid 18. abra: A Haromtengelyl ellipszoid
kétkopenylU konfokalis hiperbolajanak kétkopenyU konfokalis hiperbolajanak
viselkedése, ha P pont az ellipszoid viselkedése, ha P pont a fokalis hiperbola
kis- és kozépsG tengelye altal sikjahoz kozelit

alkotott sikhoz kozelit



8. Fégorbiileti irdnyok szerkesztése altalinos pontban

Ezekkel a médszerekkel az ellipszoid barmely pontjin keresztil meg
tudjuk hatdrozni legaldbb az egyik konfokdlis feliiletet, amibs]l megtudjuk
az egyik fégorbiileti irdnyt. Az ellipszoid érintdsikjat minden pontjaban
ismerjiik és tudjuk, hogy a masodik fégorbiileti irdiny meréleges erre a
sikra és az els6 f6gorbiileti irdnyra. Igy tehdt az ellipszis birmely pontjanak
megszerkeszthetjiik a két f6gorbiileti irdnyédt. En a konny( abrazolhat6sig
végett a szerkesztést képsiktranszformaciéval oldottam meg a kovetkezd
modon:
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19. abra: A haromtengelyU ellipszoid adott, altalanos pontjanak normalisaval parhuzamos nézete
g : Az ellipszoid kontGrgorbéi
P : Az ellipszoid egy altalanos pontja
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8.1 Egykopenyt konfokalis hiperboloid szerkesztése
Szerkessziik meg az ellipszoid egyik pontjahoz (Q) tartozé egykopenyt
hiperboloidot. Ezutin vegyiink fel egy olyan nézetet, ahol a vilasztott pont
az ellipszoid konttirgorbéjén taldlhats (V. nézet). Ezt legonnyebben a test
kis- és k6zépsé tengelyére meréleges nézetbdl tudjuk megszerkeszteni. A
keresett kontir ebben a nézetben vetits helyzetd sikgorbe, a valasztott ponton
és az ellipszoid origéjan dtmend egyenes lesz. Az egyenes kimetsz ebben a
nézetben két pontot az ellipszoid konturjin, ahova érint6 szerkesztésével
megkapjuk a keresett vetitési iranyt. Ezzel a vetitési irdnnyal Gj képet
vesziink fel, ahol a valasztott pont réesik az ellipszoid konturjara (V. nézet).
Ez azt jelenti, hogy a test érintSsikja adott pontban vetitd helyzetd, a
ponton dtmend, konturellipszist érints egyenes (f',n"). Ha a ponton
keresztiil mer6legest hizunk az egyenesnek latott képsikra, megkapjuk
a felilet ponton dtmend normalisit. Ezzel a normadlissal parhuzamos
vetitési irinnyal meghatdrozunk egy 6j képet (VI. nézet). Ezen a képen a
test hozzank legkézelebbi pontja a vilasztott pont (P), a ponton dtmend
normalis vetitd helyzetd (tehdt egy pontban litjuk; P"', n"'), a ponton
atmend érint8sik pedig parhuzamos a képsikkal. Ezekbél szarmazik, hogy
a ponthoz tartozé gorbiileti irdnyok sikjai (koztiik a f6gorbiileti irdnyok
sikjai is) vetits helyzettek lesznek.
8.2 Test egyik gorbiiletének meghatirozdsa altaldnos pontban

Ezutin megkeressiik az ehhez a ponthoz tartozé f6gorbiileti irdnyt. A vizsgalt
pontban a f6gorbileti irinyhoz ismerniink kell a két 6sszemetsz8dé feliilet
érintSsikjat. A két érintSsik metszésvonala lesz a térgorbe érintdegyenese
(f), ami megmutatja a f6gorbiileti irdnyt. Az ellipszoid érintSsikja ismert, a
konfokalis feliilet érint8sikja a pontban pedig a ponton dtmend két alkoté
altal kifeszitett sik. A konfokalis hiperboloid egyik képe ismert. Ezen a
képen ismerjiik a konfokalis hiperboloid torokellipszisének képét is, tudjuk
tovabbd, hogy a feliilet két alkotéja érinti ezt a torokkort. Ezen adatok
tudatiban megszerkeszthetjik a két alkotét, az alkotdk dltal kifeszitett
sikot és a két sik metszetvonaldt. A metszetvonalat tovibbvissziik arra a
képre, ahol az ellipszoid vélasztott pontbeli (P) érintésikja parhuzamos a
képsikkal (VI. nézet). Ezen a képsikon vetits helyzetd sikot illesztiink az
érintdre ("), és ezzel a sikkal elmessiik a hdromtengelyd ellipszoidot, majd
felvesziink egy jabb nézetet, amely parhuzamos ezzel a sikkal (VII. nézet).
Ezen megszerkesztjik az ellipszoid és a sik altal kimetszett gorbét, ami



egy ellipszis lesz (m_""). Ezt én az ellipszis harom szimmetriasikjiban fekvé
gorbe elmetszésével, és ezen pontok segitségével a “kipszelet 6t ponton
keresztiil” paranccsal végeztem el. Az ellipszis egyik pontja a vilasztott pont,
itt kell megszerkeszteniink az ellipszis gorbiletét. Ehhez megszerkesztjik
az ellipszis kis- és nagytengelyét, ezekbdl a fékuszpontokat, végil pedig
a kordbban targyalt f6kuszpontos médszerrel (1asd 4.4) kiszerkeszthetjik
adott pontban a gorbiiletet (Ep D

/

20. abra: A haromtengelyU ellipszoid &ltalanos pontjanak egyik gorbiileti értékének szerkesztése
. Az ellipszoid kontlrgorbéi

P : Az ellipszoid egy altalanos pontja

f . Az ellipszoid altalanos P ponjtan atfuto egyik gdrbileti vonal érintGje

n : Az ellipszoid normalisa, az altaldnos P pontban

m_: Az ellipszoid metszetgorbéje az n és f altal kifeszitett sikkal

E : Az ellipszoid fokalis felileteinek egyik P-hez tartozé pontja
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8.3 Test misik gorbiletének meghatirozdsa altaldnos pontban

Most ki kell szerkesztentink a masik f6gorbileti irdnyt. Azon a képen,
ahol a test adott pontbeli érintSsikja parhuzamos a képsikkal, ezt konnyen
megtehetjik. Tudjuk, hogy a f6gorbiileti irdny merdleges a test érintdsikjira
és merdleges a masik f6gorbileti irdnyra is. Mindkettd ismert, és mivel a
tégorbiileti irdnyok ezen a képen vetité helyzetek annyit kell tenniink,
hogy a kordbban kiszerkesztett f6gorbileti iriny egyenesére merdleges
egyenest huzunk az adott ponton keresztiil. Majd erre az egyenesre is vetité
helyzeti sikot dllitunk és megismételjiik a korabban irtakat (lisd 8.2). Igy
megkaptuk a hdromtengely( ellipszoid dltaldnos pontjédban a fokalis felilet
hozz4 tartozé két pontjat.

21. abra: A haromtengelyU ellipszoid fokalis feliletének specialis gorbéi, és az ellipszoid
altaladnos potjahoz tartozo két pontja



9. A szerkesztés rovid sszefoglaldsa

Tehét roviden: a szerkesztéshez el8szor megkerestem a hdromtengelyt
ellipszoid szarmaztatisinak mddjait. E18szor dilaticiéval gémbbdl, majd
pedig a Staude-féle fondlszerkesztésbdl.

Ezutan két részre osztottam a fokalis feliilet szerkesztését: a feliilet specidlis
pontjainak kiszerkesztésére, ami a szimmetriasikjaban fekvd pontjaibdl és
a két umbilikus pontbdl dll, majd az dltalinos pontok megkeresésére.

A szimmetriasikban fekvé pontok szerkesztéséhez a test hdrom £6 vetiiletének
kontargorbéjét hasznaltam fel. El6sz6r mindegyik kontdarellipszisnek
evolutat szerkesztettem, majd az evoldta pontjaihoz egy merdlegesen felvett
metszet segitségével megkerestem a masik gorbiiletét.

Ezutan a test dltaldnos pontjdban meg kellett hatirozni a f6gorbiileti irdnyokat.
Ehhez visszavezettem az ellipszoidot a Staude-féle fonalszerkesztésre,
megkerestem a fokalis kipszeleteket, amik meghatdroztik az umbilikus
pontokat is. A fokalis kapszeletek segitségével konfokalis egyképenyt
hiperboloidot, majd konfokalis kétkdpenyti hiperboloidot szerkesztettem,
amik megmutattdk a test f6gorbileti irdnyait.

A f6gorbileti irdnyok sikjaban elmetszettem az ellipszoidot és az igy kapott
ellipsziseknek megkerestiik adott pontban a gorbiiletét.
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