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INHOMOGEN POLITOPOK MECHANIKAI KOMPLEXITASA

ABSZTRAKT

Politopnak nevezziik a d-dimenzidés Euklideszi térben (d — k) dimenzids linearis sokasagok
(k =0,1, ...(d — 1)) altal hatarolt alakzatokat. Poligonnak, vagy masnéven sokszognek
nevezzik a d = 2 dimenzioés politopokat és poliédernek nevezzik a d = 3 dimenzids

politépokat. Ebben a dolgozatban az utdbb felsorolt két esettel foglalkozunk.

Egy politoép konvex, ha két tetszéleges pontjat dsszekotd szakasz a politdp belsejében marad.

Inhomogén tdmegeloszlast feltételezve egy politdp sulypontja annak belsejében barhol lehet.

Poligonok statikai viselkedésének jellemzésére bevezetjik az egyensulyi osztdalyozo vektor
fogalmat mely egy N-szog esetén egy N dimenzids, binaris vektor, melynek k-adik eleme 1,
ha létezik pontosan k darab stabil helyzettel rendelkezd N -szog, egyébként az elem 0.
Haromszogek és négyszdgek esetében bebizonyitjuk, hogy a kombinatorikailag lehetséges 23
illetve 2* vektor koziil geometriailag csak 2 illetve 5 darab realizalodhat és fel is soroljuk ezeket

a vektorokat.

Poliéderek esetében bevezetjiik az egyensulyi osztdalyozo matrix fogalmat, mely egy F lapa, V
csucst poliéder esetén egy F X V méretil, binaris elemekbdl allé6 matrix, melynek (i, j) eleme
1, ha létezik pontosan § = i, U = j stabil illetve instabil egyensulyi helyzettel rendelkezd F

lapt, V cstcst konvex poliéder.

MATLAB programban szamitott eredmények alapjan sejtéseket fogalmazunk meg tetraéderek
egyensulyi osztalyoz6 matrixaira vonatkozdan. A tetraéderek 5 dimenzids konfiguracios terére
illesztett ortogonalis hald csticsaiban elhelyezkedd tetraéderek numerikus vizsgalata alapjan
tobb, mint 100 egyensulyi métrixot sikeriilt azonositani a kombinatorikailag lehetséges 216 =
65536 matrix koziil. Jelen dolgozatban nem igazoljuk, hogy tobb matrix nem létezhet, de
megfogalmazunk olyan elveket, melyekkel egyes matrixok létezését ki lehet zarni. Kiilon
hangsulyt fektetiink a monostabil és monoinstabil tetraéderek egyensiilyi osztalyozé matrixaira,

¢és parhuzamot vonunk a homogén tetraéderek egyensulyi osztalyozo matrixaival is.
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1. BEVEZETES
1.1. Poliéderek: formak és testek

A poliéderek (tehat a siklapokkal hatarolt testek) a legrégebben vizsgalt geometriai objektumok
koz¢ tartoznak. Poliéderekre gondolhatunk ugy is, mint absztrakt, geometriai objektumokra,
ugyanakkor elképzelhetjiik dket ugy is, mint tomeggel rendelkezd szilard testeket. Az elsd
értelmezésben beszéEliink a poliéder (kiilsd) formdjarol, a masodik értelmezésben beszélhetiink
a poliéder (belsd) tartalmarol, vagy, jelen dolgozat cimére utalva, lelkérol. A dolgozat a két
megkozelités viszonyardl, az azonos formahoz kapcsolodo lehetséges tartalmak gazdagsagarol
szol.

Az elsé (tehat tisztan geometriai) értelmezés szempontjabol a poliéderekkel kapcsolatos egyik
legrégebbi és talan legismertebb eredmény annak igazolasa, hogy 5 szabalyos poliéder 1étezik
[12]. Az 5 szabalyos poliéder koziil minddssze egyetlenre igaz, hogy kombinatorikai
értelemben 6nmagaval dualis, vagyis lapjainak és csucsainak szama megegyezik: az f=4 lappal,
v=4 csuccsal ¢és e=6 ¢llel rendelkezd tetraédert joggal nevezhetjik a legegyszeriibb
poliédernek, hiszen mindharom mérészamnak ez a minimuma. Nem véletlen, hogy a d=3
dimenzios euklideszi térben a tetraédert szimplexnek is nevezziik.

A masodik, mechanikai értelmezésben a poliéder f lapjan laponként legfeljebb egy (tehat
Osszesen S<f) darab stabil, a csucsokon U<v darab instabil egyensulyi pontot (lasd 3. fejezet,
14. és 15. Definicio) talalhatunk, melyeken a poliédert egy vizszintes sikkal megtamasztva az
statikailag egyenstlyban van. Az (S,U)E szampart a poliéder egyensiilyi osztalydnak nevezziik

[1].

A fentiek szerint tetraéderek az /<S,U<4 egyenl6tlenségekkel jellemzett 16 darab egyensulyi
osztalyban fordulhatnak eld. Barmennyire egyszerii €s régdta vizsgalt testnek tlinik is azonban
a tetraéder, ¢s barmilyen természetes is a tetraéder mint tomeggel rendelkezd szilard test
értelmezése, mégis, a mai napig nem ismert, hogy a jelzett 16 darab egyensulyi osztaly koziil
melyekben létezhetnek és melyekben nem létezhetnek tetraéderek. Jelen dolgozat elsédleges
célja ezen kérdés mélyebb feltarasa €s a kérdés elso felére adando vélaszban valo eldrelépés.

1.2. Monostatikus tetraéder-konstrukciok

A matematikai irodalomban vannak erre vonatkozé részeredmények, melyek koziil a legels6 —
¢és talan legérdekesebb- John Horton Conway nevéhez kotddik [2], aki bebizonyitotta, hogy
homogén anyageloszlas esetén nem létezhet monostatikus, vagyis az (1,U) vagy az (S,1)F
osztalyhoz tartoz6 tetraéder. Ugyand igazolta azt is, hogy inhomogén esetben létezhet
monostabil (vagyis (1,U)E osztalyhoz tartozo) tetraéder, U értékérdl illetve az ilyen tipusu
tetraéder formajarol azonban kozelebbit nem bizonyitott. Az [1] cikk Conway eredményeit két
szempontbol egészitette ki: egyrészt példat adott az Gsszes homogén, nem-monostatikus
egyensulyi osztalyban (vagyis a 9 darab osztalyra melyben 2<S,U<4) létezé tetraéderre,
masrészt igazolta a mono-instabil (vagyis (S,1)F osztaly) tetraéder 1étezését.
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Ezeket az eredményeket egésziti ki - szerény mértékben - az
1. Tétel: Létezik tetraéder az (1,2)F és a (2,1)F egyensulyi osztalyokban.

Bizonyitas (1.Tétel): Az 1. tablazat tartalmazza két olyan tetraéder adatait, melyek a jelzett
osztalyokban vannak ¢€s csucsaik, valamint sulypontjuk dsszes koordinataja is természetes

szam.

EYENSUNT | Valtozo csticsok koordinatai Sulypont koordinatai
osztaly

S U CX Cy Dx Dy Dz Sx Sy Sz

1 2 153600 44400 112200 7800 6400 104200 4300 100

2 1 100000 28904 112160 9679 2798 101618 23796 612

1. Tablazat: Az (1,2)F és a (2,1)F egyensulyi osztalyokban talalhatd tetraéderek csuicspontjainak és stlypontjanak
koordinatai. A tablazatban nem szerepld, mindkét tetraéderre kdzdsen jellemz6 adatok: Ax = Ay = Az = Bx = Bz

= Cz = 0; By =100000.

Q.ed.
1.3. Az egyensilyi osztalyozo matrix

Konkrét konstrukciok bemutatasa mellett a dolgozat célja poliéderek ¢€s poligonok (k6zos
néven d=2 és d=3 dimenzids politopok) geometriai és mechanikai megkozelitése kozotti
kapcsolat mélyebb feltarasa. Ennek legfontosabb eszkdzeként egy 1) fogalmat vezetiink be:

1. Definicio: Legyen P egy f lapt, v csticsu konvex poliéder forma. Ekkor az f X v méretii Mp
matrixot a P poliéder forma (egyensulyi) osztalyozo matrixanak nevezzik és annak mp(i,j)
elemeit az alabbiak szerint hatarozzuk meg: legyen mp(i,j)=1 ha az (i,j)* egyensulyi osztalyban
létezik P formaju poliéder és egyébként legyen mp(i,j)=0. (Megjegyezziik, hogy a sikbeli
esetben, egy v csucsu konvex sokszdget f=1 lapu poliédernek tekintve az osztalyozo matrix egy
v méretli, binaris elemekkel rendelkezé vektorra egyszeriisodik.) Az osztalyozd matrix
elemeinek 0sszegét up-vel jeloljiik.

Az osztdlyoz6 matrixot az 1. tdblazatban bemutatott két tetraéder példdjan illusztraljuk (1.
abra).
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Egyenstilyi osztalyozo matrix Halo Egyenstilyi osztalyozo matrix Halo

i1 0 | 1 (0| O 11 0] 0| 0] O

Tetrahedron no. 662590 Tetrahedron no. 429830

0 02 04 "0 o102

15357 05 1
401110 044389 4001010 028904 -0.5

1 2 3 4 o 1 12 3 4 0 05
U U

1.dbra: Az 1. Téblazatban bemutatott két tetraéder osztalyozé matrixa €s rajza. A matrixban sotétkék
hattérrel jeleztiik a homogén tetraéder egyensulyi osztalyat jelentd cellat.

Az osztalyozd matrixbol leolvashaté a P poliéder forma C(P) mechanikai komplexitasa [1] is:
jelolje (So,Uo)E a homogén anyageloszlashoz tartozo egyenstlyi osztalyt. (Az 1. abran ez
mindkét esetben a (2,3)F osztaly.) Ekkor az [1] cikkben k&zolt definicid szerint

(1) C(P)=2(f+Vv-So-Uo).
Megjegyezziik, hogy a d=2 dimenzids esetben, egy V csucsu sikbeli konvex P poligon esetén
az (1) formula

2 C(P)=2(v-So)

alaku lesz, ahol So a P poligon stabil egyensulyi helyzeteinek szama homogén anyageloszlas
esetén. A dolgozat cimének szellemében, célunk az (1)-(1a) formulak alkalmazasaval a d=2 és
d=3 dimenzi6s inhomogén politopok mechanikai kompelxitasanak feltarasa.

Az osztalyozo matrixok binaris elemekkel rendelkeznek, ezért egy f X v méretii matrixbol

kombinatorikai értelemben 2 XV

valtozat 1étezik, nyilvanval6 azonban, hogy ezek koziil nem
mindegyik valosul meg geometriailag. Az ezzel kapcsolatos eredményeket az aldbbiakban

roviden Osszefoglaljuk.
1.3.1. Sikbeli eredmények

2. Tétel: Legyen H egy sikbeli haromszog. Ekkor a H sikbeli haromszog egyensulyi osztalyozo

0 0
vektorai kizarolag My = [O], s My = [1] alakuak lehetnek, és mindkét vektor esetén 1étezik
1 1

olyan haromszdg, melynek az adott vektor az egyensulyi osztalyozo vektora.
3. Tétel: Legyen Q egy sikbeli, inhomogén, konvex négyszdg. Ekkor a Q sikbeli, inhomogén
Vo =

0 0
konvex négyszog egyensulyi osztilyozo vektora csak V, = Ig‘ Vo = (1)
1 1

200 | 1 1 05 2 1 03
0 0
) w
& ﬁ o8
3l o 1 1 0 1 0 3| 0 1 1 1 0

1
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1
i alaku lehet, és mindegyik vektor esetén létezik olyan négyszog, aminek az

1 1

adott vektor az egyensulyi osztalyozé vektora.
A 2. és 3. Tétel bizonyitasat a 2. fejezetben kozoljiik.

1.3.2. Térbeli analitikus eredmények

A térbeli eset a sikbelinél tobb szempontbol is bonyolultabb, ezért itt kizarolag a tetraéderrel
foglalkoztunk, amelynek formadja és tartalma (,,lelke”) kozotti kapcsolatrél érdekes tényeket
sikeriilt megallapitanunk. Az alabbi allitasokat bizonyitottuk:

1. Lemma: Ha egy T tetraéder esetén ut=1, akkor a T tetraéder egyensulyi osztalya (4,4)E.
Bizonyitéas (1. Lemma):

Ha a tetraéder egyensulyi osztalya tetszéleges sulypont esetén azonos, abbol az kovetkezik,
hogy a lapokra az ¢lek mentén allitott merdleges sikok nem metszhetnek bele a tetraéderbe,
hiszen ha belemetszenének, akkor egy ilyen sik eltéré oldalan megjelend stulyponthoz eltérd
egyensulyi osztaly tartozna. Ha azonban a sikok nem metszhetnek bele a tetraéderbe akkor
tetszéleges sulypont esetén az egyensulyi osztaly a (4,4)E. Q.e.d.

2. Lemma: Nem létezik olyan (S,U)F egyensulyi osztaly melyre tetszSleges T tetraéder forma
esetén mr(S,U)=L1.

Bizonyitéas (2. Lemma):

Az 1. Lemma alapjan elegend6 egy olyan T tetraédert konstrualni melyre mr(4,4)=0. Ennek a
tetraédernek az adatait a 2. tablazat tartalmazza, osztdlyozo matrixat €s rajzat pedig a 2. abra
mutatja.

Csucsok koordinatai

Cx c Dy Dy D,

671 272 -284 -734 10

2. Tablazat: Azon T tetraéder adatai melyre mr(4,4)=0. Tovabbi adatok: Ax = Ay = Az = Bx =
Bz = Cz =0; By = 1000
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Egyensulyi osztalyozo matrix Halo

1 0 0 0 0

2] 0 1 1 Tetrahedron no. 131491
@ i —
3l o 11| o0 24 04 0 0
0.67137
4 0] ool o 0.2723 1
1 2 3 4 050 05 1

2. abra: A 2. Téblazatban bemutatott tetraéder osztidlyozd matrixa és rajza. A matrixban sotétkék
hattérrel jeleztiik a homogén tetraéder egyensulyi osztalyat jelentd cellat.

Q.e.d.

1.3.3. Térbeli numerikus eredmények

Ha hasonld tetraédereket azonosnak tekintlink akkor a geometriailag lehetséges tetraéderek
halmazanak leirasara bevezethetiink egy célszerii fogalmat:

2. Definici6: Legyen a T tetraéder 4 csticsa 4, B, C és D. Legyen tovabba az ABC haromszog
A-nal fekvd szoge a-, az ABC haromszog B-nél fekvd szoge B, az ABD haromszog A-nal
fekvé szoge ap, az ABD haromszog B -nél fekvo szoge [ valamint az ABC és az ABD
haromszogek altal bezart szog & . Ekkor a 0° < a, <90°, 0° < B, < 180°0° < ap <
180°,0° < fp < 180°0° < § < 180° egyenl6tlenségek altal meghatarozott kompakt
tartomanyt a T tetraé¢der konfiguracios terének nevezzik.

A tetraéder konfigurécios terét kifeszité valtozokat a 3. dbra illusztralja.

3. dabra: Tetraéder konfiguracios terét kifeszitd valtozok. ac; Be¢; ap; Bp és & az ABCD tetraéderben.

A konfiguracios térben egy nem-egyenletes ortogonalis halot definialtunk és ezen halé 768109
csticspontjahoz tartozo tetraéderek mindegyikének meghataroztuk az osztalyoz6 matrixat. A
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térre, valamint a tetraéderek belsejének felosztasara, valamint az algoritmus részleteire ¢s

crer

matrix statisztikus feldolgozasa alapjan az alabbi észrevételeket tessziik:

1. Numerikus eredmény: A kombinatorikailag lehetséges 2 kiilonbozé egyensilyi
osztalyoz6 matrixbol mindossze 291 kiillonbozot tudtunk azonositani (ez 0.44%-nak felel meg).
Megjegyezziik, hogy bar szdmos, kombinatorikailag lehetséges osztalyozd matrix esetén
nyilvanvalo, hogy geometriailag nem johet 1étre, ennek a nagyon érdekes kérdésnek a teljes

analitikus vizsgalata meghaladja jelen dolgozat kereteit.

0,45
04
0,35
03
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
0 - |
4 6 8 10

"] 2

C(T)

4. abra: A vizsgalt T tetraéderek relativ gyakorisaga a tetraéderek C(T) komplexitasanak fliggvényében.
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2. Numerikus eredmény: A vizsgalt T tetraéderek relativ gyakorisagat a tetraéderek C(T)
komplexitasanak fliggvényében a 4. abran foglaltuk 6ssze. Tetraéderek esetén az (1) egyenlet
alapjan C(T) = 16-2(So+Uo), ahol a (So,Uo)E a T tetraéder homogén anyageloszlasdhoz tartozo
egyensulyi osztaly. Ez alapjan, homogén anyageloszlas esetén a vizsgalt tetraéderek 45.3%-a

a (2,2)F egyensulyi osztalyba tartozik.

0,45
04
0,35

0,3

0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
| m HT
i _ _
2 3 4 5 6 7 8 9

1 10 11

5. abra: A vizsgalt tetraéderek relativ gyakorisaga az osztalyozo matrix 41 elemosszege fiiggvényében
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3. Numerikus eredmény: A vizsgalt T tetraéderek relativ gyakorisagat az osztalyozd matrix

ut elemosszege fliggvényében az 5. dbran foglaltuk 6ssze. Az elemdsszeg atlagos (varhato)

értéke ut=5.11 és 1< ut <10.

10

C(T)

6 L] [ ] .
4 ] ®

2 L]

0 o & o L @

6. abra: A vizsgalt T tetraéderek ut_C(T) diagramja.

UT

12

4. Numerikus eredmény: A vizsgalt T tetraéderek ut_ C(T) diagramjat a 6. abran k6zoljik.

Ez alapjan a két mennyiség kozott nincs erds Osszefligges.

10
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. I I I I I C(T)

7. abra: A vizsgalt T tetraéderek utelemosszegének atlaga konstans C(T) komplexitashoz rendelve.

o~

w

[N]

5. Numerikus eredmény: A vizsgalt T tetraéderek ut elemosszegének atlagat (@) konstans
C(T) komplexitashoz a 7. abra mutatja.

C(T)

5

| I

0 HT
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8. abra: A vizsgalt T tetraéderek C(T) komplexitasanak atlaga konstans uT elemdsszeghez rendelve.

w

¥}

6. Numerikus eredmény: A vizsgalt T tetraéderek C(T) komplexitasanak atlagat konstans ut

elemdsszeghez a 8. dbra mutatja.

5. Numerikus eredmény: Mindossze 84 (kb. 0.01%) tetraéder esetén volt ut=1 és ez a (4,4)F

osztaly. (Utobbi allitast bizonyitja az 1. Lemma).

11
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6. Numerikus eredmény: Mindossze 498 (kb. 0.065 %) olyan tetraédert talaltunk, amelyek
lehetséges egyenstlyi osztalyai pontosan megegyeznek azon egyensulyi osztalyokkal
melyekben homogén tetraéder taldlhatd. (Az [1] cikk alapjan ezek az a (2,2)F, (3,2)F, (4,2)F,
(2,3)F, (3,3)F, (4,3)F, (2,4)F, (3,4)F és (4,4)F osztalyok.)

1.4. A dolgozat szerkezete

A 2. fejezet a 2. és 3. tétel (sikbeli analitikus eredmények) bizonyitasat tartalmazza, a 3.
fejezetben pedig definialjuk konvex poliéderek egyensulyait és részletesen bemutatjuk azt az
algoritmust, mellyel a tetraédereknek a 2. definicioban meghatirozott konfiguracids terét
letapogattuk és az igy kapott 768109 darab tetraéder osztalyozo matrixait meghataroztuk. A
4. fejezet 6sszefoglalja a dolgozat eredményeit.
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2. SIKBELI, KONVEX POLIGONOK EGYENSULYI
OSZTALYOZO VEKTORAI

2.1. Konvex poligonok egyensulyai

Az alapfogalmak definidlasa utan bebizonyitjuk inhomogén sikbeli haromszogek és inhomogén
konvex négyszdgek egyensilyi osztalyozé vektorairdl, hogy a kombinatorikailag lehetséges 23
és 2% kiilonbozd vektor koziil csak 2 illetve 5 darab 1étezhet, és 1étezik is mindegyik vektornak

megfeleld haromszog, illetve konvex négyszog.

3. Definicio: [4] Legyen K egy sikbeli konvex test, és X a test egy bels6é pontja. Azt
mondjuk, hogy a test egy Y hatarpontja K egy egyensutlyi pontja X-re nézve, ha az Y-on
atmend, XY szakaszra merdleges egyenes nem metszi a K test belsejét.

4. Definicio: [4] Legyen P egy konvex poligon, X a P tomegkdzéppontja és Y a P egyenstlyi
pontja X-re nézve.

e HaY aP egy ¢lének belsé pontja, akkor azt mondjuk, hogy Y egy stabil
egyensulyi pont.

e HaY aP egy csucsa, ¢s az XY szakaszra mer6leges, Y-on
atmend egyenes P -t csak ebben a csticsban metszi, azt mondjuk, hogy Y
egy instabil egyensulyi pont.

o Ha Y-raa fenti két feltétel egyike sem teljesiil, azt mondjuk, hogy Y egy
degeneralt egyensuly.

Inhomogén teststirliséget feltételezve K tetszdleges belsd pontja lehet K tomegkozéppontja.

5. Definicio: Legyen XY egy szakasz a sikon. Ekkor az X pontban az XY szakaszra allitott
merdleges félegyenest fyy-nal jeloljiikk. Tovabba az Y pontban, az XY szakaszra allitott mer6leges

félegyenest fyx-szel jeloljik.

6. Definicio: Legyen XY egy szakasz a sikon. Ekkor az XY szakaszra allitott fyy és fyx

félegyenesek kozotti végtelen savot Syy-nal jeldljik, és az XY szakasz savjanak nevezziik.

7. Definicio: Legyen XY egy szakasz a sikon. P ponthoz akkor tartozik egyensulyi pont az XY
szakaszon, amennyiben a P pontot az XY szakasz savja tartalmazza. Ekkor azt mondjuk, hogy

a P pontbol az XY szakasz, mint egyensuly latszik.
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8. Definicié: Legyen K egy konvex poligon, és annak tomegkozéppontja P. Amennyiben a P
pontbol n oldal, mint egyensuly latszik, akkor azt mondjuk, hogy a P pontbdl n egyensuly
latszik, tehat a P ponthoz a K poligonnak n kiilonb6z6 oldalan tartozik egyensulyi pont.

1. Megjegyzés: Inhomogén testsiiriséget feltételezve K egy tetszéleges belsd pontja lehet K

tomegkozéppontja.

2.2. Sikbeli haromszogek egyensilyi osztalyozo vektorai

2. Megjegyzés: Az 1.Definici6 alapjan egy H sikbeli haromszdg egyenstlyi viszonyait egy v =

3 elemi binaris My Vvektor hatarozza meg.
Ezutan a Bevezetésben kimondott 2. Tétel bizonyitasa kovetkezik:
Bizonyités (2. Tétel):

3. Megjegyzés: A 90°-nal nagyobb szdget — konvencionalis modon - tompa-, a kisebbet
hegyes-, és a pontosan 90°-0s szoget derékszognek nevezziik. Tovabba a csak hegyesszoggel
rendelkezd haromszogeket hegyesszogi, a tompaszoggel rendelkezé haromszogeket

tompaszogii, a derékszoggel rendelkezd haromszogeket derékszogii haromszogeknek nevezziik.
Az eldbbi tételt két lemman keresztiil bizonyitjuk:

3. Lemma: Legyen A, B és C egy H inhomogén hegyesszogii haromszog 3 csucsa. Ekkor a

0
H haromszog egyensulyi osztalyozo vektora csak My = [O] alaku lehet.
1

Bizonyitas (3. Lemma):

4. Megjegyzés: Egy haromszogben egy oldal és egy csucs helyzetét jellemezhetjiik az adott
csucs adott oldal savjahoz viszonyitott helyzetével. A targyalas megkonnyitése érdekében, de
az altalanossag megszoritasa nélkiil most az AB oldal és a C pont egymashoz viszonyitott

helyzetét fogjuk vizsgalni. Ilyenkor 2 kombinatorikailag kiilonb6z6 eset fordulhat el6:

1) a C csucs az Sag savon beliil van, amennyiben az AB oldalon csak hegyesszog vagy
derékszog van
2) a C csucs az Sag savon kiviil van, amennyiben az AB oldalon 1 hegyes- és egy

tompaszog van
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Az 1)-es esetben a haromszog minden pontja az Sag savon beliil van, tehat a 8. Definicio szerint

a T haromszog minden pontjardl latszik az AB oldal, mint egyensuly.

A 2)-es esetben a haromszognek van olyan pontja, amely az Sag savon kiviil van, tehat az 6.
Definicio szerint a haromszognek van olyan pontja, ahonnan az AB oldal nem latszik, mint

egyensuly.

Mivel a H haromszogben az A és a B csticsoknal is hegyesszog van, Ezért a 4. Megjegyzés
szerint a C csucs az Sag sav belsejébe esik, tehat a H haromszog barmely belso pontjarél az AB

oldal, mint egyensuly latszik. Ez analog modon elmondhaté az AC és a BC oldalakrol is.

Ebbol kovetkezik, hogy a H haromszog barmely belsé pontjarol annak minden oldala, mint

egyensuly latszik.

A 1. Definicio szerint ilyenkor a H haromszoghoz tartozo My egyenstlyi osztalyozo vektorra

0
0]
1

5. Megjegyzés: Legyen AB ¢s BC két egymassal szoget bezard szakasz. Azon pontok

igaz, hogy: mu(1) = 0; mu(2) = 0 és mu(3) =1, tehat My =

halmaza, ahonnan mindkét szakasz, mint egyensuly latszik, az Sag és az Sgc savok metszete.

6. Megjegyzés: Legyen AB és BC egy H inhomogén haromszog két oldala. Mivel egy
haromszogben barmely két oldal altal bezart szog mindig kisebb, mint 180 fok, ezért az Sag és
az Sgc savok metszete sosem iires. Az 5. Megjegyzésbol kovetkezik, hogy mindig van olyan
belsé pontja H-nak, ahonnan az AB és a BC oldalak ko6ziil mindkettére ralatunk, mint egyenstly.
Tovabba mindig létezik olyan pontja H-nak ahonnan az AB ¢és a BC oldalak koziil ralatunk

pontosan az egyikre.

7. Megjegyzés: A 6. Megjegyzés szerint nincs olyan belsé pontja egy haromszognek, ahonnan
csak egyetlen oldal latszik, mint egyensuly. Tehat egy haromszog egyensulyi osztialyozo

vektorara mindig igaz, hogy: Mu(1) = 0.

4. Lemma: Legyen A, B és C a T inhomogén tompaszogli haromszog harom csucsa. Ekkor a

0
1] alaku lehet.
1

H haromszog egyensulyi osztalyozo vektora csak My =
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Bizonyitas (4. Lemma):

A targyalas megkonnyitése érdekében, de az altalanossag megszoritasa nélkiil, fel fogjuk

tételezni, hogy a H haromszdgben a tompaszog a B csticsnal fekszik.

A 6. Megjegyzés alapjan van olyan belsé pontja a H haromszdgnek, ahonnan az AB és a BC

oldal is, mint egyensuly latszik.

Mivel a T haromszogben az AC oldalon az A és a C csticsnal is hegyesszog van, ezért a B csucs
a 4. Megjegyzés szerint az Sac sav belsejében helyezkedik el, és ilyenkor a H haromszog teljes

teriiletérdl az AC oldal, mint egyensuly latszik.

Tehat ezekbdl és a 6. Megjegyzésbol kovetkezik, hogy a H haromszog egy pontjarol vagy

pontosan Kettd, vagy pontosan harom oldal latszik, mint egyensuly.

Az 1. Definici6 szerint ilyenkor a H haromszoghdz tartozé M egyensulyi osztalyozo vektorra

0
1
1

igaz, hogy: mu(1) = 0; mu(2) = 1 és mu(3) =1, tehat My = .Q.e.d.

Ezzel a 2. Tétel bizonyitasat befejeztiik.

2.3. Sikbeli, konvex négyszogek egyenstlyi osztalyozo6 vektorai

Az 1. Definici6 alapjan egy sikbeli Q négyszog egyensulyi viszonyait egy V=4 elemi binaris

Vg vektor hatarozza meg.
Ezutan a Bevezetésben kimondott 3. Tétel bizonyitasa kovetkezik:
Bizonyitas (3. Tétel):

8. Megjegyzés: A tétel bizonyitasahoz a konvex négyszogeket belsé szogeik viszonylataban

csoportositjuk. Egy konvex négyszog belsd szogei kozott 0, 1, 2 vagy 3 tompaszdg lehet.

9. Definicio: A konvex négyszogeket, annak fiiggvényében, hogy hany darab tompaszoggel

rendelkeznek, a kdvetkezoképpen kategorizaljuk:
0. eset: amikor egy négyszog nem rendelkezik tompaszdggel

. eset: amikor egy négyszog 1 darab tompaszdggel rendelkezik
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I1. eset: amikor egy négyszog 2 darab tompaszoggel rendelkezik
I11. eset: amikor egy négyszog 3 darab tompaszoggel rendelkezik

9. Megjegyzés: Egy négyszogben egy oldal és a vele szemkozti oldal helyzetét jellemezhetjiik
a szemkozti oldalnak az adott oldal savjahoz viszonyitott helyzetével. A targyalas
megkonnyitése érdekében, de az altalanossag megszoritasa nélkiil most a CD oldal és a vele
szemkozti AB oldal egymashoz viszonyitott helyzetét fogjuk vizsgalni. Ilyenkor 3

kombinatorikailag kiillonb6z6 eset fordulhat eld:

1) az A és a B csucs is (tehat az AB oldal teljes egészében) az Scp savon beliil van,
amennyiben a C és a D csucson is hegyesszog és/vagy derékszog van

2) az A és a B csucs koziil az egyik az Scp savon beliil van, mig a masik kiviil,
amennyiben a C és D csticsok koziil az egyiken tompaszog van

3) az A és a B csucs is az Scp savon kiviil van, amennyiben a C és a D csticson is

tompaszog van

Az 1)-es esetben a teljes négyszog az Scp savon beliil van, tehat az 7. Definicio szerint a CD

szakasz a négyszog teljes teriiletérdl, mint egyensuly latszik.

A 2)-es és 3)-as esetben vannak olyan pontjai a négyszognek, amik az Scp savon kiviil vannak,
tehat az 7. Definici6 szerint vannak olyan pontjai a négyszognek, ahonnan a CD oldal nem

latszik, mint egyensuly.

10. Megjegyzés: Legyen AB és BD egy Q inhomogén konvex négyszog két oldala. Mivel egy
konvex négyszogben barmely két oldal altal bezart szo6g mindig kisebb, mint 180 fok, ezért az
Sas €és az Sgp sdvok metszete sosem lires. Az 5. megjegyzésbdl kovetkezik, hogy mindig van
olyan bels6 pontja Q-nak, ahonnan az AB és a BD oldalak ko6ziil mindkettére ralatunk, mint
egyensuly. Tovabba mindig létezik olyan pontja Q-nak ahonnan az AB ¢és a BD oldalak koziil

ralatunk pontosan az egyikre.
0. eset (9. Definicio):

5. Lemma: Legyen Q egy inhomogén, konvex négyszog, melynek O darab tompaszoge van.
0
Ekkor a Q négyszog egyenstlyi osztalyozo vektora csak Mq = 0 alakt lehet.

1
1
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Bizonyitas (5. Lemma):

11. Megjegyzés: Amennyiben egy konvex négyszognek nincsen tompaszoge, akkor 4 darab

hegyesszdge van (9. abra). Az ilyen konvex négyszogeket hivjuk téglalapoknak.

A 9. megjegyzeés alapjan egy téglalap barmely oldala mint egyensuly latszik a téglalap barmely

belsd pontjarol.

Az 1. Definici6 szerint ilyenkor a Q négyszoghdz tartozé6 Mg egyensulyi osztalyozo vektorra
0

igaz, hogy: mo(1) = 0; mo(2) = 0; mo(3) = 0 és Mo(4) = 1, tehdt Mg = g .

1

12. Megjegyzés: Egyenstlyi szempontbol a téglalapok a négyszogek egyetlen olyan osztalya,

amely nem generikus.

9. abra: A 4 derékszoggel rendelkez6 konvex négyszogeket téglalapoknak nevezziik. Egy téglalapnak

mindig van egyensulyi pontja mind a 4 oldalan, barhol is helyezkedik el a sulypont.

. eset (9. Definicio):

6. Lemma: Legyen Q egy inhomogén, konvex négyszog, melynek 1 darab tompaszoge van.
0
Ekkor a Q négyszog egyenstlyi osztalyoz6 vektora csak Mg = 0 alaku lehet.

1
1
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Bizonyitas (6. Lemma):

A bizonyitast a targyalas megkonnyitése érdekében, de az altalanossag megszoritasa nélkiil egy

olyan Q négyszogon végezziik, melynek egyetlen tompaszdge a B csucson helyezkedik el.

Mivel ilyenkor az AD és a CD oldalon csak hegyesszogek vannak, ezért a 9. Megjegyzés szerint
azokat a négyszog teljes teriiletérdl latni, mint egyensuly. Mivel a B csticsnal tompaszog van,
ezért a 9. Megjegyzés szerint vannak olyan belsé pontjai a négyszognek, ahonnan az AB és a
BC oldalak koziil mindkett6 latszik, és vannak olyanok, ahonnan csak az egyik latszik, mint

egyensuly (10. abra).

Az 1. Definici6 szerint ilyenkor a Q négyszoghdz tartozé Mq egyensulyi osztalyozo vektorra
0

igaz, hogy: mo(1) = 0; mg(2) = 0; mo(3) = 1 és mo(4) = 1, tehat Mg =

0
1l
1

10. abra: A Q négyszdgben AD és a CD oldalon csak hegyesszogek vannak, ezért azokat a négyszog
teljes teriiletér6l, mint egyensuly latni. Mivel a B csticsnal tompaszog van, ezért a vannak olyan belsd
pontjai a négyszognek, ahonnan az AB és a BC oldalak ko6ziil mindkett6 latszik, és vannak olyanok, ahonnan
csak az egyik latszik, mint egyensuly. A szamok azt jelzik, hogy egy adott teriiletrél hany oldal latszik,
mint egyensuly.

. eset (9. Definicio):
13. Megjegyzés: A két darab tompaszoggel rendelkez6 konvex négyszogek kozott ahhoz, hogy
egyensulyi eseteiket vizsgaljuk tovabbi eseteket kell megkiilonboztetni. A 7. Lemma

bizonyitasaban mindig az egyes oldalak altal bezart szogeket, és az altalanossag megszoritasa

nélkiil a BD atlo szomszédos oldalakkal bezart szogeit fogjuk vizsgalni.
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14. Megjegyzés: A szogek jelolésére a kovetkezd rendszert vezetjiik be: a konvex négyszog
egy csucsnal fekvo belso szogét egyszerlien a csucs betiijelével jeloljik, pl.: a B cstcsnal fekvo
sz0g jelolése £B. Egy 4tlo és egy oldal altal bezart szoget az alapjan jeldliink, hogy melyik
csucsbal indul az 4tlo, €s alsd indexbe irjuk, hogy melyik szomszédos cstics feloli szogrél van
sz6, igy pl.: a BD atlé és az AB oldal altal bezart szoget £B4-val jeldljiik. Ezzel a jel6léssel igaz,
hogy:

4B = 4B, + 4B

15. Megjegyzés: A Il. esetben a Q négyszogben a 2 tompaszog két kombinatorikailag

kiilonb6zé modon helyezkedhet el:

1) egymassal szemben

2) egymas mellett

10. Definicio: A tovabbiakban a 15 .Megjegyzés 1)-es esetébe tartozd konvex négyszogeket
[1/sz tipus konvex négyszogeknek nevezziik, mig a 15. Megjegyzés 2)-es esetébe tartozo

konvex négyszogeket I1/m tipusu konvex négyszogeknek nevezziik.

16. Megjegyzés: Legyen Q egy inhomogén, konvex négyszog, mely a 10. Definicio szerinti
I1/sz esetbe tartozik. A tovabbiakban a targyalas megkonnyitése érdekében, de az altalanossag
megszoritasa nélkiil tételezziik fel, hogy a 2 tompaszdg a B és a D csticsokon helyezkedik el.
Ilyenkor 3 kiilonb6z6 esetet kiilonboztethetiink meg a £Ba és a £Dc szogek derékszoghoz

képesti viszonylataban:

1) 2B, < 90°& 2B, < 90°& 2D, < 90° & 2D, < 90°
2) 4B, >90° & £B; < 90° & 2D, < 90° & 2D > 90°
3) 2B, > 90° & 2B, < 90° & 2D, < 90° & £D¢ < 90°

17. Megjegyzés: A 16. Megjegyzés megfeleld megjegyzéseivel ekvivalens, hogy:

A BD 4tlo

1) két hegyesszogii haromszogre
2) két tompaszogli haromszogre

3) egy tompa- €s egy hegyesszogii haromszogre

bontja a Q négyszoget.
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11. Definicio: A tovabbiakban a 17. Megjegyzés 1)-es esetébe tartozd konvex négyszogeket
[1/sz/2h tipusu, a 17. Megjegyzés 2)-es esetébe tartozo konvex négyszogeket 11/sz/2t tipusu, mig
a 17. Megjegyzés 3)-as esetébe tartozd konvex négyszogeket Il/sz/t-h tipusi konvex

négyszogeknek nevezziik.

18. Megjegyzés: Legyen Q egy inhomogén, konvex négyszog, mely a 10. Definicid szerinti
[1/m esetbe tartozik. A tovabbiakban a targyalas megkonnyitése érdekében, de az altalanossag

megszoritasa nélkiil tételezziik fel, hogy a 2 tompaszdg az A és a B csticsokon helyezkedik el.

Ilyenkor 2 esetet kiilonboztethetiink meg a £Bc szog derékszoghoz képesti viszonylataban:

1. 2B, <90°& 2B < 90°& 2D, < 90° & D, < 90°
2. 2B, <90°& 2B > 90°& 2D, < 90° & D, < 90°

19. Megjegyzés: A 18. Megjegyzés megfeleld megjegyzéseivel ekvivalens, hogy
A BD atlo

1) egy tompa- és egy hegyesszogii haromszogre

2) két tompaszogili haromszogre
bontja a Q négyszoget.

12. Definicio: A tovabbiakban a 19. Megjegyzés 1)-es esetébe tartozd konvex négyszogeket
[1/m/t-h, mig a 19. Megjegyzés 2)-es esetébe tartozd konvex négyszogeket I11/m/2t tipust

konvex négyszdgeknek nevezziik.
Térjlink at I1. eset egyensulyi helyzeteinek vizsgalatara:

7. Lemma: Legyen Q egy inhomogén, konvex négyszog, melynek 2 darab tompaszdge van.

0 0
Ekkor a Q négyszoghodz tartozd egyenstlyi osztalyozd vektor csak Mg = 1 vagy Mo= 1
0 1

alaku lehet.
Bizonyitas (7. Lemma):

A bizonyitashoz fel fogjuk hasznélni az 1. Tétel bizonyitasahoz hasznalt lemmékat.
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1. Szublemma: Legyen Q egy inhomogén, a 11. Definicié szerinti 11/sz/2h tipusti konvex

0
négyszog. Ekkor a Q négyszoget leird egyensulyi osztalyozo vektor csak Mg = } alaku lehet.
1

Bizonyitas (1. Szublemma):

Mivel az ABD haromszdg hegyesszogii, ezért a 3. Lemma alapjan az ABD haromszog barmely

belsé pontjardl, mint egyensuly latszik az AB és az AD oldal is.

Mivel a 2B és a £D szog is tompaszdg, ezért belathatd, hogy az fgzo félegyenes és az fpe
félegyenes egymast az ABD haromsz6gon beliil metszi (11. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy
vannak olyan pontjai is az ABD haromszognek, ahonnan a BC és CD oldalak koziil egy sem,

pontosan 1, vagy pontosan 2 latszik, mint egyensuly.

Ezekbdl kovetkezik, hogy vannak olyan pontok az ABD haromszgon beliil, ahonnan pontosan

2, 3 vagy 4 oldal latszik, mint egyensuly.
A BCD haromszogrol analog modon ugyanezeket az allitasokat lehet belétni.

Az 1. Definicié szerint ilyenkor a Q négyszoghoz tartozo V egyensulyi osztalyozd vektorra

0
igaz, hogy: mo(1) = 0; mg(2) =1; mg(3) = 1 és mg(4) = 1, tehat Mg = 1 .
1
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e

11. abra: Az ABD haromsz6g barmely bels6 pontjarél, mint egyensuly latszik az AB és az AD oldal

is. Az fgc félegyenes (piros) és az fp félegyenes (fekete) egymast az ABD haromszogon belill metszi
(P). Ebbdl kovetkezik, hogy vannak olyan pontjai is az ABD haromszdgnek, ahonnan a BC és CD oldalak
koziil egy sem, pontosan 1, vagy pontosan 2 latszik, mint egyenstly. A szamok azt jelzik, hogy egy adott

teriiletr6l hany oldal latszik, mint egyensily.

2. Szublemma: Legyen Q egy inhomogén, a 11. Definicidé szerinti 11/sz/2t tipust konvex
0
négyszog. Ekkor a Q négyszoget leird egyensulyi osztalyozd vektor csak Mg = L alaku lehet.

1
0

Bizonyitas (2. Szublemma):

Mivel az ABD tompaszogli haromszogben az AD szakaszon két hegyesszog fekszik, ezért az
AD szakasz a 4. Megjegyzés alapjan az ABD haromszog teljes teriiletérdl, mint egyensuly

latszik.

Mivel 2B tompaszog, ezért az fz, félegyenes az AD szakaszt egy harmadik pontban metszi.
Mivel B tompaszog, ezért az fp- félegyenes az AD szakaszt egy harmadik pontban metszi (12.
abra). Ez azt jelenti, hogy van olyan bels6 pontja az ABD haromszognek, ahonnan az AB és a

BC szakaszok koziil mindkettd, és olyan is, ahonnan pontosan 1 latszik, mint egyensuly.

Mivel 2D, tompaszdg, ezért az Spc Sav nem metsz bele az ABD haromszogbe, tehat a DC

szakasz az ABD haromszog egyik bels6 pontjardl sem latszik, mint egyensuly.
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A BCD héaromszogrol analég mdodon ugyanezeket az allitasokat lehet belatni.

Az 1. Definici6 szerint ilyenkor a Q négyszoghoz tartozd6 Mg egyensulyi osztalyozo vektorra
0

igaz, hogy: mo(1) = 0; Mo(2) = 1; ma(3) = 1 és Mo(4) = 0, tehét Mg = i |
0

o
.
fac '.TBA S DC

12. abra: Az ABD tompaszogli haromszdgben az AD szakaszon két hegyesszog fekszik, ezért az AD
szakasz az ABD haromszog teljes teriiletérél, mint egyensuly latszik. Az f, félegyenes (kék) és az fgc
(piros) félegyenes az AD szakaszt egy-egy harmadik pontban metszik (M és N). Az Spc sav (fekete) nem
metsz bele az ABD haromszogbe, tehat a DC szakasz az ABD haromszog egyik belsé pontjardl sem
latszik, mint egyenstly. A BCD haromszogrél analég modon ugyanezeket az allitasokat lehet belatni. A

szamok azt jelzik, hogy egy adott teriiletr6l hany oldal latszik, mint egyensuly.

3. Szublemma: Legyen Q egy inhomogén, a 11. Definicié szerinti 11/sz/t-h tipusu konvex
0

négyszog. Ekkor a Q négyszdget leird egyenstlyi osztalyozo vektor csak Mg = alaku lehet.

[N

Bizonyitas (3. Szublemma):

Mivel az ABD tompaszogli haromszogben az AD szakaszon két hegyesszog fekszik, ezért az
AD szakasz a 4. Megjegyzés alapjan az ABD haromszog teljes teriiletérdl, mint egyensuly

latszik.
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Mivel £B tompaszog, ezért az fp, félegyenes az AD szakaszt egy harmadik pontban metszi.
Mivel £B tompaszog, ezért az . félegyenes az AD szakaszt egy harmadik pontban metszi (13.
abra). Ez azt jelenti, hogy van olyan bels6 pontja az ABD haromszognek, ahonnan az AB és a

BC szakaszok koziil mindkettd, és olyan is, ahonnan pontosan 1 latszik, mint egyensuly.

Mivel 2Dc hegyesszog, ezért az fpc félegyenes az ABD haromszog belsejében halad, tehat az
Spc sav belemetsz az Sag és az Sgc savok koziil mindkettébe, és azok metszetébe is (13. abra).
Ebbdl az kovetkezik, hogy van olyan belsé pontja az ABD haromszognek ahonnan az AB, BC
¢s DC oldalak koziil mindharom, olyan is ahonnan pontosan 2, és olyan is ahonnan pontosan 1

latszik, mint egyensuly.

Az 1. Definici6 szerint ilyenkor a Q négyszoghdz tartozé Mg egyensulyi osztalyozo

vektorra igaz, hogy: mg (1) = 0; mg (2) = 1; mg(3) = 1 és mg(4) =1, tehat Mq =

[N

3TB(; 0

§
AB fan
\

Sac £

13. abra: Az ABD tompaszogli haromszogben az AD szakaszon két hegyesszog fekszik, ezért az AD
szakasz az ABD haromszog teljes teriiletérél, mint egyenstly latszik. Az fz, félegyenes (kék) és az fac
félegyenes (piros) az AD szakaszt egy harmadik pontban metszi (N és M). Az Spc sav (fekete) belemetsz az
Sae (kék) és az Spc (piros) savok koziil mindkettdbe, és azok metszetébe is. Ebbol az kovetkezik, hogy van
olyan bels6 pontja az ABD haromszdgnek ahonnan az AB, BC és DC oldalak koziil mindharom, olyan is
ahonnan pontosan 2, és olyan is ahonnan pontosan 1 latszik, mint egyenstily. A szamok azt jelzik, hogy egy

adott tertiletr6l hany oldal latszik, mint egyensuly.
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4. Szublemma: Legyen Q egy inhomogén, a 12. Definicié szerinti 1l/m/t-h tipust konvex
0
négyszog. Ekkor a Q négyszoget leird egyensulyi osztalyozo vektor csak Mg = 1 alaku lehet.

1
1

Bizonyitas (4. Szublemma):

A 9. Megjegyzés alapjan a CD oldal a négyszog teljes teriiletérél, mint egyensuly latszik, tehat

az ABD héaromszog teljes teriiletérdl is.

Mivel £A tompaszog, ezért a 6. megjegyzés szerint az ABD haromszognek vannak olyan
pontjai, ahonnan az AB és az AD oldalak koziil mindketté, és olyan pontjai is, ahonnan pontosan

csak az egyik latszik, mint egyensuly.

Mivel £B tompaszog, ezért az fp félegyenes az ABD haromszog belsejében halad, tehat az Sgc
sav belemetsz az Sag és az Sap savok koziil mindkettébe, és azok metszetébe is (14. abra). Ebbdl
az kovetkezik, hogy van olyan belsd pontja az ABD hdromszognek ahonnan az AB, AD és BC
oldalak koziil mindharom, olyan is ahonnan pontosan 2, és olyan is ahonnan pontosan 1 latszik,

mint egyensuly.

Az 1. Definicio szerint ilyenkor a Q négyszoghdz tartozo V egyensulyi osztalyozo vektorra

igaz, hogy: mqg (1) =0; mq (2) = 1; mg(3) = 1 és mg(4) = 1, tehat Mg =

N )
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14. abra: A CD oldal a négyszog teljes teriiletérél, mint egyensuly latszik. az ABD haromszdgnek
vannak olyan pontjai, ahonnan az AB és az AD oldalak koziil mindkettd, és olyan pontjai is, ahonnan
pontosan csak az egyik latszik. Az fz félegyenes (piros) az ABD haromszog belsejében halad, tehat az
Sec sav (piros) belemetsz az Sag (kék) és az Sap (z61d) savok koziil mindkettObe, és azok metszetébe is.
Tehat van olyan belso pontja az ABD haromszdgnek ahonnan az AB, AD és BC oldalak kdziil mindhdrom,
olyan is ahonnan pontosan 2, és olyan is ahonnan pontosan 1 latszik, mint egyensuly. A szamok azt jelzik,

hogy egy adott teriiletr6l hany oldal latszik, mint egyenstly.

5. Szublemma: Legyen Q egy inhomogén, a 12. Definicio szerinti 11/m/2t tipusu konvex

0 0
négyszog. Ekkor a Q négyszdget leird egyensulyi osztilyozo vektor csak Mg = 1 vagy 1
1 0

alaku lehet.
Bizonyitas (5. Szublemma):

Mivel a £C és 2D tompaszog, ezért a 9. Megjegyzés alapjan a CD oldal a négyszog teljes

tertiletérol latszik.

Mivel £A tompaszog, ezért az f,p félegyenes a négyszogon belill halad, és az Sap sav
belemetsz az Sag savba (15. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy vannak olyan pontjai a négyszdgnek,
ahonnan az AD és az AB oldalak koziil mindkettd, és olyanok is ahonnan pontosan 1 latszik,

mint egyensuly.

Mivel £B cstcs tompaszog, ezért az fgc félegyenes a négyszogon beliil halad, és az Sgc sav

belemetsz az Sag savba (15. abra). Ebbdl kovetkezik, hogy vannak olyan pontjai a négyszognek,

27



~J

INHOMOGEN POLITOPOK MECHANIKAI KOMPLEXITASA

ahonnan a BC és az AB oldalak koziil mindkettd, és olyanok is ahonnan pontosan 1 latszik, mint

egyensuly.

Viszont azt, hogy az Sap és az Sec savok a négyszogon beliil vagy kiviil metszik egymast a

kezdeti feltételeink nem hatarozzdk meg.

Ha az Sap és az Sgc savok beliil metszik egymast, akkor van olyan bels6 pontja a négyszdgnek,

ahonnan mind a négy oldal, mint egyensuly latszik, ha kiviil, akkor nincs ilyen bels6 pont.

Az 1. Definicié szerint ilyenkor a Q négyszoghoz tartozo V egyensulyi osztalyozd vektorra

0
igaz, hogy: mg(1) = 0; mo(2) = 1; mg(3) = 1 és mo(4) = 1, tehat Mg = 1 vagy mg(1) = 0;
1
0
Mo(2) = 1; Mo(3) = 1 és Mo(4) = 0, tehat Mo = 1
0
Ezzel a 2. Lemmat bizonyitottuk.
fac /
A Sie B
: 18
> Ll A 4| fac
“" \; / D) __.--""“—-2._-—'—- 3 ZSDC 5 : SBC
v C

N

15. abra: A CD oldal a négyszog teljes teriiletérdl latszik. Az f,5 félegyenes (kék) a négyszogon beliil

halad, és az Sap sav (zold) belemetsz az Sag savba (kék). Vannak olyan pontjai négyszégnek, ahonnan az
AD és az AB oldalak koziil mindkettd, és olyanok is ahonnan pontosan 1 latszik, mint egyensuly. Az fpc
félegyenes (piros) a négyszogdn beliil halad, és az Sgc sav belemetsz az Sas savba. Igy vannak olyan
pontjai a négyszognek, ahonnan a BC és az AB oldalak koziil mindkettd, és olyanok is ahonnan pontosan
1 latszik, mint egyenstly. Azt, hogy az Sap (z61d) és az Sgc (piros) savok a négyszogon beliil vagy kiviil
metszik egymast a kezdeti feltételeink nem hatarozzak meg. Ha beliil, akkor van olyan belsé pontja a
négyszdgnek, ahonnan mind a négy oldal, mint egyensuly latszik, ha kiviil, akkor nincs ilyen belsé pont.

A szamok azt jelzik, hogy egy adott teriiletrél hany oldal latszik, mint egyensuly.

1. eset (9. Definicio):
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8. Lemma: Legyen Q egy inhomogén, konvex négyszog, melynek 3 darab tompaszdge van.
1
Ekkor a Q négyszog egyenstlyi osztalyozo vektora csak Mg = 1 alaku lehet.

1
1

Bizonyitas (8. Lemma):

A bizonyitasban a targyalas megkonnyitése érdekében, de az altalanossdg megszoritasa nélkiil

feltételezziik, hogy a 3 tompaszog az A, B és D csucsoknal helyezkedik el.

Mivel az £A tompaszog, ezért a 6. Megjegyzés szerint vannak olyan pontok az ABD
haromszogben, ahonnan az AB és az AD oldalak koziil mindkettd, és olyan pontok is ahonnan

pontosan csak 1 oldal latszik, mint egyensuly.

Mivel £B és a 2D is tompaszog, ezért az Sas €s az Sap savok koziil egyik sem, és az unidjuk
sem fedheti le teljes egészében az ABD haromszoget, de a két sav koziil valamelyik biztosan az
ABD haromszogon beliil halad (16. abra). Tehat vannak olyan bels6 pontjai az ABD
haromszognek ahonnan a négyszog oldalai koziil pontosan 1, olyan pontok is, ahonnan

pontosan 2, és olyan pontok is, ahonnan pontosan 3 oldal latszik, mint egyensuly.

20. Megjegyzés: Mivel a £Dc és a £Bc szogek az ABC haromszog szogei, és a £C szdg
biztosan hegyesszog, ezért a £Dc és a £Bc szogek koziil valamelyik biztosan hegyesszog. A

tovabbiakban tételezziik fel, az altalanossag megszoritasa nélkiil, hogy a 2Dc sz6g hegyesszog.

A 20. Megjegyzés szerint a DC szakaszon csak hegyesszog van, ezért a 4. Megjegyzés miatt a

DC oldal a BCD haromszog minden pontjardl, mint egyensuly latszik.

Mivel Q egy konvex négyszog, ezért az Sag €s az Sap savok metszetének egy részhalmaza
mindig a BCD haromszdgon beliil van, és az Sgc sav ebbe a részhalmazba biztosan belemetsz
(16. abra), ezért a BCD haromszognek biztosan van olyan pontja, ahonnan a négyszog minden

oldala, mint egyensuly latszik.

21. Megjegyzés: Az ABD haromszdgnek akkor van olyan belsé pontja, ahonnan a négyszdgnek
minden oldala, mint egyensuly latszik, amennyiben az fgc félegyenes az ABC haromszogon
beliil halad, tehat az Sgc szakasz belemetsz az ABC haromszogbe. Ennek a feltétele, hogy a

£Bp tompaszdg.
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Az 1. Definicié szerint ilyenkor a Q négyszoghoz tartozd6 Mg egyensulyi osztalyozo
1
vektorra igaz, hogy: mo(1) = 1; mg(2) =1; mg(3) = 1 és mg(4) =1, tehat Mg = 1 .Q.ed.
1

Ezzel a 3. Tétel bizonyitasat befejeztiik.

16. abra:  Vannak olyan pontok az ABD héromszégben, ahonnan az AB és az AD oldalak koziil mindkett6, és olyan
pontok is ahonnan pontosan csak 1 oldal latszik, mint egyenstly. Az Sag (kék) és az Sap (z61ld) savok koziil egyik
sem, és az unidjuk sem fedheti le teljes egészében az ABD haromszoget, de a két sav koziil valamelyik biztosan az
ABD haromszogon beliil halad. Tehat vannak olyan belsé pontjai az ABD haromszégnek ahonnan a négyszog oldalai
koziil pontosan 1, olyan pontok is, ahonnan pontosan 2, és olyan pontok is, ahonnan pontosan 3 oldal latszik, mint
egyensuly. Az Spg (kék) és az Sap (z01d) savok metszetének egy részhalmaza mindig a BCD haromsz6gén beliil van,
¢és az Sgc sav ebbe a részhalmazba biztosan belemetsz, ezért a BCD haromszdgnek biztosan van olyan pontja, ahonnan
a négysz0g minden oldala, mint egyensuly latszik. A szamok azt jelzik, hogy egy adott teriiletr6l hany oldal latszik,

mint egyensuly.

2.4. Evoluta és szomszédsdgi elvek kétdimenzioban

13. Definicio: Az evoluta valamely sima gorbe 6sszes pontjahoz tartozo gorbiileti kozéppontok

mértani helye.

22. Megjegyzés: A 7. Definici6 szerinti XY szakaszhoz tartozo Sxy sav tulajdonképpen az XY
szakaszhoz tartozo elfajult evoluta. Egy poligon oldalaihoz tartozé evolutak a teret poligonalis

cellakra osztjak.
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Képzeljiik el, hogy egy inhomogén poligon sulypontjat tetsz6legesen tologathatjuk a poligonon
beliil! Tudott, [3] hogy amikor egy poligon oldalaihoz tartozé evolutak altal cellakra osztott tér
egyik cellajabol egy ¢élszomszédos cellaba dttoljuk a stlypontot, akkor két eset lehetséges: vagy
a stabil €s az instabil egyensulyok szdma is eggyel ndvekszik, vagy mindkét mennyiség eggyel

csokken. Ezt a szabalyt ebben a dolgozatban szomszédsagi elvnek nevezziik.
23. Megjegyzés: Ez alol csak szimmetrikus, vagy nem generikus esetekben lehet kivétel.

A szomszédsagi elv alapjan altalanos konvex négyszogek esetében elére kizarhattunk volna

bizonyos egyensulyi osztalyozé vektorokat:
01 [OT [OT 17 [O7 [17 [17 [1]
0].(0].11{.10].{1.]0].{0].]0]f.

Mo = 1ol (1) o[ lo] o] [1]F]o|’ |1

11 104 Lol LOJ 111 Lof L1) L1l

és aVQ=

O R -

Ezzel azonban nem tudtuk kizarni a V, = egyensulyi osztalyozo

o R R

0

0 i

0 egyensulyi vektort
1

kizarolag téglalapoknal, 3-szorosan szimmetrikus esetben talaltuk meg, ami aldtdmasztja a 23.

vektorokat, melyeket a bizonyitdsunkban viszont kizartunk. AV, =

Megjegyzés allitasat.
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3. TERBELI, KONVEX POLIEDEREK EGYENSULYI
OSZTALYOZO MATRIXAI

Ebben a fejezetben definialjuk konvex poliéderck egyensulyait és részletesen bemutatjuk azt az
algoritmust, mellyel a tetraédereknek a 2. definicibban meghatarozott konfiguracids terét

letapogattuk és az igy kapott 768109 darab tetraéder osztalyozé matrixait meghataroztuk.
3.1. Konvex poliéderek egyensulyai

14. Definicio: [4] Legyen K egy konvex test, és X a test egy belsd pontja. Azt mondjuk, hogy
a test egy Y hatarpontja K egy egyensulyi pontja X-re nézve, ha az Y-on atmend, XY szakaszra
merdleges sik nem metszi a K test belsejét.

15. Definicio: [4] Legyen P egy konvex poliéder, X a P tdmegkozéppontja és Y a P egyensulyi
pontja X-re nézve.

. HaY a P egy lapjanak belsé pontja, akkor azt mondjuk, hogy Y egy stabil
egyensulyi pont.
. Ha Y a P egy élénck belso pontja, és az XY szakaszra merdleges, Y-on

atmend sik P -t csak ebben az élben metszi, azt mondjuk, hogy Y egy nyereg
tipust egyensulyi pont.

. Ha'Y a P egy csucsa, és az XY szakaszra merdleges, Y-on atmend sik P
-t csak ebben a csucsban metszi, azt mondjuk, hogy Y egy instabil egyensulyi
pont.

. Ha Y-ra a fenti harom feltétel egyike sem teljesiil, azt mondjuk, hogy Y

egy degeneralt egyensuly.
Inhomogén teststirliséget feltételezve K tetszdleges belsd pontja lehet K tomegkdzéppontja.
16. Definicié: Politopnak nevezziik a d-dimenzidés Euklideszi térben (d — k) dimenzios

linearis sokasagok (k =0,1, ...(d - 1)) altal hatarolt alakzatokat.

17. Definicié: Poliédernek nevezzik a d = 3 dimenziés politopokat. A poliédereket

jellemezhetjiik csucsaik, lapjaik és éleik szamaval, melyeket rendre v, f és e betiikkel jeloliink.

3.2. Tetraéderek konfiguracios tere
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A 2. definici6 meghatdrozza a tetra¢der egy lehetséges konfiguracios terét. Nyilvanvalo
azonban, hogy tobb alternativ tér is lehetséges. Az alabbiakban részletesen indokoljuk hogy

miért a 2. Definicioban jelzett valtozatra esett a valasztas.

18. Definicié: Poliéderek esetében szabadsagi foknak nevezzilk azon egymastol fiiggetlen
skalar paraméterek szamat, melyek egy poliéder alakjat a hasonlosag erejéig egyértelmiien

meghatarozzak. A szabadsagi fokok szamat n-nel jeloljiik.

24. Megjegyzés: [5] Az Euler-tétel alapjan levezethetd, hogy barmely 3-dimenzids poliéder
esetén a szabadsagi fokok szama:

(3) n=e—1

A tetraéderek olyan poliéderek (17. Definicio), melyekre igaz, hogy v =f= 4 cstcsuk és lapjuk,
illetve e = 6 ¢éliik van. A 24. Megjegyzésbol kovetkezik, hogy tetraéderek szabadsagi fokainak
szama a (2)-es egyenlet alapjann = 6 — 1 = 5. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy a tetraéderek

2. Definicidban szerepld konfiguracios tere n = 5 dimenzios.

Ahhoz, hogy MATLAB program segitségével tetraéderek egyenstlyai osztdlyait vizsgalni
tudjuk, el6bb a kompakt konfiguracios teriikre illesztentink kell egy ortogonalis halét, melynek

a csucsaiban helyezkednek el a vizsgalando testek.

Azonban nem egyértelmii, hogy melyik 5 paraméter az, amivel egyértelmiien meg tudunk
hatarozni egy tetraédert, és hogy ezek milyen tipusu adatok. A feladatunk szempontjabol
kulcsfontossagu, hogy a tetraédereink 5-dimenzids konfiguracids tere kompakt tartomany
legyen. Jelen esetben ezt ugy tudjuk kivitelezni, hogy az 5 darab valtozonk mindegyike véges

tartomanyok kozott mozog.

25. Megjegyzés: Egy haromszog 2 szogérdl tudjuk, hogy:

0°<a<180°;0<f <180°; a + B < 180°.
Az ABC haromszdg esetében a szimmetrikus duplikaciok kisziirése érdekében elegendd az
ac — B¢ parok szimmetrikus esetei koziil az egyiket vizsgalni. Ezt megoldja, ha a tartomanyat

a kovetkezéképpen modositjuk: 0° < a, < 90° (17. abra).

33



INHOMOGEN POLITOPOK MECHANIKAI KOMPLEXITASA

T —— — — — =
-
/
a> |
- /
R a+fB>m|
2
"’ l
e >
T (s 15,
2
17. abra: Az ABC haromszog konfiguracios tere a szimmetria miatt duplikalt tetraéderek kisziiréséhez

Az ABD haromszdg esetében meghagyhatjuk a szimmetrikus haromszogeket, mert azonos

ac, B €s § esetén a szimmetrikus ap — fp parok kiilonb6zd tetraédereket eredményeznek.

Mivel eldzetesen arra szamitottunk, hogy az egyensulyi szempontb6l érdekes tetraéderek a
konfiguracios teriink szélein helyezkednek el, ezért a halot a kompakt konfiguracios térre nem

egyenletesen helyezziik ra.

A MATLAB program segitségével a 0° < € < 180° tartomanyt 23 részre osztottuk fel a
nonLinspace parancs hasznalataval Ggy, hogy a tartomany szélein a valasztott szogek kozotti

tavolsag kisebb, mint a tartomany kdzepén.

Igy B, ac, Bp és & szogeket 23 kiilonbozd értékkel, mig az a, szoget 11 kiilonbozé

értékkel hataroztuk meg.

Azt nem tudjuk garantdlni, hogy nem keletkeznek egybevago tetraéderek, azt viszont igen, hogy

a tetraéderek 5-dimenzios kompakt konfiguracios terének teljes tartomanyara halot teritettiink.
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3.3. Tetraéderek cstucspontjainak koordinatai

A  MATLAB programban a tetraéder csucsait a 3-dimenziés Descartes-féle

koordinatarendszerbeli (x; y; z) koordinatakkal kell megadnunk.

19. Definicié: A nagyitasok és forgatasok kikiiszobolésére rogzitjikk az AB élt tigy, hogy az A
pontot a (0; 0; 0) koordinataju pontba, a B pontot az (1; 0; 0) koordinatajua pontba helyezziik.

26. Megjegyzés: A 19. Definici6 alapjan tehat minden tetraéderiinkre igaz lesz, hogy A = (0;
0;0)ésB=(1;0;0)

20. Definicio: A C pontot rogzitjiik az XY sikban.

27. Megjegyzés: A 20. Definicié alapjan tehdt minden tetraéderiinkre igaz lesz, hogy
C =(Cx; Cy; 0).

A C, koordinatakat minden esetben igy szamolhatjuk:

C

y

tanog = —=—
Cx

— Cy
x =

A Cy koordinatakat, amennyiben 0 < . < %igy szamoljuk (18. abra):

(5) ¢
tan S, = 1 _y C

Az (3)-as egyenletet a (4)-esbe helyettesitve:
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tan S, = yC
__ >y
tan a.
tan .
tan B — p— Cy =tanac - C,

tan B¢ -tanac —tanf - C, = tanac - C,

'y
C(Cx;Cy; 0)
|
|
|
ac | Be xr
4(0,0,0) B(71;0.0)
18.4bra: tanf; = 1fycx’ ha0 < B <%

A Cy koordinatakat, amennyibeng < B < m, igy szamolhatjuk (19. abra):

(6) C,—1

Cy

T
tan(f — ) =

A (3)-as egyenletet az (5)-6sbe behelyettesitve:

tan (/;C - —)

tan(ﬁc—g)-Cy— Cy -1
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s
tan ac - tan (ﬁc — E) -C, =C, —tanag

T
tanac = C, - (1 —tan (ﬁc — E) ‘tana.)

tana,

¢y =

1 —tan (ﬁc - g) -tan a.

4(0;0;0) B(1,0,0)

19. dbra: tan(B; —73) = % haZ<pe <m
y

A D pont koordinatait ugy hatarozzuk meg, hogy kiszamitjuk egy XY sikbeli ABE haromszog
E koordinatait, a fent szerepl6 képletek segitségével, azonban apés B tartomanyokon, majd a

kapott E(Ex, Ey, 0) pontot X tengely koriil §-val elforgatjuk:

E,
Az E pont oszlopvektor alakban: E = (E,,|.
0
1 0 0
Az X tengely kortiili forgatas transzformaciojanak matrixa:| 0 cos§ —sind|.
0 sinéd cosé

fgy egy matrixszorzassal kiszamolhatoak a D pont koordinatai:

1 0 0 Ey Ey D
0 cos§ —siné|:|E,|=|[Ey cosé|=|D,
0 sind coséd 0 E, -siné D,
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3.4. Tetraéderek silypontjainak meghatarozasa

Inhomogén teststirliséget feltételezve egy tetraéder sulypontja a tetraéderen beliil barhol lehet.
Ahhoz, hogy egy tetraéder egyensulyi osztalyozo vektorat eld tudjuk allitani meg kell vizsgalni
elegendGen sok pontjat, azt a tetraéder Sulypontjanak tekintve. Ehhez a MATLAB program
segitségével 1étre kell hoznunk az egyes tetraéderekhez a tetraéderek belsejében és felszinén

talalhato pontokat.

3.4.1. Tetraéder felszini pontjai

Egy tetraéder felszini pontjainak meghatarozasanak elsé 1épése, hogy egy oldal — legyen ez

most az ABC oldal — élein pontokat vesziink fel. Ehhez kiszdmoljuk az AB, BC és CA

vektorokat, majd ezeket egy p; kezdeti skalar paraméterrel elosztva:

vektorokat kapjuk.
A p1értékét a vizsgalatban 11-nek vettiik.

Az ¢élek egyenletes felosztasat tigy végezziik, hogy minden cstcs koordinataihoz hozzaadjuk a
megfeleld vektort 1,2 ...(p; — 1)-szer. Tehat példaul az AB szakaszon létrejové pontok

koordinatai:
ABl :A+m;ABZ :A+2'm...ABp1_1 :A+(p1_1)'m
Ezt a mdédszert ABC oldal minden élén megcsinaljuk.

A tetraéder egy lapjanak egyenletes felosztasahoz kitiintetiink egy élt — legyen ez most az

AB él — melynek az elobbiekben kiszamolt bels6 pontjaihoz hozzaadjuk a
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__._AcC
Vg = —
Ac =

vektort, mindannyiszor, amig el nem ériink a BC ¢élig. Ezzel tulajdonképpen hasonlo

haromszogek halojat helyezziik a tetraéder lapjara (20. abra).

Ezt az eljarast a tetraéder minden oldalan elvégezziik (21. abra), és a koordinatakat eltaroljuk.

20. abra:  Egy oldalon fekvd felszini pontok p; = 5 esetén.

X 0.5
02 Y 0.164922
1 20.323677

21. abra:  Egy tetraéder feliileti pontjai p; = 5 esetén.
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3.4.2. Tetraéder belsé pontjai

Egy tetraéder belsd pontjainak meghatarozasahoz elészor kivalasztunk egy oldalt — legyen ez
most az ABC oldal — melynek vessziik az el6bbi modon kiszamolt felszini pontjait. Ezeket a
felszini pontokat 6sszekotjiik a szemkozti csuccsal — jelen esetben a D csuccsal — és felosztjuk
ezt a szakaszt p2 egyenld részre (22. abra). Ezt ugyanugy végezziik, ahogy az ¢lek felosztasat

végeztiik.

A p, értéket a vizsgalatban 11-nek vettiik.

032368

22.abra: Az ABC oldal pontjainak segitségével készitett belsé pontok p; = p, = 5 esetén.

Az egyensulyi vizsgalat soran azonban fontos megvizsgalnunk olyan belsd pontokat, melyek a
felszinhez relative kozel helyezkednek el. Ezeket a pontokat ugy hozzuk létre - a p2
paramétertdl fliggetleniil - hogy felvessziik az 6sszes felszini pont €s a szemkozti csucs kozotti

szakasz els6 ezredeld pontjat.

Egy tetszdleges ABC oldalon fekvo felszini pontra ez a miivelet igy néz ki:

_ PfelszinLD
Pfelszinhez kozeli — Pfelszini 1000
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Ezt az eljarast a tetraéder minden oldalan elvégezziik, és a koordinatakat eltaroljuk

(23. abra).

23. abra: Egy tetraéder Gsszes vizsgalt pontja p1 = p2 = 5 esetén.

3.5. Tetraéder egyensulyainak vizsgalata

Ahhoz, hogy egy inhomogén tetraéder egyensulyi osztalyozd vektorat el tudjuk allitani meg

kell vizsgalni elegendden sok pontjat, gy, hogy azt a tetraéder sulypontjanak tekintjiik.

28. Megjegyzés: Legyen P egy konvex poliéder. Jelolje ennek tomegkdzéppontjat S .
Egyensulyi pontoknak nevezziik azokat a pontokat, amelyeken a poliédert egy vizszintes sikkal
megtamasztva a poliéder egyensulyban van. Konvex, generikus poliéderek esetében harom

kiilonbozd egyensulyt kiilonboztetiink meg: stabil, instabil €s nyereg tipusu egyensulyt.

Az alabbiakban a 15. Definicioban szerepld meghatarozasokkal ekvivalens modon leirjuk a
poliéderek esetén eléforduld egyensulyok definicidjat gy, ahogy aza MATLAB programozasi
nyelv logikajahoz legkozelebb all, és azokkal a jelolésekkel, amelyekkel a programban
dolgoztunk. Tovabba a kiilonb6zo egyensulyi tipusokhoz tartozo vizsgalathoz leirjuk a program

mukodésének elvét.
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3.5.1. Stabil egyensily

29. Megjegyzés: Stabil egyensulyi pontok poliéderek lapjan helyezkedhetnek el. A stabil
egyensulyok szamat S-el jeloljik. S tomegkozépponthoz P egy oldalan akkor tartozik

egyensulyi pont, ha S-nek az oldal sikjara esé merdleges vetiilete az oldalon beliil van.

A program egy tetraédernél a createPlane parancs segitségével 1étrehozza mind a 4 oldal sikjat,
a tetraéder csucsainak segitségével. A parancs bemeneti adatai mindig a tetraéder egy lapjahoz
tartozo 3 csucs koordinatai. Ezutan egy valasztott S sulypontnak a projPointOnPlane parancs
hasznalataval 1étrehozza az egyes sikokra vetitett képeit, majd az isPointinTriangleBary
parancs segitségével az egyes sikokra vetitett pontok baricentrikus koordinatainak [6]
kiszamoléasaval ellenérzi, hogy egy pont a megfeleld haromszog belsejében van e. Végiil a
program Osszeszamolja, hogy hany esetben talalt stabil egyensulyt, ez a szam lesz az adott

tetraéder adott stilypontjahoz tartozo6 S érték (24. abra).

A program az Osszes tetraéderhez tartozd dsszes ponton végigfut, és az adatokat eltarolja.
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24. abra: Egy tetraéder egy stlyponthoz tartozo stabil egyenstlyainak vizsgalata: § = 3

3.5.2. Instabil egyensuly

30. Megjegyzés: Instabil egyensulyi pontok poliéderek csucsain helyezkedhetnek el. Az

instabil egyensulyok szamat U-val jeloljiik. S tomegkozépponthoz P egy V csucsa akkor

egyensulyi pont, ha a V-t tartalmazo VS normélvektort sik nem metsz bele P-be.

A program egy S sulypont kivalasztasa utan a createPlane parancs segitségével, 1étrehozza
mindegyik csucshoz a megfeleld normalvektoru sikot. A parancs bemeneti adatai mindig a sik
egy pontja, jelen esetben egy cstics koordinatéi, és az adott csticsot a sulyponttal 6sszekdtd

normalvektor koordinatai. Ezutan az isBelowPlane parancsot lefuttatjuk az egyik sikkal és a
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harom masik, nem ezen a sikon 1év6 csuccsal. A parancs bemeneti adatai mindig egy sik €s egy
pont. Ez a parancs azt ellendrzi egy pontra, hogy az egy adott sik felett vagy alatt helyezkedik-
e el. Mivel a tetraédereink konvexek, ezért ahhoz, hogy eldontsiik, hogy egy sik belemetsz-e
vagy sem a tetraéderbe, elegendd azt ellendrizni, hogy minden csticsa az adott sik ugyanazon
oldalan helyezkedik-e el. Tehat ha a parancs azt eredményezi, hogy a kérdéses sik felett van
minden csucs, vagy azt, hogy a kérdéses sik alatt van minden cstcs, akkor a vizsgalt csucs
instabil egyensulyi pont, mivel a sik nem metsz bele a tetraéderbe. Az isBelowPlane parancs
ezt mind a 4 cslcsra elvégzi, majd 6sszeszamolja, hogy hany esetben talalt instabil egyensulyt.

Ez a szam lesz az adott tetraéder adott stilypontjahoz tartoz6 U érték (25. 4bra).

A program az Osszes tetraéderhez tartozo dsszes ponton végigfut, és az adatokat eltarolja.

12

25. abra: Egy tetraéder egy sulyponthoz tartozé instabil egyensulyainak vizsgalata: U = 3
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3.5.3. Nyereg tipusi egyensuly

31. Megjegyzés: Nyereg tipusi egyensulyi pontok poliéderek élein helyezkedhetnek el. A
nyereg tipusu egyensulyok szamat H-val jeloljiik. S tomegkdzépponthoz akkor tartozik P egy

¢lén E egyensulyi pont, ha E, S-nek az €l egyenesére vett merdleges vetlilete, az adott élen beliil

van, és az adott élt tartalmazo ES normalvektora sik nem metsz bele P-be.

A program el6szor 1étrehoz a createLine3d parancs segitségével egy 2 csucs altal meghatarozott
egyenest, majd a projPointOnLine3d parancs futtatasaval kiszamolja a valasztott sulypont adott
egyenesre vetett merdleges vetiiletét. Ekkor az isPointOnSegment parancs leellendrzi, hogy a
vetiilet a 2 cstcs altal meghatarozott szakaszon beliil helyezkedik-e el. Amennyiben nem, akkor

itt megall, nem lehet egyenstly. Ha igen, akkor a createPlane parancs general egy sikot, ami

E -t tartalmazza és a normalvektora az ES vektor, majd az isBelowPlane parancs a mar
ismertetett modon ellendrzi, hogy a sik belemetsz e a tetraéderbe. A program ezt elvégzi az
Osszes ¢€lre, majd végiil 6sszeszdmolja, hogy hany esetben talalt nyereg tipusu egyensulyt, ez a

szam lesz az adott tetraéder adott stilypontjahoz tartoz6 H érték (26. dbra).

A program az Osszes tetraéderhez tartozd Osszes ponton végigfut, és az adatokat eltarolja.

45



s

26. abra:

Egy tetraéder egy stlypontjahoz tartozo nyereg tipusu egyensulyainak vizsgalata: H = 4
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3.6. Inhomogén tetraéderek egyensulyi osztalyozé matrixai

Miutan egy tetraéder minden pontjadhoz tartozik egy megfeleld (S,U) szampar, annak
egyensulyi osztalyozo matrixa 1étrehozhatdo. A MATLAB programban egy tetraéder Osszes
pontjahoz tartozo (S,U) szamparok listaja redukalhaté tigy, hogy abban minden kiilonb6z6 elem
csak egyszer szerepeljen. Ekkor az osztalyozé matrix eléallithatova valik az 1. Definicio
alapjan. A program végigmegy a redukalt lista minden (S,U) szamparjan és minden egyes
elemnél a matrix S-edik soraba és U-adik oszlopaba egy 1-est ir. A matrix kitoltetlen részeibe

0-kat irunk.

32. Megjegyzés: Egy tetraéder egyensulyozd matrixanak informacio tartalma bdvithetd annak
reprezentalasaval, hogy az adott tetraédert homogénnek tekintve az milyen egyensulyi

osztalyba esik.

A 27. ébran illusztraljuk tobbek kozott a szabalyos tetraéder osztalyozd matrixat és rajzat. A

matrixban sotétkék hattérrel jeleztiilk a homogén tetraé¢der egyensulyi osztalyat jelentd cellat.
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Egyenstilyi osztalyozo matrix Halé
Szabalyos tetraéder

1] 0 0 0 0

0.5
0.28868
0.8165

0
0
0.5 A

1 2 3 4 05 0 05 1 15
U

Egyensulyi osztalyozé matrix Halo
1.5

11 0 0 0 0

Tetrahedron no. 15641
2| 0 1 0 0.5 05
w

0
3] 0 1 1 0 0.5 0
1o 02
0.5 0.5
40 0 0 0 0.2028
-1
1 2 3 4 05 0 05 1
U
Egyenstilyi osztalyozé matrix ] Halé

11 0 1 0 0

. Tetrahedron no. 163687 0.5
21 0 1 1

0
(7]

0.5

3] 0 1 1 1 0
1 0 0.15
0.73749
400 )0 10 0.15005 -0.5
1 2 3 4 0 0.5 1
u
Egyensulyi osztalyozo matrix Halé

Tetrahedron no. 345447
1 0 0 0 0

0.2

0.5
21 0 1 1 0 0.1

w
0 0
o [ - o

0.59177
0.20642
0.26797

0.5
41 0 1 1 0 0.5
10 01 02
U 0.049962
27. abra: A szabalyos tetraéder, €s egyéb tetraéderek osztalyoz6 matrixa és rajza. A matrixban sotétkék

hattérrel jeleztiik a homogén tetraéder egyensulyi osztalyat jelentd cellat.
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3.7. Hibakeresés

33. Megjegyzés: Az egyensulyi osztalyokba sorolashoz nem lenne sziikségiink a nyereg tipust
egyensulyok szamara, de a program ellendrzésére, és a hibas szamitasok kiszlrésére
felhasznalhatjuk, hogy az S, U és H mennyiségek egymastol nem fiiggetlenek. Kozottiik a
Poincaré-Hopf tétel [7] teremt kapcsolatot mely szerint konvex poliédereken:

(7) S+U-H=2

Sajnos a programot nem tudjuk Gigy megirni, hogy az teljességgel hibamentes legyen. Ennek 6
oka, hogy egy sulyponthoz tartoz6 stabil és nyeregtipusu egyensulyok vizsgalata
bizonytalanabb, mint az instabil egyensulyok vizsgalata. Ez abbol adodik, hogy instabil
egyensuly esetén az egyensulyi pont ismert, az a tetraédernek egy cstcsa, mig a stabil és
nyeregtipust egyensulyokndl az egyensulyi pontot egy sikra, illetve élre vetités altal kapjuk

meg. Ez 6nmagéban pontatlansdgokra adhat okot.

Tovabba az elébb emlitett stabil és nyeregtipusu egyenstulyok bizonytalansaga 0sszefiigg,
hajlamos a program olyan esetekben rosszul szamolni az S értékeket, amikor a H értékeket is.

A probléma az, hogy a 33. Megjegyzésben szereplé modon az el6bb emlitett kettds hibakat nem
tudjuk kisziirni, hiszen ha a program egy sulyponthoz a valos S és H értékekhez képest azonos

iranyban ugyanakkora mértékben téved, attol az (6)-0s egyenletben még egyezést kapunk.
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4. OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES

Béar a politopok mechanikai tulajdonsdgainak vizsgalata komoly multra tekint vissza
[1,2,4,5,8,9,10,11], az irodalom szinte kizarolag a (valamilyen értelemben) homogén
anyageloszlas esetével foglalkozott. A legegyszeriibb esetben a politdp anyageloszlasat
globalisan homogénnek tekintették [1,2,4,5,8,9], de vizsgaltak olyan “alternativ’ homogén
szerkezeteket melyeknél a politop csticsaiban egységnyi tomegeket helyeziink el [10,11].
Bizonyos szempontbdl ez természetes torekvés, hiszen matematikai szempontbdl a homogén
anyageloszlas (és annak egyes valtozatai) nyilvan Kkitlintetett figyelmet érdemelnek,
ugyanakkor az erre az esetre szoritkozo eredmények fizikai relevanciaja kissé korlatozott.
Nyilvanval6 ugyanis, hogy tokéletesen homogén politop (akar az altalanos, akar a tomegpontos
valtozatban) fizikailag nem épithet6, igy az ilyenekre vonatkozo allitasok fizikai kisérletekkel

kozvetleniil nehezen tdmaszthatdak alé vagy céafolhatoak.

Lehet, hogy éppen ezt a problémat ismerte fel John H. Conway amikor az els6, inhomogén
politopra vonatkozo6 tételt (nevezetesen a monostabil tetraéder 1étezését) igazolta [2]. Egy ilyen
tipust allitas ugyanis —elvben- mar fizikai kisérlettel is alatamaszthat6 volna. Az [1] cikk
altalanositotta Conway eredményét (igazolva az inhomogén, mono-instabil tetraéder 1étezését
¢s talan ennél is tovabb ment a [11] dolgozat melyben egy inhomogén, mono-monostatikus
(tehat az (1,1)F osztalyba tartozo), 7 lapu, 7 csucst poliéder konstrukciojat adtak meg. Ezen
eredmények abba az irdnyba mutattak, hogy az inhomogén eset vizsgalata érdekes kérdés,
ugyanakkor hianyzott az az eszkoztar, amivel ezt a feladatot kelld altalanossagban és

mélységben vizsgalni lehetett.

Dolgozatunk célja ezen hidny potlasa, vagyis az inhomogén politopok mechanikai vizsgéalatara

szolgald eszkoztar bevezetése, és ezen eszkoztar erejének bemutatasa volt.

A dolgozat legfontosabb fogalmi ujitasa, hogy kiilonvalasztotta a poliéder format annak
(anyagi) tartalmatol és a két fogalom kapcsolatanak leirdsara bevezetett egy 0j eszkozt, az

egyensulyi osztalyozd matrixot (1. Definicid).

Bar nyilvanvalo, hogy a dolgozat cimében a tetraéderek lelkére vonatkozo kérdés koltdi, mégis,
az osztalyozé matrixok még a legegyszeriibb poliéder, a tetraéder esetén is igen Osszetett és

érzékelhetden titokzatos vilaganak bemutatasa talan érzékeltette, mi is motivalta a kérdést.
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Jelen munka folytatasanak célja az osztalyozo matrixok belsé torvényszeriiségeinek feltarasa,
tobbek kozott annak magyarazata, hogy a tetraéder esetében a kombinatorikailag lehetséges
matrixoknak miért mindossze a 0.44%-a valdsul meg geometriailag (1. Numerikus
eredmény). Vélelmezhetd, hogy nagyobb (t6bb lappal, csticesal, €llel rendelkezd) poliéderek

esetén ez az arany még ennél is kisebb.

A dolgozatban bemutattuk, hogy az osztalyoz6 matrix segitségével szamos érdekes, uj allitast
lehet megfogalmazni (2. Tétel, 3. Tétel, 1. Lemma, 2. Lemma, 1-8. Numerikus eredmény) és
ezek koziil némelyiket bizonyitottuk, masokat numerikus eredményekkel tamasztottuk ala. (Azt
IS megjegyezziik, hogy bar az 1. Tétel kimondasaban nem szerepel az osztalyozo matrix, a tétel
bizonyitasat jelentdé konstrukcidhoz mégis ezen keresztiil vezetett el az Gt.) A dolgozat
lezarasakor ismét az osztdlyozé matrix fogalmat hivjuk segitségiil, hogy egy hipotézist
fogalmazzunk meg, melyet ugyan a munka keretében vizsgalt 768109 darab tetraéder

mindegyikén tesztelve igaznak taldltunk, de mindeddig nem sikertilt igazolnunk:

1. Sejtés: Nem létezik olyan T tetraéder, melynek egyensulyi matrixaban mr (1,2) =
mr(2,1) = 1.
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MATLAB R2022a & Adobe Illustrator 2021 sajat
készitésii abra

MATLAB R2022a — sajat készitésli abra
MATLAB R2022a — sajat készitésli abra
MATLAB R2022a — sajat készitésli abra
MATLAB R2022a — sajat készitésli abra
MATLAB R2022a — sajat készitésli abra

MATLAB R2022a — sajat készitésli abra

MATLAB R2022a — sajat készitésli abra
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