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Absztrakt

A kiilonboz6 szilard testek alakfejlédésével mar régota foglalkozik a tudomany. Ezen
folyamatok leirdsara térben és idében folytonos, geometriai parcialis differenciél-egyenle-
teket hasznalnak. Ezek kozos tulajdonsaga, hogy a hosszu alakfejlédés utan megfigyelhetd,
aszimptotikusan kialakulo formak a kezdeti alaktol nem, vagy csak igen gyengén fiiggenek.
Ezzel szemben a természetben igen gazdag formavilagot figyelhetiink meg. Dolgozatom-
ban az alakfejlédés egy egyszert diszkrét modelljét vizsgalom: konvex poligonok alakjanak
fejlédését figyelem, affinitdsok sorozata mentén. A transzformacié paraméterét és iranyat
a sokszog befoglalé téglalapjai koziil a legextrémebb oldalardnyu jeloli ki. A transzforma-
ciot végtelen sokszor végrehajthatjuk a sikidomon, igy egy a poligon oldalszamatol fiiggs
dimenzi6ju dinamikai rendszert kapunk. Ennek a rendszernek aszimptotikus viselkedését
kivanom elemezni. A sikidomok koziil el6szor a haromszogek viselkedésével foglalkozom,
a dolgozat végén pedig a nagyobb oldalszamu sikidomokra is kitekintek. A munkam célja,
hogy megmutassa: ilyen egyszert rendszerben, egyszerti alakzatok mellett is sokféle, a
kezdeti alaktol erésen fliggé aszimptotikus alakot lehet megfigyelni. A modell ezen tu-
lajdonsaga alapjan remélhets, hogy a természetben el6fordulo rendkiviili formagazdagsag
megértéséhez is kozelebb vihet.



1. Bevezetés

Szamos cikk sziiletett mar, mely a kavicsok alakfejlédésével foglalkozik. Ennek a je-
lenségnek az elméleti vizsgalatait jelent&sen megkonnyiti, hogy a kavicsok jo kozelitéssel
modellezhetGek homogén, konvex, merev testeknek. A kavicsok alakjanak idébeni val-
tozésat itkozések és surlodas hatésa hatarozza meg. (Domokos-Gibbons 2012) Ennek
megfelelGen a koptatéds algoritmusa is meghatarozhato, attol fiiggen milyen hatasoknak
van kitéve a kopo6 test: milyen méretid és milyen keménységii testekkel valo kolcsonhatast
vizsgalunk. Az alkalmazott modelltél, és igy a modellt leir6 differencidlegyenletektdl fiigg,
hogy mi lesz az az alakzat, amihez aszimptotikusan tart a kopd test. Bloore (1977) és
Firey (1974) cikkeiben, a véges méretii testekkel valo iitkozéses kopas nyoman a testek a
gémbhoz konvergalnak. Ha a kopast végteleniil kis testek idézik el, akkor harom jellemzs
forma johet létre: lapos lemez, 3-éld ,szivar” és tetraéder (Domokos et al. 2009). Ezekben
a munkdkban bemutatott modellek és egyenletek csak kevés végleges alakzatot engednek
meg.

Ebben a dolgozatban egy olyan diszkrét alakfejlédési algoritmust alkalmaztam, mely
- mint a vizsgalatok soran kideriilt - tébbféle végleges forma létrejottét is megengedi. Ez
kicsit kozelebb all a természetben jelenleg megfigyelhets, igen valtozatos formavilaghoz,
hiszen kevés szabalyos, vagy egyforma kavicsot talalni egy helyen.

Az &ltalam alkalmazott modell diszkrét, egy meghatarozott algoritmus sorozatos is-
métlésébdl all. Az alakfejlédési algoritmust egyszer végrehajtva egy alakzaton, egy 1j for-
méat kapunk, melyre az algoritmus ismét alkalmazhaté, és igy tovabb: ez sorozat alkotja
a diszkrét dinamikai rendszert. Sikidomok esetén az algoritmus két 1épésbdl all: el&szor
megéallapitésra keriil egy extremélis oldalaranyt befoglal6é téglalap, majd a kivalasztott
téglalaptol fiiggden egy specidlis affin transzforméacioval, egy meréleges affinitassal képez-
ziik az 04j alakzatot a régib6l. Ezen fogalmak pontos definicioi szerepelnek a 2. fejezetben.
A rendszer vizsgalatat, viselkedését a legegyszeriibb sikbeli alakzatokkal, haromszogek-
kel kezdem, a 3. fejezetben az algoritmus egy specialis valtozatat alkalmazva. Ebben az
esetben minden alakzat ugyanahhoz a formahoz konvergal, a rendszer kiilonlegessége még
nem figyelheté meg. A 4. fejezetben foglalkozom az alakfejlédés altalanos esetével, ekkor
méar meg lehet kiilonboztetni olyan eseteket, mikor a kezdeti alak befolyasolja azt, milyen
végeredményre vezet az alakfejlédés algoritmusa. Az altalanos esethez készithets egy
Osszesitd abra, mely mutatja, milyen kiindulé paraméterek esetén hogyan fog konvergalni
az alakzat. Az 5. fejezetben a nagyobb oldalszami alakzatok esetével foglalkozom, a jel-
lemz§ eltéréseket és hasonlosagokat kiemelve. A dolgozat végén, az Osszefoglalo fejezetben
Osszegzem az eredményeket.



2. Az alakfejl6dés algoritmusarol

A dolgozatban csak kétdimenzids, konvex poligonokkal foglalkozom. Ezen alakzatok
fejlédését egy két 1épéshdl allo algoritmus sorozatos ismétlésével modellezem. Az algorit-
mus bevezetéséhez néhany fogalmat rogziteni kell.

Egy poligon befoglalo téglalapjinak azt a téglalapot nevezem, mely élei a poligon cst-
csaira vagy éleire illeszkednek, és ezen téglalap oldalai nem tolhatoak el 6nmagukkal par-
huzamosan 1gy, hogy egy kisebb teriiletii, de a poligonba még bele nem metsz6 1Gj tég-
lalapot kapjunk. Lathato, hogy ilyen definicié mellett egy poligonhoz végtelen sok ilyen
befoglald téglalap létezik, hiszen a sikban egy tetszéleges iranyt meghatérozva rajzolhaté
a sokszoghdz egy az irdannyal parhuzamos illetve az irdnyra meréleges oldalakkal rendel-
kez6 befoglalo téglalap. Vegyiik észre, hogy ez az eljaras a poligon adott irdny1, és arra
merdleges iranyt szélességét hatarozza meg. Ezen szélességek értékeit a befoglalo téglalap
kiilonb6z6 oldalainak hossza mutatja.

Nevezziik extremdlis téglalapnak az adott poligonhoz tartozo befoglalé téglalapok koziil
azt, melynek révidebbik és hosszabbik oldalanak hanyadosa a legkisebb. Lathato, hogy
az extremalis téglalap sem egyértelmi minden poligon esetén, el6fordulhat, hogy tobb,
vagy akar végtelen sok ilyen létezik.

A két fenti fogalom segitségével mar definidlhato az algoritmus:

1. Megkeresiink a sokszog extremaélis téglalapjat. Ha tobb ilyen is van, akkor véletlen-
szertien valasztunk egyet koziiliik. (1. dbra)

2. A sikidomon a kivalasztott extremalis téglalappal egyiitt egy meré6leges affinitast
hajtunk végre tigy, hogy a téglalapbol egy adott aranyt 1j téglalap jojjon létre. (2.
dbra)

Mivel az eljaras célja az alakfejlédés vizsgalata, ezért a sikidomok abszolut méreteivel
nem kell foglalkoznunk. Lathatjuk, hogy ez az algoritmus két hasonlé sikidombol hasonlo-
akat képez, amennyiben az extremalis téglalap mindkét esetben ugyanuagy lett kivalasztva.
Tehat az egymashoz hasonlo alakzatok kézott nem kell kiilonbséget tenniink. Ennek meg-
felel6en az algoritmushoz egy harmadik lépést hozza lehet flizni, melyben valamilyen
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1. abra. Adott ABC' haromszdg ese-
tén néhény lehetséges befoglald téglalap
(szaggatottal jelolve), valamint az ext-
remalis téglalap (folytonos vonallal).

2. dbra. Az ABC haromszog, transzfor-
méacio el6tt (szaggatottal), és transzfor-
méacié utan (folyotnos vonallal).



szempont szerint norméaljuk a masodik 1épésben kapott sikidomot. A normalas soran egy
hasonlosagi transzformécioval alakitjuk a poligont, hiszen ez ami szempontunkbo6l nem
befolyéasolja az alakot. A transzforméciot pedig tgy valaszthatjuk meg, hogy a sikidom
teriilete, vagy az egyik adott oldala legyen egységnyi hossztusagi. Ezzel a modszerrel mind
a szamitogépes vizsgalatok, mind pedig az analitikus szamitasok soran célszertd élni.

Az igy felallitott rendszerrél néhany megallapitast lehet tenni. A hasznalt transzfor-
maciok - merdleges affinitas, hasonlosagi transzformaciok - mindegyike konvex alakzatbol
konvexet képez. Igy nem fordulhat els, hogy egy lépésben konkav alakzatot kapjunk, me-
lyek vizsgalataval nem foglalkozom. Tovabba ezek a transzformaciok a sikidomot a sajat
affin osztalyan beliil tartjak. Két sikidom ugyanis akkor tartozik egy affin osztalyba, ha
létezik olyan tetszGleges affin transzformacio, mely az egyik alakzatot a mésikba viszi.
Ennek megfelelGen lehet 1atni, hogy haromszogek esetén egyetlen ilyen osztily létezik,
mig nagyobb csiicsszami poligonok esetén végtelen sok osztaly van.

Az algoritmus sorozatos ismétlésének haromféle kimenetele elképzelhetd:

1. Az alakformalas véges sok lépésben véget ér: az egyik 1épés utan az extremélis
téglalapbol extremalis téglalap keletkezik, és ezentil a miivelet a sokszoget mindig
onmagaba viszi at, az affinitas aranya 1 lesz (vagyis a leképezés identikus).

2. Az algoritmus végtelen sokaig ismételhetd, minden 1épésben egy 1j alakzatot kapunk,
azonban a valtoztatas mértéke egyre csokken, és igy a sokszog egy adott forméahoz
tart.

3. Az algoritmus végtelen sokdig megy, és az alakzat nem konvergél semmilyen formé-
hoz.

A vizsgalatok soran minden esetben - véges vagy végtelen 1épésben - az algoritmus
adott alakhoz vezetett, nem taldltam olyan esetet, mikor ne konvergdlt volna a rendszer.
Az elért alak fiiggott a kiindulasi alakzattol, és a transzforméciok soran hasznalt affini-
tas paraméterétsl. ElGfordult olyan is, hogy egy adott paraméteri affinitast hasznélata
esetén bizonyos formakbol kiindulva végtelen sok lépés kellett a fix alak eléréséhez, més
forméakat véve alapul pedig az iteracio véges sok lépésben ért véget. A haromszogek esetén
analitikusan is bizonyitasra keriilt, miszerint az algoritmus mindig konvergal.



3. Specialis eset

Legel6szor a haromszogek esetével foglalkoztam, ezen beliil pedig azzal a specialis
kikotéssel, hogy az affinitds az extremalis téglalapbol minden lépésben 1:1 oldalaranyt
téglalapot, azaz négyzetet csindl. Jozan ésszel végiggondolva azt varhattuk volna, hogy
ha konvergal a folyamat, akkor tetszéleges haromszdghdl egy szabalyos haromszog ke-
letkezik. FEzt gy lehetne indokolni, hogy a transzformécié a nagyon ,kilogd” részeket
Osszenyomja egy négyzet teriiletére, igy nem lesz kiemelt csticsa, irdnya az alakzatnak. A
rendszer érdekességét mutatta mar ez a nagyon egyszert feldllas is: a végeredmény ilyen-
kor egy olyan haromszog lett, mely nemhogy nem szabalyos, hanem euklideszileg nem is
szerkeszthetd.

Az alakfejlédési algoritmus els§ lépésében meg kell keresni az adott haromszéghoz
tartoz6 extremaélis téglalapot. Ez az eljaras minden hiromszog esetében azonos, a transz-
forméacio sordn hasznalt affinitas aranya itt nem kap szerepet. Ekkor:

1. lemma: A haromszogek esetében az extremalis téglalap egyik hosszabb éle a ha-
romszog leghosszabb oldalaval azonos, révidebbik élei pedig a haromszog legkisebb ma-
gassagaval azonos hosszusaguak.

Latszik, hogy az extremalis téglalap csak akkor nem egyértelmd a hdromszogek esetén,
ha a haromszognek nincs egyetlen leghosszabb oldala, azaz egyenls szart, vagy egyenlé ol-
dalt haromszogrsl beszéliink. Ebben az esetben teljesen mindegy, melyik oldalra illesztve
vessziik fel az extremalis téglalapot, mivel az esetek hasonlosagi transzforméciokkal at-
vihetGek az esetek egymasba, és igy - a fentiek alapjan - nem tesziink kiilénbséget ezek
kozott. (3. dbra.)

Az algoritmus kévetkezd 1épése az affinitas. Az affinitas iranyat az 1. lemméban leirt
modon kivilasztott extremalis téglalap oldalainak irdnya jeldli ki. Az affinitds paramé-
terét pedig pontosan az extremalis arany adja meg: egy y/x oldalaranyu téglalapbol a
hosszabbik oldallal parhuzamos irdnyban y/z aranyu affinitassal kaphatunk négyzetet.
Ha mar legaldbb egyszer végrehajtottuk a alakfejlédés egy 1épését a haromszogdn, akkor
az alabbi moédon egy négyzetbe rajzolhato lesz a haromszog. (4. dbra.) Az &ltalanossag

3. abra. Egyenl§ szari haromszogek ese-
tén két extremalis téglalp is adddik, azon-
ban a két eset tiikorszimmetrikus, a tégla-
lapok oldalainak aranya y /x mindkét eset-
ben.

4. abra. Legalabb egy transzformacio
utan igy rajzolhato fel a haromszog, v pa-
raméter az egyetlen, ami sziikséges a jel-
lemzéséhez.



megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a befoglald négyzet élhossza 1. Ekkor a ha-
romszogiink egyetlen paraméterrel jellemezhetd lesz: legyen most ez az abran v-vel jelolt
tavolsag, mely a befoglaldo négyzet haromszoggel kozos oldalédval atellenes élén mutatja
a haromszog cstucsanak helyzetét. Elég foglalkozni azokkal az esetekkel, mikor v < 0,5,
hiszen a v' = 1 — v esetek tiikorszimmetrikusak, és a transzforméaciok soran ugyanigy
viselkednek, a szimmetridjukat minden lépésben megtartva. Az igy kizart esetek az alak-
fejlgdést tekintve nem szolgalnak dj informécioval. Ekkor:

2. lemma: A v paraméter egy transzformacios 1épés végrehajtasa utan v*-ra valtozik,
ez a rekurziv Osszefiiggés egyértelmien felirhato v*(v) = Hll;fv)g

A 2. lemmdban kapott kifejezésébdl allapithato meg az, %étezik—e fix alakzata a transz-
formacionak, illetve fog-e a sokszog konvergalni ehhez a fix formahoz. Ennek bizonyitasa

a 2. lemma bizonyitasa utan szerepel.

Bizonyitasok:

1. Lemma: Legyen ABC haromszog koré frva PQRS téglalap! A haromszog oldalai
legyenek a, b, ¢, a téglalap hosszabbik és rovidebbik oldala legyen rendre z és y! Ek-
kor két esetet kiilonboztethetiink meg: a téglalapnak vagy van kozos éle a haromszoggel,
vagy nincs. (5. dbra, 6. dbra) Ha van kozos él, akkor a téglalap teriilete a haromszog
teriiletének pontosan kétszerese. Ha nincs kozos él, akkor a 6. dbrdan lathato felosztés
megmutatja, hogy a téglalap teriilete hatarozottan nagyobb a haromszog teriiletének két-
szeresénél. Ekkor ugyanis N BC haromszog teriilete N BRC' téglalapnak pontosan a fele,
mig NM B haromszog teriilete kisebb, mint NTQB téglalap fele, és MCA haromszog
teriilete kisebb, mint AT'C'S téglalap fele, hiszen NM < NT és CM < CT.

Tehét x -y értéke akkor minimélis, ha a befoglald téglalap éle illeszkedik a haromszog
egyik élére. A befoglalo téglalap leghosszabb oldalat a max{a * cos a; b * cos 3; ¢ * cos v}
kifejezés adja minden esetben, ahol az a, 3, v szogek a haromszog oldalainak a téglalap
élével bezart szogét jelzik. Nyilvanvaloan ezek koziil a legnagyobb értéket akkor kaphatjuk,
ha a leghosszabb oldalt vessziik, és a cos értéke 1, azaz a téglalap oldala parhuzamos a
haromszog leghosszabb élével. Ha tobb leghosszabb él is van, akkor mindegy melyiket
valasztjuk. Ekkor tehat x maximélis, és az el6bb belatottakkal egybevéve x -y minimalis,

A=P X

A=P Y

5. abra. A két lehetséges elrendezés: a be-

foglalo téglalapnak vagy van, vagy nincs 6. dbra. A befoglalo téglalap hosszabbik
koz0s éle a haromszoggel. Az els esetben  oldalat az a, b, ¢ oldalak adott iranyd ve-
a teriiletiik aranya 1:2, a masodik esetben  tiileti hosszainak maximuma adja.

ennél kisebb.



melyekbdl kovetkezik, hogy y/x minimalis. Tehat valoban a megadott modon felvett
befoglalé téglalap lesz az extremalis téglalap.

2. Lemma: Tegyiik fel, hogy az el6z6 alakfejldési 1épés el6tt a haromszog oldalai
a', b, ¢ voltak, melybdl a transzformacié rendre az a, b, ¢, oldalakat csinalta. A fent
meghatarozott tulajdonsagok miatt az a < b < ¢ ardny &ll fenn a haromszog oldalai
kozt. Az affinitas el6tt tudjuk, hogy az o’ oldal volt a leghosszabb, hiszen erre fekiidt fel
az extremalis befoglal6 téglalap, amibél a négyzettel kézos a oldal képzddott. Ugyanigy
tudjuk, hogy a O < ¢ egyenl6tlenség fenndll, hiszen az affinitds nem valtoztatta meg
ezen oldalak hosszai kozotti relaciot. Tehéat a transzformacio el6tt b < ¢ < @’ volt a
haromszog oldalai kozott az Osszefliggés. Ezekbdl lathatjuk, hogy az oldalak ,szerepei”
felcserélgdtek egy 1épés soran. Ennek megfelelGen lehet felirni, hogy egy transzformécio
hogyan valtoztatja meg a v paramétert. Az &dbra mutatja, hogy a kovetkezs 1épésben
melyik lesz az extremalis téglalap. (7. dbra) A hasznalt jelolésekkel felirhato, hogy a
kovetkezd affinitas utan v* = p/(p + ¢) lesz. Geometriai ijsszefiiggesek alapjan fehrhato
hogy (p+q)-h=1,p=v1—-"h2% (p+q) = /1 + (1 —v)2 Ezek alapjan a v* = +( )
rekurziv ('jsszefugges irja le a v paraméter valtozasat a rendszerben

A fenti képletbdl v* = v feltételezéssel élve lehet megéllapitani a transzforméaciora
invarians alakzat v paraméterét. (8. dbra) Ez a 0 = v® —20? + 3v? — 1 harmadfoku egyen-

. < _ 3 1
letre vezet. Ennek egyetlen valés megoldéasa vy, = 2 D 3\ﬁ 11 +4/5 V69 — 11)

0,43016. Lathato tehat, hogy az rekurzionak van ﬁxpontJa Awv* osszefugges derivaltja
(v*)’ = (H’avﬁ, mely a v = [0;0, 5] tartomanyon —0,48 és 0 koze esik, igy az rekurzio
konvergalni fog, méghozza oszcillalva, a fent megadott fix ponthoz. (Dring6 1991)

Az igy kapott fix haromszog szogei kozelitGleg 66,724°, 60,324° és 52,952° nagysé-
guak. Lathato, hogy ez nincs kozel a szabalyos haromszoghoz. Mivel a hiromszog szogeit
meghatarozd v értéket egy altalanos harmadfoki egyenletbdl kaptuk, igy a haromszog

nem specialis alakja nem meglepéd.

A v
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7. d4bra. A haromszog el6z6 extremaélis 043 05 1

téglalapjabol képzett négyzet, és a kdvet-

kezG lépés extremalis téglalapja. A kévet- 8. dbra. A gérbe mutatja a v*(v) Osszefiig-
kezG transzformacio soran a p/(p+q) érték  gést. A sraffozott teriiletet nem sziikséges
nem véltozik, hiszen parhuzamos szaka- figyelembe venni, hiszen v < 0, 5.

szokrol van sz6; ez a hanyados fogja adni

v*-ot.



4. Els6 altalanositas

A fentiek tiikrében érdemes megvizsgalni, mi torténik akkor, ha az affinitdssal nem
négyzetet, hanem elGre rogzitett aranyt téglalapot csinalok a haromszog befoglald tégla-
lapjabol. Legyen ez az aranyszam f! Ekkor az extremalis téglalap kivalasztasa a speciélis
esettel teljesen megegyez6 modon torténik. Az eltérést az affinitas el6tti és utani alakzat
kozti ,megfeleltetés” adja. Lathattuk, hogy a specidlis esetben a haromszog oldalainak
szerepe felcserélédik, a leghosszabb oldal az affinitas utan a legrévidebbé valik. E szerint
a szempont szerint harom esetet kiilonboztethetiink meg (9. dbra, 10. dbra):

A: Mindharom oldal szerepe valtozik, azaz a haromszog ,forog”. A leghosszabb oldal-
bol a legrovidebb, a legrovidebbdl a kézépss, és a kozépsébdl a leghosszabb oldal
keletkezik az affinitas soran. Erre lathattunk példat a speciélis esetben.

B: Két oldal szerepe valtozik csak, azaz a haromszog ,tiikrozddik”. A leghosszabb
oldalbdl a kozépso, a kozépss oldalbol pedig a leghosszabb lesz, a legrovidebb oldal
az affinitds utén is a legrévidebb marad.

C: Nem valtozik semelyik oldal szerepe, azaz a haromszog ,helyben marad”. A leg-
hosszabb oldalnak a leghosszabb, a kozépsének a kozépss, és a legrovidebbnek to-
vébbra is a legrovidebb oldal fog megfelelni a transzformacio utén.

Ennek a harom esetnek az elfordulésa az f értékeétdl fiigg, az alabbi modon. (11.
dbra) A fenti vizsgalathoz hasonléan itt is a méar legalabb egy transzformacion &tesett
alakzatokkal foglalkozom, ekkor a keletkezett befoglald téglalap egység hosszu élének két
sarokpontjabol kiinduldé negyedkorivek mutatjak meg, mely esetek fordulhatnak eld, és
hozzajuk milyen v paramétert haromszogek tartoznak.

9. abra. Az A-B-C esetek kozott az elté-
rést a haromszog oldalhosszanak transz-
formacio el6tti és uténi sorrendje adja, hi-
szen ez mondja meg, hiszen ettdl fligg, ho-
gyan lehet v*-ot meghatarozni.

10. abra. Latszik, f paramétertdl fiiggGen
az oldalhosszakban milyen sorrend &llit-
hato fel: a harom esetben rendre a < b <
¢, b<a<césb<c<a all fenn.



11. abra. f és v fiiggvényében az elGforduld viselkedések. A tartoméanyok hatarat a
geometriai feltételekbdl szarmazo negyedkorivek alkotjak.

SN ]

1: 1 < f Csakis A esetei fordulhatnak el6.
2: f=1Hawv >0, akkor A esete all fenn,

3: V3/2 < f < 1akkor /1 — f2 < v < 0,5 értékeire A esete jon els, mig v < /1 — f2

értékek esetén B esete &ll fenn.
4: /3/2 = f Csak B escte fordulhat el6, kivéve, ha v = 0,5

5 0< f < \/3/2 ha 1 — /1 — f?2 < v < 0,5, akkor C eset all fenn, ha pedig v <
1 — /1 — f? akkor B esetét figyelhetjiik meg.

Az A eset a fent vazolt specialis esethdl vezethets le, az Osszefiiggések ugyantgy irha-
toak fel, azonban megjelenik az f paraméter. Az alabbi abran lathato egy adott elrendezés
A esetére. (12. dbra) Legyenek a haromszog oldalai ismét a < b < ¢ az abran lathato
modon. Az iteracio kévetkezd lépésében a v* értékének az p/(p + q) érték fog megfelelni.
Hasonloan a specidlis esethez, geometriai megfontoldsok alapjan irhatoak fel az alabbi
egyenletek: h = f/(p+q), p = V1—="0h% p+q=+/f>+ (1 —0v)2 Ezekbdl levezethetd,
hogy v* = ( 1v Természetesen f = 1-et helyettesitve visszakapjuk a specidlis esetre

adodo értéket.

12. dbra. Ha az A esetet kivanjuk leirni, 13. dbra. Ha a B esetet kivanjuk leirni, a
a fenti elrendezés hasznalhato. fent lathato6 elrendezés adott.



B esetben az Osszefiiggés egy kicsit modosul, hiszen ekkor mas az Gsszefiiggés a transz-
forméacio el6tti és utani haromszog oldalai kozott. (13. dbra) Ekkor tehat a v* = q/(p+q)
osszefiigges lesz érvényben, vagy az ennek megfelels v* = 1—p/(p+q). Ebbdl latszik, hogy
az el6zo, és jelenleg is érvényes azonossagokat felhasznalva a v* =1 — @%ﬂ kifejezésre
jutunk.

A C eset a fenti kett6t6l jelentGsen eltér, ebben a helyzetben a hdromszégon a transz-
forméaciéo méar nem tud valtoztatni, hiszen az extremalis téglalap az affinités el6tt és utan
is ugyanaz marad, mivel a leghosszabb oldalbol a leghosszabb képzadik.

Ha szeretnénk egy atfogdbb képet kapni arrol, mely haromszog-alakok milyenné fejléd-
nek a rendszerben, érdemes az 1-5 alesetek szerint végigmenni a lehetséges A-C viselkedési
formakon. Az ez utan kozolt értékek, allitasok matematikailag mind levezethetdk, a dol-
gozatban ezek bizonyitasat nem kdzlom.

1. eset (14. dbra):

Ebben az esetben csak A-jellegii viselkedést figyelhetiink meg. 1 < f figyelembevé-
telével a v*(v) fiiggvény képét a 14. dbra mutatja. A fiiggvény derivaltja (((11__1)”))—22;;;2)2
Ennek segitségével néhany fontos kovetkeztetést levonhatunk az abrarol, és igy a rend-
szer viselkedésérdl. A fiiggvény értéke 0-ban #, ami a megadott f-ekre 0,5-nél ki-
sebb, de porzitiv; 1-ben pedig a fiiggvényérték mindig 0. A derivalt elGjele is mindig
negativ, ebbdl is lathato, hogy a fliggvény monoton csokken. Ennek megfelelGen a fiigg-
vény monoton csokken. Igy a fent bemutatott specialis esethez hasonléan itt is egyet-

len fix pont adodik, egy metszéspont lesz a v* = v egyenessel. Ennek a pontos értéke:
%/«/4(73f276)3+729727 ¥2(-3f2-6)

3V2 3%/ \/A(—3f2-6)3+720-27
a v érték konvergalni ehhez a fix ponthoz.

2. eset (15. dbra):

Ezt az esetet vizsgaltuk a specilis esetben: f = 1. Az alesetben szintén csak A-jellegi
viselkedést lathatunk, azonban ez a pont mutatja azt a hatarhelyzetet, aminél ha tovabb
csokkentjiik f értékét, megjelenik a B tipusu viselkedés is. A felirhatd Osszefiiggések
azonosak az 1. esettel, de a v*(v) fiiggvény grafikonjan néhany jellegzetesség lathato: A
fiiggvény értéke O-ban 1/2, derivaltja pedig 0. v = 0, 5-ben a derivalt —12/25. v = 1-ben
a derivalt -1. Ilyen feltételek mellett a stabil pont a mér fent emlitett v ~ 0,43016-ra
adodik.

A derivalt negativitasa miatt oszcillalva fog

\v* v*
1 1
0,5 0,5
\
\
\
A -V | Y
0,5 1 0,43 0,5 1
14. dbra. A v* = (1_1));2“”2 fiiggvény jel-  15. dbra. A v* = (1_1));;;]02 fiiggvény jel-
lege 1 < f értékekre. lege f =1 értékekre.
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3. eset (16. dbra):

Ebben az alesetben A és B viselkedésekkel kell foglalkozni. A kettd kozotti hatar a
v = /1 — f?, tehat ennél nagyobb v értékekre a v* = (171));2””2 képlet, mig ennél kisebb
értékekre a v* =1 — % képlet hasznalhato. Latszik, hogy a B viselkedés gorbéje
ilyen f értékek mellett 0,5 > v helyen metszi a v* = v egyenest, tehat ezen a részen a
B-bdl indulé haromszogek elkezdenek konvergalni efelé az érték felé, azonban véges sok
1épés utan atérnek az A részbe, ahol méar annak szabéalyai szerint fognak konvergalni. Az
A jellegii gorbe és a v* = v egyenes metszéspontja mindig a megfelel§ intervallumba fog
esni, és a derivalt abszolutértéke is megfelelGen kicsi ahhoz, hogy a konvergalas végtelen
lépésben, oszcillalva a fix alakzathoz vezessen.

4. eset (17. dbra):

Ez az eset ismét egy hatarhelyzet, A viselkedés mar nem figyelheté meg, C pedig még
nem. A B-hez tartozo Osszefiiggés grafikonja ebben az esetben is elég specidlis. A v* = v
gorbével valé metszéspont a v = 0, 5-ben van. Ez azt jelenti, hogy a B eljaras konvergalni
fog, méghozza végtelen 1épésben, v-re nézve monotonon, a v = 0, 5-0s értékhez. Vegyiik
észre, hogy ez a helyzet testesiti meg a szabalyos haromszoget: a csiics a szemkozti oldal
oldalfelez6 merslegesén van, és a haromszog magassaga v/3/2 az egységnyi alap mellett.
Tehat a kezdeti varakozassal ellentétben, miszerint az f = 1 adnd ki ezt az alakzatot,
lathatjuk, hogy f = v/3/2 lesz a sziikséges paraméter.

5. eset (18. dbra):

Ezekben az esetekben B és C jellegti viselkedést tapasztalhatunk. A hatarvonal a két
eset kozott a v = 1 — /1 — f? lesz, ennél nagyobb v-k esetén C lesz megfigyelhets, azaz
minden haromszog fix. Az adott v-nél kisebb értékekre B szerint viselkednek az alakzatok.
A 3-as esethez hasonldan a B viselkedés nem zart a B-hez tartozo tartomanyra nézve, ezért
itt tovabbi esetszétvalasztasra van sziikség! Mivel B gorbéje pontosan v =1 — /1 — f2-
nal, azaz a B és C esetek kozotti hatdrnal metszi a v* = v egyenest, ezért f-t6l fliggben
néhany kezdeti v-r6l a haromszog belép egyetlen lépéssel a C tartomanyba, és ott az
alakfejlédés megall, mas esetekben pedig B-ben maradva, végtelen lépésben konvergal a
fix alakzathoz, ami jelen esetben a C hatara, v =1— /1 — f2.

| v
1 T 1
|
1
|
1
0,5 F——=+< Z 0,5
| ~
Z N
| N
\ %
B | A -V B -V
0,5 1 0,5 1
16. abra. A v* =1 — (1_}»;2””2 fiiggvény 17. abra. A v* =1 — (1_1});2“”2 fiiggvény
jellege ‘/73 < f < 1 értékekre. */75 = [ értékre.
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v vt
1 T 0,5 T
1 |
| _
\
I |
0,5 f :
\
} |
‘ ‘
B |C] Y B | C -
0,5 1 0,5
18. abra. A v* — (—Jer fiiggveny 19. abra. A v* =1 — M—Q_ch fiiggveny
. \/5_1
jellege f < %2 V3 artékekre. jellege /¥5—= < f < 7 értékekre.
Az ezekhez tartozo hatarszamok: f = ‘/52_1, és [ = \/g Az els6 hatar jeloli azt,

amikor a v* Osszefiiggés értékkészletének van legalabb akkora eleme, mint az értlemezési
tartomanyénak fels6 hatara. A mésodik hatar pedig ahhoz az esethez tartozik, mikor
ugyanezen Osszefiiggés értékkészletének valamennyi tagja legalabb akkora, mint az értel-
mezési tartomanyanak felsé hatara. Ezeknek megfelelen a viselkedés:

o 4/ @ < f < /3/2 Ekkor minden B-be tartozé haromszog konvergal (19. dbra).

_ 2
o\/g<f< @Ekkoral—\/i7

lépésben bekeriil C-be, mig a nagyobb v-k konvergalnak (20. dbra).

v értékeknél kisebbekre a haromszog egy

o f < \/g Ekkor pedig valamennyi B-be tartoz6 haromszog azonnal atkeriil C-be (21.

dbra).
v* v
0,5 T 0,5 T
| |
S [
- ——— I
‘ |
| |
\ | \
\ \ \
\ \ \
| |
| B L C -V B | C Y
0,5 0,5
20. 4bra. A v =1 — (—+f2 fuggveny 21. &bra. A v* =1 — (lv)—ngfQ fuggveny

jellege f < f </ 2= ‘[ L értékekre. jellege f < \/g értékekre.
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A fent lefrtak alapjan készithetSek a fenti abrékat Osszefoglalo képek. A 22. dbrdn
lathato, mely f értékekhez milyen fix v értékek tartoznak. A teljes C tartomény ide
fog tartozni, a B tartoménnyal kézds hatarat is beleértve. FEzen kiviil lesznek még fix
alakzatok A-n beliill, minden egyes f értékhez egyetlen v, ezek az abran jelolt gorbe
mentén helyezkednek el. A 23. dbra mutatja, hogy az adott tartomanyokon beliil milyen
modon konvergél az alakzat a fix forma felé. Tudjuk, hogy A-n beliil v értéke oszcillal a
Vyip €rtéke koriil. B-ben pedig f-t6l, és a kezdeti v-t6l fiigg az, hogy a transzforméciok
soran kilép-e az alakzat a tartoménybol, vagy azon beliill marad, és annak hatarahoz
konvergdl. C-n beliil pedig minden pont fix, ahogy mar az koradbban lathato volt.

\"

057 77/7,/7/7/7777/7/7/7/77/7/7/ 7/ 7777/ 7/~~~ — — — — — — — — — — — — — — )
\ \
\ \
< \ A \
) \
\ \

\
B \ :
\l ‘

| | | ; f
7 \3/2

22. abra. A fix pontokat tartalmazé abra. A sraffozott teriilet, valamint a folytonos
vonalak jelolik az Abran azokat az f-v- értékpéarokat, melyekre az alakzat nem valtozik
a transzformacié soran. A szaggatott vonal A és B viselkedések hatarat jeloli.

"

23. abra. A konvergalas milyenségét mutatd abra. A-ban oszcillalva, B-ben monoto-
non valtozik v értéke a transzformécié sorozatos ismétlése soran. B-ben elkiilonithet6
tobb rész, attol fliggéen, B-ben marad-e a transzforméciok soran az alakzat.
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5. Nagyobb élszamu alakzatok

A haromszogek nagy el6nyére szolgalt, hogy a rendszerben egyetlen paraméterrel, a
v értékiikkel jellemezhetGek voltak, igy a szdmolasok nagyban leegyszertisodtek. Mar
négyszogek esetén is az alakzat harom szabadségi fokt lesz, aminek fejl6dését kovetni joval
nehezebb. A csicsok szamanak novelésével linearisan né a szabadsagi fok: egy n cstucsu
alakzat a rendszerben 2n — 5 szabadsagfok lesz, hiszen két csiics helyzetét szabadon meg
lehet valasztani, az altalanossag megszoritdsa nélkiil, és a befoglalo téglalap aranya egy
tovabbi csticsnak az egyik irdnyu helyzetét megszabja. Az ilyen bonyolultsdgu alakzatok
vizsgalatainak megkonnyitésére egy egyszerd program allt a rendelkezésemre, azonban
néhany alapvetd allitast analitikusan is be lehet latni.

Az els6 kérdés természetesen az, hogyan lehet megéllapitani az extremalis téglalapot.
Ha csak a négyszogek kozott vizsgalodunk, akkor két megallapitast lehet tenni:

3. Lemma: Létezik olyan eset, mikor nem véges sok extremalis téglalap adodik, és

4. Lemma: Az extremalis téglalap megallapitasara nincs olyan trividlis moédszer, mint
a haromszogek esetén: sem a leghosszabb oldallal, sem pedig a legtavolabb esd csiicsokra
es6 ponttal parhuzamos oldalu befoglalo téglalap nem feltétleniil extremalis.

Az elsé lemma elsg allitdsa egy példaval jol szemléltethets. (24. dbra) A négyzet
esetében valamennyi befoglal6 téglalap oldalardnya 1, akarmilyen szoget zar be a téglalap
oldala a négyzetével. Ugyan a négyzet esetében mindegy, melyik befoglalo téglalapot va-
lasztjuk, azonban kevésbé specidlis esetben elGfordulhat, hogy a valasztott affinitasi irany
befolyasolja a kapott alakzatot. Egy deltoid esetében a szimmetriatengellyel parhuzamos
affinitas utdn kapott alakzat is deltoid lesz, azonban a masmilyen iranyt affinitdsokra ez
mar nem igaz. Tehét erre az esetre nincs elég jol definidlva az alakfejlédési algoritmusunk.

Az extremalis téglalap problematikidja utan az alakzatok fejlédésével is foglalkozni
kell. Az egyszertiség kedvéért vegyiik az f = 1-hez tartozé transzforméaciokat. Nyilvan-
valoan létezik ekkor allando alak: méghozza ez maga a négyzet. Ennek minden befoglald
téglalapja extremalis téglalap, viszont a hozza rendelhets affinitds aranya 1, igy minden
lépésben 6nmagat adja vissza az alakzat, a felvett extremélis téglalaptol fiiggetleniil. Lé-
tezik olyan alakzat, mely véges sok lépésben érnek el a fix alakzathoz: egy téglalap példaul
igy viselkedik. A transzformacio extremalis téglalapként megtalalja 6nmagat az alakzatot,

7
—— _ 7

L _ _ =
L ==

25. 4bra. A paralelogramma a transzfor-
méci6 egy lépésében igy alakul: a hegyes-
szoge n6, a tompaszoge pedig csokken,
mindkettd tart a 90 fokhoz.

24. abra. Azonos oldalaranyt befoglald
téglalapok, melyek extremaélis téglalapok
is egyben, négyzet, illetve rombusz esetén.
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és egy lépésben beviszi a fix négyzetbe. Ugyanigy talalhato végtelen 1épésben konvergalod
forma is: ha kiinduldsnak egy paralelogrammat vesziink. (25. dbra) Itt az extremélis
téglalap mindig a hosszabbik oldalra felfekvs lesz. A paralelogramma hegyesszdge min-
den lépésben egyre kozelebb keriil a derékszoghoz, azonban azt sosem érheti el, hiszen az
affinitds mindig valamelyik oldallal parhuzamos, az alakfejlédési folyamat a végtelenségig
folytatodik.

Egy masik jelentGs ellentét kiemelhet§ a haromszogekkel szemben: a négyszogek - va-
lamint az 6sszes ennél nagyobb oldalszamu sikidom - esetén, adott f paraméterhez biztos,
hogy nem csak egyetlen fix alakzat létezik. Ez arra vezethets vissza, hogy a haromszogek
egyetlen affin csoportot alkotnak, mig a nagyobb oldalszamu alakzatok végtelen kiilén-
b6z6 affin csoportba sorolhatoak. A fent emlitett hdrom példa, a négyzet, a téglalap és a
paralelogramma mind egy affin csoport részét képezik, ezért nem meglepd, hogy mindha-
rom alakzat a négyzethez konvergal. Azonban altalanos esetben nem hatérozhat6 meg a
fix alakzat.

Négyszogek esetén egy érdekes eset az, mikor az egyik oldal elegenden kicsiny a t6b-
bihez képest. (26. dbra) Ekkor, a szimulaci6 szerint, az alakzat ugy viselkedik mint egy
haromszog. A legrovidebb oldal két végpontja az affinitasok soran kézel marad egymashoz,
hiszen nem tud kilépni az affin osztalyabol a sokszog, és ennek megfelelGen az f = 1-nél
megallapitott haromszog fix alakzatdhoz kozelit a négyszog is. Hasonld viselkedést muta-
tott a haromszoget sokkal tobb cstcesal kozelits alakzat is. (26. dbra) Ebben az esetben,
hogy a konvexitasat a sikidom megtartsa, a haromszog oldalai enyhén ,kidomborodtak”,
és ezek mentén lettek felvéve az odalakat egyenletesen felosztd tovabbi csticspontok. A
szimulacié végén a haromszog eredeti ,csicsaibol” 4ll6 pontharmas az f = 1 esetén be-
mutatott fix haromszog alakjahoz kozeli helyzetben volt, és a teljes alakzat hasonlitott a
kiindulasi, ivelt oldali haromszdgre.

A sok csicsu alakzatok esetén érdekes probléma lehet a fix alakzatok keresése is.
Nyilvanvaléan az f = 1 aranyu transzforméciokra a 4n oldalu szabalyos sokszogek fix
alakzatok lesznek. Azonban a néggyel nem oszthatd oldalszami szabélyos alakzatok fej-
16désének menete nem trivialis, még ha a 1 kozeli is valamennyi befoglald téglalapjuk
oldalaranya.

bsc
D D
o=~ B e
A B ! \ ~Z
v A c A Aa \/,C
D.c | | LW
LN _ _ _ _ J = _ /
B B~ -__,
A B
26. abra. Haromszogre hasonlito, vagy azt  27. abra. Ha a négyszog atloi merdle-

kozelits alakzatok esetén a rendszer a héa-
romszogeknél megszokott forméahoz koze-
lit ad vissza.

gesek, lathato, hogy egy kis Aa szog-
gel elforgatott befoglalo téglalap esetén is
ugyanannyi az odalarany.
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Bizonyitasok:

3. Lemma: Vegyiink egy négyszoget, melynek az atloi merdlegesek egymaéasra. Ezt
az alabbi abran lathato elrendezés mutatja. (27. dbra) Ha a befoglalo téglalapot tgy
vessziik fel, hogy élei parhuzamosak legyenek a négyszog atloival, akkor a téglalap ol-
dalardnya pontosan az atlok hosszdnak ardnyanak fog megfelelni, azaz £ = %. Ebben
az elrendezésben a befoglald téglalap minden oldalara pontosan egy csticsa fekszik fel a
négyszognek. Ha ezutan azt a befoglald téglalapot vessziik, mely oldalai az el6zével egy
kis A« szbget zédrnak be, hogy tovabbra is minden téglalapoldalra egy csticsa keriiljon a
négyszognek, akkor az igy kapott téglalap oldalaranya ugyanugy % = % = g—g lesz.
Ha az eredeti befoglal6 téglalap extremalis volt, akkor akarmilyen megfelelGen kicsiny A«
felvétele esetén az elforgatott befoglald téglalap is ugyanigy extremaélis aranyud lesz, igy
végtelen sok extremalis téglalap talalhato.

4. Lemma: A legtavolabb es6 pontparra illeszkeds egyenessel parhuzamos befoglalo
téglalap nem feltétleniil extremalis. (28. dbra) A négyszogiink atloi zarjanak be az abran
lathato modon 90— 3 szdget. Ekkor a befoglalo téglalap, ha a haromszogeknél alkalmazott
modszerhez hasonldéan a legmesszebb levé pontpart 6sszekots egyenessel - jelen esetben
a hosszabbik atloval - parhuzamos éld, akkor az oldalaranya £ = BD’?‘SOS 5- Ha a fenti
példahoz hasonléan, egy kis AS szoggel megfelelGen elforgatott irdnnyal parhuzamos éli
befoglalo téglalapot vizsgalunk, azaz a négyszog csiicsai tovabbra is a befoglalo téglalap
kiilon-kiilon élein fekszenek fel, akkor az 0j arany % = % lesz. Errél az értékrol
pedig a cos fiiggvény tulajdonsagai miatt tudjuk, hogy hatarozottan kisebb lesz, mint a
#&sﬂ érték.

A leghosszabb oldalra illesztett befoglalo téglalap sem mindig extremalis. (29. dbra)
Az alabbi elrendezésben az a él a leghosszabb, b egy kicsivel rovidebb néla, s derékszoget
zar be vele, ¢ és d pedig kozel egy egyenesre esnek. (dbra) Ekkor az a oldalra felfekvGen
felvett befoglalo téglalap oldalaranya kozel 1. Ennél sokkal kisebb arédnytit lehet kapni,

ha c vagy d oldalakra felfekvd befoglalo téglalapot vizsgalunk. Az ardny ekkor kozelitSleg
1 lesz.
V2

28. abra. Paralelogramma esetén a két 29. dbra. Egy derékszog haromszéghoz
atlo nem derékszoget zar be egyméssal. kozeli négyszog esetén a leghosszabb ol-
Ekkor a hosszabbik atléval parhuzamos dallal parhuzamos oldali befoglalé tégla-
oldali befoglal6 téglalap nem extremalis. lap nem lesz extremalis.

16



6. Osszefoglalas

A dolgozatban konvex sikidomok alakfejl§désével foglalkoztam. ElGszor definidltam
az extremadlis téglalap fogalmat, mely egy sikidom esetén azt a befoglalo téglalapot jeloli,
melynek oldalaranya a lehet legszélsGségesebb. Ennek a fogalomnak a segitsdgavel mar
fel tudtam allitani egy diszkrét alakfejlédési rendszert: ennek az algoritmusa minden
lépéshen megkeresi a sikidom extremalis téglalapjat, és ennek oldalaival parhuzamosan
egy merGleges affinitast hajt végre a sikidomon gy, hogy az extremalis téglalapbol egy
elére rogzitett f oldalaranyu téglalap keletkezzen.

El6szor a haromszogek esetével foglalkoztam, ezen beliil azzal, mikor f = 1. Bebizo-
nyitottam, hogy az extremalis téglalap mindig a haromszog leghosszabb élére fekszik fel.
Ez utan megallapitasra keriilt egy rekurziv Osszefiiggés, mely a haromszoget jellemzé v
paraméter valtozasat irja le a transzformécioé egyetlen 1épése soran. Végeredményiil azt
kaptam, hogy tetszéleges alakzatbol kiindulva, a transzformaciot végtelen sokszor megis-
mételve, mindig egy adott haromszoghoz konvergél a sikidom. Ez a végleges alakzat egy
66,724 - 60,324 - 52,952 fokos haromszog.

Ezt kévetGen altalanos f értékekre vizsgaltam a haromszogeket. Ekkor A, B, C ese-
teket kellett megkiilonboztetni, attol fliggden, hogy a transzformacié hogyan formélja a
sikidomot. Meg lehetett allapitani, hogy A eset csak v/3/2 < f, Beset 0 < f < 1 és C eset
csak 0 < f < 4/3/2 esetén fordulhat els. Mindharom esetben meg lehetett allapitani a fix
alakzatot, f fiiggvényében. Azt is bemutattam, hogy tetszéleges kiindulasi haromszoget
felvéve, a transzforméciok sorozata fix alakzathoz viszi a sikidomot. A kiindulési harom-
sz0g alakja azt hatarozta meg, hogy milyen médon tart az alakzat a végleges forméhoz.
Lathattunk példat oszcillalo (A eset), monoton (B eset) konvergalasra, valamint arra is,
hogy véges sok lépésben éri el az alakzat a fix format (C eset).

A négy- és tébbcesucsu sikidomok vizsgalatanal néhany jellemz§ hasonlosag és eltérés
volt felfedezhets a haromszogek esetével. Fontos kiilonbség volt, hogy a négyszogek esetén
mar az f = 1 esetre is végtelen sokféle kiilonboz6 fix alakzat adédott. Emellett lehetett
latni, nincs olyan jol meghatarozhatdé mod az extremélis téglalap felvételére, mint ami a
haromszogeknél adodott. A leglényegesebb hasonlosag pedig az volt, hogy a haromszoghoz
kozeli, &m annal tobb cstucsi formék a haromszégeknél méar latott modon viselkedtek, azaz
a haromszogek esetén megfigyelhetd fix alakzathoz kozeli formahoz konvergaltak.

Osszegzésként elmondhato, hogy egy igen érdekes viselkedésii rendszert sikeriilt 1ét-
rehozni egy egészen egyszerdi geomteriai transzformaciéval. A rendszerben az alakzatok
fejlédése nem trividlis, méar haromszogek esetén sem.

A kutatas folytatasaként tobb célt is ki lehet tlizni. Az egyik a nagyobb csicsszama,
vagy sima sikidomok részletesebb vizsgélata, ezeket a dolgozat csak nagyon felszinesen,
vagy egyaltalan nem érintette. Masik cél lehet a modell diszkrét rendszerbdl folytonos
rendszerbe valo atiiltetése, és az igy létrejoves, vagy eltiing fix alakzatok figyelése. Har-
madik pont pedig a harom dimenzi6s altalanosités lehet, mellyel a val6saghoz kozelebbi
modellt kapunk. Reményeim szerint a jév6ben mindharom témaban el fogok tudni jobban
meriilni.
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