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Absztrakt

A matematikában különböz® felületek egzakt leírása, vizsgálata, illetve adott felté-

teleket kielégít® sima felületek létrehozása a di�erenciálgeometriai kutatások hom-

lokterében áll. Az adott peremek közé kifeszül® szappanhártya alakját leíró mini-

málfelület alakját leíró di�erenciálegyenletet J. L. Lagrange fedezte fel 1768-ban a

klasszikus variációszámítás módszereinek kidolgozása folyamán, azonban tényleges

megoldásokat csak a következ® évtizedekben írtak le. G. Monge bizonyította, hogy

a rögzített peremek közé kifeszíthet®, minimális felülettel rendelkez® sima felület

átlaggörbülete minden pontjában zérus [15]. A minimálfelületek általánosításaként

tekintsük azokat a felületeket, amelyekre minden pontban az átlaggörbület és a

Gauss-féle szorzatgörbület ugyanazon lineáris összefüggést elégíti ki. Ezen felülete-

ket J. Weingarten vizsgálta el®ször a XIX. század közepén [29, 26].

A dolgozatban egyrészr®l rámutatok arra, hogy a természetben meg�gyelhet® egyes

kopási folyamatokat (pl.: folyómederben kopó szikla felülete) leíró egyirányú Bloore

modell [2, 9] stacionárius megoldásai Weingarten felületek, és megfelel® feltételek

esetén a természeti formák közel Weingarten tulajdonságúak. Másrészr®l, ahogy a

minimálfelületek a dominánsan feszített szerkezet alakjával állnak összefüggésben,

úgy a Weingarten felületek is megfeleltethet®ek adott terheket membrán feszültsé-

gekkel ellensúlyozó felületeknek. Azt találjuk tehát, hogy a természetben fellelhet®

formák membrán er®játékú héjak geometriáját adják.

Kihasználva a fenti analógiát, dolgozatomban új formakeresési módszert mutatok

be, mely evolúciós algoritmusként, a Bloore operátor szimulációjával állítja el® a

minimálfelületet, illetve általános esetben a Weingarten felületet, rögzített peremek

esetén. Rámutatok arra, hogy a téglalap alakú számítási tartomány esetén a Dirich-

let peremek lehetnek inkompatibilisek a végs® megoldással, ez a szerkezeti mechani-

kában a sarkok körül kialakuló ún. peremzavar matematikai magyarázata. A teljes,

nemlineáris Bloore operátor szimulációja az er®s nemlinearitás miatt nem minden

esetben konvergens, azonban konvergencia esetén az elliptikus Monge-Ampère par-

ciális di�erenciálegyenlet megoldását kapjuk eredményül.
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1. Bevezetés

A geometriában egyes felületek egyszer¶ségüknél fogva kitüntetett szereppel bírnak,

például a gömb, a henger, a másodrend¶ felületek...stb. egyszer¶ összefüggések-

kel megadhatóak. Ezek az elemi formák ritkán jelennek meg természeti folyamatok

eredményeként, azaz a természetben gyakran bonyolultabb módon leírható felülete-

ket találunk. Hasonlóan, az építészet területén kiemelt membrán felületek a bels®

feszültségeloszlást követve, összetett formák. Dolgozatom középpontjában az ún.

lineáris Weingarten felületek vizsgálata áll. Ezeket felületeket az jellemzi, hogy

bármely felületi pontjukban az átlaggörbület és a szorzatgörbület ugyanazon line-

áris összefüggést elégíti ki. A dolgozatban rámutatok arra, hogy a természetben

dominánsan egyirányú ütközésekb®l származó formák, elegend® kopási id® esetén,

szolgálhatnak membránhéj fedések alakjaként. Továbbá módszert adok a Weingar-

ten felületek számítására és a további kutatások számára fogalmazok meg nyitott

kérdéseket.

1.1. Héjelméleti motiváció

A héjak és felületszerkezetek nagy múltra visszatekint® tartószerkezetek. A XX.

század els® felében széles körben használták ®ket, nagy él®munka igényük miatt

azonban a XX. század végére háttérbe szorultak. A héjépítés jeles képvisel®i voltak

Félix Candela, Wilhelm Flügge, Pier Luigi Nervi, Frei Otto, valamint Magyaror-

szágon például Pelikán József. A héjak felhasználása széleskör¶, például stadionok,

hangárok, egyéb nagy fesztávú terek lefedéseként, de akár födémszerkezetek kivál-

tásaként is [17]. El®nyük, hogy a kedvez® er®játék (közel hajlításmentes kereszt-

metszet) miatt érdemben vékonyabb, anyagtakarékosabb módon lehetséges építeni.

Hátrányuk az említett nagy él®munka igény. Napjainkban a technika fejl®désével

(pl.: robotizálás), valamint az el®regyártás térnyerésével egyre több esetben alkal-

maznak ismét héjszerkezetet. Korunk egyik jeles építésze, Marc Mimran például a

Montpellier TGV állomás térlefedését oldotta meg el®regyártott héjelemekb®l [16].

A dolgozatban említésre kerül® felületek mindegyike alkalmas a héjépítésre, mind-

egyiknek más el®nye van. A minimálfelületekben a feszültségeloszlás minden irány-

ban és a felület minden pontjában azonos. Ennek az az el®nye, hogy a héj kihasznált-

sága minden pontjában azonos. Ezeket a felületeket manapság leginkább el®feszített
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sátorszerkezetek esetében szokták alkalmazni [8].

Héjelméleti szempontból mindenképp fontos mérföldk®, valamint magyar vonatko-

zása miatt is megemlíthetjük a Pelikán-hártyákat, melyeket Pelikán József a BME

volt professzora fedezett fel. A Pelikán-hártyák olyan 'pszeudo-membrán' szerkeze-

tek, melyeknél a feszültségeloszlás feltételét nem a metszeter®kre írjuk fel, hanem

ezek vízszintes vetületeire, mégpedig úgy, hogy ezek legyenek azonos nagyságúak

[19]. A Pelikán-hártyákat (1. ábra) leginkább alakkeresési feladatokban lehet al-

kalmazni. Lapos héjak esetében ez a módszer jól közelíti a valódi er®játékot. A

módszer leginkább kézi számításoknál jelent®s, ugyanis így nagyban leegyszer¶södik

a számítás.

1. ábra. A frecheni Keramion Múzeum vasbeton héjszerkezete, amely egy Pelikán-
hártya.

1.2. Minimálfelületek történeti motivációja

A dolgozatban vizsgált Weingarten felületek felfoghatóak úgy, mint a minimálfelüle-

tek általánosításai. A minimálfelületek története az ókorig nyúlik vissza. Karthágó

városát i. e. 814-ben alapították a föníciai Türösz városából érkez® telepesek. A

hagyomány szerint a várost Dido (vagy Elissa) alapította. De hogyan is kapcsolódik

az ókor egyik legmeghatározóbb városa a minimálfelületekhez? A legenda szerint

Dido királyn® a numídiai Larbas királytól kért földet a letelepedéshez. Larbas vo-

nakodva ugyan, de belement abba, hogy egy akkora földterületet adjon Didonak,

amit egy ökör b®rével le tud keríteni. A leleményes királyn® ekkor az ökör b®rét

hosszú csíkokra vágta majd ezeket összekötve egy 4 km-es csíkot kapott, melyet fél-

kör alakban terített le. A királyn® intuitív módon találta meg az izoperimetrikus

probléma megoldását az euklideszi síkon (2. ábra). Ez a probléma gyakorlatilag azt

jelenti, hogy adott kerülettel rendelkez® objektumok között keressük a legnagyobb

terület¶t.
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2. ábra. Dido az izoperimetrikus tételt használja földvásárláshoz.

Az ókori Görögországban elterjedt szokás volt, hogy a földek parcellázásánál a ke-

rületeket mérték fel. Trója városában egy parcella 10200 lépés kerület¶ volt. A

ravasz földmér®k, akik ismerhették az izoperimetrikus probléma megoldását (heu-

risztikusan mindenképp), maguknak a legnagyobb parcellákat szánták. A turpis-

ságra aratáskor derült fény, amikor a földmér®k földjén termett termény aránya

sokkal nagyobb volt, mint az átlag. Ezen legendák miatt arra következtethetünk,

hogy az ókori görögök már foglalkoztak az izoperimetrikus problémával, valamint

az arab matematikus Abu Jafar al-Khazin összefoglalta korának minden tudását az

izoperimetrikus problémáról egyik m¶vében. Az izoperimetrikus tételt a történelem

során a legendákkal ellentétben bizonyítottan is használták. Nézzük meg a közép-

kori városok városfalait. Megfelel®en er®s városfal építése nagy költséget jelentett

mind nyersanyag felhasználás, mind munkaer® szintjén. Emiatt fontos volt, hogy

egy adott terület¶ várost minél kisebb kerület¶ városfallal tudjanak körülvenni. Így

természetes módon adódik, hogy sok középkori városfal félkör, kör alakú (3. ábra).

A minimálfelületek napjainkban is a di�erenciálgeometriai kutatások homlokterében

állnak, így érdemes lehet velük foglalkozni. Történetük messzire vezet vissza, ugyan-

is Leonard Euler 1776-ban fedezte fel az els® minimálfelületet (a síkot leszámítva). A

minimálfelületek kutatása koránt sem lezárt téma, ezt jól mutatják a közelmúltban

felfedezett minimálfelületek. H. Blaine Lawson például 1970-ben megmutatta, hogy

S3-ban minden génuszra létezik minimálfelület [14]. A közelmúlt egyik legnagyobb

minimálfelületekhez köthet® felfedezése az volt, mikor Webernek, Ho�mannak és

Wolfnak sikerült megtalálnia az els® 1 génuszú minimálfelületet [28]. Ennek a fe-

lületnek egy különlegessége, hogy ez egy beágyazott minimálfelület, melynek egyik

vége homeomorf a csavarfelület végével [3].
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3. ábra. Köln városa a középkorban.

2. Matematikai és mechanikai háttér

Ez a fejezet a téma megértéséhez szükséges de�níciókat és alapvet® matematikai

tételeket és mechanikai ismereteket foglalja össze.

2.1. Di�erenciálgeometriai alapok

2.1.1. Térgörbék és felületek görbülete

2.1. De�níció. Legyen S ⊆ R egy intervallum. Az f : S → R3 parametrizált görbe,

ha ∀s ∈ S-re f ′(s) ̸= 0 teljesül.

2.2. De�níció. Az f : S → R3 görbe sima, ha f ∈ C∞(S), azaz f folytonosan

végtelenszer di�erenciálható.

2.3. De�níció. F ⊂ R3 reguláris felület, ha ∀P ∈ F pontjához létezik a P ∈ V ⊂ R3

nyílt környezet és U ⊂ R2 nyílt halmaz, hogy megadható egy ϕ : U → V ∩F di�eren-

ciálható homeomor�zmus, ami immerzió. A ϕ leképzést a felület paraméterezésének

nevezzük.

A gömb jól ismert paraméterezése a hosszúsági és szélességi körök bevezetésével tör-

ténik. Ekkor a pólusok kivételével a gömb bármely pontja egyértelm¶en beazonosít-

ható a hosszúsági és szélességi fokok segítségével. A pólusokban viszont szingularitás

lép fel, hiszen ezek hosszúsági adata nem egyértelm¶. Ilyen értelemben a gömb a

pólusok körüli tetsz®legesen kicsiny ∆Fnorth és ∆Fsouth felületdarabok eltávolításával

tehet® reguláris felületté.

2.4. De�níció. Az f parametrizált görbe egy tetsz®leges pontjához tartozó k görbület

az adott ponthoz tartozó simulókör R sugarának reciproka: k = 1/R
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2.5. De�níció. Egy reguláris felület bels® pontjaiban a felület normális irányát tar-

talmazó módon, egymásra mer®leges irányokban metszve a metsz®síkokon keletkez®

görbék görbülete k1 és k2. Igazolható, hogy létezik legalább egy iránypár, ahol k1

maximális és k2 minimális. Ezen κ1 és κ2 görbületeket f®görbületeknek nevezzük.

2.1. Megjegyzés. Felületek esetében, amennyiben a P pont f®görbületeihez tartozó

simulóköröket tartalmazó gömbök középpontja a felület eltér® oldalán található, akkor

a f®görbületek el®jele különböz®. A f®görbület el®jele az ún. alakoperátor bevezeté-

sével egyértelm¶en de�niálható, de jelen munkában erre nem térek ki.

A reguláris felületek jól jellemezhet®ek a f®görbületekb®l származtatott mennyiségek

segítségével.

2.6. De�níció. Egy F reguláris felület egy adott P pontjának K Gauss- vagy szor-

zatgörbületén a κ1 és κ2 f®görbületek szorzatát értjük:

K = κ1κ2 (1)

2.7. De�níció. Egy F reguláris felület egy adott P pontjának H Minkowski- vagy

átlaggörbületén a κ1 és κ2 f®görbületek átlagát értjük:

H =
κ1 + κ2

2
(2)

2.8. De�níció. Egy F reguláris felület egy P pontja umbilikus, amennyiben a f®-

görbületei megegyeznek, azaz κ1 = κ2.

2.9. De�níció. Amennyiben egy F reguláris felület minden P pontjára teljesül, hogy

H = 0, akkor F egy minimálfelület.

2.10. De�níció. Amennyiben egy F reguláris felület minden P pontjára teljesül,

hogy H = c, ahol c ̸= 0 valós szám, akkor F egy általánosított minimálfelület.

A minimálfelületek részletes ismertetését, különböz® de�nícióit és példáit a függe-

lékben foglaltam össze. Ezek után tekintsük át, hogy hogyan tudjuk megkapni a

f®görbületeket a H átlag és a K szorzatgörbület felhasználásával.

2.1. Állítás. Egy F reguláris felület κ1 és κ2 f®görbületei a következ®képpen szá-

míthatóak H és K ismeretében:

κ1 = H +
√
H2 −K

κ2 = H −
√
H2 −K.
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Bizonyítás. Az (1) és (2) egyenletekben a κ1 és κ2 f®görbületeket ismeretlennek

tekintve és az egyenletrendszert megoldva az állítás következik.

2.2. Állítás. Az F reguláris felület egy P ∈ F pontja umbilikus, akkor és csak

akkor ha teljesül a következ® összefüggés:

H2 − K = 0

Bizonyítás. Az (1) és (2) egyenletekben segítségével fejtsük ki az állításban szerepl®

összefüggést:

(
κ1 + κ2

2

)2

− κ1κ2 = 0

κ2
1 + 2κ1κ2 + κ2

2 − 4κ1κ2

4
= 0

κ2
1 − 2κ1κ2 + κ2

2

4
= 0(

κ1 − κ2

2

)2

= 0

Ez csak akkor lehetséges, ha κ1 = κ2.

2.1.2. Izotrópikus geometria

Ebben az alfejezetben ismertetem az ún. izotrópikus geometria alapjait. Az izotró-

pikus geometria olyan felületek vizsgálatában nyújt segítséget, ahol egy kitüntetett

irány, esetünkben a függ®leges irány, kiemelt szerepet játszik [22, 24]. Az izotrópi-

kus geometriában a távolság, a szög és a görbület fogalma eltér az euklideszi geo-

metriában megszokottól. Ezen fogalmakat a felület vízszintes síkra vett mer®leges

vetületéb®l származtatjuk. A legegyszer¶bb egy ábrán szemléltetni a két geometria

közötti eltérést (4. ábra).

El®ször tekintsük a y = f(x) függvény egy P pontjában az érint® irányát! Az egyik

lehet®ség, hogy az érint® iránya nem más, mint az érint® egyenese és a referencia

tengely által bezárt α szög. Másik lehet®ség, hogy az érint® meredekségét ( dy
dx
) te-

kintjük az érint® irányának (4. ábra). Az els® lehet®séget vizsgálva arra juthatunk,

hogy a k görbület az α szög s ívhossz menti megváltozásával áll kapcsolatban, azaz

k = dα
ds
. Ez nem más, mint az Euklideszi geometria 2.4. de�nícióval adott görbü-

lete. Amennyiben az érint®t a meredekségével jellemezzük, akkor adódik, hogy a

meredekség megváltozása, azaz a görbület nem más, mint d2y
dx2 . A továbbiakban az
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4. ábra. Az érint® iránya és a görbület az Euklideszi és az izotrópikus geometriában.

izotrópikus mennyiségekre az (.)i jelölés utal. Ezek alapján egy y = f(x) síkgörbe

ki izotrópikus görbülete:

ki =
d2f

dx2
.

A konstrukcióból következik, hogy az izotrópikus geometria az Euler-Monge-féle

alakban megadható (ún. explicit) F felületek vizsgálatára használható, azaz

F : (x, y) 7→ (x, y, f(x, y)). (3)

Vezessük be az f(x, y) függvény M Hesse mátrixát:

M(f) :=

[
∂xxf ∂xyf

∂yxf ∂yyf

]
. (4)

Érdemes megjegyezni, hogy az izotrópikus geometriában az M mátrix felel meg

az Euklideszi térbe ágyazott, görbült felületet jellemz® Weingarten leképzés mát-

rixának. Az M mátrixról tudjuk, hogy valós, szimmetrikus mátrix. Következik,

hogy létezik legalább kett®, egymásra mer®leges sajátvektora. Ezeket a további-

akban i-f®irányoknak hívjuk. Az M mátrix maximális és minimális sajátértékeit

i-f®görbületeknek nevezzük, jelük: (κi
1, κ

i
2). Ezen mennyiségek segítségével egy, a

(3) összefüggéssel adott F felület izotrópikus átlag és Gauss görbülete származtat-

ható:
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2.11. De�níció. Az izotrópikus geometriában az F felület egy adott pontjának Ki

Gauss- vagy szorzatgörbületén az M Hesse mátrix determinánsát értjük:

Ki = detM = ∂xxf∂yyf − (∂xyf)
2 = κi

1κ
i
2. (5)

2.12. De�níció. Az izotrópikus geometriában az F felület egy adott pontjának H i

Minkowski vagy átlaggörbületén az M Hesse mátrix fél nyomát értjük:

H i =
1

2
Tr(M) =

1

2
(∂xxf + ∂yyf) =

1

2
∆f =

1

2
(κi

1 + κi
2). (6)

A 2.8., a 2.9., a 2.10. de�níciók és a 2.1., 2.2. állítások az izotrópikus geometri-

ában is értelmesek és érvényesek. Az egyértelm¶ség kedvéért a H i ≡ 0 feltételt

kielégít® felületet i-minimálfelületnek, a H i ≡ const feltételt kielégít® felületet pedig

általánosított i-minimálfelületnek nevezem a továbbiakban.

Egy, a (3) alakban megadható F felület Euklideszi geometria szerinti K és H gör-

bületei az izotrópikus megfelel®ik közötti kapcsolat a következ® módokon adható

meg:

2.13. De�níció. Egy F reguláris felület adott P pontjának K szorzatgörbülete a

K =
∂xxf∂yyf − (∂xyf)

2

(1 + (∂xf)2 + (∂yf)2)2
=

Ki

(1 + (∂xf)2 + (∂yf)2)2
(7)

összefüggést követi.

2.14. De�níció. Egy F reguláris felület adott P pontjának H átlaggörbülete a

H =
1

2

∂xxf(1 + (∂yf)
2 − 2∂xyf∂xf∂yf + ∂yyf(1 + (∂xf)

2)

(1 + (∂xf)2 + (∂yf)2)3/2
=

H i + 1
2
∇fM(f)∇f

(1 + (∂xf)2 + (∂yf)2)3/2

összefüggést követi, ahol

M(f) :=

[
∂yyf −∂xyf

−∂xyf ∂xxf

]
. (8)

Megjegyzés: Az iménti két kifejezés jól mutatja, hogy amennyiben ∂xf → 0 és

∂yf → 0, akkor K → Ki és H → H i. Mérnöki értelemben ez azt jelenti, hogy a

lapos héjaknál az izotrópikus geometria kis hibával közelíti az euklideszi geometria

szerint számított alakjellemz®ket. Ugyanakkor fontos kiemelni, hogy a dolgozatban

az izotrópikus geometriára nem az euklideszi geometria approximációjaként tekin-
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tek, hanem azt tetsz®legesen görbült felületekre is értelmezem és használom.

A K és H, illetve a Ki és H i mennyiségek nem csak az egyes felületi pontokat jel-

lemzik, hanem eloszlásuk a felület mentén jól jellemzi a felületet. Például, a gömb

minden pontjában K és H egyaránt konstans mennyiségek. A dolgozatban els®sor-

ban olyan felületeket vizsgál, ahol a K és H, illetve Ki és H i a felület pontjaiban

kiértékelve lineáris összefüggést követnek. Ezért vizsgálataim eredményét a K −H,

illetve a Ki −H i síkokon mutatom be.

2.2. A K −H és K i −H i síkok

Láttuk, hogy egy reguláris felületet minden pontjában jellemezhetünk a κ1 és κ2

f®görbületeivel. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy a κ1 ≥ κ2

reláció teljesül. El®ször vizsgáljuk azt az esetet, ha κ1 ≥ 0 és κ2 ≥ 0! Ekkor

tekintsük a f®görbületek számtani és mértani közepét! Jól ismert, hogy a számtani és

a mértani közepek között fennáll a következ® egyenl®tlenség, amit az alábbi levezetés

is igazol:

κ1 + κ2

2
⩾

√
κ1κ2(

κ1 + κ2

2

)2

⩾ κ1κ2

κ2
1 + 2κ1κ2 + κ2

2

4
⩾ κ1κ2

κ2
1 − 2κ1κ2 + κ2

2

4
⩾ 0

κ2
1 − 2κ1κ2 + κ2

2 ⩾ 0

(κ1 − κ2)
2 ⩾ 0

Az egyenl®tlenség rendezése után azt kapjuk, hogy a bal oldalon egy teljes négyzet

szerepel, mely mindig nagyobb egyenl® mint 0. Továbbá, azt találjuk, hogy az

egyenl®ség pontosan akkor teljesül, ha κ1 = κ2. A 2.7. és 2.6. de�níciók alapján

tehát

H ≥
√
K.

Amennyiben κ1 ≤ 0 és κ2 ≤ 0, akkor a fenti érveléshez hasonló módon igazolható,

hogy

−H ≥
√
K.
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Végezetül, legyen κ1 > 0 és κ2 ≤ 0, azaz K ≤ 0. Ekkor elemi eszközökkel belátható,

hogy az (1) és (2) egyenletek megoldása egy másodfokú egyenlet megoldását követeli

meg. Ezen egyenlet diszkriminánsa bármely H ∈ R és K < 0 választása esetén

pozitív, azaz létezik olyan κ1 > 0 és κ2 ≤ 0, ami a választott H és K értékeket adja.

Ezzel beláttuk, hogy a

P : H2 = K

parabolán kívül a K−H és Ki−H i síkok bármely pontja jellemezhet felületi pontot.

A H2 < K tartomány pontjainak pedig nem felelhet meg F egyetlen felületi pontja

sem. Azt találjuk tehát, hogy a 2.8. de�níció szerinti umbilikus pontok a P parabola

mentén helyezkednek el, és a H2 < K egyenl®tlenséggel jellemezhet® tartományban

nem lehet felületi pont. Ezt a tartományt a 5. ábrán és a további ábrákon lila szín

jelöli. A fenti érvelés a H i ésKi izotrópikus görbületekre hasonló módon vonatkozik.

5. ábra. A gömb, a henger és a katenoid a K −H síkon.

A K −H síkon minden reguláris felület egy zárt ponthalmaznak felel meg. Tekint-

sünk három egyszer¶ példát (lásd az 5. ábrán):

� Gömb. A gömb minden pontjában minden irány f®irány, a simulókör sugara

pedig minden esetben a gömb sugara. Így könnyen látható, hogy a κ1 = κ2 =
1
R
. Ebb®l következik, hogy a gömb átlaggörbülete H = 1

R
, Gauss-görbülete

pedig K = 1
R2 . Egységgömb esetén R = 1 miatt KG = 1 és HG = 1. ábrázolva
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a gömb minden pontját a K − H térben azt látjuk, hogy ezek mindegyike

umbilikus, mind a P parabola (1, 1) pontjának felel meg.

� Hengerpalást. Egységsugarú hengert feltételezve az egyik f®görbület κ1 = 1,

a másik κ2 = 0, mivel az egyenes alkotó simulókörének R sugara R = ∞.

Ezáltal az átlaggörbülete H = 1
2
, a szorzatgörbülete pedig K = 0. Mivel ezen

értékek a hengerpalást minden pontjában állandók így a hengerpalást a K−H

síkon a (0, 0.5) pontnak felel meg. Ez nem esik rá a P parabolára, a pontok

nem umbilikusak.

� Minimálfelület. A 2.9. de�níció alapján egy minimálfelület a H = 0 egye-

nesre es® szakasznak feleltethet® meg. Az 5. ábrán a katenoidnak megfelel®

ponthalmazt ábrázolom, az egyéb minimálfelületek ismertetése a függelékben

található.

6. ábra. Különböz® felületek osztályozása a K-H síkon.

Vegyük észre, hogy amennyiben egy felület egy ponttal jellemezhet® a K−H síkon,

akkor alapvet®en két eset lehetséges:

� A felület csupa umbilikus pontból áll, mert rajta van a P parabolán (erre példa

a gömb),

� A felületnek nincs umbilikus pontja, mert a P parabolán kívül helyezkedik el

(erre példa a hengerpalást).

Amennyiben egy felületnek egyenes felel meg a K −H síkon, az osztályozás össze-

tettebbé válik. Itt bevezetek egy, a K −H síkon található szakaszok osztályozására

szolgáló módszert, amit táblázatban foglalok össze. A táblázat három sorból és két

oszlopból áll. Az oszlopok azt jelölik, hogy a felületnek létezik-e umbilikus pontja,

vagy nem (U, N). A sorok pedig a felületekhez rendelhet® szakasz e egyenesének

viszonyát rögzítik a P parabolához képest. Az A esetben az e egyenes metszi, a B
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esetben érinti, a C esetben pedig elkerüli a parabolát. Az osztályozáshoz szükséges,

hogy a felületet egy nem nullmérték¶ szakasz jellemezze a K − H síkon. Például

egy umbilikus pont nélküli minimálfelületet az (A,N) osztályba tudunk sorolni, míg

egy olyan minimálfelület, amelynek van a κ1 = κ2 = 0 összefüggést kielégít® pontja

az (A,U) osztályba sorolható.

Ezek után szemléltessük a különbséget az euklideszi geometria és az izotrópikus

geometria között! Célunk olyan felületek konstruálása, melyek a Ki − H i síkon

ugyanott helyezkednek el, mint az 5. ábrán szerepl® gömb, henger és katenoid a

K−H síkon. Kezdjük a gömbnek megfeleltethet® felülettel. A gömb minden pontja a

K−H síkon az (1, 1) pontban található. Tehát egy olyan felületet kell konstruálnunk,

melynek az izotrópikus és az euklideszi geometriában az átlag és szorzatgörbülete

egyaránt 1 minden pontjában.

Legyen F1 a (3) összefüggésnek megfelel® felület. Elvárásaink a 2.11. és 2.12. de�-

níciók szerint tehát

H i =
1

2
∆f = 1 ∧ Ki = det(M) = 1

∂xxf + ∂yyf = 2 ∧ ∂xxf∂yyf − (∂xyf)
2 = 1

2.3. Állítás. Az f(x, y) = 1
2
x2 + 1

2
y2 függvénnyel meghatározott F1 felület kielégíti

az elvárásokat.

Bizonyítás. Számoljuk ki a parciális deriváltakat! ∂xf = x, ∂yf = y, ∂xxf = 1,

∂yyf = 1 és ∂xyf = 0. Ezekb®l következik, hogy:

H i = 1 ∧ Ki = 1 ∀(x, y) ∈ Domf

Amennyiben a henger izotrópikus megfelel®jét keressük, akkor a (3) összefüggésnek

megfelel® F2 felülettel szembeni elvárások:

H i =
1

2
∆f =

1

2
∧ Ki = det(M) = 0

∂xxf + ∂yyf = 1 ∧ ∂xxf∂yyf − (∂xyf)
2 = 0

2.4. Állítás. Az f(x, y) = 1
2
x2 + y függvénnyel meghatározott F2 felület kielégíti

ezen elvárásokat.
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Bizonyítás. Számoljuk ki a parciális deriváltakat! ∂xf = x, ∂yf = 1, ∂xxf = 1,

∂yyf = 0 és ∂xyf = 0. Ezekb®l következik, hogy:

H i = 1 ∧ Ki = 0 ∀(x, y) ∈ Domf

Végül keressük meg azt a felületet, amely megfeleltethet® a katenoidnak. Egyszer¶-

sítésként célunk egy vízszintes szakasz létrehozása a Ki −H i síkon, következ®képp:

H i =
1

2
∆f = 0

∂xxf + ∂yyf = 0

∂xxf = −∂yyf

7. ábra. A gömb, a henger és a minimálfelület megfelel®i az izotrópikus Ki − H i

síkon.

2.5. Állítás. Az f(x, y) = 1
2
x2y− 1

6
y3 függvénnyel meghatározott F3 felület kielégíti

ezen elvárásokat.
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Bizonyítás. Számoljuk ki a parciális deriváltakat!

∂x =
1

2
2xy = xy

∂y =
1

2
x2 − 1

6
3y2

∂xx = y

∂yy = 0− 1

6
6y = −y

∂xy = x

Ezekb®l következik, hogy:

H i = 0 ∀(x, y) ∈ Domf

A három, imént konstruált felületet a 7. ábra mutatja be a Ki −H i síkon.

Megjegyzés: A K−H sík alkalmas arra is, hogy a felületek jól ismert, szorzatgör-

bület szerinti osztályozását bemutassuk. A K < 0 félsíkon a hiperbolikus, a K > 0

félsíkon az elliptikus, míg a K = 0 egyenesen a parabolikus felületek találhatók. Ezt

a 8. ábrán mutatom be. Vegyük észre, hogy az izotrópikus és euklideszi geometriá-

ban a felületi pontok szorzatgörbületének el®jele, így a felületi pontok osztályozása

K, illetve Ki szerint megegyezik, ahogy azt a (7) összefüggés is mutatja.

A fentiek ismeretében adódik a K−H, illetve Ki−H i síkok nem zérus meredekség¶

egyeneseinek megfelel® felületek bevezetése, amit a következ® alfejezetben teszek

meg.

2.3. Lineáris Weingarten-felületek

A K − H síkon egyenesnek megfeleltethet® felületek az úgynevezett Weingarten-

felületek. Nevüket Julius Weingartenr®l kapták, arról aki el®ször tanulmányozta

®ket. Kutatásai során jelent®s eredményeket ért el. Belátta, hogy egy Weingarten-

felület f®görbületeihez tartozó körök középpontjainak halmaza izometrikus egy olyan

forgásfelülettel, amit az f(κ1, κ2) = 0 görbületi összefüggés határoz meg [29, 30].

A Weingarten-felületek osztályozása és vizsgálata a mai napig sem zárult le. Fel-

használásuk az alkalmazások szempontjából is jelent®s. Például jelen dolgozat a

membrán héjak elméletében játszott szerepükre mutat rá.
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8. ábra. Felületek osztályozása aK−H síkon a pontjainak szorzatgörbületük szerint.

2.15. De�níció. Egy W reguláris felület Weingarten felület (a továbbiakban: W-

felület), ha a (κ1, κ2) f®görbületei, valamint a H átlag és K szorzatgörbületük alapján

a következ®képp karakterizálhatók:

f(κ1, κ2) = 0 vagy g(H,K) = 0

ahol f : R×R → R és g : R×R → R elegend®en sima, kétváltozós függvények. [20]

2.16. De�níció. Egy W reguláris felület lineáris Weingarten felület (a továbbiakban

LW felület), ha a 2.15. de�nícióban g(., .) lineáris, azaz α, β, γ ∈ R konstansokra a

felület minden pontjában fennáll az

α + βH + γK = 0 (9)

egyenlet [5].

Megjegyzés: Azok a felületek, melyeknek konstans a H átlaggörbülete, azok mind

LW felületek, hiszen γ = 0 választással kielégítik a (9) egyenletet. Láttuk, hogy

H ≡ 0 esetén minimálfelületekr®l, H ≡ const esetben pedig általánosított minimál-

felületekr®l beszélünk. Ennek nyomán gondolhatunk úgy az LW felületekre, mint a

minimálfelületek egy további általánosítására.

Az el®z® fejezetben már bevezettem az izotrópikus geometriát. Ezek után termé-
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szetes módon jön el® a kérdés, hogy érdemes-e az izotrópikus lineáris Weingarten

felületekkel foglalkozni? A válasz a kérdésre az, hogy igen, mert az építészetben

használt membrán felületek alakja függ®leges teher alatt éppen egy izotrópikus li-

neáris Weingarten felület. Ezt a következ® rész tárgyalja részletesen, el®tte még

szükséges a következ® rögzítése:

2.17. De�níció. Egy W reguláris felület izotrópikus lineáris Weingarten felület (a

továbbiakban i-LW), ha a, b, c ∈ R konstansokra a felület minden pontjában teljesül

az

a+ bH i + cKi = 0 (10)

egyenlet [26].

Megjegyzés: Amíg a minimálfelületek és az általánosított minimálfelületek csak A

típusúak lehetnek a bevezetett osztályozás (6. ábra) szerint, addig az LW és i-LW

felületek a táblázat bármely mez®jébe eshetnek.

2.4. Mechanikai, héjelméleti alapok

Ebben a részben a membránhéjak alakját és az LW, illetve i-LW felületek kapcso-

latát foglalom össze. Tekintsük el®ször a héjszerkezeteket. Héj alatt egy olyan

felületszerkezetet értünk, melynek vastagsága a többi kiterjedéséhez képest érdem-

ben kisebb, térbeli középfelületük görbült. Terhük lehet a felületre mer®leges, vagy

adott irányú (pl.: gravitációs) teher. A terhek hatására a felület érint®síkjában

normál- és nyíróer®k, arra mer®legesen pedig nyíróer®k, hajlító- és csavarónyomaté-

kok ébrednek. Általános esetben tehát a héjak síkjukban tárcsaként, az érint®síkra

mer®legesen pedig lemezként viselkednek, azaz a tér minden irányában van merev-

ségük. A héjszerkezetek speciális csoportját jelentik a hajlításmentes héjak, vagy

más néven membránhéjak. A membránhéjakon belül különös jelent®séggel bírnak a

nyírásmentes hártyafelületek.

2.4.1. A membránhéjak egyensúlyáról

Vizsgáljunk egy adott terhelés alatt membránhéjként viselked® szerkezetet! Általá-

nos esetben egy 2v vastagságú héjat a középfelületével adunk meg. Az [x, y] sík felett

a középfelületet a z = f(x, y) függvény írja le. Membránhéjak esetében az egyen-

súlyt az érint®síkban fellép® normáler® és nyíróer® komponensek biztosítják [27].

Ezeket a középfelületen értelmezzük. Tekintsük a héj egy kis kiemelt elemét, mely-

re ható megoszló teher komponensei az xy-sík egységnyi területére vetítve rendre
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qx, qy, qz. Követve a 9. ábra jelöléseit, az elem egyensúlyi egyenletei a következ®ként

írhatók fel:

9. ábra. Feszültségek értelmezése egy felületdarabon. A [27] publikáció ábrája.

∂Nx

∂x
+

∂Nyx

∂y
+ qx = 0, (11)

∂Nxy

∂x
+

∂Ny

∂y
+ qy = 0, (12)

∂

∂x

(
Nx

∂f

∂x
+Nxy

∂f

∂y

)
+

∂

∂y

(
Ny

∂f

∂y
+Nxy

∂f

∂x

)
− qz = 0. (13)

Amennyiben csak függ®leges teher hat a szerkezeten (qx = qy = 0) és kihasználva,

hogyNxy = Nyx, következik, hogy az (11)-(13) egyenletrendszer a következ® alakban

írható:

divN = 0, (14)

div(N∇f) = qz. (15)

Kihasználva a (14) összefüggést, a (15) a következ® alakra egyszer¶södik:

Nx
∂2f

∂x2
+ 2Nxy

∂2f

∂x∂y
+Ny

∂2f

∂y2
= qz. (16)

17



Követve [26] levezetését, tegyük fel, hogy az z = f(x, y) felület a (10) összefüggést

követi. Megmutatjuk, hogy az

N = − qz
2a

(bI + cM(f)) (17)

függvénnyel adott vetületi feszültségek kielégítik a (14) és (16) egyensúlyi egyenle-

teket, ahol I a 2× 2-es egységmátrix és M(f) a (8) összefüggés szerinti mátrix.

A vetületi egyensúly számítása a (17) vetületi er®kre:

divN = div
(
− qz
2a

(bI + cM(f))
)
= div

(
−qzc

2a
(M(f))

)
= −qzc

2a

[
∂yyxf − ∂xyyf

−∂xyxf + ∂xxyf

]
=

[
0

0

]
.

A nyomatéki egyensúly igazolása a (16) összefüggés alapján pedig:

Nx
∂2f

∂x2
+ 2Nxy

∂2f

∂x∂y
+Ny

∂2f

∂y2
= qz,

− qz
2a

(b+ c∂yyf)∂xxf − 2
qz
2a

(c∂xyf)∂xyf − qz
2a

(b+ c∂xxf)∂yyf = qz,

−a− b

2
(∂xxf + ∂yyf)− c(∂xxf∂yyf − ∂xyf∂xyf) = 0,

−a− bH i − cKi = 0,

ami éppen az i-LW felületet de�niáló összefüggéssel, azaz a (10) egyenlettel egye-

zik meg. Azt találtuk tehát, hogy állandó, függ®leges teherrel terhelt i-LW felület

membránhéjként viseli a terheit, bels® er®i a (17) összefüggést követik. Vegyük ész-

re, hogy a megoldás c = 0 esetén is érvényes. Ebben az esetben a felület nem más,

mint az általánosított i-minimálfelület. A [26] publikáció alapján az általánosított

i-minimálfelületek azonosak a Szilárdságtani és Tartószerkezeti Tanszék professzora

után Pelikán-hártyának nevezett felületekkel [19].

2.6. Állítás. Egy függ®legesen megoszló, állandó nagyságú qz teherrel terhelt i-LW

felület alakja nem függ a teher nagyságától, minden qz ̸= 0 teherre membránhéjként

viselkedik.

Bizonyítás. Az (14)-(15) egyensúlyi egyenletekb®l qz kiemelhet®, így azok qz értéké-

t®l függetlenül teljesülnek, vagy nem teljesülnek.

Érdemes megemlíteni, hogy amennyiben a q teher nem függ®leges, hanem állandó

hidrosztatikus nyomás, akkor az LW felület egyensúlyi megoldást ad [23]. Többek

között az ebben a részben bemutatott mechanikai motiváció mutatja, hogy rögzített
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peremekre illeszked® LW és i-LW felületek számítása nem csak az elmélet, hanem a

gyakorlat számára is fontos kérdés. Ennek nehézségére mutat rá a következ® rész.

2.5. A Monge-Ampére egyenlet

A (valós) Monge-Ampére egyenlet egy nemlineáris, másodrend¶ parciális di�erenci-

álegyenlet (PDE), kétváltozós u(x, y) ismeretlen esetén az M(u) Hesse mátrix de-

terminánsát tartalmazza. Jelölje Ω ⊂ R2 az u függvény értelmezési tartományát és

∂Ω ennek határát!

2.18. De�níció. A következ® egyenletet, Monge-Ampére egyenletnek nevezzük:detM(u(x, y)) + p∆u(x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = g(x, y) (x, y) ∈ ∂Ω
(18)

ahol p ∈ R rögzített paraméter, f(., .) és g(., .) elegend®en sima függvények, M(.) a

Hesse-mátrixot jelöli és ∆(.) a Laplace operátor [13].

2.19. De�níció. Egy u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) klasszikus megoldása a Monge-Ampére

egyenletnek, amennyiben kielégíti a (18) peremérték feladatot minden (x, y) ∈ Ω.

Fontos kiemelni, hogy ellentétben a Dirichlet peremfeltétellel ellátott ∆u = f(x, y)

Laplace egyenlettel, az elliptikus Monge-Ampére egyenletnek Dirichlet peremfeltéte-

lek mellett sem feltétlenül létezik klasszikus megoldása. Amennyiben létezik, akkor

sem garantálható, hogy ez az egyetlen megoldás.

A Monge-Ampére egyenlet számos helyen el®fordul geometriai alkalmazások terén,

a teljesség igénye nélkül ezek közül néhány példa: re�ektor tervezési probléma, a�n

plateaui probléma, stb. Vegyük észre, hogy az i-LW felület és lényegében az LW fe-

lület számítása is, a Monge-Ampére egyenlet megoldását követeli meg. Az egyenlet

nehézsége abban rejlik, hogy a (4) összefüggés szerint az M Hesse mátrix determi-

nánsa a másodrend¶ deriváltak nemlineáris függvénye, és ezek egyben az egyenletben

el®forduló legmagasabb rend¶ deriváltak (azaz az egyenlet nem alakítható át kvázi-

lineáris PDE-té). Monge-Ampére egyenlet megoldásainak klasszi�kációja, illetve

megbízható numerikus eljárások fejlesztése a mai napig aktívan kutatott terület.

Egy lehetséges módszer az elliptikus Monge-Ampére típusú di�erenciálegyenletek

megoldásának numerikus approximációjára a [6] cikkben b®vebben bemutatott ún.

nyeregpont formulációs eljárás alkalmazása iteratív Lagrange közelítéssel. A szerz®-

párosnak egy másik, kis numerikus hibával rendelkez® megoldási módszere a legki-

sebb négyzetekkel történ® közelítés [7]. További megoldási módszerek (véges di�e-
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renciák módszere, iteratív megoldás Poisson egyenletek sorozataként) pedig az [1]

cikkben találhatók.

Az irodalmi példákkal szemben dolgozatomban egy olyan megoldási irányt javaslok,

amelyben egy id®függ® evolúciós egyenlet stacionárius megoldásaként állnak el® a

peremük mentén adott, de egyébkét ismeretlen LW és i-LW felületek. Az alkalmazni

kívánt evolúciós egyenletet a következ® rész mutatja be.

2.6. A Bloore egyenlet

A morfológia területén a felületek id®beni változását gyakran a reguláris F felület

tetsz®leges P pontjában vett n normális irányú v sebességgel adják meg. Egyes

�zikai folyamatokban a v sebesség a felület K és H görbületeinek függvénye. Az

evolúciós egyenlet, valójában egy PDE, egyszer¶ alakban tehát így írható:

v = f(H,K),

ahol az f : R × R → R, elegend®en reguláris függvényt szokás kopási törvénynek

is nevezni. Kavicsok kopását vizsgálva F.J. Bloore általánosította W. J. Firey mo-

delljét [12]. Bloore modelljében a v kopási sebesség a K és H görbületek lineáris

függvénye, azaz

v = c1 + c2H + c3K,

ahol c1, c2 és c3 rögzített (kopási modellekben nemnegatív) valós számok [2].

A Bloore egyenlet egy gömbbel homeomorf K test kopását írja le, alkalmas például

véges méret¶ részecskékkel koptatott kavicsok alakfejl®désének vizsgálatára [18]. A

[9, 25] cikkekben egy olyan modellt mutatnak be, amely valós geo�zikai kontextusban

írja le lamináris áramlással koptatott sziklák kopási folyamatát. A modell a Bloore

egyenletet olyan módon írja fel, hogy az az egyirányból érkez® ütközések koptató

hatását approximálja. Ekkor az Ω ⊂ R2 értelmezési tartomány feletti z = f(t, x, y)

függvény id®fejl®dését a következ® PDE határozza meg:

∂z

∂t
=

∂f

∂t
= c1 + c2H(f) + c3K(f). (19)

Ezt az egyenletet megfelel® kezdeti és peremfeltételekkel ellátva az egyirányú Bloore

folyamot de�niálja.

2.20. De�níció. Az Ω tartomány felett értelmezett azon F felületet, amely minden

(x, y) ∈ Ωa pontjában kielégíti a c1 + c2H + c3K = 0 összefüggést a (19) egyirányú
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Bloore egyenlet stacionárius megoldásának nevezzük.

Mint látjuk, az egyirányú Bloore egyenlet stacionárius megoldása a (9) egyenlettel

de�niált LW felület Ω felett, α = c1, β = c2, γ = c3 megfeleltetés mellett.

Analóg módon, az izotrópikus geometria egyirányú Bloore egyenlete a következ®

PDE segítségével adható meg:

∂z

∂t
=

∂f

∂t
:= c1 + c2H

i(f) + c3K
i(f). (20)

Ezen egyenlet stacionárius megoldása nem más, mint a (10) egyenlettel de�niált

i-LW felület Ω felett, a = c1, b = c2, c = c3 megfeleltetés mellett.
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3. Modell és új eredmények

Mint láttuk, a minimálfelületek, az általánosított minimálfelületek és a lineáris We-

ingarten felületek kiemelt szerepet játszanak nem csak a geometria, hanem a memb-

ránhéjak elméletében is. Ezért lényeges kérdés ezen felületek numerikus el®állítása.

Célunk rögzített peremek közé illeszthet® LW és i-LW felületek közelít® számítása.

Az irodalomban több módszer is található erre a célra, de nem tudunk olyan megol-

dásról, ami alakevolúció segítségével állítana el® lineáris Weingarten felületeket. A

következ®kben egy ilyen módszert mutatok be.

3.1. A modell leírása

Munkánk során csak négyzetes Ω értelmezési tartománnyal dolgoztunk, ezért jelölje

Ωa a 2a oldalú, origó középpontú négyzetet, azaz Ωa := [−a, a]× [−a, a]. A négyzet

határát jelölje ∂Ωa! Az Ωa tartomány felett de�niált f0 felületb®l indulunk ki, és

azt az egyirányú Bloore egyenlettel (a (19), vagy a (20) számú egyenlet) fejlesztjük.

Formálisan mind a klasszikus, mind az izotrópikus feladat megadható a következ®

alakban: 
∂f

∂t
= F (∇f, ∇2f) f(t, x, y) ∈ R+ × Ωa

f(0, x, y) = f0(x, y) f0(x, y) ∈ Ωa

f(t, x, y)|∂Ωa = G(x, y)|∂Ωa

(21)

ahol f0, F (., .) és G(., .) elegend®en reguláris függvények. A 2.6. alfejezet szerint

a (21) kezdeti-peremértékfeladat stacionárius megoldásait keressük. Az id® szerinti

diszkretizálást az implicit Euler séma használatával hajtjuk végre. Legyen δt ele-

gend®en kicsiny, pozitív, rögzített konstans. A numerikus eljárás konvergenciájának

javítása végett célunk, hogy az Euler séma használatakor az egyenlet bal oldalán

egy elliptikus, lineáris operátor szerepeljen. Ezért az egyenlet mindkét oldalából

kivonjuk az 1
2
c2∆f tagot. Ekkor két, egymást követ® id®lépés f t+1 és f t megoldásai

között a numerikus módszer a következ® módon teremt kapcsolatot:

f t+1 − f t

δt
− 1

2
c2∆f t+1 = F (f t,∇f t, ∇2f t)− 1

2
c2∆f t.

Átrendezve:

f t+1 − 1

2
c2∆f t+1 δt = f t + F (f t,∇f t, ∇2f t) δt− 1

2
c2∆f t δt.
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Így az összefüggés bal oldalán található a (t + 1)-edik id®pillanathoz tartozó isme-

retlen, a jobb oldalon pedig ismert mennyiségek. Olyan megoldást keresünk, ami

kielégíti a feladat peremfeltételeit. A megoldást a MATLAB-hoz [11] fejlesztett

Chebfun Toolbox [10] operátor szintaxisának használatával számítjuk. A Chebfun

a függvényeket csonkolt Csebisev sorukkal reprezentálja.

A kifejlesztett kódban két különböz® di�erenciálegyenletet tudunk megoldani. Az el-

s® az izotrópikus feladat megoldását keresi, azaz a (20) összefüggés alapján írhatjuk,

hogy F (f t,∇f t, ∇2f t) = c1 + c2H
i(f t) + c3K

i(f t). Rendezve:

f t+1 − 1

2
c2∆f t+1 δt = f t + c1 δt + c3K

i(f t)δt.

Vegyük észre, hogy az izotrópikus esetben a H i átlaggörbületnek megfelel® tag teljes

egészében az egyenlet bal oldalán található. A 2.11. de�níció nyomán tehát a

következ® egyenletet szimuláljuk:

f t+1 − c2
1

2
∆f t+1 δt = f t + c1 δt + c3(f

t
xxf

t
yy − f t

xyf
t
xy)δt (22)

f t és a peremfeltételek ismeretében ez az egyenlet ft+1-re megoldható.

A második megoldási lehet®ség a klasszikus, egyirányú Bloore egyenletet szimulál-

ja, azaz az izotrópikus Gauss- és Minkowski-görbületeket lecseréljük az euklideszi

párjaikra. Tehát F (f t,∇f t, ∇2f t) = c1 + c2H(f t) + c3K(f t). Ezzel a megoldandó

feladat érdemben bonyolódik, hiszen az átlaggörbület nem egyezik meg az 1
2
c2∆f

kifejezéssel és az egyenletnek nincs olyan lineáris része, ami a bal oldalra átvihet®

lenne. Ezért a numerikus módszer a következ® egyenleten alapul:

f t+1 − 1

2
c2∆f t+1 δt = ft + c1 δt+ c2H(f t) δt + c3K(f t) δt − 1

2
c2∆f t δt, (23)

ahol H(f t) és K(f t) az euklideszi átlag és szorzatgörbületet jelenti f t függvényében,

és c1, c2, c3 ∈ R.

3.1.1. Az f0 kezdeti felület

Az el®z® részben szerepl® numerikus módszert a dolgozatomban való vizsgálódás

során mindig ugyanazon f0 testb®l kiindulva kezdjük futtatni. Ez a test egy fél el-

lipszoid. A választásnak több oka van. Egyrészr®l az ellipszoid egy másodrend¶ felü-

let, ezáltal különböz® programokban egyszer¶en ábrázolható. Jól paraméterezhet®,
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tengelyarányait könnyen tudjuk változtatni ráadásul több geometriai tulajdonsága

egyszer¶en meghatározható. Másrészr®l, az ellipszoid választását indokolja, hogy az

osztályozási rendszerünkben fontos szerepet kapnak az umbilikus pontok és az ellip-

szoid umbilikus pontja könnyen számítható. Tekintsük egy valós ellipszoid általános

egyenletét:

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

ahol a, b, c ∈ R+, valamint a, b, c az ellipszoid féltengelyeinek hosszait jelölik. Ala-

kítsuk át a fenti egyenletet:

z2

c2
= 1− x2

a2
− y2

b2

z2 = c2 − c2
x2

a2
− c2

y2

b2

f0 = z =

√
c2 − c2

x2

a2
− c2

y2

b2

Mivel a négyzetgyökvonásnál csak a pozitív gyököt vesszük �gyelembe, így meg-

kaptuk annak a fél ellipszoidnak az egyenletét, amit a numerikus kódban használni

fogok. A féltengelyeink hosszai legyenek rendre:

a = 2.0, b = 2.5, c = 5.0

3.1. Tétel. Minden valós ellipszoidnak létezik legalább négy umbilikus pontja.

Bizonyítás. A [21] publikáció tartalmazza.

Amennyiben egy ellipszoid féltengelyeire igaz a következ® összefüggés: c > b > a ,

akkor az ellipszoid umbilikus pontjainak (xu, yu, zu) koordinátáját megkaphatjuk a

következ®képp [21]:

xu = ±a

√
b2 − a2

c2 − a2
, yu = 0, zu = ±c

√
c2 − b2

c2 − a2

Mivel euklideszi geometriában ismerjük, hogy hol található egy ellipszis umbilikus

pontja, ráadásul tudható, hogy legalább négy található az ellipszisünkön, termé-

szetesen adódik a kérdés, hogy izotrópikus geometriában is ugyanazok lesznek-e az

umbilikus pontok, valamint, hogy a számuk megegyezik-e?
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10. ábra. Az f0 függvény: egy félellipszoid, a felület U1 és U2 umbilikus pontjait
pirossal jelöltem.

A 2.2. állítás alapján tekintsük a következ® összefüggést:

(H i)2 −Ki = 0

Fejtsük ki a tagjait de�níció szerint:

(H i)2 =

(
1

2
∆f

)2

=
1

4
(∂xxf + ∂yyf)

2 =
1

4
((∂xxf)

2 + 2∂xxf∂yyf + (∂yyf)
2)

Ki = ∂xxf∂yyf − (∂xyf)
2

Összegezve az el®z®eket a következ® állítást kapjuk:

3.1. Állítás. Egy F reguláris felület egy P ∈ F pontja izotrópikusan umbilikus, ha

teljesül a következ® összefüggés:

1

4
((∂xxf)

2 + 2∂xxf∂yyf + (∂yyf)
2) − ∂xxf∂yyf + (∂xyf)

2 = 0 (24)

Bizonyítás. A 2.2. állításból és a fenti levezetésb®l triviálisan következik.

A numerikus kísérleteink során szükségünk lesz a felületünk adott pontjaiban az
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átlag és szorzatgörbületeire mind euklideszi, mind izotrópikus geometriában, ehhez

szükségünk van a felületünk parciális deriváltjaira:

f(x, y) =

√
c2 − c2

x2

a2
− c2

y2

b2

∂xf =
1

2

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 1
2
(
−2c2x

a2

)
∂yf =

1

2

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 1
2
(
−2c2y

b2

)
∂xxf =

−1

4

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 3
2
(
−2c2x

a2

)2

+
1

2

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 1
2
(
−2c2

a2

)
∂yyf =

−1

4

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 3
2
(
−2c2y

b2

)2

+
1

2

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 1
2
(
−2c2

b2

)
∂xyf = −1

4

(
c2 − c2x2

a2
− c2y2

b2

)− 3
2
(
−2c2y

b2

)(
−2c2x

a2

)

Numerikus kísérleteink során szeretnénk meg�gyelni az umbilikus pontoknak a for-

maevolúcióját. Ehhez szükséges, hogy a felület umbilikus pontjai rajta legyenek a

vizsgált felületdarabon. Helyettesítsük be az a = 2, b = 2.5 c = 5 értékeket a

3.1. tételt követ® összefüggésekbe:

xu = ±a

√
b2 − a2

c2 − a2
, yu = 0, zu = ±c

√
c2 − b2

c2 − a2
(25)

Melyet kiértékelve az általunk vizsgált félellipszoidon megkapjuk két umbilikus pont-

nak a koordinátáját.

xu
1,2 = ±

√
21

7
, yu1,2 = 0, zu1,2 =

25
√
7

14

Izotrópikus geometriában az umbilikus pontok koordinátáit a 24. egyenlet megol-

dásaként kapjuk. Az f0 felületre megoldva az egyenletet, a következ® koordinátákat

kapjuk:

xiu = 0, yiu1,2 = ±1.5, ziu = 4

Az izotrópikus umbilikus pontok kiszámításához a Maple programot használtam.

Vegyük észre, hogy az euklideszi esetben az umbilikus pontok az XZ, izotrópikus

esetben az Y Z síkon helyezkednek el.
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3.2. Új eredmények

3.2.1. Numerikus kísérletek

A numerikus kísérletekben az a célom, hogy az adott fél ellipszoidból különböz®

tulajdonságú felületeket hozzak létre. Ezeket c1, c2, c3 ∈ R együtthatók megfelel®

megválasztásával tudom elérni. Az f0 ellipszoidból kiindulva három célra fogok

fókuszálni:

1. eset:

Ebben a feladatban a célom az, hogy (i-)minimálfelületekhez, azaz H ≡ 0, illetve

H i ≡ 0 jellemz®j¶ felületekhez tartson a felületevolúció. Ez geometriai tulajdonsá-

gában azt jelenti, hogy a felület átlaggörbülete 0, szorzatgörbülete pedig negatív. A

(9) és (10) egyenleteket vizsgálva észrevehetjük, hogy ha c1 = c3 = 0 és c2 ̸= 0, akkor

a stacionárius megoldásra teljesül, hogy H ≡ 0 euklideszi, illetve H i ≡ 0 izotrópikus

esetben.

2. eset:

A következ® feladatban általánosított (i-)minimálfelületeket szeretnénk gyártani.

Láttuk, hogy ezek a K − H, illetve Ki − H i terekben a H = c, illetve H i = c

egyeneseknek felelnek meg, ahol c ∈ R \ {0}. A (9) és (10) egyenleteknek akkor, és

csak akkor létezik ilyen megoldása, ha a c1, c2 ̸= 0, c3 = 0 és c1/c2 = −c teljesül. A

szimulációkban a c2 = 1 és c1 = −c értékeket használtuk.

3. eset:

Az LW és i-LW felületek számításához szükséges, hogy a c2 és c3 együtthatók 0-tól

különböz® számok legyenek. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy

c2=1. A szimulációkban c3 mellett c1 értékét is zérustól különböz® értékre vettem

fel.

Összhangban a 2. fejezet de�nícióval, a különböz® felületek elnevezését euklideszi és

izotrópikus geometriában c1, c2, c3 ∈ R együtthatók függvényében a 1. táblázatban

foglalom össze.

1. táblázat. Felületek elnevezése az euklideszi és izotrópikus geometriában a c1, c2, c3
együtthatók szerint.
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El®ször vizsgáljuk az izotrópikus eseteket!

i-minimálfelület

(a)

(b)

11. ábra. (a) i-minimálfelület evolúciója a Ki − H i síkon és a felület végs® álla-
pota. (b) A i-minimálfelület, átlag-, szorzatgörbülete, alakja, valamint eltérése a
i-Weingarten felülett®l. A (b) részben az átlátszó felületek a kezdeti, a tömör felü-
letek a végállapotot jelzik.

A futtatást a (c1, c2, c3) = (0, 1, 0) paraméterekkel végeztem. Tekintsük a 11(a) áb-

rát! Az (a) ábra mindkét részábráján a Ki −H i síkon ábrázolom a P parabolát. A

bal oldalon a színekkel jelölt ponthalmazok az evolúció egy-egy állapotához tartozó

felületeknek felelnek meg úgy, hogy az Ωa tartományt s¶r¶n diszkretizálva minden

pontban kiértékeltem a (Ki, H i) értékeket. A kék ponthalmaz a kezdeti állapotot

(félellipszoid) jelöli, az evolúció köztes állapotait a sárga és a zöld, a végs® állapotot
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a piros ponthalmaz jelöli. A végs® állapot a modellben a T = 5 id®pontnak felel

meg, itt a felület érdemben már nem változik, numerikus értelemben stacionáriusnak

tekinthet®. A sorrendet a bal fels® ábrán különböz® színnel jelölt számok is jelzik.

A fekete pontok a színes ponthalmazok súlypontját mutatják. Az ábra (a) részének

jobb oldala a bal oldali ábrán 4-essel jelölt végállapotot mutatja. Jól látható, hogy a

4-es ponthalmaz pontjai a H = 0 egyenes mentén helyezkednek el, és K ≤ 0. Azok

a pontok, melyeknek az átlaggörbülete nem 0, azok a sarkok környezetében helyez-

kednek el és az ott keletkez® peremzavar miatt nem tudják felvenni az azonosan

0 értéket. A peremzavar oka, hogy a (21) kezdeti-peremértékfeladat az Ωa tarto-

mány minden peremén Dirichlet peremfeltételt ír le, így a sarkokban számított H i

átlaggörbület a peremfeltételek által rögzített, nem változhat. Mivel az f0 kezdeti

alak H i(±a,±a) átlaggörbülete a sarkokban nem zérus, így az említett peremzavar

fellép. Tekintsük a 11(b). ábrát! Itt mind a négy részábrán a halvány felület mu-

tatja a kezdeti f0(x, y), a vastagabb pedig a végs® f(5, x, y) állapotot. A (b) ábra

bal fels® részén a H i átlaggörbület, a jobb fels® részén a Ki szorzatgörbület, a bal

alsó részén felület tényleges alakja, a jobb alsó részén pedig a stacionárius állapot-

tól, azaz a Weingarten tulajdonságtól való eltérés látható. Meg�gyelhet®, hogy a

felület átlaggörbülete a sarkoktól eltekintve 0, ez az említett peremzavar jelensége.

Ugyanez meg�gyelhet® a Weingarten felülett®l való eltérésnél is. Ha a felület alak-

ját, valamint a Ki − H i síkon lév® ponthalmazt tekintjük, akkor jól látható, hogy

hiperbolikus felületet kaptunk eredményül.

Általánosított i-minimálfelület

A 2. esetnek megfelel®en az együtthatók legyenek (c1, c2, c3) = (1.8204, 1, 0). c1 érté-

két úgy választottuk meg, hogy az f0 felület sarokpontjaiban felvettH i átlaggörbüle-

tének ellentettjét vettük. Ekkor nem fog fellépni a peremzavar jelensége se az átlag-

görbületnél, se a Weingarten felülett®l való eltérésben. A 12. ábrán láthatjuk, hogy

az i-általánosított minimálfelület minden pontja a konstans H i =
−c1
c2

= −1.8204

egyenesen található, valamint minden pontja elliptikus. Érdemes meg�gyelni, hogy

maga a végs® eredmény csak kis mértékben tér el az eredeti alaktól. További vizsgá-

lódás tárgya lehet, hogy c2 = 1 és rögzített f0 kiindulási alak mellett mely c2 érték

minimalizálja a két felület eltérését jellemz® L2 normát (
∫
Ωa
(f(T )− f0)

2dΩ).
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(a)

(b)

12. ábra. Általánosított i-minimálfelület evolúciója a Ki−H i síkon és a felület végs®
állapota. (b) Az általánosított i-minimálfelület, átlag-, szorzatgörbülete, alakja,
valamint eltérése a i-Weingarten felülett®l. A (b) részben az átlátszó felületek a
kezdeti, a tömör felületek a végállapotot jelzik.

i-LW felület

Az együtthatók legyenek (c1, c2, c3) = (0.9102, 1,−0.1). Ekkor, várakozásainkkal

összhangban, a stacionárius felület (Ki, H i) ponthalmaza egy lineáris függvény gráf-

jára illeszkedik. Amennyiben c2 = 1, akkor az egyenes meredekségét a c3 együttható

határozza meg. A 13(a) ábrán láthatjuk, hogy az eredményül kapott i-LW felületnek

egyaránt vannak elliptikus és hiperbolikus pontjai, a 13(b) ábrán pedig meg�gyel-

het® a peremzavar, valamint látható, hogy sikerült egy i-LW felületet létrehoznunk.

A bevezetett osztályozás szerint az eredmény egy (A,U) típusú felület.

30



(a)

(b)

13. ábra. i-LW felület evolúciója a Ki −H i síkon és a felület végs® állapota. (b) Az
i-LW felület átlag-, szorzatgörbülete, alakja, valamint eltérése a i-Weingarten felü-
lett®l. A (b) részben az átlátszó felületek a kezdeti, a tömör felületek a végállapotot
jelzik.

A következ®kben térjünk át az euklideszi geometriának megfelel® felületek számítá-

sára!

Klasszikus minimálfelület

Az együtthatók legyenek (c1, c2, c3) = (0, 1, 0). A felület ebben az esetben is hiper-

bolikus, a pontjai a 14(a) ábrán látható módon a H = 0 egyenesen találhatók. A

sarkok környékén itt is fellép peremzavar, ámbár sokkal kisebb mérték¶, mint az

izotrópikus esetben. Ennek oka, hogy az átlaggörbület az Euklideszi esetben függ

az f függvény vegyes deriváltjaitól, így a Dirichlet peremek nem rögzítik H értékét

a sarkokban. A kismérték¶ peremzavar jelensége a 14(b) ábrán meg�gyelhet®. Jól

látható, hogy a minimálfelületek esetén csak az átlaggörbület konstans zéró érték¶,
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a szorzatgörbület változik a felület mentén.

(a)

(b)

14. ábra. Minimálfelület evolúciója a K−H síkon és a felület végs® állapota. (b) A
minimálfelület, átlag-, szorzatgörbülete, alakja, valamint eltérése a Weingarten felü-
lett®l. A (b) részben az átlátszó felületek a kezdeti, a tömör felületek a végállapotot
jelzik.

Általánosított minimálfelület:

Az izotrópikus esethez hasonlóan c1 együttható értékét az f0 függvény Ωa tartomány

sarkában felvett H értéke alapján határoztam meg. Ez az euklideszi geometriában

nem garantálja, hogy a peremzavar egyáltalán nem lép fel. Legyenek az együtt-

hatók (c1, c2, c3) = (0.39644, 1, 0). Ekkor a stacionárius felület pontjai a H = −c1

egyenes mentén helyezkednek el (15(a) ábra). Az ett®l való eltérés a peremzavarral

magyarázható, mely a 15(b) ábrán látható. Ezen az ábrán érdemes meg�gyelni a

felület Gauss-görbületét! Jól látható, hogy ez nem állandó, hanem minden pontban

változik. A 15(a) ábrán láthatjuk, hogy ennek az általánosított minimálfelületnek

vannak hiperbolikus és elliptikus pontjai is.
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(a)

(b)

15. ábra. Általánosított minimálfelület evolúciója a K −H síkon és a felület végs®
állapota. (b) Az általánosított minimálfelület, átlag-, szorzatgörbülete, alakja, vala-
mint eltérése a Weingarten felülett®l. A (b) részben az átlátszó felületek a kezdeti,
a tömör felületek a végállapotot jelzik.

Lineáris Weingarten felület:

Végül tekintsük a lineáris Weingarten felületet! Az együtthatók legyenek:

(c1, c2, c3 = 0.39644, 1, 0.1). Ekkor a stacionárius felület a K−H ponthalmaza egy

lineáris függvény gráfjára illeszkedik. Az eredményül kapott LW-felületnek egyaránt

létezik hiperbolikus és elliptikus pontja, ezeket a (16(a)) ábra mutatja, hiszen az

eredményül kapott egyenes metszi a K = 0 helyen felvett H tengelyt. A 16(b)

ábrán láthatjuk, hogy a kismérték¶ peremzavartól eltekintve sikerült egy, az adott

peremekre illeszked® LW felületet meghatározni.

A bemutatott példák mindegyike a bevezetett osztályozás szerint az (A,U) osztály-

ba tartozik. Ez vélhet®en összefügg a peremek megválasztásával és azzal, hogy

mahasabb c3 értékekre az eljárás nem konvergens. A kifejlesztett numerikus mód-

szer tapasztalatim szerint a minimálfelületet és az általánosított minimálfelületet
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(a)

(b)

16. ábra. Lineáris Weingarten felület evolúciója a K − H síkon és a felület végs®
állapota. (b) A lineáris Weingarten felület, átlag-, szorzatgörbülete, alakja, valamint
eltérése a Weingarten felülett®l. A (b) részben az átlátszó felületek a kezdeti, a tömör
felületek a végállapotot jelzik.

jelent® megoldásokhoz, azaz c3 = 0 esetben, mindig konvergál. A konvergencia

az izotrópikus esetben vélhet®en bizonyítható, hiszen ott a kétdimenziós h®vezetési

egyenletet oldjuk meg. Numerikus tapasztalataink azt mutatják, hogy asmenyiben

|c3| elegend®en kicsiny (kb. |c3|<0.5|c2|), függetlenül c3 el®jelét®l, a módszer szintén

konvergens. Azonban nagy |c3/c2| értékekre divergenciát tapasztalunk. Ez vélhe-

t®en az alakfejl®dési modell sajátja, mivel a divergenciát jelent® felületi pontok a

peremekhez, és els®sorban a sarkokhoz közel keletkeznek. Egyel®re annyit tudunk

megfogalmazni, hogy a nemlineáris esetben a peremfeltételek, és vélhet®en az f0 kez-

deti alak megválasztása is hatással van eljárás konvergenciájára. Ez további kutatást

igényel.
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3.2.2. Kapcsolat a kopási folyamattal

Említettem, hogy a Bloore egyenlet természeti kopási folyamat leírására szolgál. A

[9] cikkben rámutattak arra, hogy a folyókban álló szikladarabokat az egyirányú

Bloore folyamat koptatja (17. ábra). Mint láttuk, ennek a folyamatnak a stacioná-

rius megoldásai az LW felületek. A modell egydimenziós, f(t, x) függvényre felírt

változatára a [9] publikáció igazolta a stacionárius megoldások lokális stabilitását és

numerikusan globális konvergenciát tapasztaltak.

17. ábra. A folyóban kopó szikla alakja LW felülethez tart [9].

A kopási folyamat és a héjak formakeresését a nemlineáris PDE szempontjából el-

s®sorban a peremfeltételek különböz®sége választja el. A formakeresési feladatban a

fejezetben látott Dirichlet peremet érdemes el®írni (illetve esetleg a szimulációkban

látott peremzavar megszüntetésére id®ben változó, a peremzavar mértékét®l függ®

Dirichlet perem jöhet szóba). A kopási folyamatban ezzel szemben az Ωa tartomány,

ami a szikla függ®leges, folyó irányára mer®leges síkban lév® vetületével azonos, há-

rom oldalát érdemes Neumann peremekkel ellátni, ami megfelel annak, hogy a szikla

folyófenékkel nem érintkez® részei lekerekednek. A negyedik, a folyófenékkel érint-

kez® perem pedig Dirichlet perem.

Amennyiben a szikla elegend®en hosszú ideig kopott, azt várjuk, hogy alakja közel

LW. Ezen alak hidrosztatikus nyomásnak kitett membránhéjak formájaként szolgál-

hat. Az elméleti levezetésben ugyan nem szerepel, de sejtjük, hogy lapos héjakra az

LW és az i-LW felületek közel esnek egymáshoz. Ilyen módon a koptatott szikla,

amennyiben lapos, illetve a szikla felületének egy része szolgálhat i-LW felületek

modelljeként, vagy akár az ebben a fejezetben bemutatott algoritmus f0 felületeként

függ®leges megoszló teherrel terhelt membránhéjak el®állításához. Az, hogy létezik-

e olyan egyszer¶ alakban megadható T transzformáció, ami egy LW felületet leíró

f(x, y) függvényt egy i-LW felületet leíró g(x, y) függvénybe visz, további kutatás

tárgyát képezheti.
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4. Konklúzió

Dolgozatomban bemutattam egy új módszert, amely az egyirányú Bloore operátor

szimulációjával állít el® rögzített peremek mellett izotrópikus és euklideszi értelem-

ben vett minimálfelületeket, általánosított minimálfelületeket és lineáris Weingarten

felületeket. Bevezettem egy új osztályozási rendszert, mely a lineáris Weingarten és

izotrópikus lineáris Weingarten felületeket a nekik megfelel® egyenesek Ki −H i és

K − H síkokon vett helyzete és az umbilikus pontok létezése alapján osztályozza.

Az izotrópikus lineáris Weingarten felületek egyenletesen megoszló, függ®leges te-

her alatt, a klasszikus Weingarten felületek az állandó hidrosztatikus nyomás alatt

membránhéjként viselik a terheket. Az alakevolúciós eljárás alkalmas ilyen héjak

alakjának meghatározására.

18. ábra. Kapcsolat a membránhéj alakja és a természeti forma között.

Rámutattam arra, hogy egyes természeti kopási folyamatokat leíró egyirányú Bloore

modell stacionárius megoldásai szinténWeingarten felületek, elegend®en hosszú ideig

kopásnak kitett felületek közel Weingarten tulajdonságúak. A fenti eredmények

alapján ezen kopott felületek alakja szolgálhat membránhéjak formájaként. Ilyen

módon szoros kapcsolatot találtam a természetben lejátszódó alakevolúciós folyamat

stacionárius megoldása és a membránhéj szerkezetek alakja között.

Az elvégzett munka koránt sem teljes. A TDK készítése során számtalan, nyitott

kérdés merült fel, ezeket a következ® alfejezetben gy¶jtöttem össze.
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4.1. Kérdések és további célok

(1) Az f(t, x, y) függvényt fejleszt® Bloore folyam alatt milyen feltételek esetén tel-

jesül a stacionárius (LW, és i-LW) megoldások lokális stabilitása?

(2) Mely c1, c2, c3 együtthatókra konvergens a modellben szerepl® kezdeti-peremérték

feladat? Függ-e ez a peremfeltételekt®l, az Ω értelmezési tartomány alakjától és az

f0 kezdeti függvényt®l?

(3) Adott peremek között függ®legesen terhelt izotrópikus lineáris Weingarten (i-

LW) felület egyedi-e?

(4) Hogyan viselkednek az umbilikus pontok az evolúció folyamán? Születnek-e,

sz¶nnek-e meg umbilikus pontok?

(5) Létezik-e az ismert példákat leszámítva konstans Gauss-görbület¶ és változó át-

laggörbület¶ felület, azaz létezik-e olyan felület, ami a K −H síkon egy függ®leges

egyenes? Ha igen, hogyan kell módosítani az algoritmust, hogy ezt számítani lehes-

sen (a jelzett eset a c2 = 0 paraméternek felel meg, ekkor a jelenlegi implementáció

mindig divergens)?

(6) Szorosan kapcsolódik az el®z® kérdéshez a Monge-Ampére egyenlet megoldható-

ságának vizsgálata alakevolúciós modellek használatával.

(7) Létezik-e konstans izotrópikus Gauss-görbület¶ felület olyan esetben, ha átlag-

görbülete nem azonos minden pontban? Milyen mechanikai tulajdonságokkal ren-

delkezik egy ilyen felület?

(8) A peremzavar vélhet®en a sarkos értelmezési tartomány következménye. Nume-

rikus modell átalakítása olyan módon, hogy az egységkör értelmezési tartományon

lehessen a numerikus kísérleteket végrehajtani.
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5. Függelék

5.1. Minimálfelületek

A di�erenciálgeometriai szakirodalmat olvasva azzal szembesülhetünk, hogy a mini-

málfelületekre számos (legalább nyolc) egymással ekvivalens de�níciót találhatunk.

A teljesség igénye nélkül én most ezek közül néhányat említenék meg.

5.1. De�níció. Egy M ⊂ R3 felület minimálfelület, akkor és csak akkor, ha

bármely p ∈ M pontnak létezik egy környezete, amely területe minimális a határához

képest.

5.2. De�níció. Egy M ⊂ R3 felület minimálfelület, akkor és csak akkor, ha

minden p ∈ M pontjában az átlaggörbülete azonosan 0.

5.3. De�níció. Egy M ⊂ R3 felület minimálfelület, akkor és csak akkor, ha

lokálisan kifejezhet® a következ® egyenlet megoldásfüggvényének (u = u(x, y)) gráf-

jaként:

(1 + ux
2)uyy − 2uxuyuxy + (1 + uy

2)uxx (26)

5.4. De�níció. Egy M ⊂ R3 felület minimálfelület, akkor és csak akkor, ha

ha kritikus pontja a terület funkcionálnak minden kompakt variációra.[4]

5.5. De�níció. Egy konformális immerzió X : M → R3 minimál, akkor és

csak akkor, ha kritikus pontja a Dirichlet energiának az összes kompakt variációra,

vagy ezzel ekvivalensen bármely p ∈ M pontjának létezik olyan környezete melynek

energiája minimális a határához képest.

Fizikai szempontból vizsgálva az átlaggörbület függvénye egy homogén membrán-

nak, a membrán két oldalán azonosan egyenl® egy nem nulla konstanssal, mely

egyenl® a felület két oldalán fellép® nyomáskülönbséggel (Laplace-Young egyenlet)[15].

Amikor a nyomáskülönbség zérus, akkor a membránnak nulla az átlaggörbülete. Eb-

b®l következik, hogy a szappanhártyák (kivéve a szappanbuborékok) a legegyszer¶bb

�zikai realizációja a minimálfelületeknek.

5.6. De�níció. Egy M ⊂ R3 felület minimálfelület, akkor és csak akkor, ha minden

p ∈ M pontjának van olyan Dp környezete amely azonosan egyenl® az egyetlen ideális

szappanhártyával, melynek határa ∂Dp.

5.1. Állítás. Minden minimálfelület Gauss görbülete a degenerált esetekt®l eltekint-

ve negatív.

Bizonyítás. Induljunk ki a minimálfelületek átlaggörbületes de�níciójából. Esze-
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rint a minimálfelület átlaggörbülete minden pontjában nulla. Ez akkor lehet csak,

ha mindkét f®görbülete 0 (ez a síkot adja vissza), vagy ha a f®görbületek egymás

ellentettjei. Amennyiben a második lehet®ség áll fent, úgy a szorzatgörbületük ne-

gatív.

Megjegyzés:

A minimálfelületek nem degenrált esetben hiperbolikus felületek.

� Katenoid:

A katenoid egy felület a 3 dimenziós euklideszi térben, ami a láncgörbének a

saját vezéregyenese körüli elforgatásával jön létre. A síkot leszámítva ez volt a

legels®ként felfedezett minimálfelület. Leonard Euler 1744-ben látta be a ka-

tenoidról, hogy minimálfelület. Érdekessége, hogy a síkon kívül ez az egyetlen

forgásfelület, ami minimálfelület is.

A katenoid a klasszikus Descartes-féle koordináta- rendszerben az alábbi pa-

raméterezett egyenletekkel de�niálható:

x = cosh(s)cos(t)

y = cosh(s)sin(t)

z = s,

ahol s, t ∈ R

19. ábra. Katenoid

5.2. Állítás. A csavarfelület és a katenoid egymással homeomorf felületek

5.1. Bizonyítás. Mivel a katenoid, valamint a csavarfelület is része az úgyne-
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vezett Bonnet családnak, így a katenoid hajlítással átvihet® egy rész csavarfelü-

letbe, nyújtás nélkül. Vagyis létezik olyan folytonos egybevágósági transzformá-

ció bármely katenoid esetén, amely egy rész csavarfelületre képez és amelynek

deformációs családjának minden eleme minimálfelület.

� Helikoid:

A helikoid a katenoid után másodikként felfedezett minimálfelület. Jean Bap-

tiste Meusnier írta le 1776-ban, de már Arkhimédész is ismerte. Sz¶kebb

értelemben véve a csavarfelület egy egyenes tengely mentén egyenletes sebes-

séggel haladó és a tengely körül egyidej¶leg egyenletes szögsebességgel forgó,

a tengelyre mer®leges egyenes által súrolt felület. A pontnak ezt a mozgását

csavarmozgásnak nevezzük. A generáló egyenes minden pontja csavarvona-

lat ír le, tehát a csavarfelület minden pontján át fektethet® egy csavarvonal,

ami a csavarfelületre illeszkedik. A csavarfelület a Descartes-féle koordináta-

rendszerben a következ® paraméterezett egyenlettel írható le:

x = scos(a ∗ t)

y = ssin(a ∗ t)

z = t,

ahol s, t, a ∈ R

20. ábra. Helikoid egy vízszintes síkokkal metszett darabja

5.3. Állítás. A csavarfelület és az R2 sík egymással homeomorf felületek.
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Bizonyítás. A csavarfelület paraméteres el®állításában, csökkentsük az a ér-

tékét nulláig. Minden a értékhez más csavarfelület tartozik, a csökkentéssel

egyre kisebb meredekség¶ csavarfelületet kapunk, míg végül 0-ban teljesen sík-

ká torzul. Emiatt a síkot degenerált csavarfelületként is lehet értelmezni.

� Scherk-féle minimálfelületek:

Meusnier után Heinrich Scherk volt a következ® ember, aki példákat tudott

felmutatni a minimálfelületekre. 1834-ben két teljesen beágyazott minimálfe-

lületet írt le. Az els® példája egy kétszeresen, a második pedig egy egyszeresen

periodikus felület. A katenoid és a csavarfelület után Scherk felületei voltak

a harmadikként felfedezett nem triviális minimálfelületek. Érdekesség, hogy a

két felület egymás konjugáltja.

21. ábra. Scherk-féle minimálfelület

� Riemann-féle minimálfelületek:

A Riemann-féle minimálfelületeket Bernhard Riemann írta le el®ször 1867-ben.

Riemann példái kétparaméteres családja a teljes periódusú minimálfelületek-

nek, ahol a paramétereket tekinthetjük úgy, mint a nyakak mérete, valamint

mint a két szomszédos tartomány egymással bezárt szöge. Amikor a para-

méterek degenerálódnak, akkor kétfajta struktúrát tudunk el®állítani. Létez-

nek olyanok, amelyek olyanok, mintha katenoidokat egymásra ragasztanánk és

olyanok is, amelyek két egymással ellentétes irányú helikoidnak felelnek meg,

melyek szintén össze vannak ragasztva és a tengelyük párhuzamos.
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22. ábra. Riemann-féle minimálfelület

� Tórusz-szer¶ minimálfelületek:

A Riemann-példák bemutatása után térjünk át a tórusz szer¶ minimálfelüle-

tek vizsgálatára. William Kingdon Cli�ord (1845-1879) tudott példát mutatni

egy "lyukas" minimálfelületre, amit utána Cli�ord szalagként neveztek el.

H. Blaine Lawson 1970-ben megmutatta, hogy S3-ban minden génuszra létezik

minimálfelület [14].

23. ábra. Lawson-féle minimálfelület
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Az els® 1 génuszú minimálfelületet 2005-ben sikerült felfedeznie Webernek,

Ho�mannak és Wolfnak. Ennek a minimálfelületnek a különlegessége, hogy ez

egy beágyazott minimálfelület, melynek vége homeomorf egy helikoid végével.[3]

24. ábra. Egy génuszú minimálfelület
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