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Absztrakt

A matematikdban kiilonboz6 feliiletek egzakt leirasa, vizsgélata, illetve adott felté-
teleket kielégits sima feliiletek létrehozéasa a differencidlgeometriai kutatasok hom-
lokterében all. Az adott peremek kozé kifesziil6 szappanhartya alakjat leir6 mini-
malfeliilet alakjat leir6 differencidlegyenletet J. L. Lagrange fedezte fel 1768-ban a
klasszikus variacioszamitas modszereinek kidolgozasa folyaméan, azonban tényleges
megoldasokat csak a kovetkezs évtizedekben irtak le. G. Monge bizonyitotta, hogy
a rogzitett peremek kozé kifeszithet6, minimalis feliilettel rendelkez§ sima feliilet
atlaggorbiilete minden pontjaban zérus [15]. A minimalfeliiletek altalanositasaként
tekintsiik azokat a feliileteket, amelyekre minden pontban az atlaggérbiilet és a
Gauss-féle szorzatgorbiilet ugyanazon lineéris Osszefiiggést elégiti ki. Ezen feliilete-

ket J. Weingarten vizsgélta elGszor a XIX. szazad kozepén [29, 26].

A dolgozatban egyrészrél ramutatok arra, hogy a természetben megfigyelhets egyes
kopasi folyamatokat (pl.: folydmederben kopo szikla feliilete) leird egyiranyt Bloore
modell [2, 9] stacionarius megoldasai Weingarten feliiletek, és megfelels feltételek
esetén a természeti formak kozel Weingarten tulajdonsaguak. Masrészrél, ahogy a
minimalfeliiletek a dominansan feszitett szerkezet alakjaval allnak Gsszefiiggésben,
ugy a Weingarten feliiletek is megfeleltethetGek adott terheket membran fesziiltsé-
gekkel ellenstlyozo feliilleteknek. Azt talaljuk tehat, hogy a természetben fellelhetd
formak membran ergjatéka héjak geometriajat adjak.

Kihasznalva a fenti analogiat, dolgozatomban 1j formakeresési modszert mutatok
minimalfeliiletet, illetve altalanos esetben a Weingarten feliiletet, rogzitett peremek
esetén. Ramutatok arra, hogy a téglalap alaki szamitasi tartoméany esetén a Dirich-
let peremek lehetnek inkompatibilisek a végsé megoldassal, ez a szerkezeti mechani-
kaban a sarkok koriil kialakulé Gn. peremzavar matematikai magyarazata. A teljes,
nemlinearis Bloore operator szimulici6ja az erds nemlinearitds miatt nem minden
esetben konvergens, azonban konvergencia esetén az elliptikus Monge-Ampére par-

cialis differencidlegyenlet megoldasat kapjuk eredményiil.
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1. Bevezetés

A geometridban egyes feliiletek egyszertiségiiknél fogva kitlintetett szereppel birnak,
példaul a gomb, a henger, a mésodrendii feliiletek...stb. egyszeri Gsszefiiggések-
kel megadhatoak. Ezek az elemi formék ritkin jelennek meg természeti folyamatok
eredményeként, azaz a természetben gyakran bonyolultabb moédon leirhato feliilete-
ket taldlunk. Hasonloan, az épitészet teriiletén kiemelt membran feliiletek a belsé
fesziiltségeloszlast kovetve, Osszetett formak. Dolgozatom kozéppontjaban az un.
linearis Weingarten feliiletek vizsgalata all. FEzeket feliileteket az jellemzi, hogy
barmely feliileti pontjukban az atlaggorbiilet és a szorzatgorbiilet ugyanazon line-
aris Osszefiiggést elégiti ki. A dolgozatban ramutatok arra, hogy a természetben
domindnsan egyiranyu iitkézésekbdl szarmazo formék, elegenddé kopéasi id6 esetén,
szolgalhatnak membranhéj fedések alakjaként. Tovabba modszert adok a Weingar-
ten feliiletek szamitasara és a tovabbi kutatasok szdmara fogalmazok meg nyitott
kérdéseket.

1.1. Héjelméleti motivacio

A héjak és feliiletszerkezetek nagy miiltra visszatekintd tartoszerkezetek. A XX.
szédzad elsé felében széles korben hasznéltdk Gket, nagy élémunka igényiik miatt
azonban a XX. szazad végére hattérbe szorultak. A héjépités jeles képvisel6i voltak
Félix Candela, Wilhelm Fliigge, Pier Luigi Nervi, Frei Otto, valamint Magyaror-
szagon példaul Pelikan Jozsef. A héjak felhasznalasa széleskorii, példaul stadionok,
hangérok, egyéb nagy fesztava terek lefedéseként, de akar fodémszerkezetek kival-
tasaként is [17]. Eldnyiik, hogy a kedvezs erGjaték (kozel hajlitismentes kereszt-
metszet) miatt érdemben vékonyabb, anyagtakarékosabb modon lehetséges épiteni.
Hatranyuk az emlitett nagy élémunka igény. Napjainkban a technika fejlédésével
(pl.: robotizalas), valamint az elGregyartas térnyerésével egyre tobb esetben alkal-
maznak ismét héjszerkezetet. Korunk egyik jeles épitésze, Marc Mimran példaul a

Montpellier TGV allomas térlefedését oldotta meg eldregyartott héjelemekbsl [16].

A dolgozatban emlitésre keriil§ feliiletek mindegyike alkalmas a héjépitésre, mind-
egyiknek mas elénye van. A minimalfeliiletekben a fesziiltségeloszlas minden irany-
ban és a feliilet minden pontjaban azonos. Ennek az az el6nye, hogy a héj kihasznalt-

sdga minden pontjaban azonos. Ezeket a feliileteket manapsag leginkébb el6feszitett



satorszerkezetek esetében szoktak alkalmazni [8].

Héjelméleti szempontbol mindenképp fontos mérféldks, valamint magyar vonatko-
zasa miatt is megemlithetjiik a Pelikdn-hdrtydkat, melyeket Pelikdn Jozsef a BME
volt professzora fedezett fel. A Pelikdn-hartyék olyan ’pszeudo-membran’ szerkeze-
tek, melyeknél a fesziiltségeloszlas feltételét nem a metszeterkre irjuk fel, hanem
ezek vizszintes vetiileteire, mégpedig tgy, hogy ezek legyenek azonos nagysagtak
[19]. A Pelikdn-hartyakat (1. 4bra) leginkabb alakkeresési feladatokban lehet al-
kalmazni. Lapos héjak esetében ez a modszer jol kozeliti a valodi ergjatékot. A
modszer leginkabb kézi szamitasoknal jelentds, ugyanis igy nagyban leegyszertisodik

a szamitas.

1. abra. A frecheni Keramion Muzeum vasbeton héjszerkezete, amely egy Pelikan-
hartya.

1.2. Minimalfeliiletek torténeti motivaciéja

A dolgozatban vizsgalt Weingarten feliiletek felfoghatoak gy, mint a minimalfeliile-
tek altalanositasai. A minimaélfeliiletek torténete az Okorig nyulik vissza. Karthago
varosat i. e. 814-ben alapitottdk a foniciai Tiirosz varosabol érkezd telepesek. A
hagyomany szerint a varost Dido (vagy Elissa) alapitotta. De hogyan is kapcsolodik
az Okor egyik legmeghatarozobb varosa a minimalfeliiletekhez? A legenda szerint
Dido kirdlyné a numidiai Larbas kiralytol kért foldet a letelepedéshez. Larbas vo-
nakodva ugyan, de belement abba, hogy egy akkora foldteriiletet adjon Didonak,
amit egy 0kor bérével le tud keriteni. A leleményes kiralyné ekkor az 6kor bérét
hosszi csikokra vagta majd ezeket 0sszekdtve egy 4 km-es csikot kapott, melyet fél-
kor alakban terftett le. A kiradlynd intuitiv médon talédlta meg az izoperimetrikus
probléma megoldésat az euklideszi sikon (2. dbra). Ez a probléma gyakorlatilag azt
jelenti, hogy adott keriilettel rendelkezé objektumok kozott keressiik a legnagyobb

tertilettit.



2. abra. Dido az izoperimetrikus tételt hasznalja foldvasarlashoz.

Az 6kori Gordgorszagban elterjedt szokas volt, hogy a foldek parcellazasénal a ke-
rilleteket mérték fel. Troja varosdban egy parcella 10200 lépés keriiletd volt. A
ravasz foldmérck, akik ismerhették az izoperimetrikus probléma megoldéasat (heu-
risztikusan mindenképp), maguknak a legnagyobb parcelldkat szantdk. A turpis-
sagra arataskor deriilt fény, amikor a féldmérck foldjén termett termény aranya
sokkal nagyobb volt, mint az atlag. Ezen legenddk miatt arra kovetkeztethetiink,
hogy az o6kori gérogok mar foglalkoztak az izoperimetrikus problémaval, valamint
az arab matematikus Abu Jafar al-Khazin &sszefoglalta koranak minden tudasét az
izoperimetrikus problémarol egyik mivében. Az izoperimetrikus tételt a torténelem
soran a legendéakkal ellentétben bizonyitottan is hasznaltak. Nézziik meg a kozép-
kori varosok varosfalait. MegfelelGen erds varosfal épitése nagy koltséget jelentett
mind nyersanyag felhasznalas, mind munkaerd szintjén. Emiatt fontos volt, hogy
egy adott teriiletd varost minél kisebb keriiletd varosfallal tudjanak koriilvenni. Igy

természetes modon adodik, hogy sok kozépkori varosfal félkor, kor alaka (3. &bra).

A minimalfeliiletek napjainkban is a differencidlgeometriai kutatdsok homlokterében
allnak, igy érdemes lehet veliik foglalkozni. Torténetiik messzire vezet vissza, ugyan-
is Leonard Euler 1776-ban fedezte fel az elsé miniméalfeliiletet (a sikot leszamitva). A
minimalfeliiletek kutatasa korant sem lezéart téma, ezt jol mutatjak a kozelmultban
felfedezett minimalfeliiletek. H. Blaine Lawson példaul 1970-ben megmutatta, hogy
S3-ban minden génuszra létezik miniméalfeliilet [14]. A kozelmult egyik legnagyobb
minimalfeliiletekhez kothets felfedezése az volt, mikor Webernek, Hoffmannak és
Wolfnak sikeriilt megtalalnia az els6 1 génuszti minimalfeliiletet [28]. Ennek a fe-
lilletnek egy kiilonlegessége, hogy ez egy bedgyazott minimalfeliilet, melynek egyik

vége homeomorf a csavarfeliilet végével [3].



3. 4bra. Koln varosa a kozépkorban.

2. Matematikal és mechanikal hattér

Ez a fejezet a téma megértéséhez sziikséges definiciokat és alapvetd matematikai

tételeket és mechanikai ismereteket foglalja Ossze.

2.1. Differencialgeometriai alapok
2.1.1. Teérgorbék és feliiletek gorbiilete

2.1. Definicié. Legyen S C R egy intervallum. Az f : S — R® parametrizalt gorbe,
ha Vs € S-re f'(s) # 0 teljestil.

2.2. Definicio. Az f : S — R?® girbe sima, ha f € C™(S), azaz [ folytonosan

végtelenszer differencidlhato.

2.3. Definicié. ' C R? regularis feliilet, ha VP € F pontjihoz létezik a P € V C R3
nyilt kirnyezet és U C R? nyilt halmaz, hogy megadhatd egy ¢ - U — VN F differen-
cidlhato homeomorfizmus, ami immerzio. A ¢ leképzést a feliilet paraméterezésének

nevezzik.

A gbmb jol ismert paraméterezése a hosszisagi és szélességi korok bevezetésével tor-
ténik. Ekkor a polusok kivételével a gomb barmely pontja egyértelmtien beazonosit-
hato a hosszusagi és szélességi fokok segitségével. A polusokban viszont szingularitas
lép fel, hiszen ezek hosszuisdgi adata nem egyértelmd. Ilyen értelemben a gémb a
polusok koriili tetszélegesen kicsiny A Fiorn €5 AFyoun feliiletdarabok eltavolitédsaval

tehets regularis feliiletté.

2.4. Definicio. Az f parametrizdlt gorbe eqy tetszdleges pontjdhoz tartozo k gorbiilet

az adott ponthoz tartozdé simuldkér R sugardnak reciproka: k= 1/R



2.5. Definicié. Eqy reguldris felilet belsd pontjaiban a feliilet normdlis irdnydt tar-
talmazo modon, eqymdsra merdleges iranyokban metszve a metszdsikokon keletkezd
gorbék gorbiilete ki €s ko. Igazolhato, hogy létezik legaldbb egy irdnypdr, ahol ky

maximdlis és ko minimdalis. Ezen k1 és ko gorbileteket t6gorbiileteknek nevezzik.

2.1. Megjegyzés. Feliiletek esetében, amennyiben a P pont fdgorbiileteihez tartozo
stmulokoréket tartalmazo gombok kézéppontja a felilet eltérd oldaldn taldlhatd, akkor
a fégorbiiletek eldjele kiillonbozd. A fdgorbiilet eldjele az in. alakoperdtor bevezeté-

sével eqyértelmien definidlhato, de jelen munkdban erre nem térek ki.

A regularis feliiletek jol jellemezhetGek a f6gorbiiletekbdl szarmaztatott mennyiségek

segitségével.
2.6. Definicidé. Fqgy F requldris felilet eqy adott P pontjinak K Gauss- vagy szor-
zatgorbiiletén a k1 és ko fdgorbiletek szorzatat értjik:

K = K1K2 (1)
2.7. Definicio. Egy F' reguldris felilet eqy adott P pontjinak H Minkowski- vagy
atlaggorbiiletén a k1 és ko fogdrbiiletek dtlagdat értjik:

K1+ Ko
2

H= (2)

2.8. Definicié. Fgy F' reguldris feliilet eqy P pontja umbilikus, amennyiben a fo-

gorbiileter megegyeznek, azaz K1 = Ko.

2.9. Definicio. Amennyiben eqy F reguldris feliilet minden P pontjdra teljesil, hogy
H =0, akkor F egy minimalfeliilet.

2.10. Definicié. Amennyiben eqy F' requldris felillet minden P pontjdra teljesiil,

hogy H = ¢, ahol ¢ # 0 valds szdm, akkor F egy altalanositott minimalfeliilet.

A minimélfeliiletek részletes ismertetését, kiilonbozd definicioit és példait a fiigge-
lékben foglaltam Gssze. Fzek utan tekintsiik at, hogy hogyan tudjuk megkapni a

f6gorbiileteket a H atlag és a K szorzatgorbiilet felhasznalésaval.

2.1. Allitas. Egy F reguldris felilet ky és ko fOgorbiletei a kivetkezdképpen szd-

mithatoak H és K ismeretében:

K1 = H + \/HQ—K
ke = H — VH? - K.



Bizonyitds. Az (1) és (2) egyenletekben a k; és ko fégorbiileteket ismeretlennek

tekintve és az egyenletrendszert megoldva az allitas kévetkezik. O

2.2. Allitas. Az F reguldris felilet eqy P € F pontja umbilikus, akkor és csak

akkor ha teljesiil a kovetkezd dsszefiiggés:
H> — K =0

Bizonyitds. Az (1) és (2) egyenletekben segitségével fejtsiik ki az allitAsban szerepld

Osszefiiggést:
K1+ Ko 2 — kike =0
5 1K2 =
K+ 261K + K3 — dkiRe 0
1 =
K} — 2K1Ke + K3 _ 0
1 =
K1 — Ro 2
=0
(*5")
Ez csak akkor lehetséges, ha k1 = Ko. L]

2.1.2. Izotrépikus geometria

Ebben az alfejezetben ismertetem az tn. izotropikus geometria alapjait. Az izotro-
pikus geometria olyan feliiletek vizsgalataban nytujt segitséget, ahol egy kitiintetett
irdny, esetiinkben a fiigg6leges irany, kiemelt szerepet jatszik [22, 24]. Az izotropi-
kus geometridban a tdvolsdg, a szdg és a gorbilet fogalma eltér az euklideszi geo-
metridban megszokottol. Ezen fogalmakat a feliilet vizszintes sikra vett meréleges
vetiiletébdl szarmaztatjuk. A legegyszeriibb egy abran szemléltetni a két geometria
kozotti eltérést (4. dbra).

Elgszor tekintsiik a y = f(x) fiiggvény egy P pontjaban az érint§ irdnyat! Az egyik
lehetGség, hogy az érintd irdnya nem més, mint az érintGé egyenese és a referencia
tengely altal bezart o szog. Masik lehetGség, hogy az érinté meredekségét (%) te-
kintjiik az érinté iranyanak (4. abra). Az elsd lehetGséget vizsgélva arra juthatunk,
hogy a k gorbiilet az o sz6g s ivhossz menti megvéltozasaval all kapcsolatban, azaz
k = Z—‘S". Ez nem mas, mint az Euklideszi geometria 2.4. definicioval adott gorbii-
lete. Amennyiben az érint6t a meredekségével jellemezziik, akkor adodik, hogy a

X3 .. , . 2 ’ .
meredekség megvaltozasa, azaz a gorbiilet nem mas, mint 372. A tovabbiakban az



Euklideszi Izotrépikus
geometria geometria
. , d
Erinté iranya « el
dx
R

° oy do_ 1 . diy
_ax_- i—— 2
Gérbiilet k_ds z K==

-5

4. abra. Az érinté iranya és a gorbiilet az Euklideszi és az izotropikus geometriaban.

izotropikus mennyiségekre az ()¢ jelolés utal. Ezek alapjan egy y = f(x) sikgorbe

k' izotropikus gorbiilete:

) d2f
K=
dx?

A konstrukciobol koévetkezik, hogy az izotropikus geometria az Euler-Monge-féle

alakban megadhato (an. explicit) F' feliiletek vizsgalatara hasznalhato, azaz
F(r,y) = (2,9, f(2,y)). (3)

Vezessiik be az f(x,y) fiiggvény M Hesse matrixat:

Gx:c aa:y
M) = [a . ﬂ g

Erdemes megjegyezni, hogy az izotropikus geometridban az M matrix felel meg
az Buklideszi térbe agyazott, gorbiilt feliiletet jellemz& Weingarten leképzés méat-
rixanak. Az M métrixrol tudjuk, hogy valoés, szimmetrikus méatrix. Kovetkezik,
hogy létezik legalabb kettd, egymaéasra merdleges sajatvektora. Ezeket a tovabbi-
akban i-féirdnyoknak hiviuk. Az M matrix maximalis és miniméalis sajatértékeit
i-f6gorbiileteknek nevezziik, jeliikk: (k! x%). Ezen mennyiségek segitségével egy, a
(3) osszefiiggeéssel adott F feliilet izotropikus atlag és Gauss gorbiilete szarmaztat-
hato:



2.11. Definicié. Az izotropikus geometridban az F feliilet eqy adott pontjdnak K°

Gauss- vagy szorzatgorbiletén az M Hesse mdtriz determindnsdt értjiik:
K'=det M = 0, fO,,f — (0nyf)* = KiKb. (5)

2.12. Definicidé. Az izotropikus geometridban az F feliilet egy adott pontjinak H°

Minkowski vagy dtlaggorbiletén az M Hesse mdtrixz fél nyomdt értjik:
;1 1 1 1, i

A 2.8., a 2.9, a 2.10. definiciok és a 2.1., 2.2. allitasok az izotropikus geometri-
aban is értelmesek és érvényesek. Az egyértelmtiség kedvéért a H' = 0 feltételt
kielégits feliiletet i-minimdlfeliiletnek, a H' = const feltételt kielégits feliiletet pedig

dltaldnositott i-minimdlfeliiletnek nevezem a tovabbiakban.

Egy, a (3) alakban megadhato F feliilet Euklideszi geometria szerinti K és H gor-
biiletei az izotropikus megfelelGik kozotti kapesolat a kovetkezd modokon adhato

meg:

2.13. Definici6é. Egy F requldris felilet adott P pontjanak K szorzatgorbiilete a

 0uf0uf — (0n))? K
= @ 0,0~ U@l T @R @)

Osszefiiggést koveti.

2.14. Definicioé. Egy F requldris felilet adott P pontjanak H dtlaggérbiilete a

_ v/

100 f (Lt (0,f)7 = 200, 0. f0,f + Dy f (1 + (D:f)2) _ H'+ SVFM(f)
~ 2 L+ (@) + 0, L+ @) + 0,7

H

Osszefiiggést koveti, ahol

M(f):=[

ayyf _axyf] . (8)

Megjegyzés: Az iménti két kifejezés jol mutatja, hogy amennyiben 0,f — 0 és
dyf — 0, akkor K — K" és H — H'. Mérnoki értelemben ez azt jelenti, hogy a
lapos héjakndl az izotropikus geometria kis hibaval kozeliti az euklideszi geometria
szerint szamitott alakjellemzGket. Ugyanakkor fontos kiemelni, hogy a dolgozatban

az izotropikus geometriara nem az euklideszi geometria approximéaciéjaként tekin-



tek, hanem azt tetszdlegesen gorbiilt feliiletekre is értelmezem és hasznalom.

A K és H, illetve a K' és H® mennyiségek nem csak az egyes feliileti pontokat jel-
lemzik, hanem eloszlasuk a feliilet mentén jol jellemzi a feliiletet. Példaul, a gémb
minden pontjaban K és H egyarant konstans mennyiségek. A dolgozatban els6sor-
ban olyan feliileteket vizsgal, ahol a K és H, illetve K® és H' a feliilet pontjaiban
kiértékelve linearis 6sszefiiggést kovetnek. Ezért vizsgalataim eredményét a K — H,

illetve a K* — H* sikokon mutatom be.

2.2. A K — H és K' — H' sikok

Lattuk, hogy egy regularis feliiletet minden pontjaban jellemezhetiink a i és ko
fégorbiileteivel. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a k1 > ko
relacié teljesiil. Elgszor vizsgaljuk azt az esetet, ha k1 > 0 és ko > 0! Ekkor
tekintsiik a f6gorbiiletek szamtani és mértani kozepét! Jol ismert, hogy a szamtani és
a mértani kozepek kozott fennall a kdvetkezs egyenlGtlenség, amit az alabbi levezetés

is igazol:

K2+ 2K1kg + K2
4
K2 — 2K1kg + K2
4

KY — 2K1kg + K3 >
>

=Z R1Rg

0

WV

0
(k1 — K2)? =0
Az egyenlé6tlenség rendezése utan azt kapjuk, hogy a bal oldalon egy teljes négyzet
szerepel, mely mindig nagyobb egyenl§ mint 0. Tovabba, azt taldljuk, hogy az

egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha k1 = ko. A 2.7. és 2.6. definiciok alapjan
tehat

H > VK.

Amennyiben k1 < 0 és kg < 0, akkor a fenti érveléshez hasonlé médon igazolhato,

hogy

—H > VK.



Végezetiil, legyen k1 > 0 és ky < 0, azaz K < 0. Ekkor elemi eszkozokkel belathato,
hogy az (1) és (2) egyenletek megoldasa egy méasodfoki egyenlet megoldasat koveteli
meg. Ezen egyenlet diszkriminansa barmely H € R és K < 0 valasztasa esetén

pozitiv, azaz létezik olyan k1 > 0 és ko < 0, ami a valasztott H és K értékeket adja.

Ezzel belattuk, hogy a
P:H*=K

parabolan kiviil a K — H és K*— H* sikok barmely pontja jellemezhet feliileti pontot.
A H? < K tartomany pontjainak pedig nem felelhet meg I egyetlen feliileti pontja
sem. Azt taladljuk tehat, hogy a 2.8. definicié szerinti umbilikus pontok a P parabola
mentén helyezkednek el, és a H? < K egyenl6tlenséggel jellemezhet tartomanyban
nem lehet feliileti pont. Ezt a tartoményt a 5. adbran és a tovabbi abrakon lila szin

jeloli. A fenti érvelés a H' és K izotropikus gorbiiletekre hasonlé médon vonatkozik.

J ! H2<K K
24 -22 -2 -18-16-14-12 -1 -08-06-04-020 OI28E 0143 016801 SRR 2R AT G HEE [ BEEEE DD/ 2
-0.2

5. abra. A gémb, a henger és a katenoid a K — H sikon.

A K — H sikon minden regularis feliilet egy zart ponthalmaznak felel meg. Tekint-

stink harom egyszert példat (lasd az 5. abran):

e Gomb. A gémb minden pontjidban minden irdny f6irany, a simulokér sugara

pedig minden esetben a gdémb sugara. Igy konnyen lathaté, hogy a ky = ko =

%. Ebbdl kovetkezik, hogy a gomb atlaggorbiilete H = %, Gauss-gorbiilete

pedig K = %. Egységgomb esetén R = 1 miatt Ko =1 és Hg = 1. dbrazolva
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a gomb minden pontjat a K — H térben azt latjuk, hogy ezek mindegyike
umbilikus, mind a P parabola (1,1) pontjanak felel meg.

Hengerpalast. Egységsugari hengert feltételezve az egyik f6gorbiilet k1 = 1,
a masik ko = 0, mivel az egyenes alkot6 simulokorének R sugara R = oc.
Ezaltal az atlaggorbiilete H = %, a szorzatgorbiilete pedig K = 0. Mivel ezen
értékek a hengerpalast minden pontjaban allandok igy a hengerpalast a K — H
sikon a (0,0.5) pontnak felel meg. Ez nem esik r4 a P parabolara, a pontok

nem umbilikusak.

Minimaélfeliilet. A 2.9. definici6é alapjan egy miniméalfeliillet a H = 0 egye-
nesre es§ szakasznak feleltetheté meg. Az 5. abran a katenoidnak megfeleld
ponthalmazt dbrazolom, az egyéb minimalfeliiletek ismertetése a fiiggelékben
talalhato.

Minimalfeliilet Minimalfelilet-
Umbilikus
U N U N
A A
B B
C C

6. abra. Kiilonb6z6 feliiletek osztalyozésa a K-H sikon.

Vegyiik észre, hogy amennyiben egy feliilet egy ponttal jellemezhet6 a K — H sikon,

akkor alapvetGen két eset lehetséges:

e A feliilet csupa umbilikus pontbél all, mert rajta van a P parabolan (erre példa

a gémb),

e A feliiletnek nincs umbilikus pontja, mert a P parabolan kiviil helyezkedik el

(erre példa a hengerpalast).

Amennyiben egy feliiletnek egyenes felel meg a K — H sikon, az osztalyozas Ossze-

tettebbé valik. Itt bevezetek egy, a K — H sikon taldlhato szakaszok osztalyozésara

szolgald modszert, amit tablazatban foglalok 0ssze. A tablazat harom sorbol és két

oszlopbol all. Az oszlopok azt jelolik, hogy a feliiletnek létezik-e umbilikus pontja,

vagy nem (U, N). A sorok pedig a feliiletekhez rendelhets szakasz e egyenesének

viszonyat rogzitik a P paraboldhoz képest. Az A esetben az e egyenes metszi, a B
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esetben érinti, a C esetben pedig elkeriili a parabolat. Az osztalyozashoz sziikséges,
hogy a feliiletet egy nem nullmértéki szakasz jellemezze a K — H sikon. Példaul
egy umbilikus pont nélkiili minimalfeliiletet az (A,N) osztalyba tudunk sorolni, mig
egy olyan minimalfeliilet, amelynek van a k; = ko = 0 Osszefiiggést kielégité pontja
az (A,U) osztalyba sorolhato.

Ezek utan szemléltessiik a kiilonbséget az euklideszi geometria és az izotropikus
geometria kozott! Célunk olyan feliiletek konstruildsa, melyek a K — H' sikon
ugyanott helyezkednek el, mint az 5. dbran szerepld gdmb, henger és katenoid a
K — H sikon. Kezdjiik a gombnek megfeleltethetd feliilettel. A gébmb minden pontja a
K —H sikon az (1, 1) pontban talalhato. Tehat egy olyan feliiletet kell konstrualnunk,
melynek az izotropikus és az euklideszi geometridban az atlag és szorzatgorbiilete

egyarant 1 minden pontjaban.

Legyen Fi a (3) Osszefiiggésnek megfelels felilet. Elvarasaink a 2.11. és 2.12. defi-

nicidk szerint tehat

. 1 .
H = Af =1 A K =det(M) =1

Ouef +0pf =2 A OxxfOy,f — (Duyf)? = 1

2.3. Allitas. Az f(z,y) = sx? + Ly? fiigguénnyel meghatdrozott F felilet kielégiti

az elvdrdasokat.

Bizonyitds. Szamoljuk ki a parcialis derivaltakat! 0,f = z, 0,f = vy, Owf = 1,
Oyyf =1 és Oy f = 0. Ezekbdl kivetkezik, hogy:

H =1 A K' =1 V(x,y) € Domf
O

Amennyiben a henger izotropikus megfelelgjét keressiik, akkor a (3) sszefliggésnek

megfelels F; feliilettel szembeni elvarasok:

HZ%Af_% A KD = det(M) = 0
Opaf +0yyf =1 A Oxx fO,f — (Ouyf)> = 0

2.4. Allitas. Az f(z,y) = %x2 + y fiiggvénnyel meghatdrozott Fy feliilet kielégiti

ezen elvdrdsokat.
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Bizonyitds. Szamoljuk ki a parcidlis derivaltakat! 0,f = x, 0,f = 1, Ouf = 1,
Oyyf =0 és Oy f = 0. Ezekbdl kivetkezik, hogy:

H =1 A K' =0 V(z,y) € Domf
O

Végiil keressiik meg azt a feliiletet, amely megfeleltethets a katenoidnak. Egyszeri-

sitésként célunk egy vizszintes szakasz létrehozasa a K° — H* sikon, kovetkezSképp:

H' = SAf =0
Owaf + 0y f =0
8:cxf = - yyf

(H)2<K |
Ki

@ @
24 22 -2 -18-16-14-12 -1 08 -06-04-020 0/2110/4 1 10/67 018" 1112114111161 118 = 2212
-0.2

-1.2 a

7. 4bra. A gdomb, a henger és a miniméalfeliilet megfelelsi az izotropikus K* — H*
sikon.

2.5. Allitas. Az f(z,y) = %ny—%y?’ fugguénnyel meghatdrozott Fy feliilet kielégiti

ezen elvardsokal.
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Bizonyitds. Szamoljuk ki a parcialis derivaltakat!

0 = %Qxy = xy
0y = 51’2—%3342
Ore = Y
1
Oyy = 0—66y = —y
Oy = @

Ezekbél kovetkezik, hogy:

H =0 V(z,y) € Domf

A harom, imént konstruélt feliiletet a 7. Abra mutatja be a K* — H* sikon.

Megjegyzés: A K — H sik alkalmas arra is, hogy a feliiletek jol ismert, szorzatgor-
biilet szerinti osztalyozasat bemutassuk. A K < 0 félsikon a hiperbolikus, a K > 0
félsikon az elliptikus, mig a K = 0 egyenesen a parabolikus feliiletek talalhatok. Ezt
a 8. abran mutatom be. Vegyiik észre, hogy az izotrépikus és euklideszi geometria-
ban a feliileti pontok szorzatgorbiiletének elGjele, igy a feliileti pontok osztalyozasa

K, illetve K szerint megegyezik, ahogy azt a (7) Osszefiiggés is mutatja.

A fentiek ismeretében adodik a K — H, illetve K — H' sikok nem zérus meredekség
egyeneseinek megfelel§ feliiletek bevezetése, amit a kovetkezd alfejezetben teszek

meg.

2.3. Linearis Weingarten-feliiletek

A K — H sikon egyenesnek megfeleltethets feliiletek az tgynevezett Weingarten-
feliiletek. Neviiket Julius Weingartenrsl kaptak, arrél aki elgszor tanulményozta
6ket. Kutatasai soran jelentGs eredményeket ért el. Belatta, hogy egy Weingarten-
feliilet f6gorbiileteihez tartozo korok kdzéppontjainak halmaza izometrikus egy olyan
forgasfeliilettel, amit az f(k1, ko) = 0 gorbiileti Osszefiiggés hataroz meg [29, 30].
A Weingarten-feliiletek osztalyozésa és vizsgidlata a mai napig sem zarult le. Fel-
hasznalasuk az alkalmazasok szempontjabol is jelentés. Példaul jelen dolgozat a

membran héjak elméletében jatszott szerepiikre mutat ré.
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8. abra. Feliiletek osztalyozasa a K — H sikon a pontjainak szorzatgorbiiletiik szerint.

2.15. Definicio. Egy W reguldris felilet Weingarten feliilet (a tovdbbiakban: W-
feliilet), ha a (K1, ko) fégorbiiletei, valamint a H dtlag és K szorzatgorbiletik alapjin

a kovetkezéképp karakterizalhatok:
f(ﬁhliQ) =0 vagy g(HaK) =0

ahol f :RXR — R és g: RxR — R elegendden sima, kétvdltozds figgvények. [20]

2.16. Definicio. Egy W requldris feliilet linedris Weingarten feliilet (a tovdbbiakban
LW feliilet), ha a 2.15. definicidban g(.,.) linedris, azaz o, 8,7y € R konstansokra a

feliilet minden pontjdban fenndll az
a+pBH+vK =0 (9)

egyenlet [5].

Megjegyzés: Azok a feliiletek, melyeknek konstans a H atlaggorbiilete, azok mind
LW feliiletek, hiszen v = 0 valasztéassal kielégitik a (9) egyenletet. Lattuk, hogy
H = 0 esetén minimalfeliiletekrél, H = const esetben pedig altalanositott minimal-
feliiletekrdl beszéliink. Ennek nyoman gondolhatunk dgy az LW feliiletekre, mint a

minimalfeliiletek egy tovabbi altaldnositasara.

Az el6z6 fejezetben mar bevezettem az izotropikus geometriat. Ezek utan termé-
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szetes modon jon el a kérdés, hogy érdemes-e az izotropikus linearis Weingarten
feliiletekkel foglalkozni? A valasz a kérdésre az, hogy igen, mert az épitészetben
hasznalt membran feliiletek alakja fiiggGleges teher alatt éppen egy izotropikus li-
nearis Weingarten feliilet. Ezt a kdvetkez6 rész targyalja részletesen, elGtte még

sziikséges a kdvetkezs rogzitése:

2.17. Definicio. Eqgy W reguldris feliilet izotropikus linearis Weingarten feliilet (a
tovdbbiakban i-LW), ha a,b,c € R konstansokra a felilet minden pontjaban teljesiil

az
a+bH +cK' = 0 (10)

egyenlet [26].

Megjegyzés: Amig a minimalfeliiletek és az altalanositott minimalfeliiletek csak A
tipusiak lehetnek a bevezetett osztalyozas (6. abra) szerint, addig az LW és i-LW

feliiletek a tablazat barmely mezGjébe eshetnek.

2.4. Mechanikai, héjelméleti alapok

Ebben a részben a membranhéjak alakjat és az LW, illetve i-LW feliiletek kapcso-
latat foglalom &ssze. Tekintsiik elGszor a héjszerkezeteket. Héj alatt egy olyan
feliiletszerkezetet értiink, melynek vastagsaga a tobbi kiterjedéséhez képest érdem-
ben kisebb, térbeli kdzépfeliiletiik gorbiilt. Terhiik lehet a feliiletre meréleges, vagy
adott iranya (pl.: gravitacios) teher. A terhek hatasara a feliilet érintdsikjaban
normal- és nyirderdk, arra merélegesen pedig nyirderdk, hajlito- és csavaronyomaté-
kok ébrednek. Altalanos esetben tehat a héjak sikjukban tarcsaként, az érintésikra
merdlegesen pedig lemezként viselkednek, azaz a tér minden irdnyadban van merev-
ségiik. A héjszerkezetek specidlis csoportjat jelentik a haglitdsmentes héjak, vagy
mas néven membrdnhéjak. A membranhéjakon beliil kiilénos jelentGséggel birnak a

nyirasmentes hdrtyafeliletek.

2.4.1. A membranhéjak egyensilyarol

Vizsgaljunk egy adott terhelés alatt membranhéjként viselkeds szerkezetet! Altala-
nos esetben egy 2v vastagsagi héjat a kozépfeliiletével adunk meg. Az [z, y] sik felett
a kozépfeliilletet a z = f(z,y) fiiggvény irja le. Membranhéjak esetében az egyen-
stlyt az érintsikban fellepd normélerd és nyiréeré komponensek biztositjak [27].
Ezeket a kozépfeliileten értelmezziik. Tekintsiik a héj egy kis kiemelt elemét, mely-

re haté megoszld teher komponensei az zy-sik egységnyi teriiletére vetitve rendre
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Gz Gy, - Kovetve a 9. dbra jeloléseit, az elem egyensilyi egyenletei a kovetkezéként
irhatok fel:

- i ) ==———

i

9. abra. Fesziiltségek értelmezése egy feliiletdarabon. A [27] publikacio abréja.

ON, ON,,
‘ = 11
ON,, oW,
ey L 27y = 12
0 (= 0f — Of 0 (= 0f — Of
— | No5=+ Nyy—=— — | Ny=—+Ny=— | —¢ = 0. 13
8x( x8x+ yay)+8y( y8y+ Yoz 1 (13)

Amennyiben csak fiiggéleges teher hat a szerkezeten (g, = ¢, = 0) és kihasznalva,
hogy N,, = N,., kivetkezik, hogy az (11)-(13) egyenletrendszer a kdvetkezs alakban

frhato:

divN = 0, (14)
div(NVf) = q.. (15)

Kihasznalva a (14) osszefiiggést, a (15) a kovetkezd alakra egyszertisodik:

—y+Ny— =q.. (16)
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Kovetve [26] levezetését, tegyiik fel, hogy az z = f(x,y) feliilet a (10) Gsszefiiggést
koéveti. Megmutatjuk, hogy az

N = _5—;<M+0M(f>> (17)

fiiggvénnyel adott vetiileti fesziiltségek kielégitik a (14) és (16) egyenstlyi egyenle-

teket, ahol I a 2 x 2-es egységmatrix és M (f) a (8) Osszefiiggés szerinti métrix.

A vetiileti egyenstly szémitasa a (17) vetiileti erdkre:

2a _axya: f + 8acacyf

AN = div (~ (b1 + () = div (- LE@1(f))) =~ [ Oyyef — Ouyyf ] _

A nyomatéki egyensuly igazolasa a (16) Osszefiiggés alapjan pedig:

- 82f — azf . 82f
Nx@ + QNWM + Nyé)_yz =z,
_;]—;(b + Cayyf)ax:cf - 23_;<Caxyf>axyf - g_;(b + Caxxf)ayyf =q,,

b
—a — E(amcf + ayyf) - C(awxfayyf - 8xyfaxyf) = 07
—a—bH" — cK' =0,

ami éppen az i-LW feliiletet definidlo Osszefiiggéssel, azaz a (10) egyenlettel egye-
zik meg. Azt talaltuk tehat, hogy allando, fiiggsleges teherrel terhelt i-LW feliilet
membréanhéjként viseli a terheit, belss erdi a (17) osszefiiggést kovetik. Vegyiik ész-
re, hogy a megoldas ¢ = ( esetén is érvényes. Ebben az esetben a feliilet nem mas,
mint az altalanositott i-miniméalfeliilet. A [26] publikicié alapjan az altalanositott
i-minimalfeliiletek azonosak a Szilardsagtani és Tartoszerkezeti Tanszék professzora
utan Pelikin-hartyanak nevezett feliiletekkel [19].

2.6. Allitas. Egy fiigglegesen megoszld, dllandd nagysdgi q, teherrel terhelt i-LW
feliilet alakja nem fiigg a teher nagysdgdtol, minden q, # 0 teherre membranhéjként
viselkedik.

Bizonyitds. Az (14)-(15) egyensulyi egyenletekbdl ¢, kiemelhets, igy azok g, értéké-

t6l fliggetleniil teljesiilnek, vagy nem teljesiilnek. O

Erdemes megemliteni, hogy amennyiben a ¢ teher nem fiiggéleges, hanem allando
hidrosztatikus nyomés, akkor az LW feliilet egyensilyi megoldast ad [23]. Tébbek

k6zo6tt az ebben a részben bemutatott mechanikai motivacié mutatja, hogy rogzitett
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peremekre illeszked6 LW és i-LW feliiletek szamitasa nem csak az elmélet, hanem a

gyakorlat szaméara is fontos kérdés. Ennek nehézségére mutat ra a kovetkezs rész.

2.5. A Monge-Ampére egyenlet

A (valos) Monge-Ampére egyenlet egy nemlinearis, masodrendi parcialis differenci-
alegyenlet (PDE), kétvaltozos u(x,y) ismeretlen esetén az M (u) Hesse matrix de-
terminansat tartalmazza. Jelélje Q C R? az u fiiggvény értelmezési tartomanyat és
0f) ennek hatérat!

2.18. Definicido. A kiovetkezd egyenletet, Monge-Ampére egyenletnek nevezzik:

(18)

det M(u(z,y)) + pAu(z,y) = flz,y)  (2,y) €Q
9

u(z,y) (z,y)  (z,y) € 09

ahol p € R rdgzitett paraméter, f(.,.) és g(.,.) elegendden sima figgvények, M(.) a
Hesse-mdatrizot jeloli és A(.) a Laplace operdtor [15].

2.19. Definicié. Egy u € C*(Q) N C(Q) klasszikus megoldasa a Monge-Ampére

egyenletnek, amennyiben kielégiti a (18) peremérték feladatot minden (x,y) € Q.

Fontos kiemelni, hogy ellentétben a Dirichlet peremfeltétellel ellatott Au = f(z,y)
Laplace egyenlettel, az elliptikus Monge-Ampére egyenletnek Dirichlet peremfeltéte-
lek mellett sem feltétlentil létezik klasszikus megoldésa. Amennyiben létezik, akkor

sem garantalhato, hogy ez az egyetlen megoldés.

A Monge-Ampére egyenlet szdmos helyen el6fordul geometriai alkalmazasok terén,
a teljesség igénye nélkiil ezek koziil néhany példa: reflektor tervezési probléma, affin
plateaui probléma, stb. Vegyiik észre, hogy az i-LW feliilet és lényegében az LW fe-
lillet szamitasa is, a Monge-Ampére egyenlet megoldasat koveteli meg. Az egyenlet
nehézsége abban rejlik, hogy a (4) Osszefiiggés szerint az M Hesse matrix determi-
nansa a masodrendi derivaltak nemlineéris fiiggvénye, és ezek egyben az egyenletben
el6fordulo legmagasabb rendii derivaltak (azaz az egyenlet nem alakithato at kvazi-
linearis PDE-té). Monge-Ampére egyenlet megoldésainak klasszifikicioja, illetve

megbizhatd numerikus eljarasok fejlesztése a mai napig aktivan kutatott teriilet.

Egy lehetséges modszer az elliptikus Monge-Ampére tipusi differencidlegyenletek

v

nyeregpont formulécios eljaras alkalmazésa iterativ Lagrange kozelitéssel. A szerzé-
parosnak egy masik, kis numerikus hibaval rendelkezé megoldési modszere a legki-

sebb négyzetekkel torténs kozelités [7]. Tovabbi megoldasi modszerek (véges diffe-
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rencidk modszere, iterativ megoldas Poisson egyenletek sorozataként) pedig az [1]
cikkben talalhatok.

Az irodalmi példakkal szemben dolgozatomban egy olyan megoldasi iranyt javaslok,
amelyben egy id6fiiged evolicios egyenlet stacionarius megoldasaként allnak el a
peremiik mentén adott, de egyébkét ismeretlen LW és i-LW feliiletek. Az alkalmazni

kivant evolicios egyenletet a kdvetkez6 rész mutatja be.

2.6. A Bloore egyenlet

A morfolégia teriiletén a feliiletek idébeni valtozasat gyakran a regularis F feliilet
tetszéleges P pontjaban vett n normadlis irdnyi v sebességgel adjak meg. Egyes
fizikai folyamatokban a v sebesség a felillet K és H gorbiileteinek fiiggvénye. Az
evolucios egyenlet, valojaban egy PDE, egyszerti alakban tehat igy irhato:

U:f(H,K),

ahol az f : R x R — R, elegendGen regularis fiiggvényt szokas kopdsi torvénynek
is nevezni. Kavicsok kopasat vizsgalva F.J. Bloore altalanositotta W. J. Firey mo-
delljét [12]. Bloore modelljében a v kopasi sebesség a K és H gorbiiletek linearis

fiiggvénye, azaz
v =0 + coH + 3K,

ahol ¢y, ¢y és c3 rogzitett (kopéasi modellekben nemnegativ) valos szamok [2].

A Bloore egyenlet egy gémbbel homeomorf K test kopésat irja le, alkalmas példaul
véges méretii részecskékkel koptatott kavicsok alakfejlddésének vizsgalatara [18]. A
[9, 25| cikkekben egy olyan modellt mutatnak be, amely valos geofizikai kontextusban
irja le laminéris aramlassal koptatott szikldk kopasi folyamatét. A modell a Bloore
egyenletet olyan moédon irja fel, hogy az az egyiranybol érkezé iitkozések koptatod
hatésat approximalja. Ekkor az Q C R? értelmezési tartomény feletti z = f(t, z,y)
fiiggvény id&fejlédését a kovetkez6 PDE hatarozza meg:

0z  Of

= == = H sK(f). 19

2 U ok oH() k() (19)
Ezt az egyenletet megfelel6 kezdeti és peremfeltételekkel ellatva az egyirdnyd Bloore

folyamot definialja.

2.20. Definicidé. Az Q tartomdny felett értelmezett azon F feliletet, amely minden

(x,y) € Q, pontjiban kielégiti a c1 + coH + c3K = 0 dsszefiiggést a (19) eqyirdnyi
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Bloore egyenlet stacionarius megoldasanak nevezzik.

Mint latjuk, az egyiranya Bloore egyenlet stacionarius megoldasa a (9) egyenlettel
definialt LW feliilet € felett, o = ¢y, 8 = c9,7 = c3 megfeleltetés mellett.

Analég modon, az izotrépikus geometria egyiranyt Bloore egyenlete a kdvetkezd

PDE segitségével adhatd meg:

% :% = c1 + oH'(f) + csK'(f). (20)

Ezen egyenlet stacionarius megoldasa nem mas, mint a (10) egyenlettel definialt

i-LW feliilet €2 felett, a = ¢1,b = ¢9, ¢ = c3 megfeleltetés mellett.
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3. Modell és 1) eredmények

Mint lattuk, a minimalfeliiletek, az altalanositott minimalfeliiletek és a linearis We-
ingarten feliiletek kiemelt szerepet jatszanak nem csak a geometria, hanem a memb-
ranhéjak elméletében is. Ezért lényeges kérdés ezen feliiletek numerikus elgallitasa.
Célunk rogzitett peremek kozé illesztheté LW és i-LW feliiletek kozelitG szamitésa.
Az irodalomban tobb modszer is taldlhato erre a célra, de nem tudunk olyan megol-
dasrol, ami alakevolicio segitségével allitana el linearis Weingarten feliileteket. A

kévetkezSkben egy ilyen modszert mutatok be.

3.1. A modell leirasa

Munkénk soran csak négyzetes (2 értelmezési tartomannyal dolgoztunk, ezért jelolje
Q, a 2a oldalu, origo kézépponti négyzetet, azaz Q, := [—a, a] X [—a,a]. A négyzet
hatarat jelolje 09,! Az €, tartomany felett definialt f, feliiletb6l indulunk ki, és
azt az egyiranya Bloore egyenlettel (a (19), vagy a (20) szamu egyenlet) fejlesztjiik.

Formalisan mind a klasszikus, mind az izotrépikus feladat megadhato a kdvetkezs

alakban:
(2—{ = F(Vf, V2f) ft,z,y) € RT x Q,
f(0,z,y) = fo(z,9) folz,y) € Q, (21)
ftz,9)lon. = G(2,9)|oq,

ahol fo, F(.,.) és G(.,.) elegendGen regularis fiiggvények. A 2.6. alfejezet szerint
a (21) kezdeti-peremértékfeladat stacionarius megoldasait keressiik. Az id§ szerinti
diszkretizalast az implicit Euler séma hasznalataval hajtjuk végre. Legyen it ele-
gendGen kicsiny, pozitiv, rogzitett konstans. A numerikus eljaras konvergenciajanak
javitasa végett célunk, hogy az Euler séma hasznalatakor az egyenlet bal oldalan
egy elliptikus, linearis operator szerepeljen. Ezért az egyenlet mindkét oldalabol
kivonjuk az e, A f tagot. Ekkor két, egymast kovets idslépes f7 és f* megoldasai
k6zott a numerikus modszer a kovetkezé modon teremt kapcsolatot:
ft+1 _ ft 1

1
4 t+1 t t I t
50 QCQAf F(f V[, V) QCQAf.

Atrendezve:

pt %chft“ 5t = fl+ F(fL VL V2FY 6t — %chft 5t.
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Igy az Osszefiiggés bal oldalan talalhato a (t + 1)-edik idépillanathoz tartozé isme-
retlen, a jobb oldalon pedig ismert mennyiségek. Olyan megoldast keresiink, ami
kielégiti a feladat peremfeltételeit. A megoldast a MATLAB-hoz [11] fejlesztett
Chebfun Toolbox [10] operator szintaxisanak hasznalataval szamitjuk. A Chebfun

a fiiggvényeket csonkolt Csebisev sorukkal reprezentélja.

A kifejlesztett kodban két kiilonb6z6 differencidlegyenletet tudunk megoldani. Az el-
s6 az izotropikus feladat megoldésat keresi, azaz a (20) Osszefiiggés alapjan irhatjuk,
hogy F(f',Vft, V2ft) =ci + coH'(f') + c3K'(f*). Rendezve:

. .
- 502Aft“ ot = f' + et + caK'(f')ot.

Vegyiik észre, hogy az izotropikus esetben a H® atlaggorbiiletnek megfelels tag teljes
egészében az egyenlet bal oldalan taladlhato. A 2.11. definici6 nyoman tehéat a

kovetkezd egyenletet szimulaljuk:

1
P S APTLSE = e Bt + aa(flfh, — 10 (22)

It és a peremfeltételek ismeretében ez az egyenlet f;,1-re megoldhato.

A masodik megoldasi lehetség a klasszikus, egyiranyi Bloore egyenletet szimulal-
ja, azaz az izotropikus Gauss- és Minkowski-gorbiileteket lecseréljiik az euklideszi
parjaikra. Tehat F(f!, Vft V2ft) = c; + coH(f') + 3 K(f!). Ezzel a megoldando
feladat érdemben bonyolddik, hiszen az atlaggorbiilet nem egyezik meg az %CQA f
kifejezéssel és az egyenletnek nincs olyan linearis része, ami a bal oldalra atvihetd

lenne. Ezért a numerikus modszer a kovetkezd egyenleten alapul:
1 1
it — 5CQAft“ 5t = fi +c10t+ cH(f) 6t + c3K(f") 6t — 5CQAft ot, (23)

ahol H(f") és K(f") az euklideszi 4tlag és szorzatgorbiiletet jelenti f* fiiggvényében,

és ¢y, 09,03 € R.

3.1.1. Az f; kezdeti feliilet

Az el6z6 részben szereplé numerikus modszert a dolgozatomban vald vizsgalodas
soran mindig ugyanazon fy testbdl kiindulva kezdjiik futtatni. Ez a test egy fél el-
lipszoid. A véalasztasnak tobb oka van. Egyrészrél az ellipszoid egy masodrendii felii-

let, ezaltal kiilonb6z6 programokban egyszertien abrazolhatd. Jol paraméterezhetd,
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tengelyardnyait konnyen tudjuk valtoztatni rdadasul tobb geometriai tulajdonsaga
egyszertien meghatarozhat6. Méasrészrél, az ellipszoid valasztasat indokolja, hogy az
osztalyozasi rendszeriinkben fontos szerepet kapnak az umbilikus pontok és az ellip-
szoid umbilikus pontja kénnyen szamithato. Tekintsiik egy valos ellipszoid altalanos

egyenletét:

ZE2 y2 22

Sta Ttz =1

ahol a,b,c € RT, valamint a, b, ¢ az ellipszoid féltengelyeinek hosszait jelolik. Ala-

kitsuk at a fenti egyenletet:

2 22 2
c? a? b2

2 2

x Yy

2?2 = 02—02—2—02—2

a b
2 2
f _ _ 2 _ 2$__ 2y_
0=2 = /- =
a b

Mivel a négyzetgyokvonasnal csak a pozitiv gyokot vessziik figyelembe, igy meg-
kaptuk annak a fél ellipszoidnak az egyenletét, amit a numerikus kédban hasznélni

fogok. A féltengelyeink hosszai legyenek rendre:

3.1. Tétel. Minden valos ellipszoidnak létezik legaldbb négy umbilikus pontja.
Bizonyitds. A [21]| publikacié tartalmazza. O

Amennyiben egy ellipszoid féltengelyeire igaz a kovetkezs Osszefiiggés: ¢ > b > a
akkor az ellipszoid umbilikus pontjainak (z*, 3", z*) koordinatajat megkaphatjuk a
kovetkezGképp [21]:

Y
— a2 2 —

Mivel euklideszi geometridban ismerjiik, hogy hol taldlhato egy ellipszis umbilikus
pontja, rdadasul tudhato, hogy legalabb négy taldlhato az ellipszisiinkon, termé-
szetesen adodik a kérdés, hogy izotropikus geometridban is ugyanazok lesznek-e az

umbilikus pontok, valamint, hogy a szdmuk megegyezik-e?
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10. abra. Az fy fiiggvény: egy félellipszoid, a felillet U; és U, umbilikus pontjait
pirossal jeloltem.

A 2.2, allitas alapjan tekintsiik a kdvetkezs Osszefiiggést:
(H)? - K'=0
Fejtsiik ki a tagjait definici6 szerint:

2
(9 = (GAF) = 0uef + 0 = {(0us? + 2000f 0 + D)
Ki = amxfayyf_ (axyf)z

Osszegezve az eléz6eket a kivetkezo allitast kapjuk:

3.1. Allitas. Egy F requldris felilet eqy P € F pontja izotrépikusan umbilikus, ha

teljesiil a kovetkezd dsszefiiggés:

1
1((3mf)2 + 2050 fOyy f + (Oyy f)?) = OuafOyyf + (Ouyf)* = 0 (24)
Bizonyitds. A 2.2. allitasbol és a fenti levezetésbdl trividlisan kovetkezik. n

A numerikus kisérleteink soran sziikségiink lesz a feliiletiink adott pontjaiban az
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atlag és szorzatgorbiileteire mind euklideszi, mind izotrépikus geometridban, ehhez

sziikségiink van a feliiletiink parcialis derivaltjaira:

2 Y
N e

1/, cAa? &y oy
Ouf =g\ -2~ 2
o — L w2y
vl g a? 2 b?
3
1 2

s — (oS Y (Y 1 (o epy (e

T 4 a? 2 a2 9 a2 b2 P

O = = (cQ——CQxQ AN 2+1 2 cr cy o

wl ™ oy a? b2 b2 9 a2 b2 12
1/, a2 &2 -3 22y 02y

ol =—\Cm ) U )

Numerikus kisérleteink soran szeretnénk megfigyelni az umbilikus pontoknak a for-

P

vizsgalt feliiletdarabon. Helyettesitsiik be az a = 2, b = 2.5 ¢ = 5 értékeket a
3.1. tételt kdvets Osszefiiggésekbe:
U b —a? u " cz —b?
¢ = *ta m, Yy = O, 4 = +c m (25)
Melyet kiértékelve az altalunk vizsgalt félellipszoidon megkapjuk két umbilikus pont-

nak a koordinatéjat.

Vot

lﬂf,2 ==+ 7 y11172 = 0,

257

2 14

[zotropikus geometridban az umbilikus pontok koordinatait a 24. egyenlet megol-
dasaként kapjuk. Az fy feliiletre megoldva az egyenletet, a kdvetkez6 koordinatékat

kapjuk:
™ = 0, Yy, = £1.5, 2 = 4

Az izotropikus umbilikus pontok kiszamitdsdhoz a Maple programot hasznaltam.
Vegyiik észre, hogy az euklideszi esetben az umbilikus pontok az X 7, izotropikus
esetben az Y Z sikon helyezkednek el.
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3.2. Uj eredmények
3.2.1. Numerikus kisérletek

A numerikus kisérletekben az a célom, hogy az adott fél ellipszoidbdl kiilénb6z6
tulajdonsagu feliileteket hozzak létre. Ezeket ci,co,c3 € R egyiitthatok megfeleld
megvalasztasaval tudom elérni. Az f; ellipszoidbél kiindulva harom célra fogok

fokuszalni:

1. eset:

Ebben a feladatban a célom az, hogy (i-)miniméalfeliiletekhez, azaz H = 0, illetve
H* = 0 jellemz6jt feliiletekhez tartson a feliiletevolicio. Ez geometriai tulajdonsa-
gaban azt jelenti, hogy a feliilet atlaggorbiilete 0, szorzatgorbiilete pedig negativ. A
(9) és (10) egyenleteket vizsgélva észrevehetjiik, hogy ha ¢; = ¢35 = 0 és ¢o # 0, akkor
a stacionarius megoldasra teljesiil, hogy H = 0 euklideszi, illetve H* = 0 izotrépikus

esetben.

2. eset:

A kovetkezd feladatban altalanositott (i-)miniméalfeliileteket szeretnénk gyartani.
Lattuk, hogy ezek a K — H, illetve K* — H* terekben a H = ¢, illetve H* = ¢
egyeneseknek felelnek meg, ahol ¢ € R\ {0}. A (9) és (10) egyenleteknek akkor, és

csak akkor létezik ilyen megoldasa, ha a ¢1,co # 0, c3 = 0 és ¢1/co = —c teljesiil. A
szimulacidkban a ¢y = 1 és ¢; = —c értékeket hasznaltuk.
3. eset:

Az TW és i-LW feliiletek szamitasahoz sziikséges, hogy a co és c3 egyiitthatok 0-t6l
kiilénb6z6 szamok legyenek. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

co—1. A szimulaciokban cs mellett ¢; értékét is zérustol kiillonbozs értékre vettem
fel.

Osszhangban a 2. fejezet definicioval, a kiilonboz6 feliiletek elnevezését euklideszi és
izotropikus geometriaban cq, ¢y, c3 € R egyiitthatok fiiggvényében a 1. tablazatban

foglalom 6ssze.

Euklideszi geometria Izotrépikus geometria
€163=0,c,#0 Minimalfeliilet I-minimalfelllet
c3=0,¢c,c,#0 Altaldnositott minimélfeliilet Altaldnositott i-minimalfeliilet

S . .. Izotrépikus Linedris Weingarten
c 0,c 0,c,e€ R Linedris Weingarten (LW) feliilet . .
2% 0,.6# 0,6 & (tw) (i-Lw) feliilet

1. tablazat. Feliiletek elnevezése az euklideszi és izotropikus geometriaban a ¢y, ¢o, c3
egyiitthatok szerint.
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El6szor vizsgaljuk az izotrépikus eseteket!

I-minimalfeliilet

Mean curvature Gaussian curvature

shape Weingarten

11. &bra. (a) i-minimélfeliilet evolicioja a K — H' sikon és a feliilet végss alla-
pota. (b) A i-minimalfeliilet, atlag-, szorzatgorbiilete, alakja, valamint eltérése a
i-Weingarten feliilettsl. A (b) részben az atlatszo feliiletek a kezdeti, a tomor feli-
letek a végallapotot jelzik.

A futtatast a (c1, c2,c3) = (0, 1,0) paraméterekkel végeztem. Tekintsiik a 11(a) ab-
rat! Az (a) abra mindkét részabrajan a K — H' sikon abrazolom a P parabolat. A
bal oldalon a szinekkel jel6lt ponthalmazok az evolacié egy-egy allapotahoz tartozo
feliilleteknek felelnek meg tgy, hogy az €2, tartoményt stirtin diszkretizalva minden
pontban kiértékeltem a (K*, H') értékeket. A kék ponthalmaz a kezdeti allapotot

(félellipszoid) jeloli, az evoliacio koztes allapotait a sarga és a z6ld, a végss allapotot
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a piros ponthalmaz jeloli. A végs6 allapot a modellben a T" = 5 id6pontnak felel
meg, itt a feliilet érdemben mér nem valtozik, numerikus értelemben stacionariusnak
tekinthets. A sorrendet a bal fels6 abran kiilénbo6z6 szinnel jelolt szamok is jelzik.
A fekete pontok a szines ponthalmazok stlypontjat mutatjak. Az dbra (a) részének
jobb oldala a bal oldali Abran 4-essel jel6lt végéllapotot mutatja. Jol lathato, hogy a
4-es ponthalmaz pontjai a H = 0 egyenes mentén helyezkednek el, és K < 0. Azok
a pontok, melyeknek az atlaggorbiilete nem 0, azok a sarkok kdrnyezetében helyez-
kednek el és az ott keletkez$ peremzavar miatt nem tudjak felvenni az azonosan
0 értéket. A peremzavar oka, hogy a (21) kezdeti-peremértékfeladat az 2, tarto-
many minden peremén Dirichlet peremfeltételt ir le, igy a sarkokban szamitott H*
atlaggorbiilet a peremfeltételek altal rogzitett, nem valtozhat. Mivel az fy kezdeti
alak H'(+a,+a) atlaggorbiilete a sarkokban nem zérus, igy az emlitett peremzavar
fellép. Tekintsiik a 11(b). abrat! Itt mind a négy részabran a halvany feliilet mu-
tatja a kezdeti fo(x,y), a vastagabb pedig a végsé f(5,z,y) allapotot. A (b) abra
bal fels6 részén a H' atlaggorbiilet, a jobb felss részén a K* szorzatgorbiilet, a bal
also részén feliilet tényleges alakja, a jobb alsé részén pedig a stacionarius allapot-
t6l, azaz a Weingarten tulajdonsagtol vald eltérés lathato. Megfigyelhetd, hogy a
feliilet atlaggorbiilete a sarkoktol eltekintve 0, ez az emlitett peremzavar jelensége.
Ugyanez megfigyelhetd a Weingarten feliilettdl valo eltérésnél is. Ha a feliilet alak-
jat, valamint a K* — H* sikon 1évé ponthalmazt tekintjiik, akkor jol lathato, hogy
hiperbolikus feliiletet kaptunk eredményiil.

Altalanositott i-minimalfeliilet

A 2. esetnek megfelelGen az egyiitthatok legyenek (cq, 2, c3) = (1.8204,1,0). ¢; érté-

két tgy valasztottuk meg, hogy az f feliilet sarokpontjaiban felvett H* atlaggorbiile-

tének ellentettjét vettiik. Ekkor nem fog fellépni a peremzavar jelensége se az atlag-

gorbiiletnél, se a Weingarten feliilettsl valo eltérésben. A 12. dbran lathatjuk, hogy
“el

az i-altalanositott miniméalfeliilet minden pontja a konstans H® = — = —1.8204
Co

egyenesen talalhato, valamint minden pontja elliptikus. Erdemes megfigyelni, hogy
maga a végsd eredmény csak kis mértékben tér el az eredeti alaktol. Tovabbi vizsga-
lodas targya lehet, hogy co = 1 és rogzitett fp kiindulési alak mellett mely co érték
minimalizalja a két feliilet eltérését jellemzs L2 normét ([, (f(T) — fo)*dQ).
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Hi

Mean curvature Gaussian curvature

shape Weingarten

12. abra. Altalanositott i-minimalfeliilet evolucioja a K*— H® sikon és a feliilet végsé
allapota. (b) Az Aaltalanositott i-minimalfeliilet, atlag-, szorzatgorbiilete, alakja,
valamint eltérése a i-Weingarten feliilettél. A (b) részben az atlatszo feliiletek a
kezdeti, a tomor feliiletek a végallapotot jelzik.

i-LW feliilet

Az egyiitthatok legyenek (cq,cq,c3) = (0.9102,1,—0.1). Ekkor, varakozasainkkal
osszhangban, a stacionarius feliilet (K*, H') ponthalmaza egy linearis fiiggvény graf-
jara illeszkedik. Amennyiben ¢y = 1, akkor az egyenes meredekségét a c3 egyiitthato
hatarozza meg. A 13(a) abran lathatjuk, hogy az eredményiil kapott i-LW feliiletnek
egyarant vannak elliptikus és hiperbolikus pontjai, a 13(b) dbran pedig megfigyel-
het6 a peremzavar, valamint lathato, hogy sikeriilt egy i-LW feliiletet 1étrehoznunk.

A bevezetett osztalyozas szerint az eredmény egy (A,U) tipusu feliilet.
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Mean curvature Gaussian curvature
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13. dbra. i-LW feliilet evolicioja a K' — H' sikon és a feliilet végs6 allapota. (b) Az
i-LW feliilet atlag-, szorzatgorbiilete, alakja, valamint eltérése a i-Weingarten felii-
lettsl. A (b) részben az atlatszo feliiletek a kezdeti, a tomor feliiletek a végallapotot
jelzik.

A kovetkezSkben térjiink at az euklideszi geometrianak megfeleld feliiletek szamita-

saral

Klasszikus minimalfeliilet

Az egyiitthatok legyenek (cq,co,c3) = (0,1,0). A feliilet ebben az esetben is hiper-
bolikus, a pontjai a 14(a) abran lathaté6 modon a H = 0 egyenesen talalhatok. A
sarkok kornyékén itt is fellép peremzavar, ambéar sokkal kisebb mértékd, mint az
izotropikus esetben. Ennek oka, hogy az atlaggorbiilet az Euklideszi esetben fiigg
az [ fiiggvény vegyes derivaltjaitol, igy a Dirichlet peremek nem régzitik H értékét
a sarkokban. A kismértéki peremzavar jelensége a 14(b) abran megfigyelhets. Jol

lathato, hogy a minimalfeliiletek esetén csak az &tlaggorbiilet konstans zéro értékd,

31



a szorzatgorbiilet valtozik a feliilet mentén.

(a)

Mean curvature Gaussian curvature

N RN - SN
;

shape Weingarten

14. dbra. Minimalfeliilet evolucioja a K — H sikon és a feliilet végss allapota. (b) A
minimalfeliilet, atlag-, szorzatgorbiilete, alakja, valamint eltérése a Weingarten felii-
lett6l. A (b) részben az atlatszo feliiletek a kezdeti, a tomor feliiletek a végallapotot
jelzik.

Altalanositott minimalfeliilet:

Az izotropikus esethez hasonléan c¢; egyiitthato értékét az fy fliggvény €, tartomany
sarkaban felvett H értéke alapjan hataroztam meg. Ez az euklideszi geometriaban
nem garantalja, hogy a peremzavar egyaltalan nem lép fel. Legyenek az egyiitt-
hatok (cq, ¢, c3) = (0.39644,1,0). Ekkor a stacionarius feliilet pontjai a H = —¢;
egyenes mentén helyezkednek el (15(a) abra). Az ettdl valo eltérés a peremzavarral
magyarazhato, mely a 15(b) abran lathato. Ezen az dbran érdemes megfigyelni a
felillet Gauss-gorbiiletét! Jol lathato, hogy ez nem éallandd, hanem minden pontban
valtozik. A 15(a) abran lathatjuk, hogy ennek az altalanositott minimalfeliiletnek

vannak hiperbolikus és elliptikus pontjai is.
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Mean curvature Gaussian curvature

shape Weingarten

15. abra. Altalanositott minimalfeliilet evolicioja a K — H sikon és a feliilet végss
allapota. (b) Az altalanositott minimalfeliilet, atlag-, szorzatgorbiilete, alakja, vala-
mint eltérése a Weingarten feliilettl. A (b) részben az atlatszo feliiletek a kezdeti,
a tomor feliiletek a végallapotot jelzik.

Linearis Weingarten feliilet:

Végiil tekintsiik a linedris Weingarten feliiletet! Az egyiitthatok legyenek:

(c1,c2,c3 = 0.39644,1,0.1). Ekkor a stacionarius feliillet a K — H ponthalmaza egy
linearis fiiggvény grafjara illeszkedik. Az eredményiil kapott LW-feliiletnek egyarant
letezik hiperbolikus és elliptikus pontja, ezeket a (16(a)) abra mutatja, hiszen az
eredményiil kapott egyenes metszi a K = 0 helyen felvett H tengelyt. A 16(b)
abran lathatjuk, hogy a kismeértékid peremzavartol eltekintve sikeriilt egy, az adott

peremekre illeszkedd LW feliiletet meghatarozni.

A bemutatott példak mindegyike a bevezetett osztalyozas szerint az (A,U) osztaly-
ba tartozik. Ez vélhetGen Osszefiigg a peremek megvilasztésaval és azzal, hogy
mahasabb c3 értékekre az eljaras nem konvergens. A kifejlesztett numerikus mod-

szer tapasztalatim szerint a minimélfeliiletet és az altalanositott minimalfeliiletet

33



Mean curvature Gaussian curvature

shape Weingarten

16. abra. Linearis Weingarten feliilet evolicioja a K — H sikon és a feliilet végsd
allapota. (b) A linearis Weingarten feliilet, atlag-, szorzatgorbiilete, alakja, valamint
eltérése a Weingarten feliilett6l. A (b) részben az atlatszo feliiletek a kezdeti, a témor
feliiletek a végallapotot jelzik.

jelentd megoldasokhoz, azaz c3 = 0 esetben, mindig konvergdl. A konvergencia
az izotropikus esetben vélhetGen bizonyithato, hiszen ott a kétdimenzios hévezetési
egyenletet oldjuk meg. Numerikus tapasztalataink azt mutatjak, hogy asmenyiben
|cs| elegend@en kicsiny (kb. |c3]<0.5|cz|), fiiggetleniil c5 elgjelétsl, a modszer szintén
konvergens. Azonban nagy |cs/ca| értékekre divergenciat tapasztalunk. Ez vélhe-
t6en az alakfejlédési modell sajatja, mivel a divergenciat jelentd feliileti pontok a
peremekhez, és elsGsorban a sarkokhoz kozel keletkeznek. Egyel6re annyit tudunk
megfogalmazni, hogy a nemlineéris esetben a peremfeltételek, és vélhetGen az f; kez-
deti alak megvalasztéisa is hatéssal van eljaras konvergencidjara. Ez tovabbi kutatast

igényel.
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3.2.2. Kapcsolat a kopasi folyamattal

Emlitettem, hogy a Bloore egyenlet természeti kopasi folyamat leirasara szolgal. A
[9] cikkben ramutattak arra, hogy a folyokban allo szikladarabokat az egyiranyt
Bloore folyamat koptatja (17. dbra). Mint lattuk, ennek a folyamatnak a staciona-
rius megoldéasai az LW feliiletek. A modell egydimenzios, f(t,x) fiiggvényre felirt
valtozatéara a [9] publikicio igazolta a stacionarius megoldasok lokalis stabilitasat és

numerikusan globalis konvergenciat tapasztaltak.

17. abra. A folyoban kopo szikla alakja LW feliilethez tart [9].

A kopési folyamat és a héjak formakeresését a nemlinearis PDE szempontjabol el-
s6sorban a peremfeltételek kiilonbozbsége valasztja el. A formakeresési feladatban a
fejezetben latott Dirichlet peremet érdemes el6irni (illetve esetleg a szimulaciokban
latott peremzavar megsziintetésére id6ben valtozo, a peremzavar mértékétsl fiiggsd
Dirichlet perem johet szoba). A kopasi folyamatban ezzel szemben az €, tartomany,
ami a szikla fliggéleges, foly6 iranyara meréleges sikban 1évG vetiiletével azonos, ha-
rom oldalat érdemes Neumann peremekkel ellatni, ami megfelel annak, hogy a szikla
folyofenékkel nem érintkezd részei lekerekednek. A negyedik, a folyofenékkel érint-

kez6 perem pedig Dirichlet perem.

Amennyiben a szikla elegend&en hosszu ideig kopott, azt varjuk, hogy alakja kozel
LW. Ezen alak hidrosztatikus nyomasnak kitett membranhéjak formajaként szolgal-
hat. Az elméleti levezetésben ugyan nem szerepel, de sejtjiik, hogy lapos héjakra az
LW és az i-LW feliiletek kozel esnek egymashoz. Ilyen modon a koptatott szikla,
amennyiben lapos, illetve a szikla feliiletének egy része szolgdlhat i-LW feliiletek
modelljeként, vagy akir az ebben a fejezetben bemutatott algoritmus f, feliileteként
fiiggBleges megoszlo teherrel terhelt membranhéjak elGallitasdhoz. Az, hogy létezik-
e olyan egyszeri alakban megadhato T transzformacio, ami egy LW feliiletet leir6
f(z,y) figgvényt egy i-LW feliiletet leir6 g(z,y) fiiggvénybe visz, tovabbi kutatas
targyat képezheti.
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4. Konklazid

Dolgozatomban bemutattam egy j modszert, amely az egyiranyt Bloore operator
szimulaci6javal allit el§ rogzitett peremek mellett izotropikus és euklideszi értelem-
ben vett minimalfeliileteket, altalanositott minimalfeliileteket és linearis Weingarten
feliileteket. Bevezettem egy 1j osztélyozési rendszert, mely a linearis Weingarten és
izotropikus linearis Weingarten feliileteket a nekik megfelels egyenesek K* — H' és
K — H sikokon vett helyzete és az umbilikus pontok létezése alapjan osztalyozza.
Az izotropikus linearis Weingarten feliiletek egyenletesen megoszlo, fliggéleges te-
her alatt, a klasszikus Weingarten feliiletek az allandoé hidrosztatikus nyomés alatt
membranhéjként viselik a terheket. Az alakevolucids eljaras alkalmas ilyen héjak

alakjanak meghatarozasara.

18. abra. Kapcsolat a membranhéj alakja és a természeti forma kozott.

Ramutattam arra, hogy egyes természeti kopéasi folyamatokat leir6 egyiranyu Bloore
modell stacionarius megoldésai szintén Weingarten feliiletek, elegendGen hosszi ideig
kopasnak kitett feliilletek kdzel Weingarten tulajdonsagtak. A fenti eredmények
alapjan ezen kopott feliiletek alakja szolgalhat membranhéjak forméajaként. Ilyen
modon szoros kapcsolatot talaltam a természetben lejatszodo alakevolicios folyamat

stacionarius megoldasa és a membranhéj szerkezetek alakja kozott.

Az elvégzett munka korant sem teljes. A TDK készitése soran szamtalan, nyitott

kérdés meriilt fel, ezeket a kovetkezé alfejezetben gytjtottem Ossze.
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4.1. Kérdések és tovabbi célok

(1) Az f(t,x,y) fiiggvényt fejlesztd Bloore folyam alatt milyen feltételek esetén tel-

jesiil a stacionarius (LW, és i-LW) megoldasok lokalis stabilitasa?

(2) Mely ¢y, c2, c3 egyiitthatokra konvergens a modellben szereplé kezdeti-peremérték
feladat? Fiigg-e ez a peremfeltételektsl, az () értelmezési tartoméany alakjatol és az

fo kezdeti fiiggvénytél?

(3) Adott peremek kozott fiiggslegesen terhelt izotropikus linearis Weingarten (i-
LW) feliilet egyedi-e?

(4) Hogyan viselkednek az umbilikus pontok az evolicio folyaman? Sziiletnek-e,

sziinnek-e meg umbilikus pontok?

(5) Létezik-e az ismert példakat leszamitva konstans Gauss-gorbiileti és valtozo &t-
laggorbiilet feliilet, azaz 1étezik-e olyan feliilet, ami a K — H sikon egy fiiggéleges
egyenes? Ha igen, hogyan kell modositani az algoritmust, hogy ezt szamitani lehes-
sen (a jelzett eset a c; = 0 paraméternek felel meg, ekkor a jelenlegi implementacio

mindig divergens)?

(6) Szorosan kapcsolodik az el6z6 kérdéshez a Monge-Ampére egyenlet megoldhato-

sagdnak vizsgalata alakevolicios modellek hasznalataval.

(7) Létezik-e konstans izotropikus Gauss-gorbiiletii feliilet olyan esetben, ha atlag-
gorbiilete nem azonos minden pontban? Milyen mechanikai tulajdonsagokkal ren-

delkezik egy ilyen feliilet?

(8) A peremzavar vélhetGen a sarkos értelmezési tartomany kovetkezménye. Nume-
rikus modell atalakitasa olyan médon, hogy az egységkor értelmezési tartomanyon

lehessen a numerikus kisérleteket végrehajtani.
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5. Fiiggelék

5.1. Minimalfeliiletek

A differencidlgeometriai szakirodalmat olvasva azzal szembesiilhetiink, hogy a mini-
malfeliiletekre szamos (legalabb nyolc) egymassal ekvivalens definiciot talalhatunk.

A teljesség igénye nélkiil én most ezek koziil néhényat emlitenék meg.

5.1. Definicié. Egy M C R? felilet minimdlfeliilet, akkor és csak akkor, ha
barmely p € M pontnak létezik eqy kornyezete, amely terilete minimdlis a hatdrdhoz

képest.

5.2. Definicié. Egy M C R? feliilet minimdlfeliilet, akkor és csak akkor, ha

minden p € M pontjaban az dtlaggorbilete azonosan 0.

5.3. Definicié. Eqy M C R? feliilet minimdlfeliilet, akkor és csak akkor, ha
lokdlisan kifejezhetd a kovetkezd egyenlet megoldasfiggvényének (u = u(x,y)) grdf-
jaként:

(1+ uxQ)uyy — 22U Uy Uy + (1 + qu)um (26)

5.4. Definicié. Egy M C R? felilet minimdlfeliilet, akkor és csak akkor, ha

ha kritikus pontja a terilet funkciondlnak minden kompakt varidcidra.[4]

5.5. Definicié. Egy konformdlis immerzic X : M — R® minimdl, akkor és
csak akkor, ha kritikus pontja a Dirichlet energidnak az dsszes kompakt varidciora,
vagy ezzel ekvivalensen barmely p € M pontjanak lélezik olyan kérnyezete melynek

energidja minimdlis a hatdrdhoz képest.

Fizikai szempontbol vizsgilva az atlaggorbiilet fiiggvénye egy homogén membran-
nak, a membran két oldalan azonosan egyenl6 egy nem nulla konstanssal, mely
egyenld a feliilet két oldalan fellépd nyomaskiilonbséggel (Laplace-Young egyenlet)[15].
Amikor a nyomaskiilonbség zérus, akkor a membrannak nulla az atlaggorbiilete. Eb-
bél kovetkezik, hogy a szappanhartyak (kivéve a szappanbuborékok) a legegyszertibb

fizikai realizacidja a miniméalfeliileteknek.

5.6. Definicio. Egy M C R3 feliilet minimdlfeliilet, akkor és csak akkor, ha minden
p € M pontjanak van olyan D, kornyezete amely azonosan egyenld az egyetlen idedlis

szappanhdrtydval, melynek hatdra 0D,.

5.1. Allitas. Minden minimdlfelilet Gauss gorbilete a degenerdlt esetektdl eltekint-

ve negativ.

Bizonyitds. Induljunk ki a minimalfeliiletek atlaggorbiiletes definiciojabol. Esze-
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rint a minimalfeliilet dtlaggorbiilete minden pontjaban nulla. Ez akkor lehet csak,
ha mindkét f6gorbiilete 0 (ez a sikot adja vissza), vagy ha a fégorbiiletek egymaés
ellentettjei. Amennyiben a masodik lehetGség all fent, ugy a szorzatgorbiiletiik ne-

gativ. O

Megjegyzés:

A minimalfeliiletek nem degenrélt esetben hiperbolikus feliiletek.

e Katenoid:
A katenoid egy feliilet a 3 dimenzi6s euklideszi térben, ami a lancgorbének a
sajat vezéregyenese koriili elforgatasaval jon létre. A sikot leszamitva ez volt a
legels6ként felfedezett minimalfeliilet. Leonard Euler 1744-ben latta be a ka-
tenoidrol, hogy minimalfeliilet. Erdekessége, hogy a sikon kiviil ez az egyetlen
forgasfeliilet, ami minimalfeliilet is.
A katenoid a klasszikus Descartes-féle koordindta- rendszerben az aldbbi pa-

raméterezett egyenletekkel definidlhato:

x = cosh(s)cos(t)
y = cosh(s)sin(t)
z = s,

ahol s;t € R

19. 4bra. Katenoid

5.2. Allitas. A csavarfelilet és a katenoid eqymdssal homeomorf feliletek

5.1. Bizonyitas. Mivel a katenoid, valamint a csavarfeliilet is része az ugyne-
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vezett Bonnet csalddnak, 19y o katenoid hajlitdssal dtvihetd eqy rész csavarfeli-
letbe, nyijtdas nélkil. Vagyis létezik olyan folytonos egybevdgdsagi transzformd-
ci0 bdrmely katenoid esetén, amely eqy rész csavarfeliletre képez és amelynek

deformdcios csalddjdnak minden eleme minimdlfelilet.

e Helikoid:
A helikoid a katenoid utan masodikként felfedezett minimaéalfeliilet. Jean Bap-
tiste Meusnier irta le 1776-ban, de mar Arkhimédész is ismerte. Sziikebb
értelemben véve a csavarfeliilet egy egyenes tengely mentén egyenletes sebes-
séggel haladd és a tengely koriil egyidejiileg egyenletes szdgsebességgel forgo,
a tengelyre mer6leges egyenes altal surolt felillet. A pontnak ezt a mozgésat
csavarmozgasnak nevezziik. A generdloé egyenes minden pontja csavarvona-
lat ir le, tehat a csavarfeliilet minden pontjan at fektethetd egy csavarvonal,
ami a csavarfeliiletre illeszkedik. A csavarfeliilet a Descartes-féle koordinata-

rendszerben a kovetkez$ paraméterezett egyenlettel irhato le:

r = scos(ax*t)
y = ssin(a *t)
z =1,

ahol s, t,a € R

20. abra. Helikoid egy vizszintes sikokkal metszett darabja

5.3. Allitas. A csavarfeliilet és az R? sik eqgymdssal homeomorf feliiletek.
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Bizonyitds. A csavarfeliilet paraméteres elGallitisaban, csokkentsiik az a ér-
tékét nullaig. Minden a értékhez mas csavarfeliilet tartozik, a csokkentéssel
egyre kisebb meredekségi csavarfeliiletet kapunk, mig végiil 0-ban teljesen sik-

ké torzul. Emiatt a sikot degeneralt csavarfeliiletként is lehet értelmezni. [

e Scherk-féle minimalfeliiletek:
Meusnier utan Heinrich Scherk volt a kovetkez6 ember, aki példakat tudott
felmutatni a minimalfeliiletekre. 1834-ben két teljesen bedgyazott minimalfe-
lilletet irt le. Az els6 példaja egy kétszeresen, a masodik pedig egy egyszeresen
periodikus feliilet. A katenoid és a csavarfeliilet utan Scherk feliiletei voltak
a harmadikként felfedezett nem trivialis minimalfeliiletek. Erdekesség, hogy a

két feliilet egymas konjugaltja.
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21. abra. Scherk-féle minimalfeliilet

¢ Riemann-féle minimalfeliiletek:
A Riemann-féle minimélfeliileteket Bernhard Riemann irta le el6szor 1867-ben.
Riemann példai kétparaméteres csaladja a teljes periodust minimalfeliiletek-
nek, ahol a paramétereket tekinthetjiik Ggy, mint a nyakak mérete, valamint
mint a két szomszédos tartomany egymaéassal bezart szége. Amikor a para-
méterek degeneralodnak, akkor kétfajta struktiarat tudunk elGallitani. Létez-
nek olyanok, amelyek olyanok, mintha katenoidokat egymasra ragasztanank és
olyanok is, amelyek két egymassal ellentétes irdnyd helikoidnak felelnek meg,

melyek szintén 0ssze vannak ragasztva és a tengelyiik parhuzamos.

41



22. dbra. Riemann-féle minimalfeliilet

e Toérusz-szerti minimalfeliiletek:
A Riemann-példak bemutatésa utan térjiink at a torusz szerd minimalfeliile-
tek vizsgalatara. William Kingdon Clifford (1845-1879) tudott példat mutatni
egy "lyukas" minimalfeliiletre, amit utana Clifford szalagként neveztek el.
H. Blaine Lawson 1970-ben megmutatta, hogy S3-ban minden génuszra létezik

minimalfeliilet [14].

23. 4bra. Lawson-féle minimalfeliilet
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Az els6 1 génuszii minimalfeliiletet 2005-ben sikeriilt felfedeznie Webernek,
Hoffmannak és Wolfnak. Ennek a minimélfeliiletnek a kiilonlegessége, hogy ez

egy beagyazott minimalfeliilet, melynek vége homeomorf egy helikoid végével.|3]

24. abra. Egy génuszi minimélfeliilet
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