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1. Bevezetés

Ridegen toré anyagokkal kapcsolatos egyik alapvetd jelenség az aprézdédas, melynek
leirasaval geoldgusok, fizikusok és matematikusok egyarant foglalkoznak [1][2][3]. Kiilondsen
érdekes ez a jelenség a k&zetek alakfejl6édésének szempontjabdl, hiszen az aprézddas
generadlja az alakfejl6dés kezdeti feltételeit. Az alakfejl6dés leirdsara a kézelmultban javasolt
[3][4] rendszer a kavicsok statikus egyensulyi helyzeteinek szamlaldsan alapul.

Jelen dolgozatban a sikbeli aprozdodas egy lehetséges modelljében vizsgaljuk a statikus
egyensulyi helyzetek szamdanak alakuldsat. Megmutatjuk, hogy véletlenszeri modelliinkben
tetsz6leges N-szogbdl kiindulva az aprézdodds sordn keletkezé sokszogek élszama monoton
modon 4-hez konvergal. Ezzel parhuzamosan a stabil egyensulyi helyzetek szama (S) is
konvergdl egy 4-nél kisebb szamhoz, bar a konvergencia nem monoton.

Vizsgaljuk ezen kivil a poligonok egyensulyi helyzeteinek szdmanak valtozasat, azaz S
novekedésének és csokkenésének esélyét a levagott teriletarany fliggvényében.

Bar modelliink sikbeli, ugy gondoljuk, hogy a modell altal bemutatott jelenség kvalitativ
egyezést mutat a 3 dimenzids feladattal. Ennek illusztrdlasdra a stabil helyzetek szamara
kapott  slrlségfliggvényt  Osszevetjik  zuzottkovek  mérési  adataibdl nyert
slrlségfliggvénnyel.

Egy alternativ modellben is megvizsgdljuk a haromszogek stabil egyensulyi helyzetei
szdmanak az eloszIldsat, a haromszog alakjatdl fliggden, és Osszevetjik az aprézédasos
modell eredményeivel.

Végill felvetlink lehetséges tovabbi kutatasi irdnyokat.

A szamitdsokat Matlab programokkal végeztiik, melyek m(ikédési elvét az aldbbiakban
részletesen bemutatjuk.



2. Az algoritmus Kkifejtése

A sikbeli aprézédast oly mdédon modelleztiik,
hogy konvex poligonokat egyenesekkel vagunk
ketté. A konvex poligonok halmaza erre a

m(iveletre invarians, vagyis a mf(velettel nem
lehet kilépni a halmazbdl, igy mindvégig konvex
poligonokat  vizsgalunk. Konvex poligonok 1. spra p poligon e egyenessel P, és P,
egyenessel vald vagdsa esetén mindig két darab,  darabra valé vagasa

szintén konvex poligont fogunk kapni.

A kiindulé poligont nevezziik Po-nak, az aktudlis poligont mindig P-nek, stlypontjat Sp-nek. Az
algoritmus elGszor vdlaszt P-hez egy véletlenszerld metszé egyenest, majd meghatdrozza a
két poligont, amit a vagds eredményeképp kapunk, ezek lesznek P; és P,. (1. abra) Ezt a
mlveletet egy alakzatra, majd minden darabjdra ismételten végrehajtjuk, igy kapunk egy
nagy poligon halmazt. A részpoligonok oldalainak és egyensulyi helyzeteinek a szamabdl
statisztikdk készithetdk.

2.1. Véletlenszerii egyenes felvétele

A vagashoz sziikséglink van egy véletlenszerlien felvett egyenesre, de nem mindegy, hogy
hogyan valasztjuk meg.

Egy természetes mddszer az lenne, hogy elészor egyenletes eséllyel kisorsoljuk, hogy milyen
szogben alljon az egyenes, majd az ilyen szogli, P-t metsz6 egyenesek koziil valasztunk
véletlenszer(ien egyet. Ez azonban egy lapos alakzatot ugyanolyan valészinlséggel vagna el
hosszaban, mint keresztben. (2. abra)

Azért, hogy a modell minél jobban kovesse a természetes torési mintakat, mi egy masik
maddszert alkalmazunk, oly mdédon, hogy egy hosszukas alakzat valdszinlbben vagddjon el
keresztben, mint hosszaban. Ezt ugy érjiik el, hogy szog és tadvolsag szerint meghatarozott
metsz6 egyenesek koziil azonos eséllyel valasztjuk ki barmelyiket. (3. dbra)

05l B &b B
1 1 1 1
-1 IE 1I —D‘S é DIE 1I -1 ‘5 ‘; —EI‘S 6 DIE 1I
2. abra P poligon 20-szor elvagva 3. abra P poligon 20-szor elvagva szog és
egyenletesen valasztott szog alapjan tdvolsag alapjan sorsolt egyenesekkel.

sorsolt egyenesekkel.



Ezt ugy tudjuk megtenni, hogy leképezzik a lehetséges
egyeneseket egy sikra, aminek egyik tengelye az egyenes
fliggblegessel bezart szoge, masik tengelye az egyenes
sulyponttdl valé tavolsaga. Ezen a sikon a poligont metszé
egyenesek egy gorbe alatt fognak elhelyezkedni, s ez a
gorbe megegyezik a gorditett poligon
tamaszfliggvényével. (4. abra) Ez a gorbe koszinusz
fliggvényekbdl allithatd 6ssze. (5. abra) Ahhoz, hogy ezek
kozul az egyenesek kozul azonos eséllyel valasszuk
barmelyiket, a sz6g megvalasztasandl ezt a fliggvényt

haszndljuk az eloszlas s(rliségfliiggvényeként [6], a

tdvolsagot pedig az adott szognél lehetségesek koziil
egyenletesen sorsoljuk. Ebben az esetben P poligon 4. 3bra Gérditett poligon
tamaszfliggvénye a 5., az eloszlasfuggvény a 6. abran  sulypontjanak a  magassaga,

lathatd alakot veszi fel. avagy a tdmaszfiggvény: h(¢@).
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5. dbra P poligon tdmaszfiiggvénye @ potle

.. . eloszlasfliggvény, melyet a metsz6
fluggvényében geveny y

egyenes sorsolasahoz hasznalunk

2.2. Sokszog elvagasa

Az egyenest a rd mer6leges irdny vizszintessel
bezart szogével (a), valamint a sokszog
sulypontjatol valé el6jeles tavolsagaval (d) adtuk

meg. (7. abra) Ez alapjan meghatarozzuk a

képz8d6 részpoligonokat, P1-et és P2-t. 7.

dbra P poligon a metsz6 e

egyenessel és paramétereivel



2.3. Egyenstlyi helyzetek szamanak meghatarozasa

Ehhez a szdmitashoz a poligon sulypontjara és

konvex burkdra van szikségiink. Mivel c

modellinkben  csak  konvex  sokszogekkel DSP \

foglalkozunk, ezért a konvex burok adott. A M B
™

sulypontot a statikabdl ismert képlettel szamitjuk
ki. 8. dbra P poligon Sy sulypontjanak vetiilete az

i . . . . AB oldalon
Sikbeli alakzat stabil egyensulyi helyzetei csak a

konvex burok élein lehetnek. A poligon egy AB

élén akkor lesz stabil egyensulyi helyzet, hogyha az Sp sulypontbdl az AB él egyenesére
allitott meréleges talppontja az AB szakaszon beliilre esik. (8. dbra) Ezt skalaris szorzassal
meghatdrozhatjuk, miszerint ha teljesul, hogy

O<AB-AS<1
AB - AB

akkor az AB oldalon létezik stabil egyensulyi helyzet.

Ezt a mddszert minden oldalra alkalmazva meghatarozhaté, hogy egy konvex poligonnak
hany darab stabil egyensulyi helyzete van.

2.4. A poligonok halmazanak kezelése

A statisztikdk készitésekor egy poligont sem vetink el, a kettévdgdsok sordn kapott
poligonokat mind megtartjuk, majd azokat szintén kettévagjuk. igy a poligonok egy binaris
fat alkotnak. Készithetlink id6 szerinti statisztikakat, azokat a poligonokat kezelve egy
csoportként, amelyek a fa azonos szintjén vannak, azaz azonos szamu vagas utan keletkeztek
Py-bol. Ezt a szamot t-vel fogjuk jeldlni. Néhany esetben szemléletesebb az dsszes adatot
egyben kezelni, ilyen statisztikakat is készitettlink.

Mivel a poligonok szama 2°, ezért a realisztikusan szamithaté tartomany t kis értékeire
korlatozédik. Az itteni statisztikdahoz t=15 lépést hasznaltunk.

3. Statisztikak és eredmények

Az oldalak szdmat és az egyensulyi helyzetek szamat vizsgdltuk részletesebben az igy
megalkotott poligonhalmazon.

3.1. 1d6 szerinti atlagos statisztika

Ennél a statisztikdnal az azonos t értékhez tartozé poligonokat vettiik egy csoportnak, és
ezeknek az atlagos élszamat, valamint atlagos egyensulyi helyzeteinek a szdmat vizsgaltuk,
hogy hogyan valtozik id6 szerint.



Az oldalak szamanak id6beni
valtozasanal lathatjuk, hogy az 4atlag
mindig monoton tart a 4-hez. Ez
belathatd analitikusan is, hiszen a
csucsok, és igy az oldalak szamat (N) is
minden vagassal 4-gyel noveltik, a
poligonok szdmat pedig eggyel, és
tudjuk, hogy adott t értéknél 2¢ poligon
képz6dott eddig. Elméletileg
el6fordulhat, hogy az egyenes atmegy
a poligon valamelyik csucsan, de ennek
0 a \valdszinlisége, ezért ez a
hatarértéket nem befolydsolja.

No+4-2t
2t

lim;_, 4,

A képlet alapjan az is megallapithato,
hogy ha a kezdd poligonunk legaldbb
Otszog, azaz N, > 4, akkor ez felilrdl
tart a négyhez (9. 4dbra), ha
haromszog, akkor N, < 4, igy alulrdl
tart a négyhez (10. abra), ha pedig
négyszog, akkor N, =4, és az atlag
konstans 4 lesz.

Az egyensulyi helyzetek atlagat
vizsgalva [lathatjuk, hogy bar nem
monoton, de ez az érték is tart egy
szamhoz, korulbelil 3,15-hoz.
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9. dbra Ny=16 oldalu kiinduldpoligonnal készitett id6
szerinti atlagos statisztika
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10. abra Haromszég kiinduldpoligonnal készitett id6
szerinti atlagos statisztika

3.2. Az 06sszes poligonra vonatkoz6 eloszlas

Ez a statisztika az 0Osszes szamolt
poligon figyelembevételével késziilt, és
az oldalak szdmanak, illetve az
egyensulyi helyzetek szamanak az
eloszlasat mutatja be. (11. dbra)

Tudjuk, hogy mivel stabil egyensulyi
helyzet csak oldalon lehet, ezért
minden poligonra igaz, hogy S < N. Ez
megjelenik az abran is, hiszen lathato,
hogy a két -eloszlasfliggvény alakja

40000 -

B S=n stabil
30000 - egyensnilyl
helyzetl
20000 - pollgonc3k
darabszama
10000 - B N=n oldalszamu
poligonok
0 - darabszama
123456789
n

11. abra Az egy futtatasbdl létrejott Osszes poligon
alapjan készitett statisztika



nagyon hasonld, csak eltoltan. igy az egyensulyi helyzetek szdma a leggyakrabban 3, az
oldalak szama pedig 4.

3.3. Az egyensulyi helyzetek szdmdanak valtozasa alapjan készitett statisztika

Megvizsgaltuk azt is, hogy egy vagas utan a daraboknak milyen valdszintliséggel lesz tobb,
kevesebb, vagy ugyanannyi stabil egyensulyi helyzete, mint az eredeti poligonnak, annak
fliggvényében, hogy mekkora részt vagtunk le az eredeti poligonbdl.

Ha S az éppen aktualisan elvagott poligon egyensulyi helyzeteinek a szama, minden S-re,
amibdl elég poligon all rendelkezésre a statisztikahoz, kirajzoltunk egy grafikont, mely
megmutatja ezeknek a valdszinliségeknek az aranyat. (12. abra)

§=2
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5=5 12. 4dbra Ezek a
100% grafikonok a  poligon
80% stabil egyensulyi helyzetei
60% mu szamanak valtozasat jel-
20% mO Ier’,nzik a Ievégottl terlulet-
20% =D a.r-a.rlwy o fuggveny?ben,
o kilénb6z6  kiindulé ~ S-
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U: novekedés

O: stagnalas

4. Haromszogtérkép D: csékkenés

A hdromszogek egyensulyi helyzeteinek szamat ol \

tanulmanyoztuk egy masik modellben is. Itt alb :

minden lehetséges hdromszogalakot meg- ol

vizsgaltunk, hogy melyeknél lesz 2, illetve 3 az -

egyensulyi helyzetek szama. A hasonld, valamint = - i

tlikrozott hdaromszogeket azonosnak tekintjik. -

Mivel a haromszognek két sz6ge meghatdrozza a £

harmadikat, azaz két valtozdval leirhatd az alakja, - - - -

, , N , Y , 0 20 40 B0 a0

igy a hdaromszogalakok leképezhet6ek egy sikra, alfa

legyen ez az a — B sik. Rogzitjik, hogy 13. &bra A kilénbozé

haromszogalakok leképezése az a —

B<a<y. B sikra. A kék részen 1évg

haromszogeknek 3 stabil egyensulyi
helyzetiik van, mig a fekete részen
7 lévGéeknek csupan 2.



Tudjuk még azt is, hogy
0°<ap,y <180°.

Ezekkel a feltételekkel lehatarolunk az a — B sikon egy haromszoget, amelyen minden alak
csak egyszer szerepel. Ezutan a siknak ezt a részét bizonyos pontossaggal végigjarjuk, és
minden haromszogre kiszdmoljuk a kordabbi mddszerrel, hogy az adott alakd haromszégnek 2
vagy 3 az egyensulyi helyzeteinek a szama. Ez alapjan felrajzolhatunk egy térképet. (13. abra)

Ezt a kisérleti alapon kijott abrat
szamolassal is meg tudjuk erGsiteni.
Tudjuk, hogy ahhoz, hogy ne 3 legyen az
egyensulyi helyzetek szdama, kell, hogy
legyen tompaszog. Ekkor a két nagyobb
szoggel szembeni oldalrél tudjuk, hogy
stabil egyensulyi helyzet, a legkisebb
szoggel szembeni oldalt kell vizsgalnunk.

Helyezzik el a haromszoget a 14. abran
l[athatd mddon. Tudjuk, hogy a sulypont a

E o X
0.5 1 1.5

sulyvonal oldalhoz kozelebbi

harmadoldpontjaban van, tovdbba hogy a
14. abra Rogzitett C(0;0) és A(1;0) pontok esetén

vizsgaljuk, hogy B(xgys) milyen elhelyezkedése

CA oldal akkor stabil egyensulyi helyzet, ha

xs > 0. esetén lesz az AC oldalon stabil egyensulyi helyzet.

Ez pedig akkor teljesil, ha xz>—1. A B pontot a hdromszog két szaranak
metszéspontjaként irhatjuk fel, igy

tan(a)

-1< = :
X tan(a) + tan(y)

Ezt atrendezve megkaphatjuk a gérbe egyenletét, ami
B < —a + arctan(2 - tan(a))
lesz. Ez a gorbe pontosan illeszkedik a kisérleti dbrara.

Ebben a modellben a 2 és 3 egyensulyi helyzettel biré haromszogek aranya 39% — 61%
megoszlast mutat.

Felmeriil a kérdés, hogy vajon ebbdél vonhatunk-e le kdvetkeztetéseket a vagasok soran
létrejové haromszogekkel kapcsolatban, példaul, hogy kdvetkezik-e ebbdl, hogy azok is ilyen
megoszlassal lesznek 2, illetve 3 egyensulyi helyzetlek.

Hogy Osszevethessiik ezeket az adatokat, megvizsgdltuk a darabolds soran el6forduld
haromszogeket is. Az igy keletkezett haromszdgek kozil csak 15% a 2 egyensulyi helyzettel



birok aranya. A kiulénbség oka, hogy azokat a haromszogeket mas modon vélasztottuk.
Példaul tudjuk, hogy egy hdromszognek csak ugy lehet 2 egyensulyi helyzete, ha van
tompaszoge, viszont a vagas a hosszukas alakzatokat valdszin(ibben tomdérebbekre vagja, igy
lehet, hogy kisebb aranyban fordul el6 mar tompa szog is, mint a szogek egyenletes
valasztdsanal.

5. A szamolt statisztikak valosaggal valé kapcsolata

A fizikai vildgban a zuzottkovek
aprézédasa all legkdzelebb
modelliinkh6z. Hogy ezt a jelenséget
megfelel6en 6ssze tudjuk vetni a sikbeli
modellel, szlikségiink van egy a kovekrdél
sz0l6 statisztikara is. Ehhez 200 darab
zUzottké egyensulyi helyzeteinek,
valamint lapjainak a szamat szamoltam
meg, és készitettem beldlik statisztikat.
(15. abra)

Sikban és térben egyarant igaz, hogy egy alakzatnak soha nem lehet tobb stabil egyensulyi
helyzete, mint oldala (illetve lapja). Ez okozza az egyensulyi helyzetek szamanak, és az
oldalak szaméanak az eloszlasanak az eltolddasat. A sikbeli modell, és a kovek szamolasaval
készitett statisztika biztaté hasonlésagot mutat, ami jelentheti azt, hogy a modell térbe is
kiterjesztett formadja a jov6ben esetleg hasznalhatd lesz zuzottké aprézédasanak
szimulalasara.

0.6 7 B S=n stabil 035 7

0.5 A egyensulyi 0.3 7 M S=n stabil

0.4 - helyzeti 0.25 egyensulyi

03 - poligonok 0.2 helyzet(i kévek
' eloszlasa 0.15 - eloszlasa

0.2 - 01 -

01 - B N=n oldalszamu ’ B N=n lapszdmu
’ poligonok 0.05 1 kévek eloszldsa
0 - eloszlasa 0 -

123456789 1 3 5 7 9
n n

15. abra A sikbeli modell és a kdvek statisztikajanak 6sszevetése




6. Tovabbi lehetdségek
Ez a téma még szamos lehetdséget nyitva hagy tovabbi kutatdsok szamara.

Lehet, hogy masmilyen statisztikdkat kapnank, hogyha mashogy kezelnénk a poligonok
halmazat, példaul ha nem tartanank meg minden poligont, hanem minden vagasbdl a
nagyobbat, vagy minden vagdsbdl véletlenszer(ien egyet. Az a verzid is érdekes eredményt
hozhat, ha a vagasokbdl szdrmazo poligonokat egy k6zos halmazban gydjtjik, és ezek kozil
véletlenszerlien vesziink ki mindig egyet, amelyet elvagunk.

A sikbeli modell tovabbi munkaval kiterjesztheté lenne térben is, ezzel még egy |épéssel
kozelebb jutva a zuzottkS aprozodasahoz.

A haromszogtérképhez hasonld elven el lehetne késziteni egy négyszogtérképet is, ami
ugyan kevésbé lenne szemléletes, mivel nem egy két dimenzids sikon, hanem egy négy
dimenzids térben lenne abrazolhatd, de mindenképpen érdekes lenne a négyszogek kozott a
kilonb6z6 mennyiségl egyensulyi helyzetliek szamanak az aranya.

7. Osszefoglalas

A dolgozat célja a sikbeli aprézédds egy modelljének feldllitdsa és vizsgalata volt.
Feltételeztik, hogy ebbdl a modellb6l kovetkeztetéseket vonhatunk le a zuzottkovek
torésének mintdjara, s a modell esetleges térbeli kiterjesztésével egy elég j6 modellt
adhatunk a természeti jelenségre.

A modellnél feltételeztilk, hogy az aprézédds soran egy poligon egy véletlenszerlen
valasztott egyenes mentén esik szét. Ezutdn ez alapjan a moddszer alapjan szétvagott
poligonok alakfejlédését vizsgaltuk, oldalaik, és egyensulyi helyzeteik szaman keresztiil.

Megmutattuk, hogy az id6 sordn az oldalak szamdnak atlaga monoton konvergal a 4-hez, az
egyensulyi helyzetek szamaé pedig egy 4-nél kisebb szdmhoz, bar az a konvergencia nem
monoton.

Vizsgdltuk az Osszes poligonon az oldalak és az egyensulyi helyzetek szdmanak eloszlasat,
majd az e két adat kozotti 6sszefliggéseket.

Bemutattuk, hogy a lehetséges haromszogalakok kozil melyeknek lesz mindharom oldalan
stabil egyensulyi helyzet, és milyen aranyban all ezek szdma az 6sszes haromszogalakhoz
képest.

Osszevetettilk az eredményeket a modell egyik természeti megfelel8jével, a zlzottkdvek
aprézéddasanak folyamatdval, s megmutattuk, hogy a két jelenség tartalmaz hasonldsagokat.

A dolgozat végén felvetettiink tovabbi lehet6ségeket, amivel ezt a kutatdst érdemlegesen
lehetne folytatni, s amelyek érdekes eredményeket igérnek.
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A modell mutat hasonldsagokat a zUzottkovek aprozdoddsanak jelenségével, igy ha nem is
ezzel a formdjaval, de egy fejlesztett valtozataval taldn végrehajthatunk vele a jov6ben olyan
kisérleteket digitdlisan, amik fizikai targyakkal nehézségekbe tkoznének.
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