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Absztrakt

A dolgozatomban a hangszin fogalmat kozelitem meg tobb oldalrdl. Vizsgalom fizikai, mate-
matikai, zenei szempontbol, parhuzamosan a hangszerkészitési elvekkel.

A bevezetdben az olvasé elé tarom személyes tapasztalataimat, fo6bb motivacidimat az egyes
tudomanyagak szintetizaldsa terén. Osszegzem az elézményiil szolgal6 tanulmanyaimat a hang-
szerkészités, a hangszertervezés, [1] a zene, a matematika, az elméleti fizika [2] és az épitészet
vonatkozésaban.

Bemutatom a hangszin fizikai vonatkozasait: a hullamegyenlet kezdetiérték-feladatanak
megoldasaul szolgald felharmonikusok amplitidoinak aranyait. [2], [3] Egy egyszerii modellen
keresztiil egy pengetett, kezdeti huralaknak képzem a Fourier-féle transzformaltjat, ¢s bemuta-
tom, hogy a pengetés helyének fliggvényében hogyan valtozik a hangszin. Kapcsolatot teremtek
szamos példat elemezve ezen eredmény, €s az el6adoi, hangszerkészitdi gyakorlat kozott. Az
elméleti eredményeket 6sszevetem kisérleti mérésekkel.

A dolgozat utolso, kitekintd szakaszaban elemzem a hangszin altalanosabb megkozeli-
tését. Alkalmazési lehetdséget keresek a mérndki tudomanyokon beliil, kitéretek az épiiletek
rezgéseinek vizsgalatanal [4] a kezdeti értékek, hatarfeltételek fontossagara.

[1] Grant O’Brian: Ruckers. A harpsichord and virginal building tradition. Cambrdige University Press,
Cambrdige, 1990.

[2] L. D. Landau — E. M. Lifsic: Elméleti fizika. I. kétet. Mechanika. Tankonyvkiado, Budapest, 1988.
[3] Dr. Nagy Karoly: Elméleti mechanika. Tankonyvkiadd, Budapest, 1989.

[4] Vértes Gyorgy: Epiiletek dinamikaja. Miiszaki Konyvkiadé, Budapest, 1975.

A mellékelt abran a dolgozatom motivaciojat add, sajat készitésli hangszerem lathato.




Abstract (english)

This work is mainly a treatise on the tone. | examine it in several point of view, for example
musically, mathematically, physically, and in parallel the view of instrument making.

In the introduction | am going to tell my own experiences, observations, and my main motivati-
ons on the topic of synthetising of the other disciplines. | summarise my previous studies on the
domain of instrument making [1], instrument design, music, theoretical physics [2] [3], mathe-
matics and architecture.

I introduce the tone in regard of theoretical physics: | examine the ratio of the coeffi-
cients of the resolution of the initial condition of the partial differential equation of vibrat-ing
string. | constitute the Fourier-transformation [3] of a simple initial shape of a string, before of
the instant of the plucking. I show how changes the tone as function of the place of pluck-ing.
I create a liaison between this phenomenon and the musical presentation and instrument making
practice. | compare the theoretical resolutions with experimental measurement.

At the ending period of this work, | take an outlook for the more general constitution of
the phenomenon of tone. | write about the importance of the initial and boundary conditions of
the vibrational analyse of the buildings. [4]

[1] Grant O’Brian: Ruckers. A harpsichord and virginal building tradition. Cambrdige Univer-
sity Press, Cambrdige, 1990.

[2] L. D. Landau — E. M. Lifsic: Elméleti fizika. I. kotet. Mechanika. Tankdnyvkiadd, Budapest,
1988.

[3] Dr. Nagy Karoly: Elméleti mechanika. Tankonyvkiado, Budapest, 1989.

[4] Vértes Gyorgy: Epiiletek dinamikaja. Miiszaki Konyvkiadé, Budapest, 1975.

Below you can see a photo about my own designed and fabricated instrument.
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Zenei jellemzok fizikai vonatkozasai

Hangszerek, el6zmények

Jelen dolgozatom a korabbi TDK munkam (2021 — Huaros hangszer analitikus rezgés-
vizsgélata) és a kapcsolodo érdeklddéseim mentén megszerzet ismereteimet foglalja 6ssze. Két
¢vtizede foglalkozom zenével, matematikdval, fizikaval. Jelen kutatas targydhoz a zenét te-
kintve a zongorajaték, a zeneelméleti tanulmanyaim mellett a hangszerismeret, majd a hang-
szerkészités utjan indultam el. A késdbbiekben az épitész képzésben a tartoszerkezetek vizsga-
lata, majd az itt megszerzett ismertek hangszerekre torténd kiterjesztésének igénye Iépett fel
bennem. A matematika és a fizika modszereinek a hangszerek tervezésében, illetve tervezésiik

optimalizalasadban val6 hasznalata adta a f6 motivaciot.

Az alabbiakban réviden bemutatom a késébb vizsgalddasom elinditojanak bizonyulo,
magam altal készitett hangszeremet. Az alabbi hangszer egy kétoktavos virginal (a csembaldval

rokon hangszer; mig a csembalonal a hurok iranya a billentyiikkel parhuzamos, a virginaloknal

azokra merdleges, a spinetteknél pedig diagonalis [O’Brian 1990]).

1. abra - a hangszerem elolnézete



2. abra - a hangszerem feliilnézete a hurokkal, hiddal, diszitett rezonatorlemezzel

A virginal készitését megel6zden, gimnazista koromban kezdtem épiteni egy csembalot
— ekkor még semmilyen asztalos- és hangszerkészitési ismerettel nem rendelkeztem. A szerke-
zeti kialakitast, tartdszerkezeti méretezést intuitive a zongorank struktiraja alapjan készitettem
el, mindennemli méretezés és tervezés nélkiil. Egyediil a billentylizethez készitettem pontos
szabasmintat, de tekintettel az asztalosmesterségbeli tudasom hidnyéara, a flirészelés utan nem

sikeriilt a kivant célt elérni. A 3. abran lathatok a csembal6 billentyii:

3. abra - a megel6z06, kisérleti csembalom billentylizetének elemei
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A 4. abran az els6 hangszerkezdemény tartoszerkezeti vaza lathato; szemmel lathatdéak

az illesztési pontatlansadgok, a tilméretezett keresztmetszetek, illetve a rogzitési modok otlet-

4. abra — tartoszerkezeti vaz

szerli alkalmazasai. (L-acél, atmendesavar, szeg, csapolas). A sotétebb szint fakeret a billen-
tylizet tartovaza, a billentylik tengelyeiként szolgalo acélpalcikakkal. Ez a hangszer nem késziilt

el, de a munka soran a famegmunkalas terén rengeteg tapasztalatot Szereztem.

Kés6bb a Miiszaki Egyetem Epitészmérnoki Karan eltoltott harom év, egy tervezdiro-
danal eltoltott kétéves szakmai gyakorlat utan miiszaki teriileten vald ismereteim is szélesedtek.
Ugy éreztem, hogy mind a pontossag, mind a térlatds, mind a tervezés tekintetében fejlddtem
annyit, hogy a tuddsom az asztalosismeretek hidnyaban is kozel elegenddvé valt egy 1) hangszer
készitéséhez. A hangszerkészités ismét fontossa valt sziamomra. Ekdzben elkezdtem tanulma-
nyozni a 16-17. szazadi csembaldkat, és virginalokat: szamos videodt talaltam a korabeli épitési

modszerekrdl, ezek koziil egyet szeretnék kiemelni:

X https://www.youtube.com/watch?v=zuUqgbdTDjcw

melyben egy angol spinettet és hegediit készitenek el autentikus szerszamokkal. Ezen kiviil 6
forrasul szolgalt Grant O’Brian ,,A Harpsichord and Virginal Building Tradition” [O’Brian

1990] cimii, harom kotetes, kortilbeliil ezer oldal terjedelmii doktori disszertacioja. A szerz6 a
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flamand Ruckers csalad kozel egy évszazadig terjedé munkassagat, hangszereiknek miiszaki
elemzését tarja az olvasok elé. Ezen munka a szakmai ismereteken tul az angol szaknyelv elsa-
jatitasara is jo lehetéséget adott, hasonloképp a francia nyelv tekintetében Couperinnek a 18.
szazad elején kiadott ,,L.’Art de toucher le clavecin” cimii munkaja, mely inkabb a hangszer
korabeli alkalmazasat, jatéktechnikait mutatja be. Megjegyzem: az akkori eléadasmod jelent6-

sen eltért a maitol.

A hangszerem tervezése

Az ismeretszerzést a hangszer vazlatainak rajzolasa, majd Archicad-modelljének szer-
kesztése kovette. Ugyan késziilt a hangszerrél 3D-modell, a {6 tervezés végig sikban tortént,
foleg alaprajzok rajzolasa kozben. A billentyti- és pengetdmechanikardl, illetve a hurok fiiggo-

leges szogtoréseirdl szamos oldalnézeti vazlat is sziikségessé valt késobb, a kivitelezés soran.

5. abra - a hangszerem CAD-terve

Rendkiviili nehézséget jelentett a megfeleld irdnyvaltasi szogek megtaldlasa, mely az
axialistol eltéré erékomponensek ébredését szolgalja. Ezen er0komponensek altal fesziil ra a
hur a pozicional6 szegekre, melyek a pengetdmechanikdhoz igazitjak az egyes harokat: a han-
golo és akasztoszegektdl befelé, a hidakon talalhatok ezen elemek. (Az alabbi CAD-rajzon jol

lathat6 a zolddel jelolt hurok szogtorései a megfeleld helyzet elérése végett.)



A tervezési folyamat soran (1-2 hét) a hangszer terve megkozelitleg 90%-ban elérte a
végleges kialakitasanak allapotat. A kivitelezés (1-1,5 év) soran koriilbeliil 10%-0s modositas
tortént, mely az épitészeti tapasztalatommal teljesen ellenkezd, ott szdmos esetben gyakoriak

voltak az Gjratervezések, jelent6s, az épiilet alapvet6 kialakitasat is valtoztatd modositasok.

A hangszer kivitelezése

A kivitelezés az alaprajz 1:1-es 1éptékli nyomtatasaval kezd6dott (6. abra) — a hangszer
mintegy felépiilt az alaprajzara, hasonloan egy kirakdsjatékhoz. Az egyes elemeket kivagtam,
majd a megfeleld pozicidban dsszeragasztottam Oket az alaprajz felett — igy a méretbeli pontat-
lansagok csupan milliméteres nagysagrendiiek lettek. Igy nem jelentkeztek a hibak halmozoda-
sabol adodo nagy pontatlansdgok (hiszen mindig egy objektiv, kiils6 rajzhoz, nem a mar meg-

1év6 szerkezethez viszonyitottam az Gjjonnan elhelyezendd elem pozicioit).
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6. abra - A billentyiizet kerete a nyomtatott alaprajz felett (1,50 méter hosszu tekercs)

A 7. abra a billentylizetet mutatja (6sszevetve az 5. abran a CAD-rajzzal lathatd, hogy a billen-
tylik a hangszer belsejében a pengetési poziciok elérése végett egymashoz képest sugarasan
szétnyilnak). A jobb also képen lathatoak a tengelykialakitasok. A tengely egy fapalcikara iil-
tetett fadobozka, melynek bels6 része felfelé¢ V alakban nyilik — igy a fapalcika az aljan szorul,
¢és nem tud oldalra mozogni. Felfelé viszont a kiszélesedés végett engedi a megfeleld iranyu,

szogmértékben korlatozott billentést.



7. abra - A billentylizet

9. dbra - Két pengetd-ugro



A 8-9. abran a pengetdmechanizmusok lathatok, a 8-on az a hangszerben, a helyiikon, az 9-en
a hangszerbdl két elem kiemelten. A billentés hatasara ezen ugrok felemelkednek. Az alsé csa-
var egyrészt a visszaeséshez szolgalo tomeget adja, masrészt a fliggdleges finompozicionalast
segiti. A felsd részen lathato a pengetd tollszar, mely egy tengelynek kdszonhetden felfelemoz-
gaskor megpengeti a hurt, visszaeséskor pedig kikeriili azt. Utobbi mozgas utan az eredeti po-

ziciot a felsd, mozgo rész egy hurbol készitett rugo altal éri el.

Tekintettel arra, hogy a dolgozat targya foként elméleti fizikai vizsgalodas, a hangszer
készitésének inkabb a dolgozatban megoldandd probléma megtalalasaban, a figyelmem ideira-
nyitasaban volt szerepe, igy részletes elemzést a szerkezeti kialakitasrol nem adhatok. Egyediil
még a dekoraciora szeretnék roviden kitérni — személyes okokbodl, mert erre biiszke vagyok. A

rezonatorlemezen tussal késziilt nonfigurativ mintazat talalhato, a hangszerdoboz széle pedig

biikkfafurnérbol késziilt intarzia, Ggynevezett marketéria — mely egy mozaiktechnikat jelent.

10. abra - Az oldallap marketéria-burkolata
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11. &bra - A marketéria készitésének bemutatdsa a portféliomban

A 10-11. ébra részlet a Behance feliiletén talalhatd portf6liombol; az ott talalhat6 pro-
jektek koziil egyik a hangszer marketériaburkolatanak kialakitasat kozli, bemutatva az egyes

munkafolyamatokat:

https://www.behance.net/dnielfriedrich?tracking source=search users%7Cdaniel%20fried-

rich
(Itt a ,,Marquetry” cimi projekt veendd figyelembe.)

Szakirodalmi attekintés

A hangszer elkésziiltét kovetden folytattam az épitészeti tanulmanyaimat, illetve érett-
ségire felkészitd fizikadrakat adtam — igy kertiiltem kozelebb a zene mellett a fizikdhoz, mate-
matikahoz. Tobb szakkonyvet is olvastam ebben az idészakban (itt foként Landau-Lifsic és
Nagy Karoly elméleti fizika konyveit, Budd Agoston Mechanikajat, Kisérleti fizikajat; illetve
geometria terén a szemléletemre jelentdsen hatott Lanczos Kornél A gemoetriai térfogalom fej-
16dése cimi konyve). Foként a mechanika elméleti leirasa foglalkoztatott, hogy ugyanazon je-

lenségeket, hogy lehet kiilonb6zd formalizmusokkal megragadni.
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12. abra - A forrasul hasznalt konyveim részlete

A mechanika elméleti targyalasanal

a virtualis munka, illetve d’ Alembert elvével, a Gauss-féle legkisebb kényszer elvével fog-
lalkoztam,

a Lagrange-féle 1. és II. faji egyenletekkel, erre épiiléen Hamilton variacios elvével, a ka-
nonikus egyenletekkel és transzformaciokkal,

a Poisson-féle zarojeles mennyiségekkel, fazisterekkel, Liouville-télével, illetve a variaco-
szamitas hatarképletével,

a rugalmassagtan miatt kiilon tanulményoztam a folytonos anyageloszlasu terekre a Hamil-
ton-elv hasznalatat, és a Lagrange-féle stirliséget.

Ezt kdvetden szerettem volna a kiilonb6z0 teriileten 1év6 ismereteimet 6tvozni. E16szor csak
a zenét és matematikat szintetizaltam; irtam egy zeneelméleti konyvet. Ebben a konyvben a
hangszeres improvizaciohoz fejlesztettem egy utat, mely az egyes harmoniak alkalmazasat a

kezddk szamara leegyszeriisitetten, bizonyos matematikai permutaciokként jeleniti meg.

https://www.behance.net/gallery/138726135/DOZEN-OLD-DANCES

A hivatkozason (Behance-portf6lid) megtekinthetd a konyvrol késziilt rovid dsszefoglalom, a
13. abran egy oldal lathato beldle.
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17.

KETSZOLAMU DALLAMOK

E konyvben jol egyttthangzonak - konszoninsnak - nevezzik kétszolami szerkesztés esetén
azokat a hangparokat, amelyek az alabbi kottapéldaban talilhatok. Fogalmazhatunk gy is, hogy a
hirmashangzat hangjaibol valasztumk ki két-két hangot, ezeket nyilvanitjuk konszondnsnak. Mivel
a basszusban nem megyimk a legtobb esetben ¢ ala és a felé, a szoprinban ¢’ és a' kozolt maradunk,
igy a két hirmashangzatb6l kifolyOlag kétszer kilenc part kapunk. A zenében természetesen a
konszonancia fogalma nagy mértékben tagabb ennél, e fejezet a kezdd improvizatoroknek segiti.
Ezek a kombinaciok kézben tarthaté memnyiségil elemeket tartalmaznak.
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d-moll hirmashangzat konszonins pérjai c~diir hirmashangzat konszondns pérjai

Az alabbi felsorolasban Gtmutatast talalhatmk amra, hogy az egyes kombinaciokat milyen
esetben hasznilhatjuk. Az, hogy a d-moll vagy a c-dir kombinicidibdl valasztmk, az csak a
dallam fuggvénye; viszont, kevésbé lenne valtozatos a zene, ha az egyik tilsilyba keriilne.

1 iires oktav nyitdsnal, zarisnal

2 tercviszony telt hangzisn, igy ezt a nyitéas, zéras kivételével barhol alkalmazhatjuk
3 ires kvint akkor hasznéljuk csak, ha a dallamiv megkoveteli, méskor keriiljik

4 szext a masodik eset forditdsa, alkalmazasa hasonl6

5 terckettbzés keriiljitk el, csak wegsziiksép esetén alkalmazzuk

6 masodik terc kevésbé jellemz6, mint a masodik eset; dallam kozben hasznalhatjuk
7 ires kvart a harmadik eset forditisa, szintén probéljuk elkeriilni

8 mésodik szext a hatodik eset forditasa, dallam kdzben hasznilhatjuk

9 kvintketttzés az otodik esethez hasonl6 szigomral keriiljitk

A kovetkezd oldalon a szolamvezetésre mutatok példikat. Elso 1épésben itt csak Gitemvonal
nélkiili dallamivek sorozata kovetkezik; itt csak az egyiitthangzisra, és a dallamra figyeljimk!
Azért, hogy ne legyen elstre til nehéz a feladatunk, a motivumok, motivumpérok szolamvezetését
csak késdbb mutatjuk be. Figyeljikk meg, hogy a sz6lamok mozoghatnak parlmzamosan, &z egyik
maradhat egy helyben, mig a méasik elmozdul, illetve ellenmozgast is végezhetnek. Nézzik meg,
hogy a fenti tiblizat mely péarjai fordulnak ¢l5 gyakran, melyek ritkdbban, vessiik 0ssze a d-moll és
c~dir kombindcick ardnyat, illetve vizsgaljuk, hogy vamnak-e jellemz6 fordulatok - példaul, hogy
altalaban 1-es pamol induhmk és 1-esre zarunk!

13. abra - Egy oldal a zeneelméleti konyvembol
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E munka elkésziiltével, illetve miutan a ,,Fa tartoszerkezetek konstrualasa” tantargy ke-
retein beliil elemeztem a hangszerem szilardsagtani vonatkozasait (kisérleti fizika eszkdzeivel),
kezdtem bele az el6z6 TDK-dolgozatomba. E munka a hurok, és lemezek hullamzasat vizsgalja,
analitikus kozelitést ad egy hurhoz kapcsolt rezonatorlemez hangjanak meghatarozasara. A dol-
gozat foként az elméleti ismeretek 0sszegzését adta, €s a tovabbi kutatds szadmara adott leheto-

séget.

A hangszerek Kkialakitasanak és a hangszinnek
Jellegzetességei

A kovetkezdkben, elérkezve jelen vizsgalodasomig, bemutatom, hogy egy hur esetében
a hangszin hogyan modosul a megszolaltatas modjanak fliggvényében. Kapcsolatot teremtek a
mérndki tudomanyokkal: kitekintésként vizsgalom, hogy egy épiilet ,,hangszinének™ valtozasa

mennyiben modosithatja az egyes tonkremeneteli modokat.

Vizsgaljuk a hangszert zenei szempontb6l! Igy a hangszer egy eszkoz, melyen a zene
altal kivant hangokat meg tudjuk szolaltatni. Az eszk6ztél megkdveteljiik, hogy képes legyen a
kivant hangot az eldirt hangmagassagban elvart ideig, hangerdvel, illetve hangszinnel 1étre-
hozni. Kisérleti fizikai szempontbdl ehhez rendre megfelelé rezgési (hullamzasi) frekvencia
sziikséges (melynek a logaritmusaként értelmezziik a hangmagassagot), illetve rezgési ampli-
tudo (az ezzel 6sszefiiggd levegdbeli nyomdasvaltozasoknak szintén logaritmikus fliggvénye a
hangero6t jellemz6 decibel skala). Valamivel 6sszetettebb kérdés az tigynevezett felharmoniku-
soknak az aranya, mely a hangszinnel kapcsolatos. A dolgozatom ez utobbi témaban keres 6sz-

szefiiggéseket.

Epitészeti és asztalosmesterségbeli szempontbol tobb vonatkozasban is vizsgalhatjuk a
hangszert. A hangszer felépitését tekintve all egy hangot ado elembdl (példaul zongora és gitar
esetén a hurok és a hurok rezgését 1étrehozd mechanizmus, illetve a hirok rezgését erdsitd re-
zondns), a hangot ad6 elem tartdszerkezeti vazabol, illetve a vaz kiils6 burkolatabol. Itt réviden
megemlitem, hogy tartoszerkezeti megkozelitésben a keretnek el kell viselnie a hurok jelentds
feszit6erejét, illetve az ehhez képest elenyészé szerkezeti 6nsulyt. (Zongora esetében a feszito-

er6k osszege a 60 kN mértéket is elérheti, mig 6nstlya nem haladja meg a 5 kN-t.)
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Az el6z6 dolgozatom (2021, Huros hangszer analitikus rezgésvizsgalata) elkészitése so-
ran vizsgaltam a hurok, lemezek hullamfliggvényeit, azok kezd6- és hatarfeltételeit. Itt szamos
jelenséget arra a munkara alapozok, az ottani eredményeket ezen dolgozatban alapul veszem;
bizonyos egyenletek eredményeit mar adottnak tekintem — melyek mar a klasszikus mechani-
kaban amugy is kidolgozott elméletek). E fejezetben deduktiv magyarazatot adok a hangszin-
valtozas elméleti megallapitasara a pengetés helyének fiiggvényében. A késébbiekben a kapott
eredményeket kisérleti mérésekkel vetem Ossze, illetve attekintem az eredmények épiiletekre

valo kiterjesztésének lehetdségeit.

Képzeljiink el kiilonb6z6 hangszereket, melyeken hurok, lemezek helyezkednek el! Fe-
dezziik fel a hasonldsagot a gitar, csembald, tovabbi pengetdsok; zongora, marimba, dobok;
illetve hegedii, oboa, egyéb vondsok és fivosok kozott! A kdzos vonasok kettds szintliek: elsd
szinten az elsd két csoport hangszerei azonosak a tekintetben, hogy a megszolalast kdvetden a
hurok, lemezek, membranok szabadon zengenek, az utols6 csoportban viszont a hangképzés
folyamatos fivast, illetve vonohuzast igényel. Masodik szinten az els6 két csoport kozott érde-
mes kiillonbséget tenni: mig az elsénél a zengd részt (hur, lemez, membran) a kezdd pillanatban

iités éri, a masodik csoport hurjai a nyugalmi helyzetbdl kitérésre keriilnek.

Elméleti fizikai modellek a hur rezgésének leirasara

Miutén intuitive észrevettiik a kiilonbségeket, gondoljuk 4t, hogy a kiemelt kulcssza-
vaknak milyen vonatkozasai vannak a differenciadlegyenletek elméletében! A szabadon zengés
soran egyértelmii, hogy a rendszert leird differencialegyenlethez vezetdé hatasfunkcional (Lag-
range-fliggvénybdl képzett funkciondl) nem tartalmaz a rendszer sajat potencialis energiajan tul
kiils6 tér hatasabol eredd potencialis energiat, igy a variacidoszamitds végrehajtdsa utan az
egyenletben nem jelenik meg a masodrendi idéderivaltat tartalmazo, €s a masod- (lemezeknél

negyed) rendii derivaltat tartalmazé fiiggvényen kiviil szabad fliggvény.

Mas a helyzet viszont az utdbbi csoportnal: ott megjelenik egy, a kiilsé hatasbol (vono-
huzas, fuvas) eredo tér- és 1d6fliggd potencialis energia. Ezen energiat a tér (hurtengely) egy
pontjan, a tengelyre merdlegesen (er6atadas helyén) a diszlokacio mértéke szerint Taylor-sorba

fejtve

ouU
Uy,(x,t) =~ U,(0,t) + x — (1.)
0x ly—g
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(U az energia, x az elmozdulas, t az id6) az els6 tagot elhanyagolhatjuk, tekintettel arra, hogy
egy bevezetheté masik id6fiiggvény teljes derivaltjanak tekinthetd, igy a Lagrange-fiiggvénybol
elhagyhato. A masodik tagban talalhato parcialis derivalt ellentétje, vektoranalitikai vonatko-
zasban eqQy potencialtér negativ gradiense; fizikai értelemben pedig a hangszerre hat6 kiilsé
erd (gerjesztoerd, kényszerero >>vo. rezgéseknél kényszerrezgés, hullamnal forrasfiiggvény,
inhomogén hulldmegyenlet<< - vondhuzas, fuvas). Ez értelemszeriien tekinthetd egy adott he-

lyen az id6 tetsz6leges fliggvényének F(t)-nek. [Landau-Lifsic 1988.]
Az alébbi videoban lathato a hegedithtr gerjesztett hulldmzasa:

@ https://www.youtube.com/watch?v=6JeyiM0Y No4

A lassitas miatt jol 1athat6, ahogy a hullam oda-vissza halad, melyet a hullamegyenlet d’ Alem-

bert-féle megoldasa szemléltet:
Y, t)=Ux—ct)+V(x+ct) (2.)

(¥ ahullamfiiggvény, U, V valods fiiggvények, c fizikai tartalma a terjedési sebesség) [dr. Nagy
1989.]

Vajon a masodik szinten 1évd kiillonbséget hogyan irhatjuk le? A valasz a kezdeti feltételek

milyenségében rejlik. Tegylik fel, hogy az Euler-Lagrange egyenlet kezdeti feltételeit

P(x,0) =Fx), (3.)

0
5: (. 0) o G(x) (4)

alakban irjuk eld; értelemszeriien az els6 a kezdeti diszlokéciot, a masodik a kezdeti sebességet

leir6 fiiggvény.

Képzeljiik el az els6 csoport elemeit, példaul egy gitart! Ujjunkkal a hurt kimozditjuk a
nyugalmi helyzetbdl, majd a hurt magara hagyva enged;jiik hullamzani. Impulzust (mely kife-
jezheté a sebesség linearis kombinacidjaként) nem adunk a hangszernek. igy fizikai szempont-
bodl a rendszernek a kezdeti diszlokacidja nem zérus fiiggvényként (a modellben késébb lined-
ris- és konstansfiiggvények Osszetételeként) jelenik meg. Az idéderivaltat tartalmazo feltétel
viszont minden pontban eltlinik. Az alébbi linken jol megfigyelhetd a gitarhtiron végigvonuld

transzverzalis hullam:
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IH https://www.youtube.com/watch?v=8Y GOmV3NxMI
I\

A masodik csoport esetében gondoljunk egy zongorara, melynek kalapacsa a kezdeti
pillanatban megiiti a hurt, ezaltal impulzust ad at, viszont modellezziik az iitkdzést tokéletesen
rugalmas litkdzésként, igy a megszolaltatas pillanatdban vissza is pattan a hurrol, igy kezdeti
diszlokaciok nem jelentkeznek. Ez esetben az impulzus fiiggvényeként eléirhato kezdeti sebes-
ségek adjak a masodik feltételt ezen hangszereknél. Az aldbbi videdban megfigyelhetd kiilon-

boz0 lassitasokban a zongorahur hullimzasa:

~ https://www.youtube.com/watch?v=3--vzkWoynM

A 2T 5HaE)

Pengetett har — fizikai modell

Hullamegyenlet
A vizsgalodas targyat most a gerjesztderd €s kezdeti impulzus nélkiili, kezdeti diszloka-
cioval leirhat6 hangszerek képezik. A rezgd hur hatasfiiggvényének stacionarius pontjahoz tar-

tozo Euler-Lagrange-féle parcialis differencialegyenlet formalisan

oyY(x,t) =0 (5.)

alakban irhato, ahol O a

=2 o (&)

differencialoperatort jelzi, s az operatorban szerepld vV mennyiség a hiirban a hullam terjedési
sebessége (nem tévesztendd 0ssze az egyes pontok transzverzalis rezgésének sebességével, me-
lyet a hullamfiggvény idéderivaltja ad meg a tengely egyes pontjaiban). A fenti differencial-
egyenlet kapcsan a Fourier-féle transzformacio, és egy masik lehetséges Ut — a disztriblicioel-
mélet, Green-fiiggvény alkalmazasarol a bibliografidban talalhatéd irodalom. [Farkas 1964, R.
Critescu — G. Marinescu 1969.]

Az 5. egyenlet megoldasahoz vizsgéljuk a differencidlegyenlet tigynevezett karakterisztikus

egyenletét, igy az

oy=Ap (7.)
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sajatérték-probléma megoldasa utan, figyelembe véve azon hatarfeltételeket, hogy a diszloka-
cioknak minden iddpillanatban a hiirvégeken el kell tiinni; illetve az Euler-féle azonossagokat
kihasznalva, komplex egyiitthatoji exponencialis fliggvényekrdl trigonometrikus fliggvényre
attérve, a hullamfiiggvény
c i . (nm
Y(x, t) = z (ayn cos wyt + a; , sin w,t) sin (T x) (8.)
n=1
alakban irhat6. w,, az ugynevezett korfrekvencia, n a felharmonikus szama, L a harhossz, a

pedig a Fourier-egyiitthatok (fizikailag a felharmonikusok amplitadoi).

Kezdeti feltételek
Az adott fizikai problémat leiro partikularis megoldast keresve, kezdeti feltételeinket

illessziik a pengetett hurokhoz:

P(x,0) =F(x), (9.)

0
az/)(x, 0) . =G(kx)=0 (10.)

(Ertelemszertien az els6 fiiggvény a kezdeti diszlokacio, az id6derivaltat tartalmazo
fliggvény pedig a kezdeti sebesség térfliggvénye.) Vizsgaljuk meg a nem eltling, jelen termino-
l6giaban még formalis F(x) fliggvényt, hogy tudjuk kozeliteni a hir alakjanak leirasdhoz! Te-
gyiik fel, hogy a hur harom szakaszbdl all: k6zépen egy vizszintes szakaszbol, ahol a pengetd-
eszkdz a hart érinti, illetve etté] jobbra, és balra egy-egy linearis szakaszbol (14. abra). Igy

allitsuk eld F(x) fiiggvényt harom linearis fiiggvény 0sszegeként:

3
Fo) =) fit), (1)

ahol
filx) =mx+b; (12.)
alaku fiiggvények.

Az F(x) értelmezési tartomanyanak szakaszaihoz rendeljiik hozza az indexeket, mégpedig
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i=1ha x<e, (13.)
i=2ha e<x<e+f,és (14.)

i=3,ha x>e+f. (15.)

y L ,]I.v
d (pengetés helye) , L-d
)|
e y £y g
11 14
Lo falx),
f

o l 0\ % 3 (X} |

14. 4bra - A hir matematikai modellje

Hatdrozzuk meg a 14. abran lathat6 paraméterek felhasznéldsaval az m, b egyiitthatokat! Geo-

metriai uton belathato, hogy
c
m1=2, b1:0 (16)
m1 = O, b1 =C (17)
b= (18)
) 1 g ) .
ahol

=d ! 19
e=d-3f, (19)

1
g=l-d-5f. (20

fgy eléallt a keresett F(x) fiiggvény, szakaszokbol felépitve. Szamunkra viszont ez még
zenei szempontbdl nem jellemzi a hullimot. Ismeretes, hogy a zenei hangszin fogalma az egyes
felharmonikusok egymashoz viszonyitott hangerejének fiiggvénye. Fizikai értelemben ezeket
az egyes felharmonikusokhoz tartoz6 amplitidokkal, matematikai értelemben Fourier-egytitt-

hatokkal tudjuk leirni. Igy képezziik az F(x) fiiggvény Fourier-féle transzformaltjat!
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Ismeretes, hogy a hullamfiiggvény Fourier-féle, végtelen dimenzidja trigonometrikus

bazison eldallitott megoldasa

co

nm
Y(x,t) = Z U, (x,t) = Z (ayn cos wyt + a, , sin wy,t) sin (T x) (21.)

n=1 n=1

Xx=L
Ay p = Zf dx sin(nk,x) F(x) (21.)
x=0

x=L
Ayp =2— —f dx sin(nk.x) G(x) (22.)
' wy LJ,—

I
k, =nk, = nro (23.)

1%
w=w, =2V, =n—

l

- 1L 25
U= p_A ( )

Az eddig definialatlan egyiitthatok koziil k jelen esetben egydimenzios hullamvektor, v

(24.)

arezgésszam, T a hurban fellépd feszitéerd, A hur keresztmetszete, 16 a fajlagos tomege.

Itt megjegyzem, hogy a Fourier-egyiitthatok meghatarozasa azon elv szerint torténik,
hogy a skalaris szorzat definicidja a folytonos fiiggvényekre kiterjesztésre keriilt; a végtelen
dimenzidju bazisfiiggvények (jelen esetben trigonometrikus fliggvények) ortogonalisak, azaz
skalarszorzatuk egyenldé a Weierstrass-szimbolummal (értsd, azonos futdindexre egységelemet,
kiilonbozokre zérust adnak), igy a skalarszorzatnal felirt egyenldség miatt a kiilonb6z6 indexti
tagok integraljai eltlinnek, és egyesével meghatarozhatok az egyiitthatok. Roviden megemli-

tem, hogy itt a

)= rgax @6)

azonossagrol van szo, melynél a baloldal formalis kifejezése f és g fiiggvény skalarszorzatat
jelzi, £* pedig f komplex konjugaltjat (értelemszertien a komplex kitevdju fiiggvények és a tri-
gonometrikus fiiggvények kozott kapcsolat all fenn). Részletes leirast 1asd Nagy Karoly Kvan-

tummechanika cimi konyvének fiiggelékében.

20



Lathatjuk, hogy itt a a, ,, a, , egyiitthatok koziil mi csak az 1-es indext{iekre fogunk
zérustol kiilonbozé értéket kapni. Kihasznalva az integralas additivitasi, illetve a szorzas
disztributivitasi tulajdonsagat (mondhatni a Fourier-transzformacio linearis operator voltat), il-
letve F(x) fentiekben ismertetett felbontasat,

2

x=L
Ay = Zf dx sin(nk,x) F(x) (27.)
x=0

fliggvényt

fx=xi dx sin(nk,x) fi(x) (28.)

3
i=1  “X¥Xi-1

o~ N

Ain =

alakban is irhatjuk (fontos megjegyezni, hogy az integralasi hatarok az egyes alfliggvé-
nyek értelmezési tartomanyahoz igazodnak), igy
3
Ain = Z aynir  (29.)

i=1

ahol

x=xi+1
Ay ni = ZJ dx sin(nk.x) (m;x + b;). (30.)

x=xi

Felhasznalva a geometriai egyenleteket, a fenti skalaris szorzat futdindex szerint kifejtve, majd

atrendezve

2 x=e c
Aypny = ZL:O dx sin(nk,x) (Ex), (31.)

2 X=Z
Ainp = ZJ dx sin(nk,x) (c), (32.)

x=e

2 (¥ _ c lc
Ay n3 = Zf dx sin(nk,x) (Ex +E) (33.)

X=Z
alakokat 6lti, ahol

z=e+f (34.)
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Ezen integralok koziil a masodik kozvetleniil szamithato, tekintettel arra, hogy konstans szere-

pel multiplikatorként, a masik ketténél a parcialis integralas szabalya szerint szamolhatunk:

_ 2c¢(sinnk,e — nk; e cosnk;e)
Tn1 = [(nky)Ze

(35.)

2c(cosnk,z — cosnke)
Fm2 = Ink
1

(36.)

_ 2csinnk,z — (nkyz + nkyl) cosnk,z — sinnkyl + 2nk,l cos nk,l
Hm3 = gl(nk,)?

(37.)

Ezen amplitidokhoz kifejezéseit osszevetve e és g paraméternek a pengetés helyétol, d-t61 mért

tavolsagatol valo fliggésével, megkapjuk az egyes felharmonikusok amplitudojanak fiiggvényét

a pengetés helyétol.

r
- l ; I

15. abra - gitarhar hullamai (https://www.youtube.com/watch?v=XOCGb5ZGEV8)

16. abra - Gitarhur hullamai (https://www.youtube.com/watch?v=XOCGbh5ZGEV8)
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A 15-16. abran jol lathato a gitarhuron végig vonul6 transzverzalis hullam.

Hangszin fogalma
Felharmonikusok viszonya

Fontos, hogy zenei szempontbdl is lassuk ennek a jelentdségét. Az alaphang és felhar-
monikusok amplitidéinak sorozatdhoz rendeljiik a hangszin fogalmat. Egy tokéletesen befo-
gott, hajlitasi merevség nélkiili, idealis hur hangszine igy kizarélagosan a pengetés helyének

fliggvénye. Hangszereknél ennél bonyolultabb a kérdés, arra a késdbbiekben térek ki.

Hogyan jellemezhetjiik szavakkal a hangszint? Képzeljiik el, hogy a hurt kozépen pen-
getjilk meg, igy a pengetési arany “2. Mint lathaté a kdvetkezd oldalakon, ez azt eredményezi,
hogy az alaphang erdsen szol, a paratlan felharmonikusok (1.: oktav, 3.: két oktav, 5.: két ok-
tavtkvint, stb [Keszler, 2015]) eltlinnek, csupan a parosok hangzanak (2.: oktavtkvint, 4.: két
oktav-+tterc, 6.: két oktav+szext). Az is szembet{ind, hogy az amplitidok nagyon gyorsan kon-
vergalnak a nulldhoz. Ez egy kerek, telt, lagy hangzast eredményez, hiszen az alaphang (ami
mélyebb) szol jelentds hangerdvel, a tobbi, magasabb hang, ami éles hangzast adhatna, elenyé-
sz0 jarulékkal szerepel csupan. Ahogy a pengetés helyét kozelitjiik a htirvéghez, egyre erdseb-
bek, és igy észlelhetdek lesznek a magasabb felharmonikusok, ezért egyre ¢élesebbé valik a

hangszin.
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Gibbs-féle jelenséag
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Jol lathatd, hogy a vizsgalt tartomanyban a Gibbs-féle jelenség nem szamottevé. Ez alatt a nem
folytonos fliggvények transzformacidja soran, a toréspontoknal 1étrejott hibat (oszcillaciot) ért-
jik. Amikor egy fliggvényt Fourier-sorral kozelitiink numerikusan, véges szamu tagnak az 6sz-
szegébdl képezziik a fiiggvényt. Ez a 17. abran lathato hibakat eredményezheti (bal oldalt 10,
kozépen 50, jobb oldalt 250 felharmonikus dsszege). A dolgozatomban alkalmazott Excel-tab-
lazat 243 harmonikus Gsszegét tartalmazza, és a hiirhossz a sajat tengelye mentén 400 részre

lett osztva. Igy a szamitas 97200 adatot general.
A jelenség részletes matematikai leirdsa nyomon kovethetd az alabbi hivatkozason:

https://www.muszeroldal.hu/assistance/gibbs.html

r n N i
AVAV VAN S \ |'|'.w~m~wwmuw,-.'. rb'-_vw p——-{ L——

17. abra - Gibbs jelenség négyszogjelnél

Ertelemszeriien egy hurt nem kozvetleniil a végénél pengetiink meg, igy az 1/20-0s, 1/40-es
osztasok a valdsagban mar nem redlisak, igy ezekben a tartoméanyokban jelentkezd oszcillacid
nem vezet ki a modellbdl. Csembaldknal gyakori volt az 1/7-es osztas, amely felhangokban dus
hangszint adott, de nem annyira, hogy zavardan éles, vagy a nehézkes pengetés miatt tilzottan

nazalis hangzast adjon.

Alabb lathato egy kivagat az analitikus megoldas numerikus modon torténd abrazolasa-
nak altalam alkalmazott modjarol. A Fourier-transzformaciot kovetéen 0-t61 1-ig 0,0025-6s 1ép-
csOnként beosztassorozatot hoztam 1étre (Isd: tarto-oszlop), emellett 1étesitettem az x-cellat,
ahol a 0-1 intervallumot transzformaltam a 0-L intervallumra, ahol L a htirhossz, jelen képen
660 mm. Az ezt kdvetd oszlopokban meghatdroztam a térfiiggvény egyes trigonometrikus ba-
zisokhoz tartozo értékeit, a felharmonikusok képét, ez jelen tablazatnal a 243. felharmonikusig
terjed. Utolso6 oszlopban ezeket adtam Gssze. €s az eredmény jol kozeliti a har alakjat. A képen

km az m-edik hullamvektorra vonatkozik, aml-am3 az m-edik felharmonikushoz tartozo
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Fourier-egyiitthatd, a szam a szakaszra vontakozik, tekintettel arra, hogy a transzformacio line-
aris, harom szakasz 0sszegébdl adodik az ’a’ érték, a pengetés helyétdl jobbra-balra talalhato

két linedris részbdl, illetve a pengetés helyén talalhatd konstans-részbdl.

|\ C d f hararany erfarany Y X t frekvencia omega id6 fazis
660 1 212,9032258 5 3,1 0,002 0,1 50 0 110 691,15 0 1
e g ml m2 m3 bl b2 b3 z
210,403 444,59677 0,004752779 0 -0,00224923 0 1 1,48449 215,403
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1.
km 0,004759989 0,00952 0,014279967 0,01904 0,0238 0,02856 0,03332 0,03808 0,04284 0,0476 0,05236 0,0571.
aml 0,192251959 0,27764 0,219865805 0,07307 -0,06137 -0,10692 -0,0593 0,02234 0,06798 0,04935 -0,00647 -0,0475¢
am2 0,012857943 0,0136 0,001532528 -0,01198 -0,0142 -0,00305 0,01097 0,01465 0,00453 -0,00985 -0,01493 -0,0059!
am3 0,587461431 -0,08023 -0,2095571 -0,10672 0,04023 0,1041 0,06174 -0,02276 -0,06864 -0,04526 0,01377 0,0506¢
a 0,792571333 0,21101 0,011841231 -0,04562 -0,03534 -0,00587 0,01341 0,01423 0,00386 -0,00576 -0,00764 -0,0028:
|al 0,792571333 0,21101 0,011841231 0,04562 0,03534 0,00587 0,01341 0,01423 0,00386 0,00576 0,00764 0,0028:
1 rel 1 0,26624 0,014940272 0,05756 0,04459 0,00741 0,01692 0,01795 0,00487 0,00726 0,00964 0,0035¢
110 freki 110 220 330 440 550 660 770 880 990 1100 1210 132(
omega N 691,1503838  1382,3 2073,451151 2764,6 345575 41469 483805 5529,2 6220,35 6911,5 7602,65 8293
tarto X
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (
0,0025 1,65 0,006224777 0,00331 0,000278977 -0,00143 -0,00139 -0,00028 0,00074 0,00089 0,00027 -0,00045 -0,00066 -0,0002'
0,005 3,3 0,012449169 0,00663 0,000557798 -0,00286 -0,00277 -0,00055 0,00147 0,00178 0,00054 -0,0009 -0,00131 -0,0005:
0,0075 4,95 0,018672794 0,00994 0,00083631 -0,00429 -0,00415 -0,00083 0,0022 0,00267 0,00081 -0,00134 -0,00196 -0,0007¢
0,01 6,6 0,024895267 0,01325 0,001114358 -0,00572 -0,00553 -0,0011 0,00293 0,00354 0,00108 -0,00178 -0,00259 -0,0010!

0,0125 8,25 0,031116205 0,01656 0,001391788 -0,00714 -0,00689 -0,00137 0,00364 0,0044 0,00134 -0,0022 -0,0032 -0,0012¢

1. tablazat - numerikus Fourier-transzformacio

Meérési eredmények

A tisztan elméleti megoldast dsszevetettem kisérleti gorbékkel. A megfeleld helyen egy gitart
megpengettem, majd vizsgaltam a spektrumat, az eredmény értelemszeriien jelentds eltéréseket
mutat, viszont sok kozos vonas figyelhetd meg. A leginkabb szembetiind, hogy ahol a hur el-
méleti gorbéje szerint egyes felharmonikusoknak nem kellene megjelennie, ott a kisérlet alap-
jén csupan jelentdsen kisebb amplitiddval szerepelnek a felharmonikusok, viszont nem tlinnek
el. Fontos azt is kiemelni, hogy nagyjabdl mindenhol az alaphang a legerdsebb, de korantsem

olyan aranyban, mint az elméleti egylitthatok esetében.

Az elméleti gorbe diszkrét spektrumot eredményez — azaz megszamlalhatéan végtelen
dimenzidval szembestiliink. A bazisfiiggvények (avagy felharmonikusok) ,,sorszamai” a termé-
szetes szamok halmaza. Ehhez tartoznak a ,.koordindtdk”, matematikailag a Fourier-egytittha-
tok, fizikailag az amplitidok, zeneileg a hangerdk. Viszont a gyakorlatban ezek a diszkrét pon-
tok csak a spektrum eloszlasanal az amplitudok tekintetében lokalis maximumok — azaz a leg-
hangosabb hangmagassagok. Ennél mélyebb, és ennél magasabb hangokat is hallunk, igy a
hangszin egy sokkal sszetettebb fogalom, mint amit egy Fourier-transzformaci6 leir. Termé-

szetesen nagy szerepet jatszik az eltérésekben, hogy a hangszer teste, mint rezonator funkcional.
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El6z6 dolgozatomban részletesen vizsgaltam egy kapcsolt hur- és lemezmodellt. Az eredmé-
nyek kozott lathatod volt, hogy a fiiggvény rendkiviil dsszetett, a hir bazisahoz képest (mely
,»Kétszer megszamlalhatatlanul végtelen”), négyfajta bazisfiiggvény kompoziciojabol all (meg-
jelennek a hiperbolikus fliggvények), melyeknek egyenként végtelen felharmonikusai vannak.
Fontos megemliteni, hogy az egy egyszerli, homogén, izotrop, négyzetes lemez volt, csupan
hajlitofesziiltségekkel, a nyirofesziiltségek elhanyagolasaval. Ezzel szemben egy gitdr nem ho-
mogén, nem izotrop; a teste pedig meglehetésen bonyolult alakzati. Erthetd tehat, hogy a spekt-

rumaban az elméleti gorbe szerint nem vart értékek is megjelennek.

Az alabbi dbrakon k6z16m a kozépen, 1/3-ndl, Y4-nél megpengetett hiirok spektrumat. A
21. abra a hur vége felé torténo pengetéssel jott 1étre, a 22. dbra pedig szinte a megfogasi pontnal
keriilt megszolaltatasra. A magentaszinli szaggatott vonal jelzi a lokalis amplitidémaximumok-
hoz tartozo frekvenciaértékeket, melyen jol lathatéan a felharmonikusok. A kénnyebb értel-
mezhetdség kedvéért az adott amplitiddval egy oszlopot allitottam minden egyes értékekhez.
Mellette balra talalhatd az elméleti érték a mérés 1éptékében; a transzformacio tigy tortént, hogy
alaphang amplitudoja egyezzen meg mindkét rendszerben. A felharmonikusoknal igy konnyen
érzékelhetd az eltérés. Ahol hidnyzik az elméleti oszlop, ott értelemszeriien annak az értéke
zérus. Csupan az els6 par felharmonikus lett oszloppal dbrdzolva — ezek a legmeghatarozobbak

a hangszin tekintetében, hiszen ezeknek van nagy amplitadoja, ezeket halljuk leginkabb fiillel.
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19. abra - 1/3-nal pengetett gitar
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20. abra - 1/4-nél pengetett gitar
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21. &bra - kis aranyszamnal pengetett gitar
38



y Smaart

6 7 8 910 12 14
11 1315

22. abra - kozvetleniil a végénél pengetett gitar

Emlitésre mélto, hogy a tovabbiakban érdemes lehet az eredményeket egy ijabb transz-

formacidval illetni. A fiil ugyanis azonos amplitaddju, kiilonboz6 frekvencidjii hangok erdssé-

gét mashogy érzékeli, igy, ha a hangszint szeretnénk jellemezni, érdemes lenne egy operator-

fliggvénnyel megszorozni a spektrumot, amely az emberi észleléshez kozelitene az értekeket —
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hiszen a zenei hangszin fogalma a valésagban ehhez kotott. Ezen tilmenden a hangszin, illetve
a zene érzékelése mindig relativ, helyzetfiiggo, féként az az idg tajt hallott mas zenei ingerekhez
képest értékeljiik. Parhuzamot lehet vonni a szinek érzékelése és a hangszin érzékelése kozott:
ha ugyanazon szint egy telitetlen, pasztell-szin mellé tarsitjuk, sokkal harsanyabbnak érezziik,
mintha egy erds alapszin mellett jelenne meg. Igy a fent kozolt objektivitas inkabb fizikai je-
lentéségli; a valosag ennél sokkal arnyaltabb, és szubjektivebb — tovabba az adott hangszinhez

fliz6d6 viszonyulasmodunkat az adott pillanatban az énallapotunk is befolyasolja.

A hangszerek kiilon helyen torténd pengetése az eldadomiivészi gyakorlatban alkalma-

zott modszer a kivant hangszin elérésének érdekében.

Virgindlok hangszine
Az alabbi hivatkozason két virginal nevezetli hangszer lathato. Az egyik, igynevezett

spinett

https://www.youtube.com/watch?v=BV9Z-RmETvQ

megszoélaltatasi pontjai a hid kdrnyezetében talalhatok, mig a masiknak, ugynevezett muselar-

virginalnak,

Bz Dttps://www.youtube.com/watch?v=XiSrEM3M2XA

B
z€kelhetd, hogy a méasodiknak sokkal kerekebb, lagyabb hangja van.

ettdl tavolabb. E

A reneszansz-kori muselar-tipusu virginalok esetében a mai fiilnek meglehetésen szo-
katlan hangzas elérése is lehetséges volt, itt a hurvégekhez kis kampokat érintettek, mely hata-

sara er6sen vibrald hangzas jott létre. A kampok alkalmazasa nélkiil:

= https://www.youtube.com/watch?v=K7Lb26CDyVs ,

A kampok alalmazéséval:

&8 https://www.youtube.com/watch?v=upuSmATdpvs ).

Az alabbi elérési uton talalhatd videodban 1:56-n4l torténik a valtas:

https://www.youtube.com/watch?v=KgybEd8W1m8
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Csembalok regiszterei

A csembaldkon, hogy a jatékmodot szinesebbé tegyék, kiilonbozd regisztereket hasz-
naltak. Egyrészt ez azt is jelentette, hogy a billentylizethez tobb htrsor tartozott, melyeket ki-
be lehetett kapcsolni egy mechanizmus segitségével, viszont azt is, hogy egy hursorhoz tobb
pengetdmechanika tartozhatott. A pengetdk koziil volt, ami kdzelebb helyezkedett el a hurlab-

hoz, volt, ami tavolabb. Ertelemszeriien mas hangszint eredményeztek.

Példaként nézziik a németalfdldi Ruckers csalad altal készitett flamand csembalot! A
rezonatorlemezen 1évo bal oldali hidhoz az ugynevezett 8 (8 lab, korabeli flamand nyelven
voet) hursor, a 1ab az egyik, referenciaként valasztott hurnak a hossza, a jobbra 1év6 hid a 4’
(négyldbas) hursorhoz tartozik [O’Brian, 1990.]. Nem vizsgéaltam meg torténeti szempontbol
ezt a kivalasztott hangszert, igy az alabbiakban irtakat a korszakban rendszerint alkalmazott
elveinek megfelelonek feltételezem, az altalanos ismereteim szerint jellemzem. Feltételezem
ez alapjan, hogy kettd nyolclabas, és egy négylabas regiszter volt. Ertelemszeriien a négylabas
regiszter egy oktavval magasabban szo6l, mint a nyolcldbas (hiszen, ha fele a hulldmhossz, két-
szerese a frekvencia). Vajon akkor mi értelme van két ugyan olyan hangmagassagu (itt a nyolc-
labas duplazott) harsort 1étrehozni? Egyrészt, a hanger6t lehetett modositani azzal, hogy mind-
kettd be volt-e kapcsolva, vagy csak az egyik — ugyanakkor a pengetés helye is mashol volt, igy
az egyik nyolclabas hir més hangszinnel szolt, mint a masik. Igy tudtak a barokk korszakban a

hangszint rendkiviil valtozatossa tenni.

https://www.youtube.com/watch?v=gw8iYtccRnQ

23. abra - Ruckers-csembalo feliilnézete

41


https://www.youtube.com/watch?v=gw8iYtccRnQ

A barokk csembaloknak egy masik, a felharmonikusok befolyasolasaval torténd hangszinmo-
dositasi lehetdségét is bemutatom. Gyakori volt az ugynevezett lantregiszter alkalmazasa — en-
nek bekapcsolasaval a hiir végén egy bdérdarab ért a hurokhoz. A bdrdarab szélességének meg-
felel6 hulliamhosszu (azaz a kishulldmhosszu, sokadik szamu felharmonikusok, magas hangok)

elfojtasra kertiltek, igy barsonyos, lagy hangja lett a hangszernek:

https://youtu.be/gw8iYtccRnQ?t=225

(itt 3:45-t61 alkalmazza a lantregisztert, 4:30-nal pedig visszavalt az eredeti hangszinre).

A 24. 4bran lathatoak a bordarabok (jelen csembaldnal filccel helyettesitve) kikapcsolt

(hurhoz nem hozzaéré allapotban):

24. abra - filc a lantregiszterhez

Mérnoki vonatkozasok

Ahhoz, hogy a jelenségnek egyéb, épitészeti alkalmazasi modjait megtalaljuk, és ujdonsagként
alkalmazhassuk, gondoljunk arra, hogy mi torténik egy statikai rezgésvizsgalat soran! A fodé-
mek, egyéb és épiiletszerkezetek rezgésvizsgalata gyakorta kimertil a sajatrezgés szamitasaban
— mind az analitikus uton levezetett, szabvanyokban szerepld képletek, mind a végeselem-mo-
dellek esetében. Mit jelent ez matematikailag? Azt, hogy a differencialegyenletek altalanos
megoldasa hatarfeltételekhez lett igazitva (a hatarfeltételek kvantaljak a szeparaciods allandot),
viszont az id6éfliggés esetében a megoldasok altalanosak maradnak, kezdeti feltételekkel nem

foglalkoznak ezen elméletek.

A hatarfeltételek (a szorzatalakti megoldas térfliggvényének peremfeltételei, az azokhoz

tartozé integracios allandok meghatarozasa) jellemzden a szerkezetek rogzitési kornyezeteire
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vonatkoznak — példaul egy zaszlorud talajba torténd befogasakor elbirhatjuk, hogy a térfiigg-
vény talajkornyezeti diszlokacidja zérus értéket vegyen fel, hasonléan a befogési merevsége
miatt a térfiiggvény sajat valtozoi szerinti elsé derivaltjai is. Mellékfeltételek adddhatnak to-
vabbi pontokra (példaul a diszlokécid korlatozasa egy adott magassagon, ha a talajba torténd

befogas mellett lehorgonyzas is megjelenik).

Ezen til viszont nagy jelentdsége lenne annak, hogy a kezdeti feltételekhez illesztett
partikularis megoldéasokkal szamoljunk (id6fiiggvény integracios allandoinak meghatarozasa),
vagy mas esetekben gerjesztofiiggvény jelenjen meg a differencidlegyenletekben! Hiszen az
eddig alkalmazott elméletek ugyanazt a hatést feltételezik akkor, ha egy labda pattog a terem
bizonyos pontjan, mintha egy targonca vandorolna egy bizonyos nyomvonalon fel-ald. Pedig a
szerkezet valaszaban eltérd hatdsok jonnek létre, mas lesz a fodém hangereje, hangszine. Nyil-
van, itt ez a kevésbé fontos szempont; Iényegesebb, hogy ezzel parhuzamosan a hasznélatot

befolyasold, méas modon érzékelhetd rezgések is egészen masok lesznek.

Legegyszerlibb esetben tekintsiink egy nagyon hosszu, és karcst acélgerendat (melyet
tudunk hurként (harmonikus megoldas), és nem radként (biharmonikus megoldas) modellezni!
[Landau-Lifsic, 1988.] Feltételezziik, hogy bizonyos helyen bizonyos kezddsebességli (impul-
zust) lités éri, innét meg tudjuk hatdrozni az elédzéekben kozolt elmélet alapjan, hogy a felhar-
monikusok koziil melyik lesz jelentds, melyik nem — mikor melyiket kell a méretezés soran
figyelembe venni; a kdrnyezd szerkezetek rezonanciavizsgalata esetén, mint tovabbadodo ger-
jeszthatas, mire érdemes méretezni. Természetesen ez egy egyszer(, hipotetikus eset, a gya-
korlatban az épiileteknél a feszitett hiirok alkalmazasa elenyész6, viszont a harmonikus helyett
biharmonikus egyenletek (rudak, lemezek hullamzéasa) kezdeti feltételhez illesztése utan realis

problémakra is valaszt kaphatunk.

Masik érdekes jelenség a rezonancia kérdéskore. Mérnoki vonatkozdsokban a rezgést
okozd gépek, dinamikus haszndlat (tdncterem, edzOterem), sz¢lhatés, foldrengés, hasznalatbol
eredd hatas (haranglab) esetében szembesiiliink vele. Pusztan matematikailag szemléltetem a

jelenséget, és par gyakorlatias épitészeti megoldast mutatok ra. Vizsgaljuk a
0x(t) = Pye'®t (38.)
inhomogén differencialegyenletet, ahol x(t) a nyugalmi helyzettél mért diszlokacio az id6 fiigg-

vényében, a jobboldal az idének egy tetszdleges periodikus fiiggvénye, az O operator pedig
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22 9
0=—+c—+k (39)

Stz ot
alakd. A megoldas vonatkozé elméleti fizikakdnyvekben megtalalhatd; a megoldasnal vizsgal-
juk azt, hogy bizonyos csillapitasok esetén, hogy valtozik a nagyitasi tényezé (mely megmu-
tatja, hogy adott frekvencia esetén az amplitido hanyszorosa a kozel statikusnak — nagyon las-
stinak — tekintett gerjesztéerderd altal okozott amplitudonak). Itt megjegyzem, hogy a nagyon
lasst, statikusnak tekintett gerjesztderd alatt azt kell érteni, hogy a csillapitds miatt szinte meg-
egyezik a homogén megoldasfiiggvény kezdeti diszlokacidhoz vagy impulzushoz illesztett val-
tozataval, hiszen amig a kovetkez 10ket érkezik, addigra a csillapitas miatt mintegy eltlinik a
hatasa, és a mozgasnak mintegy el6lrdl kell kezdddnie, igy nem tekinthetd halmozdédonak a

gerjesztOhatas.
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25. abra - gerjesztett, csillapitott rezgés [Vértes, 1976]

Azt latjuk, hogyha a gerjesztofiiggvény rezgésideje kozelit a sajatrezgésidéhoz, és a
csillapitas tart a zérushoz, a dinamikus tényez6 a végtelenbe tart. (Egészen pontosan az ampli-
tidomaximum nem az 1 értéknél talalhato; megoldva a dAo/dw=0 egyenletet, lathatjuk, hogy
az o/wo=[1-c%/(2m2we?)]Y? helyen, mely az 1-t3l kissé eltolva jelentkezi, wo értelemszeriien a
gerjesztés nélkiili korfrekvencia. Gyakorlatilag viszont kicsiny az eltérés a csillapitott és csilla-
pitatlan rezgés maximumbhelye k6zott, igy az egységnyi viszonyszamot alkalmazhatjuk gyakor-
lati példaknal.) Kissé elemezve ezen 0sszefiiggést, belathatjuk, hogyha nagy (kritikus) a csilla-
pitas, akkor nem jelentkezik ugras a nagyitasi tényezOben, viszont minél kisebb a csillapitas,
annal jelentdsebb a valtozas, igy az épitészetileg mechanizmusnak tartott labilis, talhatarozott

szerkezetek a legveszélyesebbek, és minél inkabb hatarozatlan egy tartd, ¢s minél merevebbek
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a kapcsolatok, annal kevésbé jelentkezik a rezonancia veszélye. Megemlitem, hogy a modell-
ben a csillapitas viszkdzus, igy energia tekintetében egy disszipacids fliggvényként jelenik meg,
¢s az el6z6 mondatot helyesbitendd, szeretnék kitérni arra, hogy a kapcsolati mod tekintetében
ugyan igaz, hogy a hatarozatlansag segit, viszont a kapcsolatoknal az tigynevezett félmerev,
energiadisszipaciot okozo kapcsolatok még inkabb eldsegitik a rezonancia veszélyének lekiiz-

dését.

A 25. abranak a jobboldalat tekintve lathatjuk, hogy a harmonikus erével gerjesztett
csillapitott rezgés is harmonikus rezgés lesz, de azzal nem szinkronban mozog. Az eltérés a

fazisszoggel jellemezhetd.

Gyakorlati alkalmazasok terén megemlitem, hogy példaul a magas haranglabaknal a re-
zonancia elkeriilése miatt bonyolultabb merevitérendszert készitettek (hatarozatlan szerkeze-
tek, félmerev kapcsolatokkal, jelentds energiadisszipacioval). Hasonloképp, a rezonancia elke-
riilése végett a tartd agasfanak a sajatfrekvencidjanak egy bizonyos értéket meg kell haladnia,

igy a magassaga korlatozott.

Masik érdekes eset: foldrengés esetén a rezonancia hatasanak épiiletre gyakorolt hata-
sanak csokkentésére a japan pagodakban gyakorta alkalmaztak egy tobb emeleten végigvonulo
ingat, mely az épiilettel egylitt rezgésbe kertiilve, energiadisszipacio révén csokkentette az épii-
let rezgését. Az alabbi videon lathatd a miitkodési elve egy modellen keresztiil, a 26. abran pedig

keresztmetszet talalhatd a pagodakrol.

https://www.youtube.com/watch?v=CUJfECWNG6VQ
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Fig. 1 Section of the five-storied pagoda  Fig. 2 Section of the three-storied pagoda
at Horyu-ji Temple, Nara, at Sammyo-ji Temple, Toyokawa-shi, Aichi.

26. abra — japan pagoda metszete Bulletins - Disaster Prevention Research Institute, Kyoto
University (1960), 40: 1-15
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Osszegzés

Dolgozatomban a célkitlizésnek megfelelden széles spektrumi ismeretanyagot igyekeztem
szintetizalni, igyekeztem kiilonb6z6 érdeklddési koreim, és tanulmanyaim kozott kapcsolatot
teremteni. Vizsgaltam, hogy a zenei hangszin fogalma milyen fizikai mennyiségekkel irhato le
egyszerusitett modellek esetén; az elméleti szamitasokat kisérlettel, illetve a hangszerkészitoi

¢s eldadomiivészi gyakorlattal vetettem Gssze.

A Kkisérleti eredmények azt mutattak, hogy az egyszerisitett modellhez képest eltéréen
viselkednek a hangszerek, tekintettel arra, hogy a csatlakozo elemek rezonancidja, illetve csil-
lapitd hatasa, illetve az interferencidk jelentésen médosithatjak az eredményeket. Ugyanakkor
az eltérések mogott vilagosan kirajzolodott, hogy az elméleti megoldasok, ha ugyan kiilonboz-
nek is, mégis korreldlnak a mérésekkel. Hangszerek terén pedig a kezdeti feltételek altal torténd
hangszin-moédositast intuitive évszazadok ota alkalmazzék. Erre szamos videdpéldat soroltam

fel a dolgozatomban, a leirast szemléletessé téve.

Kitekintésként a hangszin 6sszefiiggéseit altalanositottam; épiiletek rezgésvizsgalatdnak
lehetséges, tovabbi szempontjait hangstlyozva. Késdbbi dolgozataimban szdndékomban 4ll ezt
a kérdéskort tovabb tanulmanyozni. A TDK dolgozatom az eredmények felmutatasa mellett
segitett a mar megszerzett ismereteimet elmélyiteni, mely lehetdévé tette szdmomra az egyik
szakkollégiumban zenei-matematikai-fizikai eldadas- és workshop-sorozat szervezését. Ezen
alkalmakon épitészhallgatokhoz igyekeztem kozelebb hozni a fizikai gondolkodast, illetve

hangszerek, butorok intarzia-diszeinek készitését probalhattak ki a segitségemmel a résztvevok.
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