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Osszefoglalo

Jelen munka targya a tobbrétegi keresztirdnyu ragasztott tomorfa szerkezeti panelek-
bél (Cross-laminated timber (CLT), X-LAM) késziilt tartoszerkezeti elemek modellezési
kérdéseinek a vizsgalata és elemzése. Az X-LAM maéar szamos orszagban elterjedt fa le-
meztermék, amely a hagyomanyos faipari termékekkel ellentétben kétirdnyia teherviselésre
alkalmas. Az Furocode vonatkozo fejezetei hidnyosak, a meglévd koncepciok gerendaelmé-
leti alapokon nyugszanak, az X-LLAM szerkezeti elemek befoglalé méretei azonban feliileti
modell alkalmazasat indokoljak. Ebbdl kifolydlag a dolgozatban megvizsgilom a szakiro-
dalomban taldlhato egy- és kétdimenziés modellek alkalmazéisanak lehetéségét, majd egy
sajat fejlesztésti, X-LAM panelek szamitasara alkalmas numerikus megoldast mutatok be,
melynek szamitogépes implementaciojahoz a Python programozasi nyelvet hasznaltam.

Az els6 fejezet Osszefoglalja az X-LAM panelek f6bb jellegzetességeit, kitérve tobbek
k6zott annak meghatirozasara, viselkedési sajatosségaira, tartoszerkezeti szerepére, az
elemek gyartasi folyamatanak f§ 1épéseire és a termék elGallitisahoz sziikséges alapanya-
gokra.

A masodik fejezetben elGszor ismertetésre keriilnek az X-LAM elemek lehetséges mo-
dellezési modjai. Itt kitérek a leginkdbb hasznalatos gerendamodellekre, gy mint az
Eurocode-ban is szereplé y-modszer, a nyirasi anal6gian alapulé modszer valamint az
Euler-Bernoulli és Timoshenko-féle gerendamodellek. Az egydimenziés modellek utan be-
mutatom a Kirchhoff-Love és a Mindlin-Reissner héjelméletek alkalmazasat, utobbinal
kiilénos tekintettel a nyirasi korrekci6 megfelel§ szamitasara. A fejezet méasodik felében
osszefoglalom az X-LAM panelek méretezéséhez hasznélatos tonkremeneteli elméleteket,
beleértve a meglévs kereskedelmi forgalomban kaphato szoftverekben implementalt, illetve
a szakirodalomban fellelhets eljarasokat.

A harmadik fejezetben Osszefoglalom az allapotegyenletek megoldasahoz hasznalt fél-
analitikus és numerikus megoldasokat, majd példakon keresztiil illusztralom azok hasz-
nalatat. Osszevetem a masodik fejezetben felsorolt modellezési technikakkal kapott szé-
mitasok végértékeiben jelentkezl eltéréseket. A fejezetben kitérek a kapott eredmények
verifikiciojara, melyet az ANSYS és AxisVM szoftverek segitségével végeztem el.

Az utolso fejezetben roviden Osszefoglalom a szamitogépes implementécié mikéntjét,
melyet a kapott eredmények reprodukalhatésiga érdekében nyilt forraskoddal, nyilvanosan

elérhet6 Python konyvtarként teszek kozzé.



Abstract

This thesis covers aspects of modelling and structural analysis of cross-laminated tim-
ber (CLT, X-LAM) panels. X-LAM elements are widespread used in many countries,
owing to their main advantage in comparison with traditional timber products: the capa-
bility of biaxial load bearing. The related chapters of the Eurocode are quite incomplete,
the solutions usually rely on concepts restricted to beams, which, considering the typical
dimensions the X-LAM panels is questionable. In the present study, I examine the possi-
bility of the use of one and two dimensional mechanical models suggested in the scientific
literature, and present a numerical solution which is dedicated to the calculation of X-
LAM members. The implementation of the numerical procedures was carried out using
Python.

The first chapter sums up the main characteristics of X-LAM panels, such as its
structural composition, behaviour, the main steps of fabrication and the base materials.

In the first part of the second chapter, several ways of modelling of X-LAM mem-
bers are investigated. The discussion includes the mostly used beam models, such as the
mechanically jointed beam theory (v-method) (offered by Eurocode), the shear analogy
method and the traditional Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories. After the one
dimensional approaches the Kirchhoff-Love and the Mindlin-Reissner plate theories for
laminated composite shells are presented, with special emphasis on the proper calculation
of the shear correction factor. In the second part of the chapter different failure criteria
applied for X-LAM elements are summarized, including the procedures implemented in
the commercially available softwares as well as the ones found in the scientific literature.

In the third chapter the semianalytic and the numerical solutions of the governing
equations are discussed and illustrated with examples. The results obtained from the
different modelling approaches of the second chapter are put to comparison. Finally, ve-
rification examples of the results with softwares AxisVM and ANSYS are presented.

The last chapter includes a brief introduction to the computer implementation. For the
sake of reproducibility, the implementation is made available in the form of an open-source

Python package.
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1. Bevezetés

A tobbrétegii keresztiranyu ragasztott tomorfa szerkezeti panel (CLT vagy X-LAM)
alatt olyan egymaésra jellemzGen meréleges rétegekbdl Gsszeragasztott lemezterméket ér-
tiink, ahol a rétegek szama legalabb harom [1]. Egyeldre hivatalos, jol hasznélhato magyar
megnevezése nincs a terméknek, ezért a dolgozatban az X-LAM roviditést fogom hasznal-

ni.

1. abra. X-LAM panel szerkezeti felépitése [2].

Az els6 X-LAM paneleket az 1990-es évek elején Ausztridban és Németorszagban ké-
szitették azzal a céllal, hogy egy koltséghatékonyabb, fabazist alternativat kindljanak bi-
zonyos tartoszerkezeti elemek (legfképpen falak, fodémek és tetdk) esetében a leginkabb
hasznalt vasbeton és falazott szerkezetekkel szemben. Eurépaban végiil a 2000-es évek ele-
jén terjedt el, koszonhetGen tobbek kozott a zold épitési mozgalmaknak, valamint annak
a felismerésnek, hogy az X-LAM panelek ténylegesen alternativai tudnak lenni példéul
csaladi hazak és tobb emeletes lakdépiiletek esetében a fent emlitett anyagokbol késziilt
szerkezeteknek [2].

X-LAM panelekhez nyersanyagként legtobbszor fiirészelt feny6t hasznélnak mely leg-
alabb C16-os szilardsagi osztalyt (legelterjedtebb a C24). Masfajta faanyagok (pl. nyar)
is el6fordulhatnak els6dleges nyersanyagként, azonban ilyenkor a lamelldk roncsoldsmen-
tes vizsgéalatat el6zetesen el kell végezni, és csak a jobb alapanyagot megtartani, ezért
gyakoribb, hogy ezeket a faanyagokat a feny§ mellett masodlagos nyersanyagként hasz-
néaljak [1]. A felhasznéalt fa nedvességtartalma hozzéavetslegesen 12% + 2%, atlagstiriisége
470-590 kg/m? kozott mozog, anyagtol fiiggden [3].

Ami a rétegek kozti kapcsolatot létrehozod kotGanyagot illeti, a felhasznélt ragasz-

t0 nagyjabol 0,6%-at teszi ki a panelnek. Az eltérd szaliranya rétegek kozott poliure-



tan ragasztot (PUR) hasznalnak, mig egy rétegen beliil az egyes elemeket hossziranyban
melamin-karbamid-formaldehid (MUF) kitSanyaggal ragasztjak ossze [3].
Az X-LAM panelek gyartasanak f6bb lépései:

fakitermelés, ronkok felftirészelése, osztalyozas, hibakiejtés

pallok vigasa, szaritasa

— sikrétegek pallokbol torténé kialakitasa

— panelek kialakitasa a sikrétegek egyméashoz ragasztasaval és Osszepréselésével

— mindség-ellendrzés, utomunkalatok, csomagolas, szallitas stb. |2]

Az X-LAM panelek szamos elénnyel rendelkeznek épitészeti, tartdszerkezeti és kivitele-
zési szempontbodl. Az épitészeti elényokhoz tartozik, hogy a fa mint épitGanyag hasznélata
nagybani hozzajarulést jelent a kornyezet védelméhez, tekintve, hogy a fa az egyik leg-
fenntarthatobb épitGanyagnak szamit manapsag, emellett az X-LAM panelek kival6 ho- és
hangszigetels tulajdonsagokkal rendelkeznek. Ezen feliil a fa kis énstulyanak koszonhetGen
kénnyen lehet karcsi, vékony épiiletszerkezeteket 1étrehozni, illetve nem sziikséges a szer-
kezetek ,elrejtése”, vakolatot nem igényel, a panelek természetes megjelenése esztétikus. A
fapanelek kénnyen kombindlhat6ak més épitGanyaggal, illetve nagyon csekély fenntartést
igényelnek [3].

Tartoszerkezeti szempontbol a legfontosabb elénye a kétiranyta tehervisel6 képesség,
amely a hagyomanyos faipari termékekkel szemben ijdonsag. Emellett nagyon fontos a kis
onsuly és a tlizzel szembeni kedvez§ ellenallas, ugyanis a tobb réteghdl allo faszerkezetek
nehezebben kapnak langra, ha ez azonban mégis bekovetkezik, akkor lassan, egyenletesen
ég, gyorsan bekovetkezd jelentds szilardsagvesztés (mint pl. az acélnal) nem figyelhet6 meg
[3].

X-LAM elemekbdl késziilt épiiletek kivitelezése egyszerd és gyors, ugyanis a panelek
el6regyartasanak koszonhetSen a helyszini épités soran szereld jellegti, kevés éldmunkéat
igényl6 folyamatok zajlanak csak. Az el6regyartas elénye tovabba, hogy az elemek mé-
retpontossaga mindig megfelel. A panelek beépitése teljesen szarazon torténhet, ez is a
termék zold voltat igazolja [3].

Magyarorszagon még nem terjedt el az X-LAM panelek hasznalata. Ennek oka elsd
sorban ott keresendd, hogy hazank erdSkben (féleg fenyGfaban) szegény orszag. Voltak
torekvések X-LAM panelek elGallitasara hazai nyar faanyagbol, azonban a kisérleti ered-

mények alapjan a feny6tdl eltérs fakat inkabb méasodlagos nyersanyagnak javasoljak [1].



Mindezek ellenére vannak Magyarorszagon X-LAM elemeket forgalmazo cégek, amelyek
importaljak a termékeket, s6t épiilt is mar itthon épiilet X-LAM panelekbdl, a jovében
varhatoan egyre tobb fog épiilni az egyre szigorod6 kérnyezetvédelmi el6irasok kovetkez-

tében, ami miatt sziikséges ezzel a témaéaval itthon is foglalkozni.

2. abra. X-LAM panelekbdl épiils haz Veresegyhazon (azenfam.hu/galeria).



2. Elméleti alapok

2.1. X-LAM panelek modellezési lehetdségei
2.1.1. Egydimenziés modellek

Az Euler-Bernoulli gerendamodell Az egyik legelterjedtebb gerendaelmélet, ame-
lyet klasszikus gerendamodellnek is hivnak. A kovetkezd alapfeltevésekkel él:
— sik keresztmetszetek elve, azaz a keresztmetszetek deformécio utan is sikok marad-
nak és mer6legesek maradnak a semleges tengelyre,

— a gerenda elmozdulasai és alakvaltozasai kicsik.

Geometriai egyenletek A fentiek kovetkeztében egy adott pontban a gerenda le-

hajlasa (w) és elfordulasa () kozott az alabbi kapcsolat van:

py(x) = —2—:- (2.1)

Ha vesziink két keresztmetszetet x és x + dz helyen, amelyeknek kiszdmoljuk az elfor-
dulasat, és vessziik a kiilonbségiiket, akkor ezt kiillonbséget dz-szel osztva és dx-szel 0-hoz
tartva az elfordulas derivaltjat kapjuk. Ezt a mennyiséget fajlagos relativ elfordulasnak

vagy gorbiiletnek (k) hivjuk. A gorbiilet tehat:

dipy()

liy(flf) = W7 (22)
a lehajlassal kifejezve:
d*w(x
Ky(x) = — T2 ) (2.3)

Egyensilyi egyenletek Ha a gerendara fiiggéleges irany p, (z) megoszlo teher hat,
akkor a gerendabol egy kicsiny dx hossztusagi darabot kivagva és ennek a darabnak az

erGegyensilyat vizsgalva a kovetkezGre jutunk:

dV ()
z) = — , 2.4
p:(z) T (2.4)
a nyomatéki egyensily pedig a
dM,(x)
V.(r) = — 2.5
(z) Iz (2.5)

Osszefiiggést adja, értelemszeriien a teher és a hajlitonyomaték kapcsolata:

B d*M,(x)

dz?

p:(z) = (2.6)



Anyagegyenlet A kétfajta egyenlet kozott a kapcsolatot az anyagegyenlet teremti
meg, mely esetiinkben kimondja, hogy az alakvéltozas (gorbiilet) megegyezik a vele analog

igénybevétel (nyomaték) és a hajlitobmerevség hanyadosaval, azaz

ky(x) = —E}’Ei; (2.7)

A fenti egyenletek értelmében a teher és a lehajlas k6zott az alabbi 6sszefiiggés adodik:

& (de(x)

dx? dx?

El<x>) (o). (2.8)

Az X-LAM panelek esetére kidolgozott gerendamodellen nyugvo eljarasok lényege,
hogy egy helyettesitd, a tarté mentén konstans hajlitobmerevséget hatarozzanak meg, 1
tehat allando. Az el6z6 egyenlet emiatt a kovetkezd alakra egyszertisodik:

d*w(x)
dz*

EI =p,(z). (2.9)

A Timoshenko-féle gerendamodell Az Euler-Bernoulli gerendamodell mellett a ma-
sik leginkabb elterjedt elmélet a Timoshenko-féle. Ebben a modellben az Euler-Bernoulli
gerendamodell hipotézisei nem érvényesek, a keresztmetszetek a deformacié utan nem lesz-
nek merélegesek a rudtengelyre. Ennek megfelelGen az elfordulas és a lehajlas kézott nem

lesz kozvetlen derivalasi kapcsolat, megjelenik a nyirasi szogtorzulas az osszefiiggésben.

Geometriai egyenletek

+ Voo (). (2.10)

Az elfordulés-gorbiilet 0sszefiiggés azonban tovabbra is:

diy(z)
= — 2.11
() = 21 (211)
Egyensulyi egyenletek Az egyensulyi egyenletek esetében nincs eltérés az Euler-

Bernoulli modellel, a (4)-(6) egyenletek itt is igazak.

Anyagegyenletek A hajlitobnyomaték esetében itt sem lesz valtozas, a (7) egyenlet
igaz lesz a Timoshenko-gerendara is, azonban a nyiras és a vele analog szdgtorzulas kozott

is fel tudunk irni kapcsolatot:
V.(x)
- GAr’

(2.12)



ahol G a nyirési rugalmassagi modulus, s a nyirési korrekcios tényezs.
Ezek utan fel tudjuk irni a Timoshenko-gerenda allapotegyenleteit, amelyek egy két

tagbol allo differencidlegyenlet-rendszert alkotnak:

% <EI(:U)Z—§> = p(x), (2.13)
ill—t; = —p(z) + —/{Gil(x)% <Ef(x)dfl(;)> . (2.14)

A kovetkezSkben bemutatott elméletek célkitiizése az, hogy a valdsédgot jol kozelits hajlito-
illetve nyirasi merevséget hatarozzanak meg X-LAM panelekre, ezaltal bemené adatokat

szolgéltatva az itt ismertetett gerendamodelleknek.

~v-médszer (Mechnacally jointed beam theory) A moédszer az Eurocode szabvany
5. kotetének B mellékletében ([4]) szerepel, kifejlesztéje Karl Mohler [5]. AlapvetGen egy-
massal nem teljesen egyiittdolgozo gerendak szamitésara fejlesztették ki, amelyek kozott
a kapcsolat merevsége k, a kapcsoloelemek egymastol s tavolsadgra taldlhatoak. Hatranya,
hogy csak [ tamaszkozi, csuklosan megtdmasztott, szinuszosan terhelt gerendak szami-
tasara alkalmas. Ez eljaras hasznalatakor hossziranyinak az olyan szalirdnyt rétegeket
tekintjiik, melyekben a szalirany a teherrel parhuzamos.

A modszert X-LAM elemek szamitasara valo hasznalatakor [5] a kvetkezket javasol-
ja

— 3-5 rétegli panelek esetén ajanlott a hasznélata,

— a hossziranyu rétegek gerendak, amelyek kézott a kapcsolatot a keresztirdnyi rétegek

gordiils nyirasi deformacioja teremti meg.

A modszer 1ényege tehat, hogy az egyes alkotorétegeket kiilonallo elemeknek tekinti, ame-
lyek kdzott az egyiittdolgozast a y tényezokkel fejezi ki. A modszer altal javasolt, n rétegbdl

allo panel effektiv hajlitomerevsége:

n

Eleyp = Z(Ezjz +BEiAal), (2.15)

i=1
ahol 0 < v < 1, jellemz&en 0,85 és 0,99 kozott valtozik az értéke. v = 0 esetén nincs
kapcsolat a rétegek kozott, v = 1 esetén tokéletes egyiittdolgozéis van. E; az egyes rétegek
rugalmassagi modulusa, emellett a rétegek sajat sialyponti tengelyiikre vett inercidja (I;)
és a Steiner-tagok szerepelnek (A;a?, A; a réteg keresztmetszeti teriilete, a; az adott réteg

sulypontjanak és a szerkezet stlypontjanak tavolsidga), amelyeket csokkenti a y-val vald

9



szorzds. Az Osszegzésbe a hossziranyu rétegeket kell csak belevenni, példaul a 3. abran

lathato panel esetén i = 1, 3, 5.

rZ
IS]: | 2 as
t3j: b——>x 3

| 2 a;
tl:[: i=1

3. abra. Otrétegti X-LAM panel keresztmetszete a y-modszerhez [6].

A ~-tényezdk szamitésa a kovetkezSképpen torténhet 6] szerint:

Yi = PR (2.16)
1+ TefG_R

ahol t; a vizsgalt réteg vastagsaga, L,.r a referenciahossz (a nyomatéki abra nullpontja-
inak tévolsaga), t a keresztiranyu rétegek vastagsaga, G pedig a keresztirdnyu rétegek
esetén figyelembe vett gordiil6 nyirasi rugalmassagi modulus. Amennyiben a kdzépsé réteg
hossziranyu (3. abra 3. rétege), ott v = 1.0 veendd figyelembe.

A helyettesité hajlitomerevség ismeretében a gerenda lehajlasai, igénybevételei, fe-
sziiltségei meghatarozhatéak az Euler-Bernoulli gerendamodellt felhasznalva. A médszer

hasznalatara példat a harmadik fejezetben ismertetek.

Nyirasi analégia modszere (Shear analogy method) A modszert Kreuzinger dol-
gozta ki, lényege, hogy a panelt két gerendéaval (A és B) modellezi, amelyek kozott végtelen
merev kapcsolat van (4. abra), ezéltal az A és B gerenda lehajlasa ugyanakkora lesz. A
modszer szerint minden rétegnek van hajlitomerevsége, keresztiranyban a hosszirdnyu ru-

galmassagi modulusanak 30-adat veszi figyelembe, a nyirasi alakvaltozast sem hanyagolja

I

4. abra. A nyirasi analogia modszerének alapkoncepcioja [5].

10



Az A gerenda hajlitomerevsége:
El, = EI, = Ebi—, 2.1
47 B 2y B o

azaz az egyes rétegek sajat stulyponti tengelyre vett inercia és a rétegekre értelmezett
rugalmassagi modulus szorzata. Az A-jeld gerenda nyirasi merevsége végtelen.
A B-jeld gerenda tartalmazza az inercia Steiner-tagjait, valamint a szerkezet nyirasi

merevségeét:

Elz =Y EAq, (2.18)
=1

CL2

GAp = , 2.19
n—1
h hi Iy
2o+ 2wt e

ahol a a két szélsé réteg silypontjanak tavolsaga, G; az egyes rétegek nyirasi rugalmassagi

modulusa ([5] ajanlasa szerint hosszirdnyban E/16, keresztiranyban ennek tizede veends
fel), h; az i-edik réteg vastagsaga, a képletben szerepld tobbi mennyiség jelentése az el6zé
modszer ismertetésénél kifejtésre keriilt.

A panel teljes hajlito- és nyirasi merevsége:
El.jy = EIx+ Elg; GAcpp = GApk, (2.20)

ahol k a mar a korabbiakban szerepelt nyirasi korrekcios tényez6. Fontos megjegyzés ebben
az esetben, hogy az effektiv hajlitasi és nyirési merevségnek koszonhetéen a keresztmet-
szetet itt mar homogénnek kell kezelni, tehat ra a téglalapszelvényre érvényes k = 5/6-0s
értéket kell hasznalni.

A merevségek ismeretében az elmozdulasok, igénybevételek, fesziiltségek szamithatoak
a nyirasi alakvéltozést is figyelembe vevé Timoshenko gerendamodell segitségével, példat

erre a harmadik fejezetben mutatok.

Timoshenko gerendamodell, a nyirasi korrekcié6 meghatirozasaval FEz a meg-
kozelités a nyirasi merevség és a nyirasi korrekcié6 meghatarozasaban tér el az el6z6tél, a
keresztmetszet hajlitomerevségének kiszamitasaban viszont nem.

A nyfrasi merevség esetében hasonloképpen jar el a modszer, mint a hajlitdsi me-
revség esetében: a keresztiranyu rétegek esetén a gordiil6 nyirasi rugalmassigi modulus
hasznalatat ajanlja, amelyet a nyirasi rugalmassagi modulus tizedeként hatéroz meg:

N
GA = E G A;. (2.21)
i=1
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A nyirasi korrekciora [6]-os forras a kovetkez Osszefiiggést javasolja:

N 2
K=t , (2.22)
52(2)E2(2)

ahol S a rugalmassagi modulusokkal stlyozott statikai nyomaték. A forras megemliti, hogy
tipikus X-LAM panelek esetén s 0,20 és 0,25 kozott mozog [6].

Ezek utén az effektiv nyirasi merevség:
GAeff = GAk. (223)

A modszer alkalmazasara példat a harmadik fejezetben mutatok.

2.1.2. Feliileti modellek

Kirchhoff-Love héjelmélet Ezt az elméletet klasszikus héjelméletnek is nevezik, a
Mindlin-Reissner elmélet mellett a masik leginkadbb elterjedt a hasznélata. Vékony leme-
zekre hasznalhato, azaz olyankor, amikor a vastagsaga a révidebb oldal huszada.

A modell gyakorlatilag az Euler-Bernoulli gerendamodell két dimenzids szerkezetekre

valo kiterjesztése, a kovetkezG alapfeltevésekkel él:

a deformalatlan kozépfeliilet normalisai a szerkezet deformacioja utan is egyenesek

maradnak

ezek a vonalak a deformécié utan is a kozépfeliilet normélisai maradnak

— ezeknek a vonalaknak a hossza a deformécié sordn nem valtozik meg

— a kozépfeliilet lehajlasa a vastagsaghoz képest kicsiny.

Az alapegyenletek ismertetése el6tt a jelolésmodra térnék ki, a kétdimenziés modellek
esetén a Voigt-féle jelolésmodot alkalmazom a fesziiltség- és alakvaltozas tenzor elemei

esetén.

O'T = [Ux Oy Oz Tyz Tgz Txy:| = |:01 02 O3 04 05 06i| , (224)
és
el = [&?x €y &2 Tyz TVaz ’ny} = [&?1 €2 €3 €4 €5 56] , (2_25)

A fenti feltevések értelmében az alapegyenletek a kévetkezdképpen alakulnak:
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Geometriai egyenletek A kis alakvaltozasok tenzoranak elemei:

ou ov ow
&1 = 8_x’ &g = (9_y’ €3 = 57 (2-26)
ov  Ow ow Ou ou Ov
_ov ow __Ow Ou  __Ou, Ov 2.2
T o2 + oy’ ST or + 5. oy * oy (2.27)

A kis elmozdulasok és a kozépfeliilet normalisairdl szolo feltételezések értelmében a
szerkezet egy tetszéleges pontjaban meghatarozhatjuk a héj sikjaba esd eltolodasokat a

kozépfeliilet (0 index) lehajlasabol a kovetkez&képpen:
0w0 8w0
Uhajl = =275 =5 Uhajl = —za—y. (2.28)
Ha ehhez hozzaadjuk a membran eltolédasokat, a kévetkezSket kapjuk:

U=uy—2——; V=0)— 2Z—. (2.29)

Az utolso feltételnek koszonhet&en egy tetszdleges pont lehajlasa megegyezik a kozépfe-

liilet lehajlasaval. Ennek értelmében:

ow

U(Io, Yo, Z) = Uo(l"oy?/o) - 28_0’ (2-30)
T
ow

v(0, Yo, 2) = vo(Zo, Yo) — 28_0’ (2.31)
Y

w(l’o,yoa Z) = wo(xoayo)- (2-32)

A kapott Osszefliggéseket ezek utan behelyettesithetjiik a geometriai egyenletekbe:

8u0 8221}0
-2 .27 2.
T Toa (2:33)
(%0 82’(1]0
Eo = a—y — Za—yQ, (234)
g3 =0, (2.35)
0 8w0 8w0 (9w0 (9w0
-2 29 =4 =0 2.36
£1= 57 (Uo(xo,yo) z 8y> ay oy + oy ) (2.36)
19) 8w0 8w0 (9w0 Gwo
-7 _ 2 =4 = 2.
= 5, (uo(xo,yo) o ) - Ox ox * ox 0 (2:37)
3u0 a’Uo 82w0
=— 4+ — -2 : 2.38
=6 dy * ox Zaxay ( )
Az alakvaltozasok tehat membran és a hajlitasi deforméacio Gsszegeként tekinthetd:
0w
€1 ==¢801 — % 6’x20 = €01 — ZKq, (2.39)
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82w0

€2 =E&p2 — % ay2 = €0,2 — Rhy, (240)
82
€6 = €0,6 — 22% = €0,6 — Ry, (241)

ahol K, és K, a tengelyek koriil értelmezett gorbiiletek, k,, pedig az 6blosodés.

A kapott Osszefiiggéseket vektoros formaban is felirhatjuk:

€=¢€0+ 2K (2.42)

Anyagegyenletek A fesziiltségek és alakvaltozasok kozotti kapesolatot az altalano-
sitott Hooke-modell segitségével irom fel.

Az X-LAM panelek viselkedése a legkdzelebb a rétegelt kompozit tartoszerkezeti eleme-
kéhez hasonlit. A kompozit anyagok két vagy tobb anyagbol allnak, amelyeknek kozosen
olyan hasznos tulajdonsagai vannak, amelyekkel az alkoté anyagok kiilén-kiilon nem ren-
delkeznek. X-LAM elemek esetén ugyan rétegenként nem eltéré anyagrol van szé, azonban
az egyes rétegek eltérd orientaltsaga miatt kompozit anyagu szerkezeteknek tekinthetGek.

A kovetkezGkben a kompozit anyagok esetén fennéll6 fesziiltség-alakvaltozés osszefiig-
gést mutatom be.

Ha a fesziiltség linearis fiiggvénye az alakvaltozasnak, akkor a kettd kozt [7] szerint a

kovetkezd Osszefiiggést frhatjuk fel:

01 Cyy Cia Ci3 Ciy Cis Cyg €1
) Ca1 Cp Cyg Cy Oy Oy €2
03 Cs1 Csp Csg Czq Css Chg €3

= : (2.43)
04 Cyn Cyo Cyz Cu Cys Cus| |ea
o Cs1 Csa Css Csy Css Cse| s
| 6 | _061 Co2 Ces Coa Cos 066_ | €6 |
vagy rovidebb formaban:
o =Ce, (2.44)
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ahol C' a rugalmassagi matrix. Ha feltételezziik, hogy a rugalmassagi matrix invertalhato:

€1 S Sz Sz S S5 Swie| |01
€2 So1 Sz2 Saz Saa S S| |02
€3 S31 Sz2 O3z Ssa S3z Sse| |03

= ;. S=C, (2.45)
€4 Sa1 Sio Saz Saa Siz Sss| |04
€5 Ss1 S50 Ss3 Sza Sss Sse| |05
| €6 | _Sﬁl Se2 Ses Sea Ses S66_ | 76 |
vagy rovidebb formaban:
e=>So, (2.46)

ahol S a hajlékonyséagi/engedékenységi matrix.
A fara igaz az, hogy igen jol modellezhets ortotrop anyagként, ugyanis rostiranyban,

sugariranyban (rostirAnyra merdlegesen) és huriranyban eltérd szerkezeti viselkedést mu-
—

rh
d
r — rostirany

S — sugarirany
h — harirany

tat (5. abra).

N

5. dbra. Anyagi koordinéta-rendszer [8].

Ennek megfelelGen, ha egy réteg esetén egy olyan koordinata-rendszerben irjuk fel a
hajlékonysagi matrixot, amelyben a harom tengely szaliranyba, sugariranyba és hirirany-

ba mutat, akkor a kovetkez6t kapjuk:
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S* =

Természetesen ebben az esetben:

C*

és

C*ll

1/E1 —Vlg/El
—V12/E1 1/E2
—vi3/Ey —va3/ By

C*19

Cxg1 Cxg

Cxz1 Cxsy
0 0
0 0
0 0

e =8S"0"

S =cC

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Az X-LAM panelek tobb, egymassal nem azonos rostiranya rétegbdl allnak. Ennek

megfelelGen a fesziiltségeket és alakvaltozasokat transzforméalni kell a szerkezet koordinata-

rendszerébe. Ha 6 az adott réteg szdlirdnya és a lemez x tengelye altal bezart szog, akkor

a fesziiltségek transzformécios matrixa a kovetkezéképpen alakul:

cos?0
sin?0
0
0
0

sinfcost

sin%6

cos*#

—sinfcosf 0

o=T0o".

—sinf  cosb

cos?0 — sin’0

(2.50)

(2.51)

Ha az alakvaltozasok transzformaciojat a fesziiltségek transzforméacios métrixa segitségeé-



vel kivanjuk megtenni, akkor ehhez definidlnunk kell a Reuter matrixot:

100000
010000
001000
R= : (2.52)
000200
000020
00000 2
e=RTR 'e". (2.53)

Végiil felirhatjuk az Osszefiiggést a lemez és az anyagi koordinata-rendszerben értel-
mezett rugalmassagi matrix kozott:
C=TC*'R'T"R. (2.54)
Ha sikbeli fesziiltségallapotot feltételeziink, és a csak a nemzérus fesziiltség- és alak-
valtozas komponensekkel foglalkozunk, akkor egy rétegre a kévetkezdket kapjuk:
cos?0); sin’0; —sin20;
Tl(;)ﬁ = sin?0; c0s>0; sin26; , (2.55)

sinb;cost; —sinb;cosh; cos*0; — sin’b;

]./El —1/12/E1 O

SO =|_vp/B 1B, 0 |5 Cid=807" (2.56)
0 0 1/Gy2
100
Ris=10 1 0], sza = T126CI26 R126T126 R, (2.57)
0 0 2
() ()
o1 Cn Ci2 Cis €1
e® = |oy| = |0y Cp Co & | =Cle. (2.58)
O Co1 Cs2 Ces €6

A fesziiltségek helyett azok ereddjét, az igénybevételeket hasznalva:

Zq

Ny N
n=|n, :/adzzz /a(i)dz —
=1

nzy h Z o (259)

N
= Z ((Zz — Ziy1) 126) €0 +
i=1

i=1

N | —
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N Z

m=|m,| = /O’ZdZ = Z / ocW.dz | =
May| " =i (2.60)
5N c o 3 3 (4)
9 Z ( Z+l 126) €+ 3 3 Z ((Zz - Zi+1>Cl26> Kk = Bey + Dk.

=1 1=

Ezeket az egyenleteket Gssze lehet rendezni egy egyenletté:

n A B €o
= . (2.61)
m B D K
Abban a speciélis esetben, ha a rétegek elrendezése szimmetrikus, és 6 = 0° vagy 90°,

akkor

A A 0 Dy Dy O
A=A, Ay 0|; B=0; D=|Dy Dy 0 |- (2.62)
0 0 A66 0 0 D66

Egyensilyi egyenletek Ha a héjbol kivagunk egy nagyon kicsiny, dz x dy alapterii-
letd hasabot, és ennek vizsgaljuk az egyensulyat, akkor a kovetkezd egyenleteket irhatjuk

fel:

> F: 887? + 8g;y +p. =0, (2.63)
DBy %—Zy + ag;y +py =0, (2.64)
> F.: 85; + 8(;);2 +p. =0, (2.65)
S, —ag;y = ag;xy + vy, =0, (2.66)
Z M, : % + ag;;y — vy, = 0. (2.67)

Mindlin-Reissner héjelmélet Ezt az elméletet a milt szdzad kozepén dolgozta ki
egymastol fiiggetleniil Raymond Mindlin és Eric Reissner (Wikipédia). Az elmélet lényege,
hogy a deformalatlan kozépfeliilet normalisai a deforméacié utan is egyenesek maradnak,
azonban nem feltétlen maradnak merélegesek a kozépfeliiletre. Ez a feltevés magéban
hordozza azt, hogy a modszer figyelembe veszi a nyirési alakvaltozasokat. Mig a Kirchhoff-
Love modell az Euler-Bernoulli gerendamodell kiterjesztése kétdimenzios esetekre, addig,

a Mindlin-Reissner héjelmélet a Timoshenko-féle gerendamodell sikbeli valtozata.
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Geometriai egyenletek Az egyenleteket tovabbra is kis alakvaltozasokat feltéte-

lezve irtam fel, hasonld6 megfontolasok mentén, mint a Kirchhoff-Love héj esetében. Az

elfordulasok és a lehajlas kozott ebben a modellben az alapfeltevéseknek koszonhetGen

méar nem lesz kdzvetlen derivalasi kapcsolat, amely azonban az elfordulasok és a gorbiile-

tek kozott fennall.

u(x(]?yO’ Z) = uO(‘TOa yO) - 2191,
U(x()v Yo, 2) = U()(Qﬁ'o, yO) - Zﬁy7

w(':EOvyOaZ) = wo(wo,yo)-

_Ouo 00
g1 = o7 z o = &0,1 T %Ry,
Ovy v,
E9 = % — Za—y = £0,2 + ZRy,
6 dy  Ox dy o~ ° dy ox

0w  Ou  Owy O _ Owyg
R Sl P R
_Ow  Ov Owy 0O ~ Owy
T oy + dz Oy * 0z (vo(wo, o) = 20y) = oy

= €0,6 T ZRay-

(2.68)
(2.69)
(2.70)

(2.71)

(2.72)
(2.73)

(2.74)

(2.75)

Egyensulyi egyenletek Az egyensulyi egyenletek megegyeznek a Kirchhoff-Love

héjelméletnél bemutatott egyenletekkel, (2.63)-(2.67) tehét itt is érvényes.

Anyagegyenletek Az anyagegyenletek hasonléan alakulnak a Kirchhoff-Love elmé-

letben bemutatottakhoz hasonléan, azonban a v,. és v,. ebben az esetben nem lesz zérus,

szoval a (2.61)-et ki kell béviteni a kozépsikra meréleges komponensekkel.

cosl; —sinb;

7y - |
sinb;  cosb;
1/G 0 v
545(,): 3 C4§):S45(>) ’
0 1/Gas

20 i 1) v (3) >— i
Rys = ) Cz§5) = T4(5)C45())R451T4(5)TR45,

0 2
(@) o O (@)
i 05 55 45 €5 i
N - ol
04 Cis Cu €4
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A nyirofesziiltségek helyett a nyirderét bevezetve:

N i N
/UCEZ 3 i
v = = /sz = E / 70dz | = E ((Zz - Zi+1)Ci5)> v =87. (2.80)
Vyz 4 i=1 o =1

(2.61) nyirasi alakvaltozast figyelembe vevé modell esetén:

n A B 0 €0
co=|m|=|B D 0 K| - (2.81)
v 0 0 S| |~

Ha egy szimmetrikus rétegzGdést tekintiink, ahol 6 = 0° vagy 90°, akkor (2.62)-ben
mar megadtam A, B és D egyszeriibb alakjat. S a kovetkez6képpen alakul:

S 0
S=1|"" (2.82)

0 Sy
A nyirasi korrekcié Ez a megoldas a vastagsag mentén egy konstans nyirofesziiltség-
eloszlast eredményez, ez azonban nem valds, a parabolikus eloszlas jobban kézeliti a va-

losagot. Emiatt kell bevezetni a k, és k, nyirasi korrekcios tényezéket. Ezek utan S a

kovetkezd alakot Olti:
k’mS55 0

S = . (2.83)
0 kySu
A kovetkezSkben a nyfrasi korrekcios tényezGk helyes szamitédsara adok egy lehetsé-
ges eljarast. Az eljaras azon alapszik, hogy Osszevetjiik a fajlagos alakvaltozasi energiat
konstans és parabolikus fesziiltségeloszlas esetén. Az eljaras két 1épésbal all:
1. Felvesziink egy valosnak tekinthetd (parabolikus) nyirofesziiltség-eloszlast. Ez tor-
ténhet példaul a Zsuravszkij-képlettel:

Sy(Z) Tyz(z):stx(Z).

sz<2>:Qm Iy ; [x

(2.84)

2. A nyirasi korrekcios tényez6k meghatarozasa gy, hogy a modell altal javasolt fe-
sziiltségeloszlasbol szamitott alakvaltozasi energia konzisztens legyen a parabolikus

esetbdl szamolttal.
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2.2. Tonkremeneteli médok
2.2.1. Az Eurocode koncepcidja (egytengelyti fesziiltségallapot)

Mint mar emlitésre keriilt, az egyetlen, Eurocode altal elfogadott eljarés a y-modszer,
amely gerendaként modellezi a paneleket. Ennek megfeleléen a kihasznaltsdgok szami-
tasakor is egytengelyt fesziiltségallapotot feltételez. Ha eltekintiink most a kapcsolatok
méretezési eljarasaitol és csak a tartoszerkezeti elemek vizsgalatara fokuszalunk, akkor a
kovetkezd interakciokat kell vizsgalnunk teherbirasi hatarallapotban:

— szalirannyal parhuzamos htizas és hajlitas:

o o
wod | lomod g o (2.85)
ft,O,d fm,O,d
— szalirdnyra meréleges huzas és hajlités:
of o
t,90,d + | m,907d| S 1’ 07 (286)
Jro0a  fmo0d
— szalirannyal parhuzamos nyomaés és hajlitas:
0c¢,0,d 2 |Um 0 d’
— + — < 1,0, (2.87)
fc,O,d fm,O,d
— szalirdnyra meréleges nyomas és hajlitas:
2
o o
( c,90,d ) _|_ ’ m,90,d‘ S 1707 (288)
ke90fe90.d Jm.90.d
— nyiras és csavaras: ) ,
T T, T,
oy ( a ) + (—d> < 1,0, (2.89)
fv,d fv,d fr,d
— szélirdnyra merdleges hizas és gordiilé nyiro fesziiltség:
o Tr
Ouoa | [Trdl 1,0, (2.90)
Jrooa  fra
— szélirAnyra merdleges nyomaés és gordiilé nyiré fesziiltség:
o T,
[oeg0al | [7ral _ 1.0 (2.91)
fc,90,d fT,d

19]-
A tervezGk szamara elérhets tablazatok, katalogusok az anyagi paraméterek (pl. szi-
lardsagi értékek) karakterisztikus értékeit tartalmazzak. A karakterisztikus értékekbdl az

Eurocode a kovetkezo eljarast irja elG tervezési értékek meghatarozasara:

X = kmod 2, (2.92)
M
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ahol y; az anyagi paraméter tervezési értéke, k,,,q modositd tényezs, amely figyelembe
veszi a teher tartossagit és a fa nedvességtartalmat, vy, pedig a szilardsagi érték parciélis
tényezdje, rétegelt-ragasztott fa esetén 1,25.

Az ellen6rzés menete ezek utan igen egyszerii, meg kell hatarozni a képletekben sze-

repld fesziiltségeket, majd egyenként ellendrizni az Gsszes feltétel teljesiilését.

2.2.2. Kéttengelyi fesziiltségallapotot feltételezé elméletek

Ortotrop anyagbol allo rétegelt szerkezetek esetében azonban legalabb kéttengelyti,
ha nem haromtengely szilardsagi vizsgalat sziikséges. Természetesen egy réteg szilard-
sagi paramétereit minden iranyban meghatarozni igen nehézkes, ezért a tobbtengelyd
fesziiltségallapotot feltételezd tonkremeneteli modok esetén is sziikség van az egytenge-
Iyt vizsgalatokbol meghatarozott szilardsagi értékekre az anyag természetesen koordinata
rendszerében [7]. A kompozitok mechanikajaban leginkabb elterjedt a Tsai-Hill, a Hoffman
és a Tsai-Wu tonkremeneteli elméletek, a dolgozatban a Tsai-Wu kritériumhoz késziilt Py-
thon fajl, azonban végiil az Eurocode koncepciodja szerint szamoltam fesziiltségeket a kevés

rendelkezésre allo szilardsagi adat miatt.

Tsai-Wu tonkremeneteli elmélet |7] szerint egy hatdimenzios fesziiltségtérben tonk-

remenetel az alabbi esetben kévetkezik be:
Fio-i—i_-FijUij = 1, 1= 1,2,...,67 (293)

ahol F; és F}; szilardsagi értékek egy- illetve kéttengelyi szilardsagi vizsgalatbol [7]. A mi
esetiinkben (2.93)-bol néhany tagot el lehet hagyni. Ortotrop anyagra:
F10'1 + FQO’Q + F30'3 + F40'4 + F5O'5 + F60-6+
+F1107 + Fyoj + Fy305 + Fuuo; + Fss0: 4 Fesog+ (2.9)
+2F12010'2 + 2F130'103 -+ 2F230'203 S 1,

tovabbéa figyelembe véve, hogy o3 = 0:

Fi01 + Fy05 + Fio4 + Fso5 + Feos + F1107 + Fap05 + Fiuoj + Fi505 + Feeog+ (2.95)

+2F12010'2 S 1.
F; és F; meghatarozhato egytengelyi szilardsagi vizsgalatokbol. Tiszta hizas esetén:
X, + X2 =1, (2.96)
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mig tiszta nyomas esetén:

FlXc + F11XC2 - 1 (297)

Ebben az esetben X; és X. az X-LAM panel alapanyaganak hizo- és nyomoszilardsaga
szalirdnyban. Ezt a két egyenletet egy egyenletrendszernek tekintve és megoldva a kovet-
kezGket kapjuk:

1 1 1

= 4+ F,=_ . 2.98
&+m’11 X, X, (2.98)

Fy és Fy hasonloképpen hatarozhaté meg, ezekhez a szélirAnyra merdleges hiazé (Y)-

Fy

illetve nyomoszilardsag (Y.) ismerete sziikséges.

Fy, Fy és Fg zérus lesz. Ez belathato, ha (2.98) elsg Osszefiiggésébe behelyettesitjiik
a megfelel§ szilardsagi értékeket, azaz ebben az esetben a gordiil6 nyirasi és a nyirasi
szilardsagot. A nyiroszilardsagok altalaban (pl. a fa esetében is) nem fiiggenek a fesziiltség
elGjelétdl, tehat a pusztan egyetlen nyirdfesziiltséghez tartozo értékek 0-k lesznek.

Fu, Fs5 és Fge (2.98) masodik Osszefiiggésébdl szamithatd, behelyettesitve vagy a
nyirasi vagy a gordiil6 nyirasi szilardsag értékét.

A probléma a vegyes indext taggal van. Ezt a tagot jellegébdl adédéan nem lehet
egytengelyl vizsgalatbol meghatarozni, kéttengelyi vizsgalat elvégzése pedig nehézkes.

[7] a kovetkez$ képletet javasolja Fio-re:

F L (1 NI S | (S 2 (2.99)
= — Nt +t=+=])0O o .
27 202 X, X,V Y X, X, Yy, ’

o a kéttengelyd fesziiltségéllapothoz tartozd tonkremeneteli fesziiltségérték. Erre az ér-

tékre ajanl [10] két értéket, ezek o = 0,04 és 0 = -0,5, attdl fiiggden, hogy a kéttengelyii
kisérlet sordn oy és o5 koordinata-rendszerében melyik siknegyedbe esik a tonkremeneteli

fesziiltség.
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3. A differencialegyenletek lehetséges megoldasai

Ebben a fejezetben azt fogom bemutatni, hogy az el6z6 fejezetben felirt egyenleteket
miként lehet megoldani, illetve azt, hogy ezek megoldasabol milyen eredményeket kaptam.
Ezeket az eredményeket Gssze is fogom vetni egyméssal, majd a pontos megoldasnak

elfogadott ANSYS és AxisVM-ben épitett modellekkel.

3.1. Analitikus megoldasok

A gerendamodellek esetén felmeriilg differencidlegyenleteket a szerkezet és a terhek
igen egyszerd volta miatt analitikusan oldottam meg.
3.1.1. Euler-Bernoulli gerendamodell

Megismételve itt a (9) egyenletet:

dw _ p(x)
8x4 B E]eff'

(3.1)

Mivel esetiinkben az E'1. ;s hajlitomerevség, amelyet a y-modszer segitségével hataroztunk
meg, a tartd teljes hossza mentén konstans, illetve a szerkezetre haté megoszl6 teher
intenzitasa konstans, ezért ezt az differencidlegyenletet analitikusan is viszonylag konnyti
megoldani. Mivel a teherfiiggvény konstans, a lehajlast negyedfoka polinom alakjaban

érdemes keresni. Irjuk fel a megoldéast a kovetkezs alakban:
w(x) = co + 1 + cor® + ez 4 cqa’. (3.2)
A tarté két végén csuklos alatamasztéasi, ennek megfelelGen a peremfeltételek:
w(0) =w(L) =0; —w"(0)=—-w"(L)=0. (3.3)
A lehajlasfiiggvény masodik derivaltja:
w"(z) = 2¢y + 6c3z + 12¢42°. (3.4)
Behelyettesitve a peremfeltételeket:
co=0; c=0; ¢ =—c3L?—c,L3 ¢3=—2¢c4L. (3.5)
Ezek utan a lehajlasfiiggvény a kovetkezéképpen alakul:
w(z) = ey LPr — 2c4La® + cya®. (3.6)
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Ezt a fiiggvényt behelyettesitve ()-ba/be és cs-et kifejezve kapjuk a kovetkezdt:

Po
= 3.7
Cq 24EIeff ) ( )
a lehajlasra pedig:
Do 3 3 4
= L’z — 2L . 3.8
w(*) = 51pL,, (Vo = 2La”+ ") 8

A lehajlasfiiggvény ismeretében a masodlagos mennyiségek szamithatok.

3.1.2. Timoshenko-féle gerendamodell

Ebben az alfejezetben konstans megoszlé teherre adom meg egy kéttamasza L hosszi-
sagi Timoshenko-gerenda analitikus megoldasat. Hasonlésag az Euler-Bernoulli gerenda-
modellel az, hogy a hajlitonyomaték derivaltja itt is a nyiréerd, a nyirders derivaltja pedig

a teherfiiggvény -1-szerese, ezen a vonalon indulunk el a megoldas keresésekor:
p(z) = p = konst. (3.9)

V.(z) =— /p(x)d:c =— /pd:c = —pzr + Cf, (3.10)

2

M) = [ Vi(x)de = /(—px + Oz = —p + Cia+ Gy (3.11)

A peremfeltételek:

M,(0)=0; M,(L)=0. (3.12)
A peremfeltételek segitségével az integrélasi konstansok meghatirozhatok. A hajlitonyo-
maték és a nyirderd egyenlete igy:

x? L L
My(z) = —p7 +p5a; Vilw) = —pr +po. (3.13)

Az igénybevételek és alakvaltozasok kozotti kapcesolat:

My(z) _ —p% +phe V.(x)  —pr+p}
w(T) = = EI ™7 Gas GAr (3:.14)
A gorbiilet az elfordulas els6 derivaltja:
dipy(z)
wy(a) = 2, (315)
1 x? L 1 x3 Lx?
pr(x) - ﬁ/ (_pE +p§x) dx = E (—pg +pT) + 03 (316)

25



A lehajlas els6 derivéaltja a nyirasi szogtorzulas és az elfordulas kiilénbsége:

dw

— = Y — Oy 3.17
dr 7. Py ( )

A lehajlasfiiggvény az el6z6 egyenlet integralasaval allithato eld:

1 L 1 x3 x?
w(m) = / (@ (—px +p§) — ﬁ <—pg +pLz) -+ Cg) dx =

2 4 3 (318)
! T pE SO (A, i NN
=— | —p=+p=z) - — (—p= — x .
GAr \ T2 TPy BT\ Pog TP ) T T
A peremfeltételek:
w(0) =w(L) =0, (3.19)
tehat a lehajlasfiiggvény:
1 x? L 1 x? 23 pL3
— (T pZa) - = (—pE e . 2
w(z) GAH( P +p2x) EI( bog TP 12) BT (3:20)

A lehajlas ismeretében a méasodlagos mennyiségek mar konnyedén szamithatok.

3.2. Félanalitikus megoldas
3.2.1. Navier-féle megoldas csuklésan alatamasztott Mindlin-lemezekre

Téglalap alaki, csuklosan aldtamasztott, hajlitott lemezekre elsGként Navier adott
megoldast 1820-ban, dupla trigonometrikus sorok segitségével [11]. Mindlin-Reissner hé-
jakra a Navier-megoldast felhasznalva Dobyns adott zart formulas megoldast, ezt kézlom
a kovetkezGkben.

Ezt a megoldast csak olyan esetre mutatom be, amelyben elhanyagoljuk a membran
alakvaltozasokat, valamint a szerkezetet csak sikjara merélegesen terheljiik. A teher egy
p konstans intenzitasu feliileti megosz16 teher.

Az egyensiilyi egyenletek ebben az esetben a kovetkez&képpen alakulnak:

Ov,  Ovy
—_— =0 3.21
Omgy  Om,
/_ = .22
o 3y + vy, =0, (3.22)
OMmgy  Omy,
ay o Vg =0 (3.23)

A szamitasok egyszertsitésének érdekében a tovabbiakban csak ortotrop lemezekkel
foglalkozom, amelyek esetén A, B, D és S matrixok a (90)-ben bemutatott alakot 6ltik.

Ebben az esetben az egyensilyi egyenleteket a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

26



0V, 0*w o 0*w

555 O + S55w + 5’448—; + S44a—y2 —|—p = 0, (324)
Dawﬁu)y%+@)+D)y%+504m;@ﬁw (3.25)
11 12 66 8y2 12 66 Oaray 55V 55 o — Y .

020, 0%, 0%, ow
(D12 + D66)81‘—19y + DGﬁW + D22 ay2 - 544793/ — S44a—y — 0 (326)

A zart formulas megoldashoz ismerni kell a peremfeltételeket. Mind a négy perem

mentén csuklosan megtdmasztott lemezek esetén ezek a kovetkez&képpen néznek ki:

09,
=0; =0 3.27
Y=Y o (3:27)
xr =0 ¢és z = L, esetén;
0
=0 Y =0 3.28

y = 0ésy— L, esetén.
Keressiik ezutan a megoldast a peremfeltételeket kielégits trigonometrikus fiiggvények

szorzatanak alakjaban:

Iy = A,nc0S8 (WZZx) sin (nL_?) , (3.29)

¥y = Bnsin (nz:z) cos (%) : (3.30)

w = Cpppsin (Trzzx) sin (nL_7ryy> . (3.31)
A teherfiiggvényt is felirhatjuk ebben a formaban:

q:%WMnCT?>ﬂn(%%>, (3.32)

ahol ¢,,, a teherfiiggvény Fourier-egyiitthatoi. A teljes feliileten egyenletesen megoszld

teher esetén:

o — Z_:l ; _ (mipﬂ) (1 cos(mm))(1 — cos(n)). (3.33)

(122)-(125) Osszefiiggéseket behelyettesitve a (114)-(116) egyenletekbe, a kovetkezd

Osszefiiggésre jutunk:
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Py P Pl |A, 0

Py Py Py By | = 0 ) (3-34)
Pis Py3 Psg Crn Gmn
ahol
mr\ > nr\ >
Pll — D11 (L ) + DG()' (L_) + 555, (335)
x y
mm nm
P, = (D D — 3.36
12 = (D12 + 66)<Lx)(Ly)a ( )
mm
P13 = Ss; (L ) ; (3.37)
mm 2 nr\ >
Pyy = Degg ( ) Dy, (L_) + Sua, (3.38)
z y
Py; = Sus (T> , (3.39)
L,
mm\ > nr\ 2
Pax = Ser | —— Sl —1 . 3.40
33 55([%) + 44(Ly) ( )

k
w = Z Z Crnnsin (WZT:U> sin (%) , (3.41)
@ y

m=1 n=1
koK
Ky = — Z ZAmn (772_:) sin (77”271$> sin (nL_?) : (3.42)
m: nzl
Ky = — Z Z B (Z—W) sin (WZW> sin (?) , (3.43)
m=1 n=1 Y * Y
Koy = — i i (Amn (Z—Z) + B, (ng—:)) cos (77”27:1:) cos (%) , (3.44)

m=1 n=1

a gorbiiletek ismeretében a nyomatékok szdmolhatok, a nyiroersk:

ko k
mm mrx\ . [ nw
Vg = Z 2555 (C’mn (L_) + Amn) cos ( 7 ) sin (L—yy) : (3.45)
m=1 n=1 z *
P nw . (m7x nmy
Vys = — Z Z Sas | Conn L—y + B | sin 7 ) cos L—y . (3.46)
m=1 n=1 z
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3.2.2. Navier-féle megoldas csukldsan alatamasztott Kirchhoff-Love lemezekre

Az el6z6 esethez képest ez a megoldas egyszeriisodik, mégpedig annyiban, hogy csak

a fliggbleges vetiileti egyenletet kell hasznalni. Ez a kovetkezé alakot olti:

*w O*w ot

D +2(D 2D¢6) === + Doo—=— = p.. 3.47
oy (D12 + 2Dge) 83:28y2+ 25 P (3.47)

A lehajlas a kovetkez6 alakot fogja olteni:

_ zk: Xk: C,nsin (mm) sin (”L”y) , (3.48)

a teherfiiggvény pedig:

Xk: Zk: sin (m”> sin ("L—?) . (3.49)

m=1n=1
At m2n2r At
Cmn = (Dll i + 2 (D12 + 2D66) W + Doy 74 ) ) (350)
T Ty Yy

ahol ¢,,, méar szerepelt az el6z6 pontban, a Mindlin-Reissner lemez levezetésénél.

Ezek utan az elforduldsok mint a lehajlas derivaltjai szdmithatok:

nm mmx nmy
Uy Z Z Cmnsm ( I ) cos ( I, ) (3.51)

m=1 n=1

és

P () ().

m=1n=1
Az elmozdulasok ismeretében a masodlagos mennyiségek szamithatok.
3.3. Numerikus megoldas

Ebben az alfejezetben az &ltalam programozott végeselemes megoldast mutatom be,
amely egyeldre téglalap alaktu ortotrop lemezekre miikodik, a nyirasi alakvaltozas figye-

lembevételével.

Az alapegyenletek a végeselemmodszer formalizmusaval A végeselemmodszer-

ben az alapegyenleteket a konnyebb kezelhetGség érdekében méatrixos formaban szoktéak
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felirni, ennek megfelelen én is megismétlem a Mindlin-Reissner héjelmélet esetén ismer-

tetett alapegyenleteket:

0
Z 0 0 0 0
0 aﬁ 0 0 0] -
o 9 o
U
IS5 Vo
00 0 £ 0
k| = > wo| = Lu (3.53)
o0 0 o0 2
¥ 5 5‘ .
00 0 £ 7
B | 7Y
00 £ 0 -1
0
(0 0 & -1 0]

a geometriai egyenletek matrixos formaban, az egyensulyi egyenletek pedig:

nl‘
a <y
20 2 0 0 0 0 0
i y n
02 2 0 0 0 0 0 !

. My _

00 0 0 0 0 & & ~-p=L'g-p=0. (3.54)

m
00 0 0 2 2 0 1 !

y x

Mgy
00 0 & 0 Z -1 0
| T Y J

U{L’Z

_Uyz_

Az anyagegyenletek (a fesziiltségek helyett az igénybevételeket irva):
o=D(e—¢g), (3.55)

ahol D a (2.81) egyenlet A, B, D és S métrixokat tartalmazo nagy matrix, €y a kezdeti

(pl. hémérséklet-valtozasbol, gyartasi hibabol) adodo alakvaltozas.

Az alkalmazott elemtipus és bazisfiiggvények A megoldando differencidlegyenletek
felirasa bemutatom a megoldés alapjat képezé alkalmazott végeselemtipust és a bazisfiige-
vényeket. A program hal6zo algoritmusa kivant szamu téglalap alakd, 45 szabadsagfoku
elemre osztja fel a szerkezetet. A 45 szabadsagfok gy adodik, hogy kilenc csomoépont van
minden elemben, a csticsokon, az oldalak felezGpontjaiban és az atlok metszéspontjaban,
illetve minden csomoponthoz 6t elmozdulasi szabadsagfok tartozik, z, y és z tengelyiranyt

eltolodas (u, v, w), valamint x és y tengely koriili elfordulas (9, és ).
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1 T 3
04 5 60 > Q
7 8 9

6. abra. Az alkalmazott elemtipus [12].

Téglalap alaku elemek bazisfiiggvényeinek meghatarozasahoz hasznalhatjuk a Pascal-
haromszoget, amelybdl egy olyan négyszoget kell kivagni, amelyben azok az elemek sze-

repelnek, ahol £ és 7 legfeljebb a masodik hatvanyon szerepelnek (bikvadratikus elemek)
[12].

1
3 1
'3 &n Uk
& & &n? n’
¢ & &n? &n’ n'

7. abra. A Pascal-haromszog els6 6t sora

A bazisfiiggvények a Pascal-haromszog elemeibdl a kovetkezGképpen szamithatok:

n' = [Nl N, Ny N, N5 Ng N: Ng Ng} —2"B7!, (3.56)

ahol

z' = [1 & & o0t & &y 52772]» (3.57)
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azaz a Pascal-haromszogbdl kivalogatott elemek vektora és

1 -1 1 1 11 1 —1 1]
10 1.0 0 1 0 0 0
11 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 0 1 0 0 0 0 0
B=|1 0 00000 0 o0f, (3.58)
1 1 01 000 0 0
1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 1
1 0 -10 0 1 0 0 0
1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1

azaz a csomopontok koordinatai (€, n) behelyettesitve az x? vektorba, majd ezeket a
vektorokat egymas ala irva [12].

Az igy elGallitott bazisfliggvenyeket [12] alapjan felirhatjuk a kovetkezs forméban:

Nigro = iéimﬁn (1+&8) (L +mn),
Nig = 566 (1+6€) (1= 17)
Nyg = %nm (1) (1 +mn)

Ns=(1-&)(1—7n7).

A bazisfiiggvények az indexiikben szereplé csomoépontban 1, a tobbi csomdpontban 0

(3.59)

értéket vesznek fel.

A bézisfiiggvények IN méatrixa a bazisfiiggvények meghatarozasa utan:

Ny 0 000 0 | N, O O 0 O | |
O N O 0 O | 0 Ny O 0 0 |
N=|0 0 N, 0 0 | 0 0 No 0 0 | -], (3.60)
0 0 0 N, 0O | 0 0 0 Ny 0 |
(00 0 0 N | 0 0 0 0 N | |

egészen az Ng-et tartalmazo blokkig.

A bazisfiiggvények hasznalata, az elemi merevségi matrix meghatarozasa A

bazisfiiggvényekkel a csomopontokban az elmozdulasokat kozelitjiik:
u(l‘yy) = ZNz(xay)uza u($7y) = N('rvy)ue (361)
i=1
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ahol

UZ = [U1 V1w Vg1 Uya | ux vy wy UYpo Uyo | (3.62)
A kapott Osszefiiggést (3.53)-be behelyettesitve:
e = Lu(z,y) = LNu, = Bu,, (3.63)
ahol
o0 0 0 0 |2 0o 0 0 0 |
0 %+ 0 0 0 | 0 & 0 0 0 |
W0 g 0 | W g 0 0 |
o 0 o o 22| 0 0 0 0 2% |
B = v v (3.64)
o 0o o 2% o | 0o 0 0 2 0 |
Y Y
0 0 0 oL g o 0 2% 2
0o o0 2L 0 —-N | 0 0 %2 0 -N, |
0 0 FL -N 0 | 0 0 G o-N 0 [ |

Felmeriil a probléma, hogy a £-t6] és n-tol fliged bazistiiggvények x illetve y szerinti

derivaltjait hogyan allitsuk el6. Ilyenkor a lancszabalyt kell alkalmazni, ennek megfelelGen:

dr  0¢ ox = On Oz’
ON, ON, 06 0N, oy (3.65)
oy 06 Oy  On Oy’

%, %, g—§ és %yz éppen a Jacobi-méatrix inverzének elemei. A Jacobi-métrix teremti meg a

kapcsolatot a globalis (z, y) és a lokalis (£, n) koordinata-rendszerek kozott, kiszamitasa

tehat a végeselemes megoldéasok fontos 1épése. A Jacobi-méatrix meghatarozasa [12] szerint:

[x ?J} = [Nl Ny
o]
T=1%1 e
on |
r1 %
d
BF T2 Yo
T=|% N N Ng] _
an
_569 3/9_

)

ONy
3

ON,
on

33

€

X2

X9

o¢

IN>

23

ONo
on

oz

oz

Y1
Y2

INg

9Ny

23

X1

)

L9

n
Y2

Yg

(3.66)

(3.67)

(3.68)



A (3.63) egyenletet behelyettesithetjiik az anyagegyenletbe (3.55) (a kezdeti alakval-
tozésokat elhanyagoljuk):
& = DBu,, (3.69)

ezt az Osszefiiggést pedig (3.54)-ba:
L"DBu,—p=0. (3.70)
Galjorkin modszerével a probléméat a kdvetkezs alakra hozhatjuk:

/ (L&) DBAQ - u, — / ¢l'pdQ =0, (3.71)
Q Q

ahol & a sulyfiiggvény, amelyre a Galjorkin-moédszer értelmében € — u, ennek megfelelGen:

ul < / BTEBdQ> u, — ul ( / NTde) u, = 0. (3.72)
Q Q

Az egyenlet bal oldalabol ul-at kiemelve majd egyszeriisitve vele kapjuk a kovetkez6t:
/ BT"DBA - u, — / NTpdQ =0, (3.73)
Q Q

a bal oldali Osszeadas elsé tagjat K.-nek, az elem merevségi matrixanak, a méasodikat
pedig f-nek, a redukalt terhek vektoranak elnevezve jutunk el a végeselemmodszer jol
ismert Osszefiiggésére:

K.u, = f.. (3.74)

Numerikus integralas, a szerkezet allapotegyenlete, peremfeltételek Az elemi
merevségi matrix és a tehervektor elgallitdsdhoz sziikséges integralasokat numerikusan, a

Gauss-kvadratura segitségével oldottam meg. A Gauss-kvadratira képlete:

/_ fa)de =Y wif (), (3.75)

ahol i a -1, 1 tartomanyon felvett pontok szama, w; a pontokhoz tartozo silyok. A program
készitésekor vizszintes és fliggbleges iranyban is harom-hdrom Gauss-pontot vettem fel,

az ordinatakat és a stlyokat az alabbi tablazat tartalmazza.

Pont koordinatéja (z;) Saly (w;)
0 8/9 ~ 0,8889

3
i\[g ~ 40,7746 | 5/9 ~ 0,5536

1. tablazat. A Gauss-kvadratirahoz sziikséges pontok és silyok (Wikipédia)
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Az integralést igy mar kozeliteni lehet minden egyes elem lokalis rendszerében, a glo-
balis rendszerbe valo attérést a Jacobi-determinanssal valé szorzas biztositja, ugyanis a
programban minden végeselem lokalis £ és 1 tengelye egybeesik a globalis x és y koordina-
tatengelyekkel, transzforméacié nem sziikséges. Az integralast el lehet végezni elemenként,
majd ezekbdl az elemi merevségi matrixokbol kompilalni a szerkezet merevségi matrixat.
Az eljaras alkalmazhato a tehervektor elGallitasahoz is, igy el6all a szerkezet allapotegyen-
lete:

Ku=f. (3.76)

A peremfeltételekrél nem esett még sz6, a program egyelére egyik oldalan befogott,
a masik hdrom oldala szabad, vagy mind a négy oldaldn csuklésan aldtamasztott leme-
zekre mikodik. A megtamasztasokat rugokkal veszem figyelembe a szerkezet merevségi
méatrixaban.

Ezek utan (3.76)-at megoldva kapjuk a csomopontok elmozdulasait, amelyek ismere-
tében a méasodlagos mennyiségek (alakvaltozasok, igénybevételek, fesziiltségek) szamolha-

tok.

3.4. A végeselemes program verifikaci6ja
3.4.1. 1. példa: Altalam szamitott Mindlin-héj verifikacioja

A példaban hasznalt X-LAM panel A tovabbiakban, példak bemutatasa elGtt a
program verifikdlasara térnék ki, amelyhez az altalam AxisVM-ben és a TémavezetGm
altal ANSYS-ban épitett modelleket hasznaltam. A modellek Gsszevethetsége érdekében
a Python programban, az AxisVM-ben és az ANSYS-ban ugyanazt a rétegzddést és terhet
hasznaltuk. A vélasztott konstrukciot a Binderholz katalogusabol [13] valasztottam, a

rétegzédést és az alapanyag merevségi adatait az alabbi tablazat taglalja:

Réteg vastagsaga | Réteg orientaltsaga (6)
4 cm 0°
2 cm 90°
2 cm 0°
2 cm 90°
4 cm 0°

2. tablazat. A vizsgalt X-LAM panel felépitése az 1. példaban (Binderholz)
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Rugalmassagi modulus széaliranyban (E}) 1100 kN/cm?

Rugalmassigi modulus szalirdnyra merGlegesen (Es) | 55 kN/cm?

Nyirasi rugalmassagi modulus (Gi3) 69 kN/cm?
Poisson-tényezs (1) 0,4
Kaef 0,8
kmod 0,8

3. tablazat. A modellekben hasznélt X-LAM panel anyagjellemzé&i

A szamitashoz még sziikség van Fs-re, Gia-re és GGi3-ra. Ezeket a megadott mérnoki
konstansok segitségével irhatjuk fel, a szakirodalom a kovetkez6t ajanlja: Ey = E;/20;
G2 = G13/1,15 és Gag = G13/10 [9].

A panel méretei 6 m x 3.5 m, minden éle mentén csuklosan alatamasztott, és 3 kN/m?

feliileten egyenletesen megoszlo erd terheli.

Az elmozdulasok Osszevetése a referenciamodellekkel Mivel végeselemmodszer-
r6l van sz6, és méatrix-elmozdulasmodszert hasznalunk, ezért az elmozdulasok az elsGd-
leges mennyiségek. Ezeknek ismeretében az alakvéltozasok, igénybevételek, fesziiltségek
szamithatok. A verifikicio soran ennek megfelelGen elGszor az elmozdulasokat mutatom

be.

w(x,y), [cm]

0.00 x 10°
300

—5.00 x 1071
200 4

-

—1.00 x 10°
100

—1.50 x 10°

0 T T
0 200 400 600

8. 4bra. A lehajlasok sajat Python programban (feliil) és a referenciamodellek esetén

(balra: AxisVM, jobbra: ANSYS).
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rx(x,y), [cm]

300 1.00 x 1072
200
> 0.00 x 10°
100
—1.00 x 1072

0 200 400 600

9. abra. Az x-tengely koriili elfordulasok sajat Python programban (feliil) és a referencia-

modellek esetén (balra: AxisVM, jobbra: ANSYS).

ry(x,y), [cm]

300
5.00x 1073
200
. 0.00 x 10°
100 —5.00 x 1073
0
0 200 400 600

10. abra. Az y-tengely koriili elfordulasok sajat Python programban (feliil) és a referen-
ciamodellek esetén (balra: AxisVM, jobbra: ANSYS).

Az 4brak utan tablazatosan is Gsszefoglalom az egyes szoftverekkel kapott elmozdula-

sokat.
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w [em] | Y, [rad] | Y, [rad]
Sajat szoftver | -1,78189 | 0,016215 | 0,009371
AxisVM -1,7817 | 0,01622 | 0,00937
ANSYS -1,78185 | 0,016216 | 0,009372

4. tablazat. A kapott elmozdulasok.

A tablazatbol kideriil, hogy az altalam készitett Python program a referencidkhoz

képest igen jo eredményeket ad, ennek alapjan alkalmas tovidbbi mennyiségek szamitasara.

A nyirasi korrekcids tényezdk verifikdcidja Az ANSYS-szal lehetGség van a nyirasi

korrekcios tényezGk verifikalasara is:

ks k,
Sajat szoftver | 0,2362379 | 0,265835
ANSYS 0,236282 | 0,265283

5. tablazat. A kapott elmozduléasok.

Lathato, hogy k, esetében az 6todik, k, esetében a negyedik tizedes jegyben van csak

eltérés.

P

fesziiltségeket. Ezek koordinatait a kovetkezs tablazat tartalmazza:

X y
160 | 87,5
160 | 262,5
300 | 175
440 | 87,5
440 | 262,5

6. tablazat. A fesziiltségértékek verifikilasara szolgald pontok koordinatai.

A verifikaciot az AxisVM szoftverrel végeztem el. A kapott eredmények:
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Sigma_x [kN/cm2] Sigma_y [kN/cm2] Tau_xy [kN/cm2] Tau_xz [kN/cm2] Tau_yz [KN/cm2]

6 6 6

4 4 4 4
2 2 2 2 2

—0.10 -0.05 0 0.05 0.10 -0.1 ojo 01 —-0.01 0 0.01 —010008-0.0006-0.0004-0.0002 0.0p00 10.0016®.00079.0005®.00026.0000

o) -2 -2 -2

-4 -4 -4 -4

-6 -6 -6 -6

S [KNICM?] Syy.m (KIem?] Seym (NG?] Se (fo‘cmfl S lKNA/cm‘J

d <
= = S

11. abra. Fesziiltségek a sajat szoftveremmel (feliil) és Axis VM-mel x = 160 ¢cm, y = 87,5

cm esetén.

Sigma_x [kN/cm2] Sigma_y [kN/cm2] Tau_xy [kN/cm2] Tau_xz [kN/cm2] Tau_yz [kN/em2]

6 6 6 6
4 1 4 1
2 2 2 2 2

0
~0.10 -0.05 00 005 0.10 -0.1 ofo 01 -0.01 0. 0.01 ~010008-0.0006-0.0004-0.0002 0.0p00 0.0000.0002.00050.0007%.0010
-2 -2 -2 -2 -2
-4 -4 -4 -4 -4
-6 -6 -6 -6 -6
Sy [KNIGT) $yym [RNCT] Sy m [RVIGT] 5,2 (0em?]

-

/

5,2 BVem?]

—

262,5 cm esetén.

12. 4bra. Fesziiltségek a sajat szoftveremmel (feliil) és Axis VM-mel x = 160 c¢m, y =
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Sigma_x [kN/cm2] Sigma_y [kN/cm2] Tau_xy [kN/cm2] Tau_xz [kN/cm2] Tau_yz [kN/cm2]
6 6 6 6
4 4 4 4 4
2 2 2 2 2
0 0
-0.2 oi 02 -0.2 oo 02 -5 oo 25 50 7 oo 25 50 75
le-8 1e{7 1e
-2 -2 2 -2 -2
-4 -4 -4 -4 -4
-6 -6 -6 -6 -6
Seerm [KNVUCT?] $yym KNETE] Spyim KNCTE] 5,0 (NVEm2] 5,2 (Nem?]
020 o o )
¥ 0 2:%
% 024
R ““““ o o o

13. &bra. Fesziiltségek a sajat szoftveremmel (feliil) és Axis VM-mel x = 300 cm, y = 175

cm esetén.

Sigma_x [kN/cm2] Sigma_y [kN/cm2] Tau_xy [kN/cm2] Tau_xz [kN/cm2] Tau_yz [kN/cm2]

. . .

. 4 . s .
2 2 2 2 2

ST o1 oo o1 T0o1 oPo ool 0040000,000250000500.00075

- -2 -2 -2

- ~ i —

i % -6 -5

51y (NGTE] 52z (NGTE] . DNem?)

N — P

14. abra. Fesziiltségek a sajat szoftveremmel (feliil) és Axis VM-mel x = 440 cm, y = 87,5

cim esetén.
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Sigma_x [kN/cm2] Sigma_y [kN/cm2] Tau_xy [kN/cm2] Tau_xz [kN/cm2] Tau_yz [kN/cm2]

2 2 2 2 2

0 3
-1 o 01 <1 oo o1 001 gho 001 040000.000250,000500.00075  0.0p00 00005 0.001

15. 4bra. Fesziiltségek a sajat szoftveremmel (feliil) és Axis VM-mel x = 440 c¢m, y =

262.5 cm esetén.

Kihasznaltsagok A kihasznéltsigokat végiil az Eurocode egytengelyi koncepci6javal
hatarozom meg. A fajlok kozott szerepel a Tsai-Wu tonkremeneteli elmélet algoritmiza-
lasa, azonban kéttengelyi szilardsagi adat nem &ll rendelkezésre, ahhoz kisérletekre lenne

sziikség.

3.4.2. 2. példa: Binderholz katalégusbeli panelek lehajlasvizsgalata

Ebben a példdban kapnak szerepet a gerendamodellek, melyek altal adott eredmé-
nyeket a mar verifikalt sajat végeselemes programommal szédmitott értékekkel vetek Ossze.
Verifikacioként itt a Binderholz prospektusa [13] is szolgalhat, amely tartalmazza az egyes
konstrukciok ~-modszer szerinti effektiv inerciat és keresztmetszeti modulust, valamint
megadott tamaszkozre az Furocode lehajlasi korlatozasabol kiindulva ajanl egy terméket.

Ehhez a példdhoz egy mésik panelkonstrukciot valasztottam, illetve a rugalmassagi
és nyirasi rugalmassagi modulusokat kis mértékben megvaltoztattam azokra az adatokra,

amelyek a katalogusban szerepelnek. Az itt hasznalt X-LAM panel adatai:
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Réteg vastagsaga | Réteg orientaltsaga ()
4 cm 0°
3 cm 90°
4 cm 0°
3 cm 90°
4 cm 0°

7. tablazat. A vizsgalt X-LAM panel felépitése a 2. példaban (Binderholz)

Rugalmassagi modulus szaliranyban (E;) | 1200 kN/cm?

Nyirési rugalmassagi modulus (Gi3) 69 kN/cm?

Gordiils nyirasi rugalmasségi modulus (Gg) | 5 kN/em?
Edef 0,6
kmod 078

8. tablazat. A modellekben hasznélt X-LAM panel anyagjellemz&i

Ertelemszerten itt egy vonalmenti terhet kell a gerendéara rakni. A prospektus az én-
stulyteher, 1,0, 2,0 és 2,5 kN/m allando teher és 1,0, 1,5, 2,0, 2,5, 3,0, 3,5, 4,0, 4,5 és 5,0
kN/m hasznos teher kvaziallando teherkombinaciojabol szamitott lehajlasra javasol ter-
mékeket, L/250 illetve L/350-es lehajlasi korlatozas figyelembevételével. A lehajlasokat
onstlyteherre valamint 2,0 kN /m éallando és hasznos teherre hataroztam meg a gerenda-
modellekkel. Az alkalmazandé teher hasznalhatosagi (kvaziallando) hatarallapotban (A
panel stirisége 470 kg/m?, a vastagsiga 18 cm, egy egységnyi széles savot vizsgélunk; 1),
=0,3):

PsLs = gk + Yaqr = 470-0,18/100 +2 4 0,3 - 2 = 3,45kN/m. (3.77)

A feliileti végeselemes modellben a két rovidebb éle mentén alatdmasztott héjat fogok
vizsgalni, a teljes feliiletén egyenletesen megoszl6 teherre.

A kapott eredmények:
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0.0

-1.5

16. abra. A gerendamodellekbdl kapott lehajlasi abrék.

A kék vonal a y-modszerhez, a sarga a nyirasi analogia modszeréhez, a zold pedig a

Timoshenko-féle gerendamodellhez tartozik.

~v-modszer | Nyirasi analogia | Timoshenko

Lehajléas [cm] 2,0465 2,0284 1,9972

9. tablazat. Maximalis lehajlasok a kiilénb6z6 gerendamodellekbél

A megengedett lehajlas az Eurocode szerint L/250, azaz 2,4 cm, ezt mindegyik elmélet,
és a prospektus is igazolja, ezekre a terhekre és ekkora fesztavra ugyanis ezt a konstrukciot
javasolja.

Lehajlas szamitdsa héjmodellel: a legnagyobb lehajlasra a héj kozepén 1,9944 cm jott
ki, ez igen kozel van a gerendamodellekbél kapott eredményekhez. Megjegyezném azonban,
hogy a valosagban igen ritka az olyan eset, hogy kéttamaszi tartonk van egyenletesen
megoszl6 konstans intenzitasa teherrel, bonyolultabb esetekben egyértelmiien a héjmodell

alkalmazasat javaslom.

w(x,y), [cm]

100 -
—-5.00x 107!
= 50 A —1.00 x 10°
i —-1.50 x 10°

0 100 200 300 400 500 600

17. dbra. A héjmodellbdl kapott lehajlas.
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3.4.3. 3. példa: A Navier-megoldas

Ebben a példaban a Navier-megoldast hasonlitom 6ssze a Kirchhoft-Love és Mindlin-
Reissner héjelméletek esetén. Az alkalmazott paneltipus, teher és megtamasztasi viszonyok

az elsé példaban ismertettek, ezaltal a numerikus és félanalitikus megoldés is Osszevethetd.

Elmozdulasok és igénybevételek a Navier-megoldasbdl Grafikus megjelenitést

egyel6re a Mindlin-Reissner lemezhez készitettem, ezeket mutatom be:

w(x,y), [cm]

0.00 x 10°
300 A

—5.00 x 1071
200 -

=

—1.00 x 10°

100 -
0 —1.50 x 10°
0 200 400 600

18. dbra. A Navier-megoldasbol kapott lehajlas.

rx(x,y), [rad]

300
5.00 x 1073
200
. 0.00 x 10°
100 3
—-5.00 x 10~
0
0 200 400 600
X

19. abra. A Navier-megoldasbél kapott x-tengely koriili elfordulas.
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ry(x,y), [rad]

300 1.00 x 102
200
. 0.00 x 10¢
100
—1.00 x 1072
0
0 200 400 600
X

20. abra. A Navier-megoldashol kapott y-tengely koriili elfordulas.

3.5. Az altalam készitett szoftver elérhetdsége

Az altalam irt Python kddokat egy Dropbox mappéaban teszem kozzé. Ennek elérhetd-
sége: https://www.dropbox.com/sh/1lw7uzb0lg9xbhom/AABakfkUxCXy_IY__eaaNOgba?
d1=0.

A fajlok futtatasahoz sziikséges a Python telepitése, a negyedik fejezetben egy lehet-

séges alternativat ismertetek.
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4. A szamitogépes implementacio

Az X-LAM panelek szamitasi modelljeit Python kornyezetben készitettem el. Ebben
a fejezetben roviden Osszefoglalom a modellezéshez sziikséges programozasi ismereteket.

,A Python egy éltalanos céld, nagyon magas szint programozasi nyelv, melyet Guido
van Rossum holland programoz6 kezdett el fejleszteni 1989 végén, majd hozott nyilvanos-
sagra 1991-ben” (Wikipédia). A magas szint{i programozasi nyelv nem azt jelenti, hogy
ez a nyelv magasabb rendi a t6bbi programnyelvhez képest, hanem azt, hogy elvontabb,
kénnyebb a hasznalata, azonban nagyobb mértékben elvonatkoztat a gépi kodtol.

Az internetrdl letolthetd Python fejleszt6i kornyezetek koziil az Anaconda3-at toltot-
tem le, amely egy ingyenesen hasznalhato, nyilt forraskodu szoftver. Ennek része a Spyder
szerkeszt$, amelyben a kodokat irtam. Az Anaconda nagy elénye, hogy a leggyakrabban
hasznalt modulok (NumPy, SciPy, Sympy, Matplotlib, stb.) telepiilnek vele. A kovetke-

z6kben ezeket a modulokat mutatom be.

A NumPy modul A Numpy a Python programozasi nyelv elsé szamu tombdokkel vald
miveletvégzésre alkalmas konyvtara [14]. Ezt a modult hasznaltam a legtobbszor a fent
ismertetett modellek szamitogépes implementacidja soran, szinte minden fajlban alkalma-
zasra keriilt legalabb egyszer. A teljesség igénye nélkiil, ennek a konyvtarnak a segitségével
lehetséges tombok (méatrixok, vektorok) definialasa, ezek szorzésa, matrixok determinan-

sa, inverze, linearis egyenletrendszerek megoldasa, stb.

A SciPy modul A SciPy konyvtar numerikus szamitasok elvégzésére alkalmas Python
modul [15]. A megoldés soran egy alkalommal hasznéltam ezt a konyvtarat, ennek is a
ysparse” almoduljat, amely ritka matrixokkal valo miiveletvégzésre alkalmas. A szerkezet
merevségi matrixa tipikusan ritka matrix, mivel két csomopont kozott akkor van csak
érték a matrixban, ha a csomopontok egy végeselemben talalhatéak. A ritka matrixokkal
foglalkoz6 almoduljaban talalhatd a coomatrix” fliggvény, amelyben bemené adatként
a sor- és oszlopindex, illetve az oda beirand6 érték szerepel. Ritka matrixot tartalma-
z6 egyenletrendszer megoldasarara kiilon parancs van SciPy ,sparse” almodulban, ez az

,spsolve”.

A SymPy modul A SymPy a Python szimbolikus miiveletvégzéshez hasznalt konyv-

tara. Alkalmas arra, hogy szimbolikusan végezzen el matematikai miiveleteket, akar deri-
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véalasi és integralasi feladatokat is. Bar a most bemutatott szoftver még nem épit jelentGs
mértékben erre a modulra, a jovében, egy esetleges tovabbfejlesztés esetén mindenképp
tobbet hasznalnam. A dolgozat alapjat képezd szoftver készitése kozben ismerkedtem meg

a hasznélataval, bar igy is van olyan fajl a programban, ahol szerepet kap a hasznélata.

A Matplotlib modul Ez a konyvtar, ahogyan azt a neve is indukalja, adatok grafikus
megjelenitésére alkalmas. Mind a két dimenzios (feliileti) igénybevételek, elmozdulisok
abraihoz, mind a fesziiltségek grafikus megjelenitéséhez ezt a modult hasznaltam, szerepe

tehat igen nagy volt a program elkészitésében.
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5. Zarszo, koszonetnyilvanitas

Végezetiil szeretném Osszegezni a dolgozat lényegi pontjait, illetve az elkészitése soran
szerzett tapasztalatokat, megfigyeléseket.

A dolgozat téméaja X-LAM panelek modellezése volt Python kérnyezetben. Ehhez el6-
szOr ramutattam arra, hogy miért tartom fontosnak a témaval valo foglalkozast, majd
bemutattam az X-LAM elemek lehetséges modellezési modjait. Ezeket a modelleket ké-
szitettem el Python programozasi nyelvben, majd a végeselemes modellt verifikdltam is
kereskedelmi forgalomban kaphat6 szoftverek segitségével. A modellek vizsgalatakor arra
jutottam, hogy bar a jelenleg vizsgélt esetben a gerendamodellek nem adnak rossz kozeli-
tést, az X-LAM panelek felhasznélasa sokrétii (fodém, fal), benniik legtobbszor valamilyen
attorés is kialakitasra keriil, ebben az esetben pedig mar joval egyszeriibb kétdimenzios
modellt és numerikus megoldast alkalmazni. Emellett a megoldas mellett szol az is, hogy
méara mar a szamitogépek szamolokapacitasanak nem okoz kiilénosebb gondot héjszerke-
zetek szamitasa, a futasi id6 egyéltalan nem né meg nagy mértékben.

A jovében mindenképp szeretném tovabbfejleszteni az itt bemutatott szoftvert, a célok
kozott szerepel attorések modellezése, valamint egy haromdimenziés modell épitése is,
tobbtengelyt fesziiltségallapotot feltételezé tonkremeneteli modok vizsgalataval.

Szeretném kiemelni, hogy a dolgozat elkészitésébdl rengeteget tanultam (programozasi
ismeretek, végeselemes modellezés, LateX szovegszerkesztG hasznélata).

Szeretném megktszonni mindenkinek a tdAmogatasat, tobbek kozott paromnak, renge-
teget segitett abban, hogy ez a dolgozat létrejojjon, illetve sziileimnek, testvéremnek, akik

sokat gondoltak ram a munka koézben!
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